UNA INTRODUCCION AL ALGEBRA DE POLINOMIOS
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Moderador
Notas de la presentación
10 seg


¢, Qué significa la palabra algebra?

La etimologia de la palabra algebra se conoce como
el arte que consiste en armar huesos que estaban

dislocados o quebrados.

Un algebrista es un armador de estructuras oseas.

En la actualidad el algebra es el area de la matematica
gue se centra en el estudio de las estructuras.




Es igual a

\4

Un conjunto con operaciones:
suma, producto, division, composicion,
Substitucion, union, interseccion,...

\

Que satisfacin propiedades

Asociatividad, conmutatividad,
Distributividad,...

4

Formuladas usando

@ables: a, b,cfaqg,...



Moderador
Notas de la presentación
30 seg


El estudio de las expresiones formadas por sumas finitas de
productos finitos de variables es el origen de lo que se conoce
como algebra.

5 3 - Polinomios
Jr® + 4x —|——|— 6 + 3 v v
v

Muchos Regla, distribucién

Monomio

;Porqué estas expresiones?
;. Cual es el nimero que multiplicado por a es b7
ar = b
e I . - . o I .
;. Cual es el area del cuadrado tal que sumado a tres veces la
longitud de su lado es igual a ocho?

2+ 3z =8 IQ-+- v =3
g SRS
DL



Moderador
Notas de la presentación
 1 min


En general qz?4+bxr+c=0

parabolas, movimientos parabolicos
(2. y)




_(y—yg)2:1

b?

|d(PaF1)_d(PaF2)| = 2a

En la construceion de niumeros tenemos

@® 7/ es una extension de N

r+n=0VneN

r = —n, opuesto aditivo

Hipérbola



Moderador
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 1 min


@ O es una extension de Z

br —a =0,Vbe Z —{0},a € Z
T = E*_ fraccion

b
@ Al resolver la ecuacion 2 = ¢ para cada nimero natural
n > 2. qg € QF, tenemos extensiones de Q por adjuncion

de radicales (\/5 % %)

&
&
&

AXIOMA DE COMPLETITUD

JR  Niumeros reales
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s
A

® Al resolver la ecuacién z2 +1 =0
r=1ii1=—-1 C={a+ib/a,beR}
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Las soluciones de cualquier ecuacion polinomaial, son nimeros complejos

C es el conjunto de nimeros mas usado por sus aplicaciones en:

Mecanica cuantica, Ingenieria, Electronica y las telecomunicaciones.

¢ = cos(f) + isen(f), Formula de Euler

Algebra de Polinomios en una Variable

K=Q.,R,C,Z,. Un polinomio con coeficientes en K es
una funcion P : N — K que cumple con la condicion

{n € N/P(n) # 0} es finito.


Moderador
Notas de la presentación
Estos son operads conjuntísticos augmented. (Operad Aumentado) 40 seg.


s
A

P(n) = p,. entonces P = (po. p1, p2, p3, ...)

Pn €s el coeficiente n-éstmo de P.

x variable o incognita

k = max{n € N/p, # 0}, entonces escribimos

k

P(z) .= po+ piz + px® + - -+ ppz® ~ (po,p1,--.)

P(xz) = Q(x) si son iguales como funciones, pn = ¢, Vn € N,

k se denomina el grado de P(x), se denota por grad(P)

K|x| denotara al conjunto formado por todos los polinomios
con coeficientes sobre K.


Moderador
Notas de la presentación
 10 seg


Operacioney

Suma

La suma en K|z| es la suma punto a punto de funciones:
(P4 Q)n = pn+ ¢

suma coeficiente a coeficiente

(322 +82° +3) + (2x + 5z + 42° + 2) = 120° + 8224+ 22 + 5

Producto| z".2™ = ™™™

(P.Q)n = Zpkqﬂ—k Producto de Cauchy
k=0




1. P(x +Q Q ) + P(x)

1 (P

(3z2+1—4x)(2?+2) = 3zt +62° 412 +2 —4a® 82

= 3z — A+ 7% —8z+2
Propiedades =

2. (P(x) + @ (z) = P (B Gl e e
f.P(f-)+{)_P(* =

)
)+ (—P(x)) =
(

(—
Q(z) = Q). (JJ)
. (P(x).Q(x)).R(zr) = P(x).(Q(z).R(z))
. P(x) -
(AP(x
. P(x).

(@
x

(
Q)
1 = P(x)
i
(Q

(.
(7)) = P(x).(AQ(x P(z).Q(z)). VX € K
(£)+H(£)) P(x )Q( )+P( ).R(x)

+,

|(KM ) es un algebra (-.01'11'1'11_1tﬂ.twﬂ..|




Si P(x)Q(x) =0, entonces P(x) =00 Q(z) =0

La funcion grado grad : K — {0} — N satisface

grad(P(z)Q(x)) = grad(P(z))+grad(Q(x))

Haciendo induccion sobre esta funcion tenemos

ITEOREMA DE LA DIVISION|
Sean P(x) y D(x) # 0 polinomios, existen polinomios

Q(x) y R(x) tales que
)= D)QUa) + R()

R(x) =0 o grad(R(x)) < grad(Q(x))
cuando R(x) =0, decimos que D(i)/P(i)




P(2' Dividendo D(x) Divisor

U4—|—8;I?3—%;1‘.2—|—33;_2 i N |
—(* £ + 323 — 33‘:2) 372 4 5y — g
7“1{3 + 22% + 3z — 2 Q(z) Cociente

P(r) = D(x)Q(r) + R(z)

— 242 + 8z — 2
—(—;%/—%334—%)
21 9

5 —5 R(z)Resto o residuo

(K[z], +..) junto a TEOREMA DE LA DIVISION = Anillo Fuclidiano
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IDEALES

La teoria de ideales es reciente, fue creada por el matematico

aleman Richard Dedekind, a fines del siglo XIX, en la época

la comunidad matematica estaba interesada en

f » 7, L
solucion de una ecuacion
Los NUMEROS polinomial con coeficientes
ALGEBRAICOS |~ enteros

20 + a1z + az” + -+ + ana” =0

-

S
Generalizacion R i
Descomposicion en factores primos
de la
- _< " L &
divisibilidad Determinacion de raices
en Z
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Ideal se refiere a los niimeros ideales que factorizan a otros nimeros.
2=ab 3=cd 1+iv/5=a.c
1 —+5i=bd 6=ab.cd

2.2 = —1

En Geometria el concepto de ideal permitio el estudio de las curvas como

soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales. [, 7edad afin

TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT establece un puente de conexién
entre

@ariedades (Curvas? & ST =)

objeto geométrico objeto algebraico

ceros del conjunto : d : .
conjunto de polinomios

\_ de polinomios ) \ y,

| Geometria algebraica



Moderador
Notas de la presentación
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Emmy Noether mujer alemana nacida en 1882 de origen judio
Conocida por sus grandes contribuciones en la fisica teédrica,

algebra abstracta, pionera en lo que hoy se conoce como

algebra moderna.

Segin David Hilbert y Albert Eintein:

La mwjer mas importante de la historia de la matematica

No fue reconocida en los inicios de su carrera y su fama

llega de la mano del propio Hilbert, fue muy generosa en

contribuciones académicas con muchos de sus colegas, entre

ellos el propio Hilbert y el matematico B.L.. Van der Waerden.

Entre (1920-1926) Noether realizo los trabajos que cambiaron la dinamica de estudio
en el algebra abstracta en su articulo La teoria de ideales en anillos.

el concepto de ideal se convierte en una herramienta importante con numerosas

aplicaciones. Noether efectuo el uso de cadena ascendente y los objetos que las

satisfacen se denominan Noetherianos en su honor.


Moderador
Notas de la presentación
Animacion de eta para ejemplo concreto 1 min


En el algebra moderna el concepto de ideal se entiende como el niicleo o
kernel de funciones que preservan operaciones (Suma, Producto, ...)

Homomorfismos v miden que tan inyectiva es una funcion.

soluciones de sistemas| contexto antiguo
de ecuaclones

[deal

ceros de homomorfismos

: . = contexto moderno
nivel de mvectividad

Los ideales permiten la creacion de estructuras mas reducidas a través de cocientes
(Relaciones de equivalencia), estas estructuras reducidas se entienden a través de

generadores y relaciones definidas por un ideal. La construccién es universal.

En K[z| un ideal I, es un subconjunto no vacio de polinomios que satisface
1. P(z)+Q(z) € I,VP(z),Q(x) € 1
2. P(x)Q(z) € I,VP(z) € K[z],VQ(x) € I



Moderador
Notas de la presentación
1 min


ideales en K|z]:

{0}, K[z, {(=* + DQ(z) : Q(z) € K[z]} = («* + 1)
A una matriz cuadrada, { P(z) € K[z] : P(A) — 0}

[Tem‘ema \

K[z] es un dominio de ideales principales. Es decir, para todo ideal I de K|z],

existe un polinomio P(x) tal que

I = (P@)) = {P@)Q) : Q(x) € K[a]}
\ Ademds P(z) es iinico salvo miiltiplo escalar. -

La demostracién se sigue del hecho de que {grad(H(x)) : H(z) € I}

tiene un elemento minimo.

P(z) es uno de los polinomios de I con grado minimo.




APLICACIONES DEL CONCEPTO IDEAL

1. MAxmMo CoMmUN Divisor. Si Py G son polinomios no ambos nulos, el

maximo comun divisor de P y () es el polinomio D tal que

s D|PyD|G
= SiH| Py H|G, entonces H | D

Mss ain (P, Q) = {W1iP + WoG : Wi, W5 € K[z]} = (D)

Ezisten polinomios W, y Wy tales que W P+ WG = D

Se pueden encontrar W, y W, usando

7

Generalizacion
Lema de Bezout

ecuactones Diofanticas

.

J

|el Algoritmo de la Division de E'uchdesl



Moderador
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1 min.  Segunda Parte 20 min. Total 32 minutos….


r P=QG+ Ry grad(R,) < grad(G)

Despeje G=Q1R+ Ry grad(Ry) < grad(R;) Divisién sucesiva
de restos

para obtener Ry = Q2Ry + Ry grad(Rs3) < grad(Ry)
Wy W,

de restos

v

Ry =Qn1Rn1+ R, grad(R,) < grad(R,_)
_ . maximo comun
e @ divisor de Py ()

WiP+W0G = R, =D




2. ALGEBRA RESIDUAL DE PoLINOMIOS.

Util para construir otras estructuras. similar a Z,

(P)=1={PQ:Q €Klz]} ideal de K[z].

Gi~Gy<= G1—Gr€l < G — Gy = PQ «— G1 =Gy + PQ

es una relacion de equivalencia.

Gy ={G €Klz] : Gy ~ Gy} ={Ga+ PQ : Q e K[z]} =Ga+ 1
Klz]/~ =K[z]/(P) ={G + I : G € K[z]}

Operaciones:

Suma: (Gi+1)+(Ga+1)=(G1+Gy)+1
Producto: (Gy+1).(Go+ 1) = (G1Gy)+1
VieK, A(G+D)=(A+DHG+IT)=AG+1

Estan bien definidas
debido al concepto

de ideal

I es el neutro de la suma

1 + [ es el neutro
del producto




; Por qué Residual?

G(z)+1=(P(z)Q(z) + R(z)) + I

grad(R(z)) < grad(P(z)) = n, entonces R(z) = ag + a1z + aox> + -+ - ap_1z"

R(zx)+ I = (ap + a1z + apx’ + - - - aﬂ__lmﬂ'_l) + 1
—ag(l+DN+a(z+D+ayz+ 1)+ +an_i(z+ )"

= R(x+ 1) = R(t) Finalmente
T

G(x)+1 = R@x)+1 = R(t)

t=x+1

Klz|/(P)={ao + a;t + - - ap_1t"" 1 a; € K, P(t) = 0} = (1,¢, t2, ..., "1 P(t) =0)
- ¥

Generadores Relacion




Ejemplos

NUMEROS COMPLEJOS

R[z]/(z* +1) = {ag + a1t : ag,a; € R,#* +1 = 0}
Ezm—k(mg—l—l):t:i

— {[1-{] + aqt : ag, a1 < ]R-g tg — _1}

— {(1[] + aq1 : ap,aq € R}ig = —1} =C

LA ADJUNCION DE v2 A Q

Q(V2)= Q[z]/(z® — 2) = {ao + a1t : ag,a; € Q, 1% — 2 = 0}

— {H-nJrﬂan/E:ag,al € Q}
(ﬂﬂ+ﬂ1\/_)(@n—ﬁl\/_)—an 2-:11, ap,a; # 0

conjugado
(a0 + a1v/2) (

— 2a?

(ao + ﬂ-'l\/i)_l




CUERPOS FINITOS
Zs[x]/(z* + 2) = {ag + a1t + ast® + ast® : ag, a1, a9, as € Zs, t* + 2 = 0}

= {ap + a1t + ast® + agt® : ag, a1, a9,a3 € L, t* = —2 = 3}
1
9 5 D D

" PRIMALIDAD )
Un polinomio P(x) con grado positivo es irreducible o primo, si para toda

factorizacion: P(z) = Q(x)G(x)
\_5¢ tiene que grad(Q(x)) =0 o grad(G(x)) =0 =

5% elementos.

z? + 1 es irreducible en R[z], pero es reducible en Clz], (z —i)(z + i) = z% + 1.
Se puede demostrar que
K[:L‘]/(P(r)) es un cuerpo,
ag+ait+ast? +---a,_1t" 1 #£0
tiene mmverso

— [P () es primc}]

Q(v2)=Qle)/(z* —2) Zs[z]/(z" +2)

SOl CUErpos




[ TEOREMA DE DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS \

K[z] es un dominio de factorizacion. Todo polinomio Q(x) con grado positivo

se factoriza como un producto finito de polinomios primos.

Q(z) = Py(x)Py(z) - - - Py()
dea Pi(x) es un polinomio primo. =

|ALGEBRA DE POLINOMIOS EN LAS VARIABLES xj, 9, Iﬂl

A= {mla Ly ey mn}
.Qué es un monomio en las variables z{, zo, ..., 2,7
Caso No CONMUTATIVO

. .. 2
Un monomio rigido de grado k es una k-tupla w = (x4, %4y, Tig, ..., ;) € A

1; €11,2,3,...,n} W = Ty TjTiz...Ti, ToT3 = (Ta, T3) 7 (T3, T9) = T3z




w = 0 es el monomio vacio

es el conjunto formado por todos los

A*={0}UAU APUAY... = U A*  monomios rigidos de grado finito.
k>0

Un polinomio en las variables z, z9, ..., 2, es una funcién P:A* s K

tal que {w € A* : P(w) # 0} es finito.

P[UJ) — Puw P(Il,.’tg?...jmn) = Z P W

weEA*

P(:El?LI:g,Ig) — 3r119 — §$g$31?2 + 8xox1 — gl‘gl‘l.’ﬂg.’ﬂl +3

1
Pp =3, DPrizy =3, Prozszs = 97 Paray =8, Pzozxizory = — 735

P=Q <= p,=qu, Ywe A




Operaciones

Suma: suma punto a punto de funciones

(P+Q)(w) = P(w) + Q(w) = pu + qu

prw + Z(Iww: Z(pw+(?w)w

wech* wWeA* WweA*

: Asociativa, Conmutativa, P = 0 es el neutro,
Propiedades:
—P es opuesto de P

Producto:

Concatenacion de Monomios

AR AT s ATTHE

if.ilI.iinﬂ...I.'k - 'Ejlszifjgﬂﬁjr = milxigmig--*:Ef-kmjli"jgmja---mj

Iolgdlq » Tal1Lo — T9ol3r1L3L1T9




(W1 - wo) - w3 =wr - (w2 - w3) = wiwaws  Asociativo _
— Monoide

w0 =w=0-w Neutro

—

(P'Q)(W)EP'Q)w D Pt

2
W1 -wa=w |

(ZPW) (Z Pw“) =Y (P Quw=_ ( >y pulquz)w

weA® weA® weA* wEA* \wy-woe—w

3.’171.’172$1 — 3.’171.’172$g$3
-
(3$1i’2 T DT LT3 — $2$3)($1 — -’172$3) = + DX {ToX3T| — DIL|ToT3ToT

— T9IT3XT| + 99Xy

Asociatividad, dyp,, = 1 es la unidad, No es conmutativo,

Leyes distributivas, A € K, (AP)Q = P(AQ) = A(PQ)

Propiedades:




en las variables z{,zo,.... 2,

es la K-algebra de polinomios no conmutativa
[K(Il, L9, ..., Tp)

IDEALES

Un ideal de K{(xq,x0, ..., 2,) es un subconjunto no vacio I de polinomios
tales que:

. P+Q€l YPQel

—

Lateral
n VP € K(z1, %2, ..., 7T0n), YQ € I izquierdo

2. PQel Lateral — Rilateral
m VP eI, VQ € K{z,29,...,x,)

derecho

—

Si I es un ideal bilateral en K(xzy, z9

P~(@Q < P—-0Q¢cl esuna relacién de equivalencia
P=P+I={P+Q:Q¢el}

K(zy,z9,...;zn) /I ={P+1: P eK(zy,z9,...,2,)}




K(zy,z9,...,2,)/] con las operaciones

es una [K-algebra no conmutativa

(P+)+(Q+1)=(P+Q)+1 de polinomios y reducida

por
P+I)Q+I)=PQ+1
( )(Q ) @ el 1deal bilateral I.

Ejemplos:

CUATERNIONES Fueron creados por William Rowan Hamilton en 1843

que buscaba extender a los numeros complejos a un niumero mayor de

dimensiones. Tienen varias aplicaciones:

Teoria de Numeros: Sirve para probar el Teorema de Lagrange, que dice:
Todo nimero natural n > 0 se escribe como n = a®> 4+ b*> + % + dz, a,b.c,d

son enteros no negativos

5—9221+124024+02, 31=5°+2?+1%+12%




, = . = - F -
Fisica: Los cuaterniones representan rotaciones del espacio que son 1tiles

para interpretar ecuaciones provenientes del electromagnetismo y la mecanica
cuantica

También son utilizados para la interpretacion de graficos asistidos por el
computador.

Construccion: R(zy, =2, %3) Py(zq, 2, x3) = 22 + 1, Pa(z1, 22, 73) = 73 + 1,
Ps(z1, 29, 23) = 25 + 1, Py(z1,22,73) = 212973 + 1

Sea [ el ideal bilateral generado por P, P, Ps, P;.

ke
Q1. Q, € Rz, 23,7
Un elemento de [ es una suma finita: E Q: P, Q; , { Ly 2, 72)
i=1 Ji € {L 2': 3*“1}

H=R(z1,z0,23)/] x1+1=1 z94+1=3, 23+1=k

'igz(ml—l—f)(lfl—l—f) +I=—-1+1, |#=-1
(mg+f)(:rg+f)_m I[=—1+1, j2=—-1




P =(xs+D(zs+N=as+1=—-1+1,

ijk=(z1+ D(xo+ N(z3+ 1) =zimozs + [ = —1+1, [pk=—1

Ecuaciones que inspiraron a Hamilton

mientras cruzaba el puente de Brougham

COoIl su esposa.

k

Si w es un monomio de grado mayor o igual a 2, entonces
w+Ied{igk,—i,—j,—k,1,—1}
H={a+bi+cj+dk:ab,cdcR,i’=j =k*=ijk=—1)}

— R(1,4,5,k:i* = j°> = k* = ijk = —1)
3 4

(Generadores

Relaciones




De forma similar que en los niimeros complejos

g=a+bi+tcj+tdk=a—-bi—cj—dk |ql=Va®+b+2+d

_ ) q
qq=lql” 44 __1
lq>

PoLINOMIOS CONMUTATIVOS EN VARIAS VARIABLES

Sea I el ideal bilateral de K(z1, z9, ..., z,,) generado por todos los binomios de

la forma w — w' en donde w’ es el resultado de haber cambiado de posicién

las variables de w. |z1zox311 — Tow1T374| |10y — ToT3Ty

Un elemento de I es una suma finita de polinomios que tienen la forma

Qw —w)R, Q,RcK(zy, zo,...,25),

K(z1,z9,...,zn) /I = K|z, 29, ..., ]




T1Tox3xy + 1 = xyx1T93 + [ = 101371 + [ = :c."‘f:rg:rg

w+ I :=ziasd -
7; es el numero de repeticiones que tiene la variable z; en w.

Un polinomio en las variables xzq, x5, ..., x,, es:

P(xy,x9,...,2,) =

Klz1,z9, ..., zy] es similar a K(zq, z,, ..., z,) excepto que el producto es
conmutativo.

Otros resultados importantes sobre K|z, zq, ..., x,]

@EOREMA DE LA BASE DE HILBERT (1888)

Todo ideal I de Kl|z1, x9, ..., z,] estd finitamente generado.

k
I=(P,Py...P)=3> QiP:Q; €Klzy, o, ...,7,]
= = -




Si P() =0, entonces P=00 () =0
Klzi, 29, ...,2,] admite descomposicién en factores primos

FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién f : K — K, es polinémica, si existen ag, aq, ..., a, € K
tales que 5 N
f(s) =ao+ a1s +ags” +---ans para cada s € K.

K[z] no es igual al conjunto formado por todas las funciones polinémicas

de K en K

Plz)=2+z#0 pero P como funcion de Zs en Zs es la funcion cero.

en Zs|x],

APLICACIONES

3 la interpolacién polinomial consiste en aproximarse
ANALISIS

a valores reales de una curva o funcion f, mediante

1. INTERPOLACION (zk, Prm(zr)) v Pr(zr) = f(xk)
P, polinomio interpolador de grado m.




INTERPOLACION DE LAGRANGE

[, xo,x1, ..., xm, f(z;) = f;, el polinomio de grado n < m a interpolar es

Z fiLj(z)

(z T—T (z —zo)(x —z1)(z —32) - (T — )
Lj(x) g rj—x; (x5 —xo)(z; —x1) - (25 — 21 ) (25 — zj41) - (5 — Tn)

L;(x) se denomina polinomio de Lagrange.

TEOREMA DE TAYLOR Sj f es derivable n-veces en el abierto (a — €,a + €),
e > 0, entonces:

fla) +

f'(a)
1!

f"(a)
F—a)+ 7,

Polinomio de Taylor de grado n

ARG

n!

(x —a)* +- (x — a)"| + Bn(f)




AR
 (n+1)!

r £(n+l)
m(h = [ O iy

(z—a)"™! Ja<é<z<a+te

Ry (f)

TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS (1885)
Todas las funciones continuas definidas en un intervalo cerrado [a,b] se pueden

aproximar por un polinomio

Posteriormente Marshall Stone en (1937) simplificé la demostracion y también
demostré que la aproximaciéon era uniforme.

f € Cl|a,b]. Para todo € > 0 existe un polinomio P tal que
Sup{| f(z) — P(2) |: = € [a,b]} < ¢

Los polinomios de Berntein funcionan para aproximarse a f.

B =31 () (1)t —ayt lim B




COMBINATORIA (Principios de Conteo)

El factorial de un ntimero kes k! =k(k—1)(k—2)---2-1, 3!=3.2-1

Binomio DE NEWTON
(l+z)"=1+z)(1+z) - (1+z) = 1+ a1z + asx” + asx® + - - - apz”

n-veces

k

El monomio z% se construye eligiendo de los n-factores la letra = una

cantidad k& de veces.

eleccion 1

.’Ek: €

A
posibilidades n




(14+z)" = Z (:) 2k Diferentes subconjuntos
k=0

de tamano k que tiene {1,2, 3, ...,n}

n
n

G+ =2"=3" () =IP{L23,..,n})|




DESCOMPOSICION FUERTE DE UN NUMERO

Sea n un numero entero positivo. Una k-descomposicién fuerte de n es
una k-tupla de enteros positivos (ny,no, ..., n;) tales que
niy+mNo +Ng+---Np =N

Las 3-descomposiciones fuertes de 5 son
3+1+1 1+43+1 14143 2+2+1 24+1+2 1+2+2

una k-descomposicion fuerte de n es una descomposicion del monomio ="

N kL n; = 0

= 1??1;:_1 :E T .'ﬁ‘,—l E:

Tk

Lo que estamos haciendo es elegir del conjunto de espacios {®1, e, ...0,_;}

k-descomposiciones
fuertes de n.

k—1

el subconjunto {'ml y gy aeny 'mk—1} (n — 1) numero de diferentes
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