Algunas Aplicaciones de la Transformada de
Laplace

Dr. Andrés Pérez

Escuela de Matemética
Facultad de Ciencias
Universidad Central de Venezuela

11 de marzo de 2016

) Jornadas de Investigacion y Extension
| ¢ » | Facultad de Ciencias 2016

9 al 13 de Mayo. Universidad Central de Venezuela.

IR S e 'M'WM"@MWW .

A. Pérez Algunas Aplica de la Transformada de Laplace



Contenido

@ Introduccion
@ Transformadas
@ Introduccién a las Transformadas de Laplace
@ Origenes Historicos
@ Transformada Integral

© Transformada de Laplace
@ Definicién
@ Condiciones suficientes para la existencia
@ Transformada Inversa
@ Resultados Importantes

© Un par de modelos
@ Sistema de suspensién de un automévil
@ Circuitos RLC

A. Pérez £ s Aplicaciones de la Transformada de Laplace



Introduccion

;Qué es una Transformada?

Sean E y [E’ espacios vectoriales con leyes de composicion
interna (operaciones) T y T/, las cuales conforman las estructuras
(E, T)y (E', T').

Definicion

Una transformada, es una aplicacion biyectiva f : E — E’, que
establece un isomorfismo entre (E,T) y (E’, T’).
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Introduccion

madas de Laplace

El célculo del logaritmo del producto de dos ntiimeros positivos.

En efecto, tomando al espacio E = R, con la operacién del
producto y al espacio E’ = R, con la operacion de la suma,
obtenemos que:

!y ™y
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[ransformadas
Introducci6n a las Transformadas de Laplace

Introduccion

Origenes His )S

Transformada Integral

En general, podemos establecer que la Transfromada de Laplace,
es una aplicacién entre espacios de funciones cuya utilidad
principal, es la de reducir ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
o sistemas de ellas, en ecuaciones algebraicas lineales o sistemas de
ellas, siendo una herramienta til en el andlisis de sistemas
dindmicos lineales.

R 7

Laplace
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Introduccion

Historia

@ 1744, Leonhard Euler (1707 - 1783) investiga integrales de la
forma:

z= JX(x)e’”‘dx
como soluciones de EDO, pero luego abandona estas
investigaciones.

@ Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813), también investigo este tipo
de integrales y las vincul6 a la teoria de la probabilidad, en un
trabajo sobre funciones de densidad de probabilidad, de la
forma:

X(x)e ™ a*dx
las que algunos interpretan como auténticas transformadas de
Laplace.

@ 1782, Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827) siguiendo las ideas de
Euler, emplea a estas integrales como solucién de EDO.
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Introduccién . S -~ 5
s Transformadas de Laplace

6ri
Transformada Integral

Historia

@ 1785, Laplace da un paso mds alld y refuerza el problema,
usando integrales de la forma:

JX(x)d)(s)dx --» EDOL ~» EAL

dando pie a las transformadas de Laplace.

@ Olivier Heaviside (1850 - 1925) ingeniero inglés, en la segunda
mitad del siglo XIX intenta resolver problemas de ED en la
teorfa de vibraciones, retomando los trabajos de Laplace y
dédndole forma a la aplicacién moderna de las Transformadas de
Laplace.

Observacion

Heaviside, descubre que los operadores diferenciales pueden ser
tratados como variables algebraicas
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Introduccion

Transformada Integral

y'(t) —ay(t) = f(t) = (D —a)y(t) =f(t)

Notacién Operador

U v
y(t) = Je_“tf(t)dt +Cre" y(t) = 5—f(t)
(Solucién General) (Obs. de Heaviside)

De donde obtenemos que:

D%aj(t) =t Je*ﬂff(t)dt +Cyet 1)

Usando estos argumentos, podemos entonces resolver la EDO dada
por:

Veamos:

y// —5y/ + 6y — 3€2t
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Introduccion

y" — 5y’ + 6y = 3¢* = (D*> —5D +6)y(t) = 3¢*

Notacién Operador

de donde

Finalmente,

1 w1 2%
it = 5 (3) - 5= (3)
Al sustituir (1) en la expresién anterior, nos queda:
y(t) — (363t J €73t€2tdt 4 Cle3t> o <3€2t J€72t€2tdt + C2€2t>

= 3¢ | etdt + Cre® —3e? | dt — Cpe®
= 3¢ 4 C163 — 312t — Cpe?t = C1e3 4 Cpe2t — 312t WK
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Introduccion

nsformadas de Laplace

Sea f:D C R?> — R. Una integral definida de f, con respecto a una
de las variables produce una funcién de la otra variable. A saber,

b d
[y =Fw)  ovien [ fluyidy=Fiw

a c

En efecto,
2
J 2xydx = 3y
1
Mas aun,
b
J k(s, t)f (t)dt
a

transforma a una funcién f de variable ¢, en una funcién FF de
variable s.
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Introduccién 5 S -~ 5
insformadas de Laplace

gral

Nuestro interés, se centra en los procesos dindmicos y al depender
de variables temporales, buscamos transformadas integrales
definidas en [0, c0), donde si f estd definida para t > 0, entonces,
o0 a
J k(s,t)f (t)dt = lim J k(s, t)f (t)dt
0 a—oo 0

ESCO emos entonces,
8 k(s t) = e~

la cual nos garantiza la existencia del limite anterior en un espectro
mads amplio de casos, para valores de s. En especial, para funciones f
de la forma:

EA sen(kt) , p(t)[polinomios]
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Transformada de Laplace

R —

Definicion

Sea f : [0,00) — RR. Entonces, la integral

L{f(t)}zf (Bt =Fls) , (s> 0)

se denomina, Transformada de Laplace de f, siempre y cuando la
integral converja.

En realidad, las condiciones suficientes para que la transformada de
Laplace de una funcién converja son justamente:

Continua a Trozos Orden Exponencial

En efecto,
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Definicién

Condiciones suficientes para la existencia
Transformada Inversa

Resultados Importantes

Transformada de Laplace

Teorema

Si f es continua a trozos y de orden exponencial C en [0, 00), entonces,
L{f (t)} existe para todo s > C.

(Sera cierto el reciproco del Teorema?  Respuesta: NO!

Contraejemplo

Sea f(t) = e*tz, entonces, L{f(t)} existe. Veamos,

o0 SZ (o) g 2
Ll ) = J e—Ste P dt — o7 J e—(t+3) gt
0 0

1
la cual existe para todo s € R. Ahora bien, la funcién f(t) = \% no

es de orden exponencial pero,

—st
e .
—tdt también converge

— converge — J
J S NV

0 Vi

para s > 0. Ahora consideremos,
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Definicién

Condiciones suficientes para la existencia
Transformada Inversa

Resultados Importantes

Transformada de Laplace

Contraejemplo
oo ,—st a ,—st a

J e—dt = lim J e—dt = lim iJ e (Vsb)? ﬁdt

0 \ﬁ a— oo Je \ﬁ a — 0o SJe 2\/2
e —0F e — 0t

Ve 2 (% 2
= lim J e Udo = —J e Vdv

a— oo \[ \/§ 0

e — 0"

_ \2 v \/7:>£{t71/2}—\/j

%

Ademads, una condicién importante viene dada por

Teorema

Si f es continua a trozos en [0, 00) y de orden exponencial para t > T,

entonces lim L{f(t)} =
S—00
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Definicién

Condiciones suficientes para la existencia
Transformada Inversa

Resultados Importantes

Transformada de Laplace

El operador de Laplace, entre otras propiedades, satisface que es un
operador lineal e invertible, pero por no abordar férmulas
complicadas en variable compleja, no presentaremos la transformada
inversa (Férmula de Mellin o integral de Bromwich). Ahora bien, la
unicidad de la férmula inversa de Mellin, estd garantizada por:

Teorema (Lerch)

Si f y g son funciones continuas a trozos en [0, 00) y de orden exponencial
y ademds, existe sy € R tal que, L{f (t)} = L{g(t)}, para todo s > sy.
Entonces, f(t) = g(t) para todo t > 0, salvo en los puntos de
discontinuidad.

| \

Observacién

En virtud del Teorema de Lerch, usaremos la tabla de transformadas
para revertir los procesos

A
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Transformada de Laplace

ac
Resultados Importantes

Funcion de Heaviside

La Funcién de Heaviside o Funcién de Paso unitario, la denotaremos por
$(t —a) y se define por:

|
|
U(t—a) = 0 , si0<t<a 1 ’
=1 , sit>a !
Pero, a +
£
| |
‘ U@ 2) L rone-o
|
. ) .
| o | o &

. ., + .
Para no perder informacién, es conveniente trasladar

0,0<t<a 11 Fl (- a)
flt—a)il(t—a) = { fli—a),t>a
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Transformada de Laplace

Resultados Importantes

Teoremas Importantes

Teorema (Traslacic’)n en t)

Sif(t) es tal que, F(s) = L{f (t)} existe y a > 0, entonces, se tiene que:
L{f (t—a)ih(t—a)} = e “F(s)

|
o

Teorema (Traslac10n en s)

Sif(t) es tal que, F(s) = L{f (t)} existe y a € R, entonces, se tiene que:
L{"f ()} = F(s —a)

;Utilidad?

Consideremos la funcién

t , 0<t<1
flt)y={ 1—t2+2t , 1<t<2 ;Cuélsers la Transformada de f?
1 t>2

4
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Transformada de Laplace

t , 0<t<1 s
fh=< 2—(t—-1?% , 1<t<2 ° )
1 ;o t22 a2 = % 7

Reescribiendo la funcién, en términos de la funciéon de Heaviside,
nos queda:

flt) = t—tUt—D+R2—(t—1DHUt—-1)—2—(t—1)2U(t—2)
+4(t—2)

= t—tU(F—1)+20U(t—1)— (t—1)2U(t — 1) — 28(t — 2)
+(t—1)28(t —2) 4+ 8U(t —2)

= t—(t—1DUF—1D)+Ut—1)— (F—1D)2U(E—1) + (F—2)28(t —2)
+2(t—2)8(t—2)
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Transformada de Laplace

I
Sabiendo que L{t"} = %, nos queda:
1 1 . 1 _ . 2 . 2 5, 2 5
= Llf) = = e e e e B e
O bien,

. K i k
Sabiendo que £L{cos(kt)} = k2 y que L{sen(kt)} = ZIE
Determine: £~ {sz—skjl_:—k7 }

s+3 (s4+2)+1 s+2 1 V3

P2+4s+7  (s+2)2+3 (s+2)2+3 V3(s+2)2+3
de donde

_ s+3
2 L2 cs 3t — ¢ sn 3t
{sz+4s+7} os(v/31) + ﬁ en(V/31)

A. Pérez Algunas Aplicaciones de la Transformada de Laplace



ra la existencia

Transformada de Laplace

Trans
Resultados Important

Observacion (Transformada del sen(kt))

Una forma de obtener la transformada de la funcién sen(kt), sin usar
de forma directa la definicién de la transformada de Laplace sobre
ella, puede ser la siguiente:

i0

Sabemos que: ¢"” = cos(0) +isen(0). Por tanto,
eikt . e—ikt 1 1 1
leenleli = = [ T o [S_ﬂc B s+zk]

1[s+ik—s+ik] 1] 2k | &
2i |s—ik)(s+ik)|  2i |2—2K2| S+ K2
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Sistema de suspensién de un automévil
Circuitos RLC

Un par de modelos

Sistema de suspension de un automovil

Egtinaundo

Fuerza
de Enfrada

dx(t)
dt

d%x(t)
e =f(t) —kx(t) —b

aplicando Laplace,nos queda:

Entonces, m -

. Partiendo del reposo y

X(s) 1

mSZX(S) + bSX(S) —|—kX(S) = IF(S) == ]F(S) = ms2 + bs +k
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Sistema de suspensién de un automévil

Circuitos RLC
Un par de modelos o

Sistema de suspension de un automovil

EMT’WMMW Salida del oTeso
e Proteso L
Funeidw de entradas Respuestn al estimunlo
Estimanlo

Al aplicar la transformada inversa, obtenemos:

B 19
y 0359 ¥ 0549
Suspension
2 SRR e L VAR S
mePrbsik
0.5+ Estimude- LER Desplazamiento
(Bache) del awtomévil
14 1
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Sistema de suspension de un automévil

Un par de modelos SEcuiceiis

Circuitos RLC

Consideremos un circuito RLC, con condiciones inicales en la carga

R

I

Relacioney [mpotriantes
E(ﬂ@ ﬂ gL (I)df‘(Tﬂ:i(ﬁ

(2) Sequnda Ley de Kirthhoff

nulas:

3 S

Entonces, la EDOL que modela el circuito es:

di(t) dq(t)  oda(t) 1
LT+R() Cq(t) E(t), o bien, L i +R7+Eq(t)_E(t)
Aplicando Laplace, nos queda:
2 l . E(s)
Ls*Q(s) + RsQ(s) + Q(s) = E(s) = Q(s) = [P+ Rs+ L
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Sistema de suspension de un automévil

Un par de modelos SEcuiceiis

Fuente Discontinua

Ejemplo

Consideremos a un circuito RLC cuya inductancia es L = 1h,
R=40yC= % f, la variacion inicial de la corriente es nula y el
voltaje viene dado por la funcién:

t , 0<t<1
Et)={ 2—(t—1)?% , 1<t<2
1 , t>2
El modelo viene dado por:
. ¢ Aplicando
M+4i(t)+4j i(t)dt = E(f) = s]I(s)+4]I(s)+4@ =[E(s)
dt 0 S
Laplace
O bien
’ sE(s)
]I =
(s) (s+2)2
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Sistema de suspension de un automévil

Circuitos RLC

Un par de modelos

1 e’ e’ 2¢ S De~2s 2e—2s

I(s)

5422 5122 r2? 2(+22  2sr2? s12)?

Para recuperar i(t), usaremos el recurso de la integral y los teoremas
de traslaciéon. Veamos un ejemplo de como usarlo.

1
1 (512)2 Jf Con 2t 2t q
s(s+2)2 s {OTE t 2 1 1

Ademas,

L*l oS B __(t_l)efZ(tfl) B efZ(tfl) +1
s(s+2)2)
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Sistema de suspension de un automévil

Un par de modelos Clhasils IUE

Fuente Discontinua Peri6édica

Si ahora para un circuito como el anterior, consideramos una fuente
como la de la figura

o

Debemos usar el siguiente teorema:

Sea f una funcion continua a trozos en [0, 00), de orden exponencial y
periddica de periodo T. Entonces,
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Sistema de suspension de un automévil

Circuitos RLC

Un par de modelos

Por tanto, la transformada de Laplace estd dada por:

1 ! 1
F(s) = —— | e Sftdt=——+
(5) 1_es L ¢ 1_es

1 eSS e s n 1
1—es s s2 g2

_ _ 1
te st e st
s 52
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Introduccién
Transformada de Laplace

Un par de modelos

Sistema de suspension de un automévil
Circuitos RLC
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