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Motivacion

Sea A una matriz simétrica 2 x 2 general con entradas reales

a b
a=(5¢)
La matriz A induce la forma cuadrética

Qzy)=(z y) (2 b) (Z)zax2+2bxy+cy2

C

Definicién: A es semidefinida positiva si Q(x,y) > 0 para todo
x,y € R.
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Ejemplos

@ La matriz identidad es semidefinida positiva. Para x,y € R se tiene

Qa,y) = (= y)((l) ?)<§>=x2+y220.

== N

1 . . "
9 ) no es semidefinida positiva, ya que

a-1=(-1 1) (3 1)( ) =-2<0

© La matriz A = <
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a b
A= ( b c > - Q(z,y) = az®+2bay+cy®

e Q(1,0) =a.

A semidefinida positiva = a > 0.

o Q(x,1) = az? + 2bx + ¢
A semidefinida positiva = az?® + 2bz + ¢ > 0 = ac — b* = det(A) >0 .

Conclusién. A es semidefinida positiva si y solo si a > 0 y det(A) > 0.
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Otras caracterizaciones:

A es una matriz simétrica 2 X 2 con coeficientes reales.

@ A es definida positiva si Q(z,y) > 0 para todo z,y € R\{0}.
@ A es definida negativa si Q(z,y) < 0 para todo z,y € R\{0}.

@ A es indefinida si Q(z,y) < 0 para algunos z,y € Ry Q(z,y) > 0 para otros
z,y € R.

En otras palabras:
© A es definida positiva si y solo si a > 0y det(A) > 0.

@ A es definida negativa si a < 0 y det(A) > 0.

@ A es indefinida si det(A4) < 0.
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Una aplicacion: Criterio del Hessiano en dos variables

Sean D C R? abierto y f : D — R una funcién de clase C?. La matriz Hessiana de f
es
o f 0% f

Hy(z,y) = oy Y

Sea (z0,y0) € D un punto critico de f.

@ Si Hy(wo,yo0) es definida positiva, entonces f alcanza un minimo local en
f E] Z/
(xo, yo).

@ Si Hf(wo,yo) es definida negativa, entonces f alcanza un méaximo local en
f
(w0, Yo)-

@ Si Hy(zo,y0) es indefinida, entonces (zo,yo) es un punto de ensilladura de f.
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Si el determinante de la matriz Hy(z,y) es

9? 9? 0° ?
M) = GG L) - (@)

2

0
O Si a—x];(:co,yo) >0y A(zo,y0) > 0, f alcanza un minimo local en (zg, yo)-

2

Q@ Si %(xo,yg) <0y A(zg,yo) > 0, f alcanza un méaximo local en (zg, yo)-
77

@ Si A(zg,y0) <0, (20,y0) es un punto de ensilladura de f.
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Ejemplo
Sea f(x,y) = 2 — xy + y*. El tinico punto critico de f es (0,0). Su matriz

Hessiana en (0,0) es
H(0,0) 2!
R N

o bien
62
6—;;(0,0) —250 y A(0,0)=3>0,
f alcanza un minimo local en (0, 0).
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Caso complejo

Una matriz A € C™*" se dice semidefinida positiva si A = A* y £AE* > 0 para
todo ¢ € C1X™. Esto es,

ail  aiz2 - Qip f_l
G21 G222 v G2y &2

(& & - &) : . : .| =0
ap1  QAp2 - Ann f_n

o equivalentemente,

a;kéi&e > 0

M=

<
Il
—
Eod
Il
—
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La historia de las funciones definidas positivas
comenzo en 1907, cuando Carathéodory estudié fun-
ciones de la forma

oo
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En 1911, Toeplitz not6é que las condiciones de Carathéodory podian
ser reformuladas en términos de la no negatividad de las formas hermi-

tianas: won
Z Z c]—k&]éTk > 07 9

j=1k=1

para n = 1727"'7 y 517"'7571 € (Ca donde Co = 27 Cr = Qr — ib'f‘a Copr =
a, + ib,..
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Sucesiones definidas positivas

Una sucesién doblemente infinita de ntimeros complejos {a; };ez es definida
positiva si para cada n € N y cualesquiera nimeros complejos &1, &2, ..., &y
n n

> ai k& >0,

1 k=1

J

Equivalentemente, la matriz n x n

ao a—1 a—(n—-1)
aq ao a_(n—2)
A= )
ap—-1 Qp—2 *°° aop

es semidefinida positiva.
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Si {a;j};jez es una sucesién definida positiva, entonces

ap > O, a_; = a_j, |CLJ'| < agp.

@ Si tomamos n =1, & = 1, si sigue ap > 0.
@ Suponemos &1 #0, & =0para2<j<n-—1y¢, =1 Entonces
ao(1 + [&1]%) + an&i + a—né1 >0

lo que implica Im(a,& + a—n&1) = 0.
Si & =1, se tiene Im(a,) = —Im(a—y,). Si ahora & =14, Re(an) = Re(a—n).
Concluimos a—, = @y, n € N.

@ Si escribimos & = |&1]e?, & =0para2<j<n—1y &, =1,
Llo\§1|2 +2lan|l&1]| +a0 > ao|f1|2 + 2Re (anefw) [&il+a > 0

Asi, |an| < ao.
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Funciones definidas positivas

M. Mathias, en 1923 fue el primero en definir y estudiar las propiedades de las
funciones definidas positivas de variable real. Motivado por los resultados de
Caratheodory y Toeplitz expreso:

Una funcién ¢ : R — C se dice definida positiva si la desigualdad

Zz‘p _xk§]€k>0

j=1k=1

se satisface para cualquier elecciéon de n € N, z1,...,z, € Ry &1,...,&, € C.
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Para cada n = 1,2, ..., la matriz cuadrada

©(0) o(x1 — 2)

o(xn '— r1) (s .— )

es semidefinida positiva.

De esta condicion se sigue que

©(0) >0, @(-)=¢(x),

QO(.’El - xn)
o(z2 — xn)

lp(z)| < ¢(0).
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Sin=1y x € R se obtiene
©(0) > 0

Tomando ahora n = 2, 1 =z y x5 = 0, la matriz

A ( 0(0) () )

(=) ¢(0)

debe ser semidefinida positiva, de donde
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Algunas propiedades

@ Si p es definida positiva, entonces @ es definida positiva. Para todo niimero
real t, p(tx) es definida positiva.

e Si ¢1 v 2 son funciones definidas positivas, entonces @12 también lo es.

@ Si 1, ..., o, son definidas positivas y aq, ..., a, son nimeros reales positivos,
entonces a1 + - - - + anp, es definida positiva.

o Si ¢ es definida positiva, entonces || y Re ¢ son definidas positivas.
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Ejemplos

o p(z) =e =cosx +isenx

Seann € N, x1,...,z, € Ry &1,...,&, € C. Entonces

2
33 @[S e 2o
j=1k=1 j=1
o p(tr) = teR.
e Re p(x) = cos(x)
Y
1
o T
-2 —r ™ 27
=i
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e Otro ejemplo de funcién definida positiva es la transformada de Fourier
de una funcién positiva e integrable. Si f € L*(R) y f > 0, entonces la
transformada de Fourier de f,

fla) == /7 - f(te ™ dt (x €R)

es definida positiva.
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Conexiones con otras areas de la matematica

(1911) F. Riesz vi6 una aplicacién a la resolucién de sistemas de
ecuaciones integrales.

(1911) G. Herglotz establecié la conexién con el problema trigonométrico
de momentos.

(1946) K. Fan establecié otras propiedades de las funciones definidas
positivas representandolas como sucesiones estacionarias de vectores en
un espacio de Hilbert.

(1958, 1962, 1965) N. Akhiezer, M. Krein y G. Szégo estudiaron algunas
aplicaciones de las funciones definidas positivas en andlisis y
probabilidades.
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Teoremas de representacion

Los siguientes teoremas caracterizan las sucesiones y las funciones definidas
positivas.

Teorema (Herglotz, 1911)

Una sucesion de nimeros complejos {a;}jez es definida positiva si, y solo si,
existe una medida de Borel finita p en [—m, 7| tal que

T

aj=o [ etdu(t) (e 1)

p es una funcion continua y definida positiva en R si, y solo si, existe una

medida de Borel positiva y finita p en R tal que ¢ es la transformada de
Fourier-Stieltjes de p:

o) = [eaun,  @eR) 2)
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Generalizacién a varias variables reales: Bochner, 1933.

Aplicacién del Teorema de Bochner: Teorema de Stone que establece un
resultado sobre grupos uniparamétricos de operadores unitarios.

La transformada de Fourier-Stieltjes de la funcién de distribucién de una
variable aleatoria es llamada funcién caracteristica.

f es una funcién caracteristica si, y solo si, f es continua, definida
positiva y f(0) = 1.

El problema de extension: M. Krein, 1940.

Si f es una funcién continua y definida positiva en [—A, A] jExiste una
funcién g en R definida positiva tal que g(z) = f(z) para todo

x € [—A, A]?

La respuesta es afirmativa.
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iGracias por su atencion!



