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CAP{TULO 1

El problema

Motivacion del problema

Espacios de Sobolev. Existen muchos criterios matematicos de suavidad para las fun-
ciones. El criterio més bésico podria ser el de la continuidad. Un nociéon mas fuerte de
suavidad es la diferenciabilidad, una nocién ain mas fuerte de suavidad es la continuidad de
la derivada (se dice que estas funciones estdn en la clase C'). Funciones diferenciables son
de especial importancia en muchas areas, en particular para las ecuaciones diferenciales.

Sin embargo en el siglo XX, se observé que el espacio C* (o el C?, etc.) no era exactamente
el espacio mas apropiado para estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

Los espacios de Sobolev son los espacios naturales de funciones en los que se encuentran

las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

Un espacio de Sobolev es un espacio vectorial de funciones equipado con una norma que
es una combinacion de normas en LP de la funcién misma y de sus derivadas hasta un orden
dado. Las derivadas se entienden en un sentido débil que permite que el espacio sea completo,
es decir que el espacio sea un espacio de Banach.

Intuitivamente, un espacio de Sobolev es un espacio de Banach de funciones con suficien-
tes derivadas en un cierto dominio, apropiado para considerar un determinado problema,
equipado con una norma que mide tanto el tamano como la suavidad de la funcién.

Los espacios de Sobolev llevan este nombre en honor al mateméatico ruso Sergei L. Sobolev.
Su importancia yace en el hecho que las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales
estan de manera natural en espacios de Sobolev en lugar de estar en los espacios clasicos de

funciones continuas, ademaés las derivadas de las soluciones se entienden en el sentido clésico.

Interpolacién. En el sentido clasico mas simple interpolacién es la reconstruccién cons-
tructiva (posiblemente aproximada) de una funcién de cierta clase a partir de sus propios

valores, o a partir de valores conocidos de sus derivadas, en puntos dados.



MOTIVACION DEL PROBLEMA 4

El problema de interpolaciéon de Nevanlinna y Pick. Sean z, 2, ..., 2, puntos
fijos en el disco unitario D. El conjunto D de los puntos w = (wy,ws,...,w,) en C", ta-
les que existe una funcién ¢ € H™ tal que |¢| < 1y ¢(z;) = wj, para 1 < 57 < n fue
descrito independientemente por Nevanlinna [?] y por Pick [?]. Para resolver este problema
de interpolaciéon Nevanlinna y Pick usaron técnicas completamente diferentes y encontraron
condiciones de interpolacién completamente diferentes.

En este trabajo estamos interesados en la condicién de Pick: la matriz de tamano n X n

{ 1-— @jwk }
L =Z52k ) ket m

Esta matriz esta relacionada con el nicleo de Szegd

dada por

es definida positiva.

1
1— )z

k(X z) =

para A,z € D. Esta k es la funcién niicleo del espacio H? (ver [?]).
Desde que apareci6 el articulo de Sarason [?] la influencia del problema de interpolacién

de Nevanlinna-Pick ha sido extraordinaria en teoria de operadores.

H®* visto como el conmutante del shift en H?. Tal como veremos a continuacion el
problema de interpolacién clasico de Nevanlinna y Pick estd muy relacionado con los espacios
de Hardy, especialmente con los espacios H*® y H?2.

Sea S : H?> — H? el shift unilateral, esto es, el operador dado por

para f € H? y z € D. Resulta que S es una isometria. Se puede probar que 7' es un operador

acotado en H? que conmuta con S si y sélo si existe ¢ € H* (¢ es tinica) tal que

para todo f € H? y z € D. Més atn, si T y ¢ estdn relacionadas como antes entonces

171 = {1 ]loo-

Por lo tanto, si S es el operador de multiplicacién por z en H? entonces el espacio H* puede

ser interpretado como el conmutante de S.



MOTIVACION DEL PROBLEMA 5

El espacio de Sobolev H(0,1). Sea H(0,1) el espacio de Hilbert de las funciones

absolutemente continuas en [0, 1] con derivadas de cuadrado integrable, con el producto

<f,g>:/0 f§+/0 5y
v 1 llz = (f, )2

El conmutante de M; en H(0,1).
Sea M, : H(0,1) — H(0,1) el operador dado por

interno

M f(t) = tf()

para f € H(0,1) y t € [0,1].
El conmutante de M; en H(0,1) es la coleccién de todos los operadores en H que tienen
la forma
My f(t) = o(t) f(t)
para alguna ¢ € H(0,1).
Por lo tanto el espacio que hara las veces de H* para el problema de Nevanlinna-Pick

es H(0,1) equipado con la norma dada por

[0lle = supfll@fll - f € H(0,1), [If]] =1} < 1.

El problema de interpolacién de Nevanlinna-Pick en el espacio H(0, 1).

Sea k la funcién nicleo del espacio de Hilbert H(0,1) (ver [?]).

Agler [?] di6 una versién del resultado de Pick sustituyendo el espacio H? por el espacio
de Sobolev H(0, 1), el cual establece lo siguiente:

Sean tq,ts,...,t, € [0,1] y wy,ws,...,w, € C. Entonces: existe ¢ € H(0,1) con
|6lloc < 1y @(tj) = w; para j = 1,...,n sty s6lo si la matriz de tamafio n x n dada
por

{(1 —wjwr)k(t;, te)}

es definida positiva.
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Planteamiento del problema.

Dar una versién abstracta del teorema de interpolaciéon de Agler en espacios

de Sobolev. Este resultado de Agler es analogo al teorema de Pick.
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Objetivos

Objetivo general.

(1) Plantear y resolver problemas de interpolacién en espacios de Sobolev.
(2) Enunciar y demostrar teoremas abstractos que permitan obtener como corolario
el resultado de interpolacién de Agler en espacios de Sobolev, que es analogo al

teorema de Pick.

Objetivos especificos.

(1) Estudiar los espacios de Sobolev [?].

(2) Estudiar la seccién del libro [?] referente al teorema de Pick [?].

(3) Estudiar la demostracién del teorema de Pick a partir del teorema de Sarason que
aparece en el libro [?].

(4) Estudiar el articulo de Agler referente al problema de interpolaciéon de Nevanlinna-
Pick en espacios de Sobolev [?].

(5) Estudiar la relacién entre el teorema de Sarason y algunos teoremas de levantamiento
y de representacion [?, 7].

(6) Relacionar los temas anteriores con algunos de los resultados de [?, 7, 7, ?].

(7) Dar una nueva demostracién de algunos de los teoremas de los articulos anteriores.

(8) De ser posible, establecer nuevas versiones o generalizaciones de los resultados an-
teriores.

(9) De ser posible, determinar nuevas relaciones entre algunos de los diferentes temas

indicados.
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Justificaciéon del problema

OBSERVACION 1. El teorema cldsico de interpolacién de Nevanlinna-Pick dice que, dados
diferentes zi, 29,...,2, en el disco unitario abierto del plano complejo y dados diferentes
nimeros complejos wy, wy, ..., w, existe ¢ en el espacio de Hardy H* con [[¢]lec < 1y

¢(z;) = w; para 1 < i < n siy sélo sila matriz n x n dada por
{ 1-— mwj }
1 —Ziz; iG=1,m

En 1990, dentro del contexto de los espacios de Sobolev, Agler [?] di6 un resultado de

es definida positiva.

interpolacién analogo al de Pick.

OBSERVACION 2.

El libro de Foias - Frazho [?] hace énfasis en la relevancia del teorema del levantamiento
del conmutante para las siguientes ramas de la ciencia: andlisis complejo, anélisis funcional
y aplicaciones a problemas de ingenieria.

En ese libro, puede verse cémo aplicaciones geométricas del teorema de levantamiento
del conmutante se relacionan con la version a valores operadores de los problemas de inter-
polacion clasicos de Carathéodory, Fejér, Nevanlinna-Pick y con problemas de interpolacién

para matrices de Hankel.

OBSERVACION 3.
Desde que apareci6 el articulo de Sarason [?] la influencia del problema de interpolacién

de Nevanlinna-Pick ha sido extraordinaria en teoria de operadores.

CONCLUSION. Las observaciones dadas anteriormente indican que los temas y los pro-
blemas que pretendemos resolver en este trabajo son interesantes y constituyen un problema

aun no resuelto que podria ser investigado.



CAP{TULO 2

Informacién complementaria

Area de conocimiento

Area: Ciencias.
Disciplina: Matemadtica.

Especialidad principal: Analisis Funcional.

Temas a considerar

1) Espacios con producto interno.

2) Espacios de Hilbert con ntcleo reproductivo.

4

Andlisis armonico.

(1)
(2)
(3) Anélisis funcional.
(4)
(5) Teoria de operadores.
(6)

6) Espacios de Sobolev.

Técnicas a utilizar.

(1) Técnicas de anélisis real: medidas abstractas, medidas complejas, teorema de repre-

sentacién de Riesz para funcionales lineales en espacios de funciones continuas (ver

7, 7]).

(2) Técnicas de andlisis funcional: espacios de Banach, teorema de Hahn-Banach, espa-

cios de Hilbert (ver [?]).

(3) Técnicas de andlisis arménico: series de Fourier, transformada de Fourier (ver [?]).

(4) Técnicas de teoria espectral: resolvente, espectro, teorema espectral, radio espectral

(ver [?7]).

(5) Técnicas de andlisis complejo: funciones analiticas, espacios de Hardy (ver [?]).

(6) Técnicas de espacios de Sobolev y otros espacios de funciones “suaves” (ver [?, 7, 7,

?, 7).
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Metodologia a utilizar.

1) Revision bibliografica.

(1)

(2) Estudio de demostraciones conocidas de resultados de otros investigadores.

(3) Asistencia a seminarios de investigacién.

(4) Discusién periddica con el tutor con el propdsito de profundizar en los temas de
estudio.

(5) Formulacién de nuevas demostraciones de los resultados estudiados.

(6) Formulacién de nuevas proposiciones y nuevos teoremas.

(7) Realizacién de una o dos presentaciones publicas presentando los temas estudiados

y las nuevas demostraciones obtenidas.

Cronograma de trabajo

Etapa 1 2 3
Mar 2009 - Jul 2009 X

Sep 2009 - Feb 2010 . X
Marzo 2010 - Julio 2010 . . X

e Primera etapa. Marzo 2009 - Julio 2009.
Revisién bibliogréafica y estudio de diferentes demostraciones de un mismo teo-

rema.

e Segunda etapa. Septiembre 2009 - Febrero 2010.
Formulacién y desarrollo de nuevas demostraciones de teoremas conocidos.

Probablemente formulacién y desarrollo de nuevos resultados.a

e Tercera etapa. Marzo 2010 - Julio 2010.

Redaccion y presentacion del trabajo.
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