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Bases tedricas

A continuacién se presentan algunos antecedentes de la investigacion. Estos fueron se-
leccionados mediante una revision bibliogréafica, basada en publicaciones existentes y textos
especializados, que permiten fundamentar los objetivos del trabajo a realizar. Los enunciados
que se presentan en este capitulo son el producto de la investigacion de varios especialistas
del area y han sido publicados por ellos en revistas de reconocido prestigio internacional.

Estos resultados constituyen los antecedentes de esta investigacion.

Para una mayor comprensién de estos antecedentes, el estudiante que participa en este
proyecto ha desarrollado este capitulo en el cual se precisa el resultado de Agler y se incluyen
las demostraciones de algunos resultados conocidos para espacios de Sobolev. Estas notas

podrian llegar a ser parte de su Trabajo de Grado.
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El problema de Nevanlinna y Pick. La condiciéon de Pick.

Sean zi,2s,...,2, puntos fijos en el disco unitario ID. El conjunto D de puntos
w = (wy,ws,...,w,) en C", tales que existe una f € H™ con |f| < 1y f(z) = w;,
para 1 < ¢ <n fue descrito independientemente por Nevanlinna [18] y Pick [20].

Para resolver este problema de interpolacion Nevanlinna y Pick usaron técnicas muy
diferentes y encontraron condiciones de interpolacién muy diferentes.

Estamos interesados en la condicion de Pick: la matriz n x n dada por

{ 1— wiw]' }
L =%z )20

20ty

es semidefinida positiva.
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Espacios de Sobolev de orden entero. Distribuciones y derivadas débiles.

En lo que sigue, trabajaremos en R"™ dotado del producto interno usual y la norma

euclideana.
Una n-tupla a = (a1, ..., a,) de enteros no negativos sera llamada multi-indice.
Dados z € R" y a = (v, . .., ;) un multi-indice, el simbolo z* representa al monomio

a1 « 3
x{t - es decir

y el grado de x“ es el entero positivo

n
la| == Z Q;.
i=1

Paral <7 <n sea

0
D, = .
('91’2-
Para cada multi-indice o = (ay, ..., ay,) se considerard el operador diferencial

D* =D ... DO

El operador D® es de orden |a| y D9 es el operador identidad.

Sean 2 C R"™ un abierto y m € Zsq. Denotamos por C™(f2) al espacio de funciones
¢ Q — R tales que ¢ y D% son continuas en {2 para todo multi-indice « tal que |a| < m.
Se define

Cx(@Q) = (] ™).
meZs

El conjunto C§*(2) es el subespacio de C™(f2) formado por las funciones con soporte
compacto en €.

Sea €2 C R™ un abierto. Decimos que una funcién u : Q2 — R es localmente integrable si u
es integrable sobre cualquier conjunto compacto A tal que A C Q. Al conjunto de funciones
localmente integrables sobre Q lo denotaremos por el simbolo L} ().

Una distribucion de tipo integral es un operador de la forma

conu € L (Q)y ¢ e C(R).

loc
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Sea u € L},.(Q2). Si existe v € L}, () tal que se satisface la relacién
T, = D°T,

para algin multi-indice «, entonces se dice que v es la derivada débil o distribucional de

orden || de u. Esta derivada se suele denotar como
d
v = D%u.

En este punto ha de resaltarse que existe un concepto general de distribucion que, como
es de esperarse, engloba a las de tipo integral descritas antes. Sin embargo, para los efectos
de este trabajo, el estudio de tal concepto general desviaria en alguna medida la persecusién
de los objetivos que nos hemos propuesto.

A continuacién definimos lo que en adelante llamaremos espacio de Sobolev de orden
entero. Para tales efectos, como veremos, basta conocer el concepto de distribuciones de tipo
integral.

Dados m € Zsg, p > 1 y £ C R" un abierto, consideremos el subespacio de LP(£2) dado

por
WmP(Q) ={ue LP(Q) : v L Doy e LP(Q2) para todo multi-indice acon |a| < m}.
Definamos las siguientes funciones sobre W™ P:

1/p

lallmy=9q > IDl?

0<]al<m

sil<p<oo.

[tllm, 00 = sup{[| D%ul[oc = 0 < || < m}.

Se llama espacio de Sobolev de orden m sobre Q al par (W™?(Q),||lmp)
conl <p< oo
Las principales caracteristicas de los espacios de Sobolev se resumen en los siguientes

teoremas.

TEOREMA 1. El par (W"™P(Q), || ||lm.p) es un espacio de Banach.
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DEMOSTRACION.
Sea {u, neny una sucesién de Cauchy en W P(Q2). Entonces, si o es un multi-indice tal
que |a| < m tenemos que {D%uy,}nen es de Cauchy en LP(Q2). Por completitud de LP(€2)

sabemos que existen u, v € LP(Q2) tales que
U, —u y D%, —v cuando n — oo.

Ahora bien, dado que LP(Q) C L] (), se tiene que para cada n € N la funcién u,

loc

determina una distribucion integral 7, . Si ¢ € C5°(f2), entonces por la desigualdad de

Holder se cumple que

T (@) = Tu(0)| < /ﬂ |un () — w(@)||o(x)|dz < {[@]p [lun — ull,

donde p’ es el conjugado de p.

Anélogamente se prueba que

TDO‘un <¢) - Tv(¢)

para todo ¢ € C°(Q).
Para terminar, veamos que u € W™P(Q). En efecto, una aplicacién directa del teorema

de integracion por partes nos permite escribir lo siguiente:
T,(¢) = lim Tpa,, (¢) = lim(=1)/T,, (D) = D*T,(¢)
para cada ¢ € C°(2), lo que prueba que
v < Dy

y se tiene asi la completitud establecida.

O

TEOREMA 2. W™P(Q) es un espacio de Banach separable si1 <p <ooysil <p< oo

entonces W™ P(Q) es reflexivo y uniformemente convezo.

DEMOSTRACION.
Denotemos por N al nimero de multi-indices « tales que 0 < |a| < m.
Para p € [1, 00] sea

L2(Q) = LP(Q)x -+ xLP(Q)
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y definamos las siguientes normas en este espacio:

1/p

N
lullg, = { D lluglly
j=i

sil<p<oo

lull g = sup{llujlle = 5 =1,---, N}

Sabemos que LP(2) es un espacio de Banach separable si 1 < p < oo y es reflexivo y
uniformemente convexo si 1 < p < oo, por ende, el producto finito L5 (£2) también tiene
tales propiedades.

Consideremos el operador P : W™P(QQ) — LA () dado por

P(u) = (D)

0<|a|<m *

Es claro que el operador P es lineal, pues el operador diferencial D® lo es. Ademas P es una

isometria, pues por construcciéon se observa que

1P ()l|zg, = llullm.p

Luego P es un isomorfismo isométrico de W™ ? sobre algtin subespacio cerrado W C LX.
Entonces, W es separable si 1 < p < 0oy es reflexivo y uniformemente convexosi 1 < p < oo,

y como
W) = PTHW),

se tiene el resultado.

O

En lo que sigue, establecemos una caracterizacién basica del espacio dual de W™ P(().
Primero probaremos una generalizacién del teorema de representacion de Riesz para el caso

n dimensional. Por simplicidad, asumimos la notacién

(u,v) = /Q u(z)o(z)dz

cuando la integral tenga sentido.
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LEMA 3. Sean 1 < p < o0 y q dos nimeros conjugados. Para cada L € (L, (Q))* existe

un tdnico v € L% (Q) tal que para todo u € LY, se cumple que
N
L(u) =) (uj,vy).
j=1
DEMOSTRACION.

Dados 1 < j < Ny w € LP(Q) definamos el vector
W) = (W 8ig)isy
en L5 (Q).

Si L € (L% (£2))*, entonces la relacién
Lj(w) = L(wg)

define un operador en (LP(2))*. Por el teorema de Riesz en una dimensién, sabemos que

existe un tnico v; € L(Q2) tal que si w € LP(Q2) se cumple que
L(wg) = Lj(w) = (w, v;)
Luego, para u € L (€2) tenemos:
N N
10 = (S o) = 3 £lin) = Yl
j=1 j=1

probando asi el resultado.

Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:

TEOREMA 4. Sean 1 < p < 0o y g dos nimeros conjugados. Para cada L € (W™P(Q))*

existe un elemento v = (Va)o<|aj<m € LA (Q) tal que

para todo u € W™P(Q)

DEMOSTRACION.

Ya hemos visto que

W) = PTLY),
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donde W es un subespacio cerrado de LY (€2) y P es un isomorfismo isométrico.

Dado L € (W™P?(Q))* sea L* un operador lineal sobre W tal que

Como P es isomorfismo isométrico, entonces L* € W* y

| L* [w+ = | L||wmp ()=

El teorema de Hahn-Banach garantiza la existencia de una extension lineal de L* a todo
el espacio L} (Q). Sea L tal extensién. Por el lema anterior, sea v = (Vg )o<|aj<m € L%(Q) tal

que

L= 3 ()

0<|a|<m

En particular, si u € W™P(2) obtenemos:

L(u) = L'(P(u)) = L(P(w)) = Y (D%, va)

lo que concluye la prueba.
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Extensiéon del resultado de Pick a un espacio de Sobolev.

En el contexto de los espacios de Sobolev, Agler [2] di6 un resultado de interpolacién
analogo al de Pick.

Supongamos que —oo0 < a < b < oo. Definimos el espacio W (a, b) como
W(a,b) = {u € L*(a,b) : v’ € L*(a,b)}.
Es conocido que W (a,b) es un espacio de Banach con la norma
leallw = (lall3 + 1e113) "7

W (a,b) es un caso particular de espacio de Sobolev. Los espacios de Sobolev jugaran un
papel importante en este proyecto.
Sea H(0,1) el espacio de Hilbert de las funciones absolutemente continuas en [0, 1] con

derivadas de cuadrado integrable, con el producto interno

<f,g>=/01f§+/01f’?-

Sea k la funcién nicleo de H(0, 1), Agler probé que, dados diferentes t1, s, ..., t, € [0,1]

y dados diferentes niimeros complejos wy, ws, . .., w, existe ¢ € H con

[0llec = supfll@fIl : f € H,|[f =1} <1

y ¢(t;) = w; para todo ¢ si y sélo si la matriz n x n dada por

{(1 — @,wj)k?(tz’ tj)}i,j:l,...,n

es semidefinida positiva.
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