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ANTECEDENTES Y MOTIVACION

Sean G un grupo abeliano finito de orden m, S C G una secuencia o un conjunto, |S |

la longitud o cardinalidad de Sy ZS = {U(A) tAC S} dondeo(A) es la suma de los

elementos de A. Si o(A) =0, decimos que A es de suma cero.

El primer resultado conocido sobre problemas de suma cero, es el denominado por
Erdos Lema prehistorico: Sea G un grupo abeliano de orden m. Entonces toda secuencia

de m elementos contiene una subsecuencia de suma cero.
En 1961, Erdos, Ginzburg, Ziv [14], dan el siguiente teorema:

Toda secuencia de 2m-1 elementos en un grupo abeliano de orden m, contiene una

m-subsecuencia de suma cero.

Este resultado constituye la base fundamental en el desarrollo del area de
investigacion denominada Problemas de Suma Cero, la cual estd inmersa en el campo de
la teoria aditiva y, por tanto, utiliza muchos resultados de dicha teoria como herramientas

basicas.

Sea G un grupo abeliano y sean A y B subconjuntos no vacios de G. Se define:

A—i—Bz{cH—b:aEA,beB}.

En forma mas general, si A, A,,...,A, son subconjuntos no vacios de G, se define:

A+A+. +A ={a+a,+..+a,:aq,€ A 1<i<m}.
Entre los resultados de la teoria aditiva tenemos:
1.- Teorema de Cauchy-Davenport [16]:

Sea p un niimero primo, y sean A y B subconjuntos no vacios de Z , . Entonces



|A+ B|>min{p,|A|+|B|-1}.
2.- La generalizacién del teorema de Cauchy-Davenport [16, 33]:

Sean B;,1<i<q, subconjuntos no vacios de 7 ,, con p primo, entonces:

B, +...+Bq‘ ijn{p, Bl‘+..-+‘Bq‘—q+l}.

3.- El teorema de Dias da Silva-Hamidoune [15]:

Sea H un subconjunto de 7 ,. Sea d un entero positivo tal que 2<d < ‘H‘ Sea

A H :{ZXZS c H, S‘ =d}. Entonces:
xes

\AdH\ = min{p,d(H|-d)+1}.

En 1961 aparece la constante de suma cero, ZS(G), es decir, el menor entero

positivo ¢ tal que toda secuencia de longitud 7 en un grupo abeliano de G de orden m

contiene una subsecuencia de longitud m y de suma cero. Es claro que ZS(G)<2m—1,

donde m es el orden de G.

En 1966, Davenport da origen a su célebre constante D(G) que se define como el

menor entero positivo ¢, tal que toda secuencia de longitud ¢ contiene una subsecuencia de

suma cero. Gao [18] prueba que ZS(G) = |G| + D(G) -1.

En 1976 Olson [38] generaliza el teorema de Erdos, Ginzburg, Ziv, mostrando que
al agregar a este teorema, la condicién de que ningin elemento se repite mas de m+1 vez,
entonces el conjunto de las sumas de las m subsecuencias de la secuencia dada contiene

un subconjunto no nulo.

En 1994 Oscar Ordaz, introduce la constante de Olson O(G): menor entero positivo

t tal que todo conjunto de cardinalidad ¢, contiene un subconjunto de suma cero. Esta



constante es estudiada en [13, 20, 23, 42]. En [13] esta constante es denotada por SD(G).
Es claro que O(G) < D(G).

Un conjunto S es libre de ceros si este no contiene subconjuntos de suma cero. Sea

ZFSy(G) el conjunto de los conjuntos libres de cero en G. Es claro que
O(G)=1+max{|$|: S ZFS, (G)}.

Un conjunto de suma cero en G sin subconjuntos propios de suma cero es llamado

conjunto cero minimal. El conjunto de todos los conjuntos cero minimal se denota por

Hs(G).

Sea G un grupo finito abeliano. Entonces SD(G) = max{|S|: Se 4, (G)} es llamado

la constante fuerte de Davenport de G.

Baginski [2] explica que existe una relacion entre la constante de Olson y la

constante fuerte de Davenport. Demuestra que SD(G)<0(G)<SD(G)+1. En [39] se

presentan un familia grande de grupos que verifican que SD(G)=0(G).

En 1996 se da a conocer la Conjetura de Caro [9]:

Sean w,,---,w, enteros positivos, tal que w, +w,---+w, =0(modm). Sean

a,,a,,...,d,, ,en G de orden m. Entonces existen a.a,,....a, tal que

’ ik

wa; +w,a; ---+wa, =0.

Las secuencias con peso, esto es, secuencias constituidas por términos de la forma

w,a;, donde los a,son elementos de G y los coeficientes 0 pesos son enteros positivos,

aparecen inicialmente en la conjetura de Caro.



En 1996 Hamidoune [28], demostré la conjetura de Caro con la condicién adicional

(wl.,n):l‘v’i. Recientemente David Grynkiewicz [25] la demuestra con el siguiente

teorema.

Teorema ([25]): Sean m, n'y k > 2 enteros positivos. Si f es una secuencia de m+k-1

elementos que provienen del grupo abeliano G de orden m y exponente n, y si

W:{Wi}f

_, es una secuencia de enteros cuya suma es cero modulo n. Entonces existe

k
. k . . . .
una subsecuencia {b,. }l_zl de f tal que E wb, =0. Ademds, si f tiene un k-conjunto
i=1

particion A= A,,..., A, tal que |wl.A,.| = |A,| para todo i, entonces existe un subgrupo no
trivial H de G y un k-conjunto particion A' = A/,..., A, de f con HCw,A y ‘wl.A}‘ = ‘A}‘

para todo i.

El hecho de que Hamidoune, demostrara parcialmente la conjetura de Caro,

permitié a Ordaz definir las secuencias k-baricéntricas, las cuales se definen como:

Una secuencia f:A—>G donde A es un conjunto finito con |A|22 y tal que

existe a€ A que verifica Z f= |A| f(a). El elemento f(a) se llama baricentro. Cuando
A

|A|:k hablamos de secuencia k-baricéntrica y cuando f es inyectiva hablamos de

conjunto k-baricéntrico. A raiz de esa definiciéon se dio conocer los denominados

problemas baricéntricos.

Es importante sefalar que las secuencias baricéntricas son un caso particular de las
secuencias de G de suma cero con peso, introducidas y estudiadas por Hamidoune en los

afios 1995 y 1996 en [27,28].

El estudio de las secuencias baricéntricas se inicia en [12] y [13]. En [13] la
constante baricéntrica de Davenport , BD(G), la cual se define como el menor entero

positivo ¢ tal que toda ¢ —secuencia en G contiene una subsecuencia baricéntrica, y en



[12] la constante k-baricéntrica de Davenport, BD(k,G), la cual se define como el menor

entero positivo ¢ tal que toda ¢ —secuencia en G contiene una subsecuencia k-baricéntrica.

Dentro de los problemas de suma cero esta la teoria de Ramsey de suma cero, la
cual ofrece generalizaciones combinatorias del teorema de Erdos-Ginsburg-Ziv.

Dado un grafo H, el niimero de Ramsey cldsico R(H.,k), es el menor entero ¢ tal que

en cualquier k-coloraciéon f:E(K,) —>{0, 1, 2,...,k—1} de los lados del grafo completo

K, existe una copia monocromatica de H.

Dado un grafo H cuyo niimero de lados e(H) satisface e(H)=0 (modm), se define
el nimero de Ramsey de suma cero R(H,Z,) como el menor entero positivo s tal que
cualquier coloracién c: E(K ) — Z, de los lados del grafo completo K, con elementos

de Z, produce una copia H, de H tal que:

D c(e)=0

ecE(H,)

Este concepto se puede extender a cualquier grupo abeliano G de orden m.

Notese que la existencia del nimero de Ramsey de suma cero estd garantizada por
la existencia del nimero de Ramsey clasico ya que si m|e(H ) cualquier coloracién
T E(K,

a@m) = {O, 1,2,....m- 1} produce una copia monocromadtica de H y, entonces:

Y. f(e)=ale(H)|=0(mod m)

ecH

Por lo tanto, R(H,Z,)) < R(H,m).

Ademas, es importante sefialar que la condicién e(H)=0 (modm) es necesaria, ya
que de lo contrario la funcién f: E(K,) — Z, idénticamente igual a 1, no permitiria que

H fuese un grafo de suma cero.



Bialostocki y Dierker [4] fueron los primeros en introducir el concepto de los

numeros de Ramsey R(H,Z,) con m = e(H). Esta nocién fue luego extendida al

concepto mds general R(H,Z,) con m| e(H), es decir e(H) = O(mod m).

En [9], Caro da una revisién estructurada de resultados y problemas abiertos sobre
los niimeros de Ramsey de suma cero. Recientemente Gao y Geroldinger [21] presentan

un survey donde actualizan la informacién dada por Caro.

A raiz de la definicién de secuencias baricéntricas, surge en el aiio 1996 en el centro
ISYS de la UCV, la teoria de Ramsey baricéntrico, la cual constituye un drea nueva
dentro de la combinatoria y, especificamente dentro de la teoria de Ramsey de suma cero.
El origen de la teoria de Ramsey baricéntrico proviene del siguiente teorema de

Hamidoune (1996) [28]:

Sea G un grupo abeliano de orden m y D(G) la constante de Davenport. Sea

Xy, X,,...,X, una secuencia de elementos de G tal que x, es el elemento que mds se repite
en la secuencia. Sea k un entero positivo y {W,- :1<i <k} una familia de enteros primos

relativos con m. Entonces:

1.- Para m>n+k—1, existe una permutacion & de [1, n] tal que:

S = S o

1<i<k I<i<k

2.-Para k2m—-1y n>k+ D(G)—1 existe un k-subconjunto K c[1,n] tal que:

in = kx,

ieK

Este teorema es una generalizacion del teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv y permite
establecer la siguiente condicion, denominada condicion de Hamidoune, en el contexto de

las secuencias baricéntricas.



Sea G un grupo abeliano de orden m=>2 y f:A—>G una secuencia con

|A| >m+k—1. Entonces existe una subsecuencia k-baricéntrica de f. Ademds, en el caso
en que k > ‘G‘ la condicion ‘A‘ 2 k+ D(G)—1 es suficiente para garantizar la existencia

de una subsecuencia de f k-baricéntrica.

El nimero de Ramsey baricéntrico se define de la siguiente manera: Sea G un grupo
abeliano de orden m>?2 y sea H un grafo con e(H)=k lados. El niimero de Ramsey
baricéntrico del par (H,G), denotado por BR(H,G) es el menor entero positivo r tal que

cualquier coloracion c¢:E(K,) = G de los lados del grafo completo K, con elementos

de G produce una copia H, de H con un lado e, tal que se verifica:

Zc(e) = kc(e,) (D

ecE(H)

Es importante observar lo siguiente:
1.- Como una copia monocromdtica de H satisface la relaciéon (1), se tiene que

BR(H,G)< R(H,m), donde R(H,m) es el nimero de Ramsey clésico para m colores.
2.- Si m|e(H ), entonces el lado derecho de (1) es cero. Asi, la relacion (1) se satisface

precisamente cuando el lado izquierdo es cero. Tenemos entonces que, en este caso,
BR(H,G) = R(H,G) y, por lo tanto, BR(H,G) generaliza el nimero de Ramsey de suma
cero.

3.- Para el nimero de Ramsey baricéntrico no se necesita la condicion e(H)=0 (mod m).

4.- Es claro que BR(H,G) 2 |V(H)| .

Un tipo particular de grafos son las estrellas, las cuales son grafos bipartitos de la

forma K|, .

Un hecho importante es que en cualquier vértice del grafo completo Ky, ), s€

tiene una estrella baricéntrica centrada en ese vértice, por lo tanto se verifica la

desigualdad:



BR(K,,,G)< BD(k,G)+1 )

Este ultimo resultado permite hallar cotas superiores para el nimero de Ramsey
baricéntrico de las estrellas, si se conocen los valores exactos o cotas superiores para la

constante de Davenport baricéntrica BD(k,G).

La constante de Olson k-baricéntrica , BO(k,G), se define como el menor entero
positivo ¢ tal que todo conjunto de cardinalidad # en G contenga un subconjunto k-

baricéntrico.

Es claro que cuando m es impar, entonces BO(m,Z,)= m y si m es par,
BO(m,Zm) no existe. Mds aun para m impar el baricentro de todo Qc Z, con
|0|]=m-1 es Z,\ Q. Ademis BO(m-1Z,) no existe. Para m impar

BO(m-1,Z,)=m-1, sea ScZ,, con |S|=m—1 y {b} =7\ S. Es fécil ver que S es

. . n 1 .
un conjunto (m — 1)-baricéntrico con ———1b como baricentro.
n—

En [13] se enuncia el siguiente teorema:
1
Sea s22, d=2, p2d+2+ﬂ. Sea A un conjunto con s + d elementos, y

fiA—>Z, una secuencia con ‘ f (A)‘ 2p7_1+d +1. Entonces f contiene una

subsecuencia s-baricéntrica.

Este teorema tiene el siguiente corolario:

BO(m,Z,)< p para 3<k<p-2 con p>5.

El siguiente teorema también da una cota para el BO(m,Z,,).
m+1
Teorema: BO(m,Z,)<m para m=6'y Tsk <m-2.

El siguiente lema es usado.
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Lema [12]: Si una 3-secuencia en Z, (m impar) entonces estos elementos son
iguales o son diferentes dos a dos. Mas aun un 3-conjunto en 7, es baricéntrico siy solo

si estos elementos estdn en progresion aritmética.

De este lema derivamos el siguiente resultado:

BO(3,Z,))<m para m=>3.

El siguiente teorema es obtenido del teorema de Dias da Silva-Hamidoune.

Teorema : BO(3,ZP)S[§—l+lpara p=5.

Sea G un grupo abeliano de orden m y k < m. Si BO(k, G) existe, entonces tenemos
que BO(k, G) £ BD(k, G) en caso contrario m + 1 < BD(k, G). Por la condicién de

Hamidoune tenemos que BD(k, G) < m+ k- 1.

En este sentido en nuestro trabajo, se busca un método para el cdlculo de la
constante de Olson k-baricéntrica BO(k,G). Al igual que su utilidad para calcular nuevos
valores de la BD(k,G), considerando las relaciones de estas dos constantes, dadas con

anterioridad, y a partir de esta constante , nuevos valores para BR(K| 4.,G).

Los teoremas inversos del teorema Erdos- Ginzburg- Ziv son aquellos teoremas que

describen la estructura de la secuencia S en G con longitud |S | =m+k, 1<k<m-—-2

sin m-subsecuencia de suma cero. Para grupos de orden m, la estructura de S ha sido
descrita por muchos autores: cuando k = m—2, por Peterson and Yuster [40], y por

Bialostocki and Dierker en [3]; cuando k = m—3 por Flores and Ordaz en [17]; cuando

m :—1} —1<k <m-—2, por Bialostocki, Dierker, Grynkiewicz and Lotspeich en [5]

m—1

(Usando un resultado de Gao [19]) y cuando k > [ , por Chen en [10].
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En general, no es facil describir completamente la estructura de la secuencia S,
cuando k es menor que m. En lugar de describir completamente la estructura de S, se

considera el problema de determinar:

h(m,k)=min{h(S):|S|=m+k yog > s}
donde

ZmS = {U(T)ZT subsecuencia de S,|T| = m} y h(S) esla multiplicidad maxima de

los elementos en S.

Hay algunos resultados sobre el valor exacto o cotas para h(m,k). Por ejemplo

m-+1

cuando G=Z%,, Gao [19] prob6 que m— —1<k<m—2 se tiene que

h(m,k)>k+1. También, Gao and Thanhadurai [22] probaron que h(p,k)>k+1 para

todo primo p ytodoktalque 1<k < p—2.

m
Sean mAS= {Z X, : XX, ...x, una subsecuencia de longitud n en S} ,
i=1

sl

S()=Umns. S(s)=Ums v 3(5)=3(5).

<t <]

En este orden de ideas Gao, Thangadurai and Zhuang [21,24] establecieron las

siguientes conjeturas.

Conjetura 1: Sea G un grupo ciclico de orden m > 2, p el menor primo divisor de

m. Sea § una secuencia en G \ 0 de longitud m. Si h = h(S) > 2—1, entonces

p
Y8=>"5s.
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Conjetura 2: Sea G un grupo ciclico de orden m > 2, p el menor primo divisor de
m. Sea k un entero tal que k Zﬂ—l. Sea S una secuencia de longitud |S |: m+ k. Si
4
0¢ mAS , entonces h(S) >k + 1.

Las motivaciones de este trabajo son:

1.- Definir métodos para el cdlculo de la constante de Olson k- baricéntrica,
BO(k,G), algunos de estos métodos estdn basados en el Teorema de Dias da Silva-

Hamidoune, un teorema cldsico de teoria aditiva, al igual que el uso de la teoria de

orbitas [18, 43].

2.- La resolucioén de las conjeturas 1 y 2 de Gao, Thangadurai y Zhuang citadas con
anterioridad.

El uso de la teoria de orbitas juega un papel importante en este trabajo, ya que a
través de ellas podemos hallar un método que permita:

a ) Caracterizar conjuntos ¢-baricéntricos.

b) Identificar conjuntos #-baricéntricos en un k-conjunto.

La razén que nos lleva al uso de la teoria de orbitas es la siguiente:

Si tenemos un conjunto X y un grupo G, decimos que G actda sobre X, o que X es

un G-conjunto, si existe una aplicacion Gx X — X que satisface:

(1) xe =x , paratodo x en X.
(2) (g,8,)x=g,(g,x),paratodos xe X y g,,8,€G.
Si X es un G-conjunto, la 6rbita de xe X , es el subconjunto de X definido por:
H(x):{gx:g EG}.
Un resultado importante sobre las 6rbitas es que dos Orbitas cualesquiera en un G-
conjunto X son disjuntas o son iguales. Esto permite asegurar que cualquier G-.conjunto X

es la unién disjunta de sus orbitas, y podemos definir una relacién de equivalencia, de

manera natural:

xry <& 0(x)=0(y)
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donde las 6rbitas son las clases de equivalencia.

Como un caso particular, podemos considerar X =7,y el grupo:
A={f.,:Z,—Z,:f,,(x)=ax+b, a,b€L,, (a,m)=1}
el cual, es un grupo de orden ng(m) donde ¢(m)= HO <g<m:(q,m)= 1}‘ es la funcién

phi de Euler. Entonces A acttia de manera natural sobre X.

Sea X! ={{x,x,,....x,}:x,€Z,} .Una accién de A sobre X! puede ser definida
de la siguiente manera:
Sab ({xl""’xk}) :{fa,b ('xl)""’fa,b (xk )} )

y por lo tanto particiona en érbitas a X" .

Aplicando dicha funcién, es fécil ver que 8({0}) es la tnica érbita de X . De igual
manera el grupo A actia sobre el conjunto X y alli se obtienen 6rbitas de la forma

0({0, z}) . En forma mds general, el grupo A actda sobre el conjunto X" .

También es importante observar que la accién de A sobre X", preserva la propiedad

de ser baricéntrico; esto es, si un conjunto U € X ,’; es baricéntrico, entonces todos los k-

conjuntos en la 6rbita de U también son baricéntricos.

Toda esta teoria permite identificar y caracterizar conjuntos k-baricéntricos con el

fin de obtener un método para el cdlculo de BO(k,G).

Finalmente, el cdlculo de BO(k,G) y el uso de la condicion de Hamidoune,
permitiran determinar valores exactos para el BD(k,G) . Las condiciones que relacionan al
BD(k,G) con el BR(Kx,G) y los teoremas de descomposicion de grafos, permitirdn

determinar valores exactos para el nimero de Ramsey baricéntrico de las estrellas.
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Entre estos teoremas de descomposicion de grafos podemos mencionar el teorema

de Harary [31]:

Sea K, el grafo completo con m vértices. Entonces:

. R m—1 . I
K, con mimpar, es la union disjunta de ciclos hamiltonianos.
K, , con m par, es la union disjunta de ciclos hamiltonianos y un matching
perfecto.

También tenemos los siguientes corolarios

Corolario: Sea K, un grafo completo de m vértices, con m impar. Entonces K

m

puede descomponerse en dos grafos completos K, ., con un vértice en comin y un grafo

2
bipartito completo K, _, , ;.
22
Corolario: Sea K, un grafo completo de m vértices, con m par. Entonces K,

puede descomponerse en dos grafos completos K, con vértices disjuntos y el

w|

restante K, en un matching perfectoy un grafo (%— 1) - regular.
22

Con respecto a las conjeturas propuestas por Gao, Thangadurai y Zhuang es

importante sefialar que hay ejemplos que muestran que si la Conjetura 1 se cumple para

m . o ..
algunos h <——2, entonces se debe cumplir alguna de las siguientes condiciones:

)4
a. ﬂzO(modh) 0
P
b. EEl(modh) 0
)4

c.p=2y ﬂz—l(modh).
p
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Y la Conjetura 2 no es cierta para k = m ,con m>Ip®> >2p*> compuesto e impar.
p

La idea es aplicar un nuevo método a partir del uso de un teorema andlogo a
Cauchy- Davenport [26] basado en particiones, donde una particién en n-conjuntos se

define como:

Una particion de una secuencia S dada en subsecuencias no vacias, Aj, A, . . ., Ay,
tal que los términos en cada subsecuencia A; son todos distintos y asi A; puede ser

considerado como un conjunto.

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
una particién en n-conjuntos y, en caso de existencia, muestra que una particiéon en n-

conjuntos puede encontrarse siempre con cardinalidades tan cercanas como sea posible.

Proposicion: Sea n un entero positivo. Una secuencia S tiene una particion en n-

conjuntos A=A,...,A, siy solo si |S| >n y h(S)<n. Ademds, si S tiene una particion

en n-conjuntos, entonces S tiene una particion en n-conjuntos B=B,,...,B, con

n

“BJ—‘B].HSI,para todo iyj.

El siguiente teorema de David Grynkiewicz [26] es denominado el Teorema
andlogo de Cauchy-Davenport. Nétese que cuando m es primo, trivialmente se obtiene el

teorema de Cauchy-Davenport.

Teorema: Sea S’ una subsecuencia de una secuencia finita S en un grupo abeliano

G de orden m, sea P=PF,...,P, una particion en n-conjuntos de S’,y sea p el menor

o . . . . S'-n+1 o . .
divisor primo de m. Si n > min ﬂ—l,‘ [t g , entonces se verifica una de las siguientes
p p
condiciones:
(i) existe una particion en n-conjuntos A=A,,...,A, de una subsecuencia s” de S con
V4 /| n n
[S7=18T. 2B =24 v
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n

>4

i=1

S'|-n+1}.

> min {m,

(ii) existe un subgrupo propio no trivial H, de indice a, una clase o+ H , tal que todos,

salvo e términos de S provienen de a+H,, donde eSnﬁn{a-Z,USIJ'”—l} y una

particion en n-conjuntos B=B,,...,B, de una subsecuencia S," de S, con todos los

-1, y tal que

términos de S,"  provenientes de a+H, y |SO‘|Sn+|Ha

D> B=a+H,.
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OBJETIVOS DEL TRABAJO

Objetivos Generales
e Definir la constante de Olson k-baricéntrica.
¢ Definir métodos para el cilculo de la constante de Olson k-baricéntrica.

e Demostrar las conjeturas de Gao, Thangadurai y Zhuang.

Objetivos Especificos
e Describir un método algoritmico para el cdlculo de 6rbitas.
e Describir un método algoritmico para el cdlculo de la constante de Olson k-
baricéntrica.
e Calcular valores de la constante de Olson k-baricéntrica para G = Z,,, en
particular para 3<n<12y 3<k <n.
e Establecer nuevos valores de BD(k,G) a partir de los valores de BO(k,G).

* Establecer nuevos valores de BR(K,,,G) a partir de los valores de BD(k,G).
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METODOLOGIA

La metodologia utilizada estd basada en:

1.- Teoremas de teoria aditiva para determinar la existencia de conjuntos
baricéntricos, lo que permitird dar cotas superiores para la constante de Olson k-
baricéntrica.

2.- La teoria de oOrbitas para identificar y caracterizar conjuntos k-baricéntricos.

3.-El uso de la relacion que involucra a las constantes BD(k, G) y BO(k, G) para
calcular nuevos valores para BD(k, G).

4.- El uso de la relacion BR(K,,,G)<BD(k,G)+1 y de teoremas de

descomposiciéon de grafos para el cédlculo del nimero de Ramsey baricéntrico para

estrellas, BR(K,,,G).

5.- La aplicacion del teorema andlogo de Cauhy-Davenport para demostrar las

conjeturas de Gao, Thangadurai y Zhuang.
Mais especificamente tenemos:

1.- Uso de teoremas de la teoria aditiva:

Por ejemplo, utilizacion del teorema de Dias da Silva-Hamidoune para hallar una

cota superior de BO(3,Z,), para p>5:
Sea A un conjunto en Z ,con |A| = [g—‘+1 en Z . Por Teorema de Dias da Silva-

Hamidoune tenemos que

‘AQA‘ >min{ p,2(A|~2)+1} = min { D, 2%} —1}

1
)
- 1
w |
_ 1
|
[E—
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Sea D={2x:xe A}, entonces ‘AQA‘+|D| > 3[%1 > p . Por tanto existen 2xe D y

y+ze A’A tales que 2x = y + z, de donde x + y + z = 3x, obteniendo un conjunto 3-

baricéntrico de A 'y, asi, BD(3, Zp) < {g—‘ +1.

2.- Uso de la teoria de orbitas para identificar y caracterizar conjuntos k-

baricéntricos.
Si X =7, , entonces el grupo:
A={f.,:2,—Z,:f,,(x)=ax+b, a,b€ZL,, (a,m)=1}
actia sobre los conjuntos de la forma:
Xt ={{xl,x2,...,xk} X, € Zm}

y esta accion preserva la propiedad de ser baricéntrico.

Veamos como se usa este hecho en los siguientes aspectos:

1.- Caracterizacion de conjuntos k-baricéntricos:
Al considerar la accién de A sobre X y calcular sus 6rbitas, podria ocurrir que:
a.- En X! haya una sola 6rbita, en cuyo caso, podemos concluir que, o bien

todas los k-conjuntos son baricéntricos, o ninguno lo es, dependiendo del comportamiento
de cualquier conjunto en la orbita. Asi podemos probar, por ejemplo que todo conjunto

en 7Z, con 5 elementos es 5-baricéntrico.

b.- En X! haya mds de una 6rbita, en cuyo caso, podriamos caracterizar

los conjuntos k-baricéntricos, estudiando el comportamiento de las Orbitas cuyos

conjuntos formen conjuntos k-baricéntricos.

2.- Identificacion de conjuntos #-baricéntricos en un k-conjunto:
Se considera la accién de A sobre X y calculamos las 6rbitas en este conjunto. De

las orbitas calculadas, consideramos aquellas cuyos conjuntos no formen conjuntos -
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baricéntricos, y agregamos un elemento mds a cada una de ellas de tal forma que no se
obtengan subconjuntos z-baricéntricos. Obtenemos asi las 6rbitas en X!  que no

contienen subconjuntos z-baricéntricos.

Seguimos este proceso hasta determinar las orbitas en X'' que no contienen
subconjuntos #-baricéntricos. Si observamos que no podemos agregar un elemento mas a
los conjuntos en las 6rbitas de X" sin formar subconjuntos #-baricéntricos, podemos

concluir que todo conjunto en un k-conjunto contiene un conjunto #-baricéntrico.

Asi por ejemplo, podemos demostrar que en Z, todo 5-conjunto contiene un
conjunto 3-baricéntrico. Para ello consideramos la accién de A sobre X_ y se obtienen las
orbitas de los conjuntos {0,1,2},{0,1,3} y {0,2,4}, de los cuales {0,1,3} no es

baricéntrico. Ahora agregamos un elemento mds para formar las Orbitas de X,

trabajemos solamente con la no baricéntrica, s6lo una 6rbita de 4-conjuntos no contiene
subconjuntos 3-baricéntricos y ninguno de esos conjuntos puede ser extendido con un
quinto elemento sin formar subconjuntos 3-baricéntricos. Por lo tanto, todo 5-conjunto

contiene un subconjunto 3-baricéntrico.

3.-Uso de la relacion que involucra al BD(k, G) y al BO(k, G) para calcular nuevos
valores para BD(k, G).

Sea G un grupo abeliano de orden m y k < m. Si BO(k, G) existe, entonces tenemos
que BO(k, G) < BD(k, G) en caso contrario m + 1< BD(k, G). Por la condicién de
Hamidoune tenemos que BD(k, G) < m + k - 1. Como vimos en el ejemplo de la parte
2, todo 5-conjunto en Z, contiene un subconjunto 3-baricéntrico, es decir BO(3, Z,) =
5. En consecuencia 5 < BO(3, Z,). La cota inferior se obtiene de la secuencia con

cuatro elementos diferentes. La secuencia 00134 no es 3-baricéntrica. Mas aun, si en una

secuencia  de longitud seis hay un elemento repetido tres veces, listo. En caso contrario,

que sean diferentes, puesto que la dnica 6rbita no baricéntricaen X, es {0,1,3} entonces
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es suficiente considerar la secuencia 001133, la cual contiene la secuencia 003, y esta es

3-baricéntrica. En consecuencia BD(3, Z,) = 6, es decir toda secuencia de longitud seis

en Z, contiene una subsecuencia 3-baricéntrica.

4.- Uso de la relacion BR(K,,,G) < BD(k,G)+1 y de teoremas de descomposicion
de grafos para el célculo del nimero de Ramsey baricéntrico para estrellas, BR(K,,,G).

El proceso consiste en seleccionar la cota superior del hecho de que

BR(K,,,G)< BD(k,G)+1. La cota inferior se deduce de la descomposicion del grafo

completo en subgrafos lados disjuntos. Cada subgrafo es coloreado de tal manera que el

grafo completo no contenga una determinada estrella K, baricéntricaes. En algunos

casos la cota superior es derivado de BO(k, G). Por ejemplo, veamos el cdlculo de

BR(K,,,Z4) =71. Se descompone el grafo completo K en dos ciclos hamiltonianos y

un matching perfecto, los cuales son coloreados con 1,3 y O respectivamente. Es facil ver

que K, con esta coloraciéon no contiene un K, baricéntrico. La cota superior de
BR(K, ,,Z4) se deduce del hecho que BO(4,Z,)=5. Si existe un K, en K, coloreado
con 5 6 6 colores diferentes, luego existe un K, baricéntrico. Si todos los K, ¢ estdn

coloreados con 3 6 4 colores, entonces usando la teoria de orbitas es posible identificar

enun K, un K , baricéntrico. Si todos los K,, estdn coloreados con 2 colores

diferentes, estos deben ser {0,1}, {0,2} 6 {0,3}. Si suponemos la no existencia de un K,

baricéntrico nos lleva a la contradiccion de tener un grafo de orden impar y todos sus
vértices de grado impar. Esto se obtiene considerando el grafo inducido por los lados

coloreados con 0. Y de esta forma podemos concluir que BR(K,,,Z¢)="17.

5.- Sobre el teorema anédlogo de Cauhy-Davenport.
El teorema de Cauchy Davenport juega un papel muy importante en el drea de

teoria aditiva, podemos ver, por ejemplo, su utilidad para demostrar el teorema de Erdos,

Ginzburg, Ziv. Esto es, sea S una secuencia en Z , con longitud |S | =2p—1. Si existe en

S un elemento repetido p veces, entonces S contiene una p-subsecuencia de suma cero. En
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caso contrario se puede particionar S en A +---+ A subconjuntos, luego aplicando el

p
teorema de Cauchy-Davenport se tiene Z A=Z,.
i=1

A partir del teorema andlogo de Cauchy-Davenport, también se puede derivar el

teorema de Erdos, Ginzburg, Ziv. Esto es, sea S una secuencia en Z, , m compuesto con
|S | =2m—1 supongamos que Ah(S) < m, sino trivialmente existe una subsecuencia de S
de suma cero. Ademas como |S | =>m . Entonces existe una particion A= A +---+A, de §
y ademads trivialmente se tienen las condiciones del teorema andlogo. Si se verifica la

. m . . e .o .
parte i, entonces ZHA,.:Zm. Si se verifica la parte ii, entonces se tiene que

ZZI B =mo+H,=H,. Es decir S contiene una subsecuencia de longitud m y suma

Cero.

Con respecto a las conjeturas dadas por Gao, Thangadurai y Zhuang, se verificaran

los siguientes teoremas, que generalizan a dichas conjeturas.

Teorema 1: Sea G un grupo abeliano de orden m, sea p el menor divisor primo de

m, sea q el menor divisor primo de 3 (si m es compuesto), sea S una secuencia de
términos de G\0 'y sean h >h(S) y t=>0 enteros. Si |S|2m+t y h‘ShS|S|, entonces

cualquiera de las siguientes condiciones implica que Z(S) es periodico 'y

NI (S)=XS),

>t+1 <h+t

(i) h+t2m-1,0

(ii) ZS?&G ym=pgq, o

(iii) ) S#G yh+t224q-3.
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Teorema 2: Sea S una secuencia de términos de un grupo abeliano G de orden m, y

sea p el menor divisor primo de m. Si |S| > m+max{h(S),%—l}, entonces 0e mAS, y

mAS es periddico.
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ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Ademas de la introduccion y las conclusiones, el trabajo consta de cinco capitulos

primordiales:

En el primer capitulo se presentan las herramientas que serdn usadas en el trabajo;
entre ellas, la forma general del teorema de Cauchy-Davenport, el teorema de Dias da
Silva-Hamidoune, y ademads, algunos resultados adicionales de teoria aditiva y de

descomposiciones en grafos, los cuales son necesarios para el desarrollo del trabajo.

El segundo capitulo aporta los teoremas importantes, que ayudardn a demostrar la
existencia de la constante de Olson k-baricéntrica. De igual manera se considera el uso
de la teoria de Orbitas, es decir se desarrolla un método, basado en dicha teoria, que
permite identificar y caracterizar conjuntos baricéntricos para asi calcular algunos casos

particulares de la constante de Olson k-baricéntrica.

El tercer capitulo presenta un método algoritmico para el cdlculo de 6rbitas y para el

calculo de la constante de Olson k-baricéntrica.

En el cuarto capitulo se usan los valores de la constante de Olson k-baricéntrica

BO(k,G) para calcular los valores de BD(k,G). Asi como también la determinacién

exacta de valores parael BR(K,,,G), una vez conocido la BD(k,G).

En el quinto capitulo se realizan las pruebas de la conjeturas de Gao, Thangadurai y

Zhuang .
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Agosto 2006 - Mayo 2007.

Lectura y anélisis de articulos.

Ciélculo de orbitas.

Ciélculo de valores de la constante de Olson k-baricéntrica usando 6rbitas.
Calculo de nuevos valores de la constante de Davenport.

Cdlculo de la constante de Ramsey, conocida la constante de Davenport.
Implementar un método algoritmico para el cdlculo de 6rbitas.

Implementar un método algoritmico para el cdlculo de la constante de Olson k-
baricéntrica.

Resolucion de las conjeturas de Gao.
Junio 2007 - Septiembre 2007

Preparacion y redaccion de los resultados finales de la actividad anterior para su
publicacién.

Octubre 2007 - Enero 2008

Enviar a una revista internacional competente en el drea los resultados parciales de

la tesis. Redaccion de los preliminares del trabajo de grado.

Febrero 2008 - Junio 2008

Culminacién del trabajo de grado y defensa publica del mismo.



