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ACERCA DE FUNCIONES DEFINIDAS
POSITIVAS Y FUNCIONES x<-INDEFINIDAS

ABOUT POSITIVE DEFINITE
FUNCTIONS AND k- INDEFINITE FUNCTIONS

RAMON BRUZUAL

RESUMEN. Usando técnicas muy bésicas se da una demostracién de que toda
funcién definida positiva es acotada y se presentan ejemplos de funciones defi-
nidas positivas. Se introduce el concepto, mas general, de funcién k-indefinida
y se dan ejemplos que muestran que una funcién k-indefinida continua no
necesariamente es acotada.

ABSTRACT. Using basic techniques, it is proved that every positive definite
function is bounded and examples of positive defined functions are presented.
The more general concept of k-indefinite function is introduced and examples
showing that k-indefinite continuous functions are not necessarily bounded are
given.

1. ALGUNOS RESULTADOS BASICOS DE ALGEBRA LINEAL

Sea Lf; g] una matriz 2 X 2 de ndmeros complejos (A, B,C, D € C).

Se dice que esta matriz es positiva o definida positiva si

A C| [\ A1
SER SR
para todo Ai, Ay € C.

Desarrollando el producto escalar, se obtiene que esta condiciéon equivale a
AN 2 4+ CX Xa + DX\ g + B|X\2|? > 0, para todo Aj, Ay € C (1)

De esta ultima desigualdad se obtiene el siguiente resultado, que es de caracter
muy basico.

Proposiciéon 1.1. Sea [D g} una matriz definida positiva, entonces

(1) 4,B >0,
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(2) C=D,
(3) 1CI* < |A]|BI.

Demostracion.

(1) Para demostrar que A > 0 considerar A\ = 1, A2 = 0 en la desigualdad ()
y para B > 0 considerar A\; =0, Ay = 1.
(2) Al tomar A\; = A2 =1 en la desigualdad () se obtiene

A+B+C+D >0,

por lo tanto C' + D € R.
Al tomar A\; = 1, Ay = ¢ en la desigualdad () se obtiene

A+ B+i(C—D)>0,

por lo tanto i(C' — D) € R.
Usando que C + D, i(C — D) € R se deduce facilmente que

C =D.

(3) Por el resultado anterior la matriz es de la forma [é g} y se tiene que

AN 4 2Re (CA1 A2) + BlA2|? = A\ 2 + CAp Ag + CAihg + BlAg|? > 0.

Sea a € C tal que || =1y aC = |C|. Si en la desigualdad anterior se
toma A\y =& € Ry As = aés, con & € R, se obtiene

A2 4+ 2|C&1&5 4+ BES > 0, para todo &1, & € R.

Si A = B = 0 se obtiene facilmente que C' = 0.
Supongamos A > 0, completando cuadrados se obtiene

Cl&N? CJ?
A (51 + lf?) + (B — 'A') € >0 paratodo &,& €R,
de donde sigue que
C?
B—-—2>0
A — )
que equivale a
|C? < |A||B].

El caso B > 0 es anélogo.

En resumen, una matriz 2 x 2 definida positiva es de la forma

o 5]

donde A,B,C € C, A,B>0y |C]? < AB.
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2. FUNCIONES DEFINIDAS POSITIVAS EN LA RECTA

Se dice que una funcién f: R — C es definida positiva si

n
Z flaj —z)Ah >0,
4l=1
para todon € N, z1,...,2, € R, A1,..., A, € C.
Supéngase que f : R — C es definida positiva. Tomando n =2, x1 =0, x5 = z,
en la definicién, se obtiene que

FO) A+ F(@)A A2 + f(=2) A da + £(0)[A2]> > 0, para todo A\, A2 € Cy x € R,

es decir, la matriz

[ f0) f (fﬂ)}

f(=x)  f(0)
es definida positiva, para todo x € R. Por lo tanto, de la Proposiciéon [ sigue el
siguiente resultado.

Teorema 2.1. Sea f: R — C una funcion definida positiva. Entonces
(1) f(0) =0,
(2) f(z) = f(—=x) para todo x € R,
(3) |f(z)] < f(0) para todo x € R.

Es importante destacar que el resultado anterior implica que toda funcién defi-
nida positiva es acotada.

3. UN CONCEPTO MAS GENERAL: FUNCION Kk-INDEFINIDA

Para la lectura de esta secciéon y las siguientes seran necesarios algunos conoci-
mientos (muy bdsicos) de dlgebra lineal y de espacios con métrica indefinida. La
parte de algebra lineal se puede encontrar en el libro de K. Hoofman y R. Kunze
[?]. La parte de espacios con métrica indefinida se puede estudiar en el libro de
Z. Sasvéri [B]. Més informacién sobre los espacios con métrica indefinida se puede
encontrar en el libro de J. Bognar [i].

Sea f : R — C una funcién. Se tiene que f es definida positiva si y sélo si para
cadan € Ny zq,...,2, € R la matriz

(f(xj - xl))?,lzl

es definida positiva, lo que equivale a decir que la matriz es hermitica, por lo tanto
diagonalizable, y que todos sus autovalores son no negativos.

Supéngase que f : R — C es una funcién hermitica, es decir f(z) = f(—x) para
todo x € R. Entonces, para cada colecciéon de puntos z1,...,z, € R la matriz

(flzj—20));

es hermitica, por lo tanto es diagonalizable, y todos sus autovalores son reales.
El siguiente concepto generaliza el de funcién definida positiva.

Definiciéon 3.1. Sea f : R — C una funcién hermitica y sea k un entero no
negativo. Se dice que f es k-indefinida si para cadan € Ny z1,...,2, € R la
matriz

(f(xj - xl))?’lzl
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tiene a lo sumo k autovalores negativos y tiene exactamente x para alguna esco-
genciade ny x1,...,Tn.
Al entero k se le suele llamar indice de f.

Es importante destacar que el caso kK = 0 corresponde con el caso de una funcién
definida positiva.

3.1. El espacio con producto interno indefinido asociado a una funcién
hermitica.
Sea f: R — C una funcién hermitica. Para w € R se define f, : R — C por

fo(@) = flz —w).
El espacio £(f) se define como el espacio lineal de las funciones de R en C

generado por el conjunto {f, : w € R}.
En £(f) se define una forma sesquilinear hermitica de la siguiente manera, si

n m
/
w=> c¢ifo, v v=2 dfu
j=1 1=1
son elementos de £(f), donde ¢1,..., ¢, ¢, ..., € Ciwy, .. wp, W, ... ,wh, €R,
se define
n m
_ T
(u,v)g(p) = Zch o) flw — wj).
j=11=1

Se tiene que (-,-)g(s) es una forma sesquilineal hermitica en £(f) y ademas se
cumple que
u(x) = (u, fa)e(p)
siu € E(f), x € R, esta propiedad se conoce como la propiedad reproductora.
La propiedad reproductora implica que (:,-)g(s) es no degenerada, es decir si
u € E(f)y (u,v)esy = 0 para todo v € £(f) entonces u = 0.
Se cumple el siguiente resultado, para su demostracién ver [3].

Teorema 3.2. Sea f: R — C una funcién hermitica y k un entero no negativo.
Entonces, [ es k-indefinida si y sdlo si E(f) es un pre-espacio de Pontryagin de
indice K.

Tomando en cuenta el Teorema P71l es muy natural hacerse la siguiente pregunta:
. Es toda funcién k -indefinida acotada? Mas adelante se vera que la respuesta es
negativa, mediante un ejemplo bastante basico (ver Ejemplo B4).

3.2. Ejemplos basicos.

Ejemplo 3.3.
Para v,a € R sea 4
f(z) =ae”.

Entonces f es hermitica y el espacio £(f) se puede describir muy facilmente.

Sean wi,...,wy € Ry cq,...,c, € C, entonces
n n n
Z ¢j fu,;(x) = Z cjae T = | ¢ Z cjae Wi | ",
j=1 j=1 j=1

como todo elemento de £(f) es un miltiplo escalar de la funcién €%, se tiene que
la dimensién de E(f) es igual a 1.
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Por la propiedad reproductora sigue que

(fs ey = (f, fo)esy = £(0) = a.

Por lo tanto, si a > 0 el producto interno en £(f) es definido positivo y f es
definida positiva. Si @ < 0 el producto interno en £(f) es definido negativo y f es
1-indefinida.

Es importante destacar que en este ejemplo la funcién es acotada.

Ejemplo 3.4.
Sea f : R — C un polinomio, es decir

fx)=ao+ a1z +---+ayz®,

donde N € Ny a,,a1,...,any € C.
Se tiene que f es hermitica si y sélo si

o+ a1z + agx® + -+ anz = a, + a1(—z) + as(—x)2 + -+ an(—z)V,
lo que es equivalente a la siguiente condiciéon
asr € R Y G241 € i R.

De ahora en adelante se supondra que f es hermitica.
En este caso el espacio £(f) también es facil de describir, ya que como un ele-
mento de este espacio es de la forma

n

ch f(x_wj)v

j=1
donde wy,...,w, €R, ¢1,...,¢, € Cy f es un polinomio de grado N se tiene que
todo elemento de £(f) es combinacién lineal de los polinomios p,, p1, - .., PN, donde

p;(z) = 27. Por lo tanto £(f) es un espacio pre-Pontryagin de dimensién menor o
igual que N + 1 y por lo tanto su indice es menor o igual que N + 1.

Como para N > 1 se tiene que f no es acotada, en este caso f no puede ser
definida positiva y por lo tanto es una funcién k-indefinida. El indice x tiene que
ser menor o igual que N + 1, que es la dimensién del espacio asociado.

Ejemplo 3.5.
Seaa €R,a+#0ysea f:R — C la funcién definida por

a siz=0,
f(m):{o six # 0.

Entonces
> flay—a)A N =a Y\
7,=1 j=1

Por lo tanto f es definida positiva si a > 0 y es indefinida si a < 0.
Es importante destacar que, para a > 0, este es un ejemplo de funcién definida
positiva no continua.
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3.3. Suma de funciones k-indefinidas. La suma de funciones indefinidas, de
indice finito, también es una funcién de indice finito, més precisamente se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.6.
Sea f,g: R — C funciones hermiticas. Si f es k1-indefinida y g es ko-indefinida,
entonces [ + g es k-indefinida, donde k < K1 + Ka.

Idea de la demostracion.
Se tiene que E(f) y £(g) son espacios pre-Pontryagin de indice 1 y k2 respecti-
vamente, por lo tanto £(f) @ £(g) es un espacio pre-Pontryagin de indice k1 + ko.
Los elementos de E(f + g) son de la forma

ch (fwj + gwj))
j=1
donde wy,...,w, ERyecy1,...,cp, €C.
Por lo tanto, como espacio lineal, £(f + g) estd contenido en E(f) + £(g).

Por otra parte, si wi,...,wn,wi,...,wh, ERy e, ... cn,c),. .., ¢, € C se tiene
que
n m
D (s +9,)5 D¢ (fug + 9) =
=1 =1 E(f+9)
n m .
=33 ¢ (flw] —w)) + glw] —w)))
j=11=1
n m n m
= chfwj’zcgfw{ + chgwﬁzcggwl’
=t =t e V= =1 £(9)

Por lo tanto, geométricamente, £(f + g) es una sub-variedad lineal de E(f) ® E(g),
do donde se concluye que su indice es menor o igual que k1 + Ko.
O

Este resultado, combinado con los ejemplos permite construir una gran variedad
de ejemplos de funciones k-indefinidas.
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