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RESUMEN. Se da la definicién de funcional director y se presentan ejemplos.
Se enuncia el teorema de los funcionales directores de M. G. Krein y, a partir
de este resultado, se demuestra el teorema de extensiéon de M. G. Krein para
funciones definidas positivas.

ABSTRACT. The definition of directed functional and some examples are given.
The directed functional theorem of M. G. Krein is enunciated and, from this
result, the M. G. Krein theorem about extension of positive definite functions
is proved.

1. DEFINICIONES, EJEMPLOS Y RESULTADOS BASICOS

La referencia basica para este articulo es el libro “M.G. Krein’s Lectures on Entire
Operators” escrito por M. L. Gorbachuk y V. I. Gorbachuk (Operator Theory:

Advances and Applications 97) [2].
Sea £ un espacio lineal (sobre C), sea D(Ao) una variedad lineal contenida en £

y sea A, : D(Ao) — £ un operador lineal.
Adicionalmente sea {®(-, ) : A € R} una familia de funcionales lineales definidos

en £, con mas detalle
. LxR—-C
y es lineal en la primera componente.
Definicién 1.1. Se dice que la familia {®(-,\) : A € R} es una familia de fun-
cionales directores (o abreviado funcional director) para el operador lineal A, si se
cumple que:
a) Para cada f € £ la funcién A — ®(f, A) es analitica en todo el eje real;
b) Existe al menos un elemento A € R tal que el funcional ®(-, A) no es nulo;
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c) Sif, € £y A €R, la ecuacion

Aof = Xof = fo (1)
tiene solucion si y sélo si

(I’(fo;/\o) =0. (2)

Ejemplo 1.2.
A continuacién un ejemplo de un operador lineal que tiene un funcional director.
Sea a tal que 0 < a < +o00 y sea £ el espacio de todas las funciones continuas, a
valores complejos, definidas en el intervalo [0,a) y con soporte compacto.
El operador A, se define de la siguiente manera

D(A,) = {f € C'([0,a)) N £ : f(0) =0}

y
Aof =—f.
Sean f, € £y A, € R. En este ejemplo la ecuacién () queda asf
- f/({E) - )‘of(x) = fo(ﬁ) (3)

La solucién general de esta ecuacion es

f(z) = e Ao / erlfo(t) dt + Ce™ ",
0

donde C es una constante. Por lo tanto la solucién que satisface f(0) =0 es

fla)=e /’” e fo(t) dt.
0

Si a < +o00, por ser soporte de f, compacto, para n > 0 y suficientemente
pequeno se tiene que

a—n
/ Mot f (1) dt
0

es constante.
Si a = +o0, por ser soporte de f, compacto, para M suficientemente grande se
tiene que

M
/ erot fo(t) dt
0

es constante.
Por lo tanto la funcién f definida por

f(z)=e P / et f,(t) dt
0
es un elemento de £ si y sélo si
/ et f,(t)dt = 0.
0
Luego, la familia
BN = [ M
0

es un funcional director para el operador A,.
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Ejemplo 1.3.

En forma andloga a como se hizo en el ejemplo anterior se puede demostrar que,
si £ es el espacio de las funciones continuas de R en C, con soporte compacto, D(A,)
es C}(R) (el espacio de las funciones de R en C continuamente diferenciables y con
soporte compacto) y

entonces la familia
+o0

BN = [ e fdo

es un funcional director para el operador A,.
Proposicién 1.4 (Algunas propiedades bdsicas de los funcionales directores).

Sea {®(-,A) : A € R} un funcional director para el operador A,.
1) Si f € D(A,) entonces

D(Ayf,\) = A®(f,\) para todo X € R.
2) Sifekl MeRy
(f,X0) =0

entonces eziste un elemento h € D(A,) tal que
(f, )
A=Xo

3) SiJ es un intervalo acotado contenido en la recta real entonces existe u € £ tal
que ®(u, \) # 0 para todo A € T.

B(h,\) =

Demostracion.
1) Sean f € D(A,) y A € R. Entonces g definido por

g=Af = Af

es un elemento de £. Por lo tanto
D(g,\) =P(Af — Af,\) =0.
De la linealidad de ®(-, \) sigue que
D(Aof,A) = AR(f, )
2) Sean f € £y X\, € R tales que
O(f,A,) =0.
Entonces, por la propiedad (c) de la definicién de funcional director, existe

h € D(A4,) tal que

Aoh = Xoh = f,
evaluando ®(-,\) se obtiene

AD(h,N) = Ao@(h, A) = ®(Ah — Aoh, A) = @(f, \)

de esta ultima igualdad se obtiene

B(h,\) =
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3) Sea J un intervalo acotado contenido en la recta real, por las propiedades (a) y
(b) de la definicién de funcional director existen f; € Ly A € R tales que

®(f1,A) # 0.
Si A, € J es tal que
‘I)(fla )‘0) =0
por la propiedad anterior existe f| € £ tal que
D(f1,A)
O(f,\) = ——2~2.
(fl? ) )\ _ )\0

La cantidad de ceros que puede tener ®(f1,\) en el intervalo J es finita
y cada uno de estos ceros tiene que ser de multiplicidad finita. Repitiendo el
procedimiento anterior en cada cero tantas veces como sea necesario de acuerdo
a la multiplicidad del cero se obtiene el elemento u.

]

2. ESPACIOS CUASI-HILBERT

Se dice que (£,(, )¢) es un espacio cuasi-Hilbert si (, )¢ satisface todas las
propiedades de un producto interno, salvo que puede ocurrir que (f, f)e = 0 sin
que f=0.

En espacio cuasi-Hilbert vale la desigualdad de Cauchy Schwarz y, de manera
natural, completando y pasando a un cociente se obtiene un espacio de Hilbert
(E, (, )z) a partir de £. Por f se denotaré a la clase de equivalencia del elemento
fek

Sea (£, (, )¢) un espacio cuasi-Hilbert. Se dird que un operador lineal A, definido
en un conjunto cuasi-denso D(4,) de £, y a valores en £, es simétrico si D(A,) es
cuasi-denso en £y

(Aof,g9)e = (f,Aog)e para todo par f,g € D(A,).

Proposicion 2.1.
Si (L,(, )e) es un espacio cuasi-Hilbert y A, : D(A,) — £ es simétrico, entonces
el operador
A, :D(A,) — £
definido por - N
D(Ao) = {f : fe D(Ao)}

Aof = Aof
es simétrico.
Demostracion. .
Primero se debe probar que A, estd bien definido. Para probar esto basta ver

quesi f € D(Ao) y (f,f)e =0, entonces (Ao f, Ao f )e = 0.
Sea f € D(A,) tal que (f, f)e =0. Si g € D(A,) entonces

(Aot g)el” = [(f; Aog )el> < {f. ] )2 (Aog, Aog )2 = 0.
Como D(A4,) es cuasi-denso debe ser (A,f, Aof )e = 0.

Finalmente la densidad de D(A,) y la simetria de A, se obtienen de las corres-
pondientes propiedades de D(4,) y de A,.
O
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3. TEOREMA DE LOS FUNCIONALES DIRECTORES DE M.G. KREIN

El siguiente resultado, que se enuncia sin demostracion, fue probado por M. G.
Krein en [B]. Para més detalles ver [2, pdginas 102 a 106 ] y [I, pdginas 160 a 161].
Teorema 3.1.

Sea £ un espacio cuasi-Hilbert y sea A : D(A) — £ un operador simétrico que
tiene un funcional director {®(-,\)}rcr. Entonces existe una funcién mondtona no
decreciente o : R — R tal que

+oo

(f.g)e = / B(f,\) B(g, ) do(N)

para cualquier par f,g € £.
Si el operador A es positivo la funcion o puede ser escogida de manera que
o(A)=0siA<0.

4. EXTENSION DE FUNCIONES DEFINIDAS POSITIVAS

Definicién 4.1. Sea a € R, a > 0. Se dice que una funcién F : (—a,a) — C es
definida positiva si, para todon € N, t1,--- ,t, € [0,a) y ¢1,- -+ , ¢, € C, se cumple

que
n

Z F(tj —tk)Cj@ZO
J,k=1

La prueba del siguiente resultado no ofrece dificultad.

Proposicion 4.2.

Seaa € R, a >0 ysea F: (—a,a) = C una funcidn continua. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
1) F es definida positiva.

a a

2) [ [F(s—1t)f(s) f(t)dsdt >0 para toda funcién continua f :[0,a) — C.

00

3) [ [F(s—t) f(s) f(t)dsdt > 0 para toda funcién continua con soporte compacto
00
f:[0,a) = C

Fl siguiente teorema de representacién y extensién de funciones definidas posi-
tivas fue demostrado por M. G. Krein en [B].
Teorema 4.3.

Seaa €R, a>0ysea F:(—a,a) = C una funcion.

Entonces F es continua y definida positiva si y solo si existe una funcion mondto-
na no decreciente y acotada o : R — R tal que

+oo
F(t) = / e™do(\) parat € (—a,a) (4)
Demostracion.

(«<) Sigue de que toda funcién con una representacion integral como la (@) es
continua y definida positiva.
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(=) Sea £ el espacio de las funciones continuas f : [0,a) — C con soporte
compacto.
Para f,g € £ sea (, )¢ la forma sesquilineal definida por

<fag>£://F(S—t)f(S)mdet.
0 0

Por la Proposicién B2 (£, (, )¢) es un espacio cuasi-Hilbert.
Sea D(A) el espacio de todas las funciones f € £ que son de clase C* y que
satisfacen

f(0)=o0.
Sea A : D(A) — £ el operador definido por
Af =if’.
A continuacion se probara que el operador A es simétrico.

La densidad de D(A) en £ sigue de resultados bésicos de medida e integracién.
Sean f,g € D(A), entonces

<Af,g>2:i/a/aF(s—t)f’( dsdt—z/f / )gls —7) dr ds

a

f/ mdsdT—f—z/ /f S—TdeT

T+a
f(8)9(8—7”+a /f 767 )dT

/f )dT

f(s)mdsdT—z/ /f g'(s —7)dsdr
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f()/F(sft dtdsfz/f /stt t)dtds
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Para f € £y A € R sea
B(0) = [ Nty
0

A continuacién se probara que {®(-, ) }xer es un funcional director para el operador
A.
Es bastante claro que las dos primeras propiedades de la definicién se cumplen.
Sea A\, € R.
La ecuacién
Af_)\of:fo (foe»g) (5)
es
if/ - )\of = f07

su solucién general es
t
f(t) = —ie=! / €% fo(s) ds + Ce™™t.
0

Como f debe pertenecer al dominio del operador A se debe cumplir que f(0) =
0, por lo tanto C = 0. Como f tiene soporte compacto existe & > 0 tal que

a—rT
J ¢S f(s)ds es constante si 0 < r < §, por lo que f estd en £ si y sélo si
0

fae“‘osf(s) ds = 0.
0

Por lo tanto la ecuacién (8) tiene solucién en D(A) si y sélo si

a

B(for No) = / ¢N f(5) ds = 0.

0

Asf que la familia {®(-,\) : A € R} es un funcional director para el operador
simétrico A,.
Por el Teorema B existe una funcién mondétona no decreciente o : R — R tal
que
+o00

(f.g)e = / (1)) (g, N) do(N)

para cualquier par f,g € £, es decir

¢ 9 o0 / a a
0/ O/ F(S—t)f(s)g(t)dsdt_zo O/GMSf(S)dS O/BWW) i) aoin,

Sean s,,t, € [0,a). Aproximando a la funcién ¢ en s, por una sucesién {f,} v a la
funcién 6 en t, por una sucesién {g,} se obtiene

+oo
Fso—t,) = / ¢iso=toX (1),

— 00
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Finalmente como

“+o0
/ do () = F(0)
se tiene que o es acotada
[l
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