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PRACTICA 1. NUMEROS REALES. 1

Practica 1.

Numeros reales.

(1) Demostrar las siguientes afirmaciones (x e y denotan niimeros reales):

(a) Si ax = a para algun numero real a # 0 entonces = = 1.

(b) @ = (z—y)(z+y)
(c) Siz? =y? entonces x =y 6 x = —y.
(d) Sin es un numero natural entonces

mn_yn: (x—y) (l,n—l+xn—2y+“'+xyn—2_’_yn—l)

(e) Sin es un nimero impar y 2" = y" entonces x = y.

(f) Sin es un nimero par y 2™ = y" entonces r =y 6 © = —y.

(2) Encontrar el error en la siguiente “demostracion”.
Sean = e y numeros reales. Supongamos x = y. Entonces
2% = g
22—y = ry— P
(z+y)(z—y) =ylz—vy)
T+y=y
2y=y

Si tomamos x = y = 1 obtenemos 2 = 1.

(3) Demostrar que si a, b, ¢, d son ntimeros reales y b, d # 0 entonces

c ad + be
d  bd

.
b

(4) El méximo de dos nimeros reales = e y se denota por max(x,y) y el minimo por

min(x,y) . Demostrar:

rtytly—=
max(z,y) = 5 :
: vty —|y—a
min(z,y) = 5 :

(5) Demostrar que no existe ningiin ntimero racional de cuadrado igual a 2.
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Demostrar que la suma de un niimero racional y un ntimero irracional es un nimero

irracional.
.Es la suma de ntimeros irracionales un nimero irracional?

Demostrar que el producto de un ntimero racional no nulo por un ntimero irracional

es un numero irracional.
.Es el producto de nimeros irracionales un ntimero irracional?

Demostrar que existe un uinico nimero real positivo cuyo cuadrado es igual a 2.

Indicacién: Considerar el conjunto
A={zeR:2* <2},

demostrar que A es acotado y que si a = sup A entonces a? = 2.

Utilizar la misma idea del ejercicio anterior para demostrar que si n es par y a > 0
entonces a tiene una unica raiz n-ésima positiva. Enunciar y demostrar el resultado
correspondiente para n impar.

Tal como veremos mas adelante, el Teorema 7?7 permite dar una demostracion

sencilla de este resultado.
Demostrar que V2 4+ /3 es un ndmero irracional.
Demostrar que si x e y son nimeros reales entonces

(@) [lz| = lyll < |z —yl.
(b) zy| = |z ly].

1 1
(C) E :m,SlQ?}éO.
@ 2 =2 gy 0.

vyl |yl

(e) |z —y| < |z|+ |yl
() [z = ly] < |z —yl.
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(14) Demostrar las siguientes afirmaciones (a, b, ¢ y d denotan nimeros reales).

(a) Sia<by c<dentonces a+c<b+d.

Sia < bentonces —b < —a.

(15) Demostrar que la unién de dos conjuntos numerables es numerable

(16) Sean a y b numeros reales tales que 0 < a < b. Demostrar que

a<\/ab<aT+b<b.

(17) Demostrar que si A es un subconjunto acotado superiormente de R entonces sup A

es Unico.

(18) (a) Dar la definicién de infimo.

(b) Demostrar que si A es un subconjunto acotado inferiormente de R entonces A

posee infimo e inf A es tnico.
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Practica 2.

Topologia de la recta.

(1) (a) Demostrar que entre dos niimeros racionales existe un nimero irracional.
(b) Demostrar que entre dos nimeros racionales existen infinitos nimeros irracio-
nales.
(c) Demostrar que entre dos nimeros irracionales existe un nimero racional.
(d) Demostrar que entre dos nimeros irracionales existen infinitos nimeros racio-

nales.

(2) {Cuéles de los siguientes subconjuntos de R son abiertos? ;Cuédles son cerrados?

,Cuales son compactos?.

(a) (0,1).

(b) [0,1].

(c) (0,1)uU{2,3}.
(d) {1,2}.

(e) (0,2) U{1}.
(f) Q
(g) Z
(h) QN 10,2].

(i) (—o0,5].

i) (1,400) NN,

(k)

()

(m) (0, +00)

) {x eR: 2? <2}
) {zreQ: 22 <2}

El conjunto de los niimeros irracionales.
El conjunto de los nimeros irracionales intersectado con [0, 1].

n

(
(o

(3) (a) Demostrar que la unién de una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de
R es un conjunto abierto.

(b) Demostrar que la interseccién de una familia finita de subconjuntos abiertos de
R es un conjunto abierto.

(c) Mostrar, mediante un ejemplo, que puede ocurrir que la interseccién de una

familia infinita de subconjuntos abiertos de R no sea un conjunto abierto.
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(4) (a) Demostrar que la interseccion de una familia arbitraria de subconjuntos cerra-
dos de R es un conjunto cerrado.
(b) Demostrar que la unién de una familia finita de subconjuntos cerrados de R es
un conjunto cerrado.
(¢) Mostrar, mediante un ejemplo, que puede ocurrir que la unién de una familia

infinita de subconjuntos cerrados de R no sea un conjunto cerrado.

(5) Hallar el conjunto de los puntos de acumulacién de los siguientes subconjuntos
de R.

(b) {1—%:71:1,2,...}.
o {(1+2) 12

(d) {n:n=1,2,...}.
(e) Los conjuntos que aparecen en el ejercicio 2.

(6) Construir un subconjunto acotado de R que tenga exactamente tres puntos de acu-

mulacion.

(7) Sea A’ el conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto A. Demostrar que A’

es cerrado.

(8) (Es la unién de conjuntos conexos un conjunto conexo? ;Es la intersecciéon de

conjuntos conexos un conjunto conexo?

(9) Demostrar que los tinicos subconjuntos de R que son a la vez abiertos y cerrados

son Ry 0.

(10) Demostrar que cada componente conexa de un subconjunto abierto de R es un

conjunto abierto ( y por lo tanto un intervalo abierto).
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(11) (*) Demostrar que todo subconjunto abierto de R es la unién de una cantidad a lo

sumo numerable de intervalos abiertos disjuntos.

(12) (*) Se dice que un numeros real a es algebraico si a es raiz de una ecuacién de la
forma
apx™ +a " - gz +ag=0
donde ay, . .., a, son nimeros enteros.

Demostrar que el conjunto de los niimeros algebraicos es numerable.
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Practica 3.

Sucesiones.

(1) (a) Demostrar, a partir de la definicién, que toda sucesion convergente es acotada.

(b) Dar un ejemplo de una sucesién acotada que no es convergente.

(2) Demostrar que toda sucesién mondtona decreciente y acotada inferiormente es con-

vergente.

(3) (a) Demostrar que si la sucesion {z,} converge entonces la sucesién {|z,|} también

converge y

lim z,].

lim |z,| = lim

n—-+0o

(b) Dar un ejemplo de una sucesién divergente {x,} tal que {|x,|} converge.

(4) (a) Demostrar que si la sucesién {z,} converge entonces la sucesién {z2} también
converge y
lim 22 = ( lim z,)%
n—-+00 n—-+oo

(b) Dar un ejemplo de una sucesién divergente {z,} tal que {z2} converge.
(5) ¢ Qué puede decirse de una sucesién convergente {a,} tal que a, € Z para todo n?

(6) Sean {z,} e {y,} sucesiones convergentes.

Demostrar que si ¢ € R entonces la sucesion {cz,,} es convergente y

lim cx, =c lim z,.
n—-+00 n—-+00

(7) Conseguir una expresién més simple para la funcién

f(z) = lim ( lim (cos(n!mz))?*), =z €R.

n—+00 k—-+o00
(8) Sean {z,} e {y,} sucesiones tales que existen
lim,, 4o Tp ¥ limy, 4 oo Y-
Indicar cuales de las siguientes propiedades se cumplen, o bajo qué condiciones

adicionales se cumplen:

(a) Sic € R entonces lim,, o czp, = climy, o0 .
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(b) limy,— o0 Tp + Y = limy, 400 Ty + My 4 o0 Y

(¢) limy, oo @p - Yn = My oo @y - My g o0 Y

T lim, .

(d) limy, e — = L=t

Yn hmn—>+oo Un

En caso de que afirme que la propiedad se cumple hacer la demostracién. Si

afirma que la propiedad no se cumple dar un contraejemplo.

( Utilizar las convenciones usuales a + 0o = 400, a —00 = —oco si a € R,

a-(4+o00) =400 sia>0,etc. )

(9) (a) Demostrar que si lim,,_, 1, a, = L entonces

lim a1+a2+"'+an:L_

n—-+4oo n

(b) Dar un ejemplo de una sucesion {a,} tal que existe

.aptayt-otay
lim ,

n——+4oo n

pero sin embargo no existe lim,,_, 1 ay.
(10) (a) Demostrar que si 0 < a < 2 entonces a < v/2a < 2.

(b) Demostrar que la sucesién
V2, \/2v2, \[2¢/2v2, ...

(c) Hallar el limite de la sucesién anterior.

es convergente.

(11) Demostrar o dar un contraejemplo:
(a) Si {x,} es una sucesién convergente tal que lim, o 2, > 0 entonces z,, > 0

para todo n.

(b) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim, .., z, > 0 entonces existe

N € N tal que z,, > 0 para todon > N.
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(c) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim,,_, . z, > 0 entonces existen

r>0en Ry N €N tales que z,, > r para todo n > N.

(d) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim,_, . x, > 0 entonces existe
N € N tal que z,, > 0 para todon > N.

(e) Si {z,} es una sucesién convergente tal que a < x, < b para todo n (a y b

reales) entonces
a< lim z, <b.

n—-4oo

(f) Si {z,} es una sucesién convergente tal que a < z,, < b para todo n (a y b

reales) entonces

a< lim =z, <b.

n—-+00

(12) Hallar todas las subsucesiones convergentes de las sucesiones
(a) 1,—1,1,—1,...
(b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ...
(c) 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5, . ..

(13) Demostrar que si {z,} e {y,} son sucesiones entonces

limsup x,, + y, < limsup z,, + limsup y,,.

(14) Demostrar que si {z,,} e {y,} son sucesiones tales que z,, < y, para todo n entonces

(a) limsup z,, < lim sup y,.

(b) liminf z,, < liminf y,.

(15) Sea {a(n)} el nimero de nimeros primos que dividen a n. Demostrar que

im 2 g
n—-4oo n
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(16) Demostrar que si a > 1 entonces

lim a" = +o0.
n—+oo

Indicacién: Notar que {a"} es una sucesién monétona creciente. Por lo tanto si
suponemos que esta sucesion es acotada entonces debe converger. Notar también

que a"™' —a"=a"(a—1) > (a—1).

(17) Demostrar que si 0 < a < 1 entonces

lim a" =0.
n—-+0o

(18) Sean a y b nimeros reales positivos. Hallar

lim +/a™ + b".

n—-+00

(19) Hallar el limite superior y el limite inferior de las siguientes sucesiones:

@ {%} (&) {vATT- va)

L ®) {(va-1"}
\

e 2 2
@ Qe (1+4) } (1) {(~1)"n)

(20) Hallar los siguientes limites:

2 n
, 4\" : 1
(2) Jim (1 * n—) ) (1 - n)

o (e (2)) @ Jim _nin (1+1)

n—-+o0o n

(21) Hallar una sucesién de niimeros racionales que converja a /3.
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Practica 4.

Limites y continuidad.

(1) Sea D un subconjunto de R, f : D — R una funcién y z; € R un punto de
acumulacién de D. Supongamos que existe lim, ., f(z) y es positivo. Demostrar

que existe 0 > 0 tal que si x € Dy 0 < |z — x| < J entonces f(z) > 0.

(2) Sea D un subconjunto de R, f : D — R una funcién y x4 € D tal que f es continua
en ro. Supongamos f(zg) > 0. Demostrar que existe 6 > 0 tal que si x € D y

|z — x| < & entonces f(z) > 0.

(3) Sea D un subconjunto de R, f,g: D — R funciones continuas en zy, € D. Supon-
gamos que f(zg) > g(zo).
Demostrar que existe 6 > 0 tal que six € Dy |z —x¢| < § entonces f(x) > g(z).

i, Sigue siendo cierta la conclusion si en vez de suponer f(xg) > g(zo) suponemos
f(xo) = g(xo) 7

(4) Demostrar que la funcién definida por

Fo) = xsen (i) six #0
0 siz=0

es continua en 0.

(5) Sea f: R — R una funcién continua. Demostrar que si C' C R es cerrado entonces
f~HC) es cerrado.

(6) (a) Sea f:R — R una funcién continua.
Demostrar que el conjunto {z € R: f(x) = 0} es cerrado.
(b) Sean f,g: R — R funciones continuas.

Demostrar que el conjunto {z € R: f(z) = g(x)} es cerrado.

(7) Sean A y D subconjuntos de R. Se dice que A es denso en D si A C D y todo
entorno de un punto de D contiene puntos de A (por ejemplo, Q es denso en R).
(a) Sea f continua en D y A un conjunto denso en D. Demostrar que si f(x) =0

para todo x € A entonces f(z) = 0 para todo = € D.
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(b) Sean f y g continuas en D y A un conjunto denso en D. Demostrar que si

f(z) = g(x) para todo = € A entonces f(z) = g(x) para todo = € D.

(8) Sea f: R — R una funcién tal que f(x +y) = f(x) + f(y) para todo z,y € R.
Demostrar:
(a) f(nz) =nf(x) para todo n € N | para todo = € R.

()

1
q
P\ _»p
(c) f (— x) = = f(z) para todo p,q € Z, q # 0, para todo = € R.
q q

f(x) para todo ¢ € N, ¢ # 0, para todo x € R.

(9) Sea f : R — R una funcién continua tal que f(z + y) = f(z) + f(y) para todo
z,y € R. Demostrar que existe a € R tal que f(z) = ax para todo z € R.

(10) Sea D C Ry f: D — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que si D
es acotado entonces f(D) es acotado. Mostrar con un ejemplo que la conclusién no

es cierta si omitimos la hipdtesis D acotado.

11) Sea D C R : D — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que si
y q

{z,} C D es una sucesién de Cauchy entonces {f(x,)} también es una sucesién de

Cauchy. Buscar un ejemplo que muestre que la hipétesis “f uniformemente continua”

no puede ser omitida.

(12) Demostrar que si I es un intervalo y f : I — R es una funcién continua y estricta-
mente creciente entonces la imagen de todo intervalo abierto contenido en I es un

intervalo abierto.
(13) Demostrar que todo polinomio de grado impar posee por lo menos una raiz real.
(14) Sean f y g funciones continuas definidas en el intervalo [a, b] tales que f(a) < g(a)
y f(b) > g(b). Demostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c). Interpretar

graficamente.

(15) Utilizar el Teorema ?? para demostrar que existe a € R tal que a? = 2 (ver Ejercicio
10/ del Capitulo 77?).
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(16) Demostrar que si n es un nimero natural par y a > 0, existe un tinico x > 0 tal que

xn

=a.
(17) Demostrar que si 7 es un nimero natural impar y a € R, existe un tnico z € R tal

que " = a.

(18) Todo ntmero racional x se puede escribir en la forma

r=—,
n

donde m y n son enteros sin divisores comunes y n > 0. Cuando x = 0 tomaremos

n = 1. Consideremos la funcién definida en R por

f(x) = . m
six=—

n n

0 siz es irracional
1

Demostrar que f es continua en todo punto irracional y que f tiene una disconti-

nuidad simple en todo punto racional.

(19) ;Cuales de las siguientes funciones son uniformemente continuas?
(a) f:R — R definida por f(x) = 2°.
(b) g:[-2,2] — R definida por g(z) = z2.
(¢) h:R — R definida por h(z) = sen(x)

(20) (a) Demostrar que si f es una funcién continua, definida en un conjunto D entonces
la funcién | f| también es continua en D.
(b) Sea f una funcién continua definida en R. Demostrar que f se puede escribir
en la forma f = P+ I, donde P es una funcién par y continua en R e I es una
funcién impar y continua en R.
(c) Demostrar que si f y g son funciones continuas definidas en D entonces las

funciones max(f, g), min(f, g) también son continuas.

(21) Demostrar que si f es una funcién continua tal que su dominio contiene un entorno
de L y lim, ., g(x) = L entonces lim, ., f(g(x)) = f(L). Mostrar con un ejemplo

que si no se supone la continuidad de f el resultado anterior no se cumple.
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(22) Sea f : R — R definida por

0 sl x es irracional
f(x) =

1 si x es racional
.En cudles puntos es f continua?

(23) Dar un ejemplo de una funcién que no sea continua en ningin punto, pero tal que

|f| es continua en todo R.
(24) Demostrar que existe € R tal que senx =z — 1.

(25) Supéngase que f y ¢ son funciones continuas en R , que f2 = g% v que f(x) # 0
para todo z € R. Demostrar que f(x) = g(z) para todo z € R 6 f(x) = —g(z) para
todo z € R.

(26) Demostrar que si f : [0,1] — [0, 1] es una funcién continua entonces existe = € [0, 1]

tal que f(x) = x.

(27) Supéngase que f es continua en [a,b] y que f(z) es siempre racional. ;Qué puede

decirse acerca de f7

(28) (a) Demostrar que no existe ninguna funcién continua f : R — R que tome exac-
tamente dos veces cada uno de sus valores.
(b) Construir una funcién continua f : R — R que tome exactamente tres veces

cada uno de sus valores.

(29) Demostrar el siguiente Teorema:
Sean X e Y subconjuntos de R, f: X — Y una funcién.
f es continua si y solo si la imagen inversa de un conjunto abierto en Y es un

conjunto abierto en X.

(30) Utilizar el Teorema ?? para demostrar que si f : R — R es una funcién continua e

inyectiva, entonces f~! : f(R) — R es continua.
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(31) x Dar un ejemplo de una funcién f : D — R (D un subconjunto de R) que es

inyectiva, continua y f~': f(D) — R no es continua.

(32) Sea f:(0,1) — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que existe

lim f(z).

z—0t

(33) Sea f: R — R una funcién continua tal que existen los limites

lim f(z) y lim f(2)

T—+00 T——00

y son finitos.
Demostrar que f es uniformemente continua en R.
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Practica 5.

Derivadas.

(1) Sea f(x) = |z|®. Hallar f'(x), f"(z) para cualquier  de R y demostrar que f”(0)

no existe.

(2) Sea f: R — R una funcién tal que
(@) = f)] < (z - )

para todo z, y en R. Demostrar que f es constante. ;Puede generalizar este

resultado?

(3) Supéngase que f es una funcién definida en un entorno de z y que f”(z) existe.

Demostrar que

. Jfla+h)+ fla—h)-2f@)
i B2 = /"),

Dar un ejemplo que muestre que el limite anterior puede existir aunque f”(z)

no exista.

(4) Sean f y g funciones que poseen derivadas de todos los 6rdenes y sea h = f - g

(a) Demostrar que

W (@) = f'(x) g(x) + 2f'(x) ¢ (v) + F(x) " (@).

(b) Demostrar que si n es un entero positivo entonces
& n!
B (1) = IR () (n=k) (1)
@)= i1 ! @ 8" @)

(Este resultado lleva el nombre de féormula de Leibnitz)

(5) Sea f una funcién definida en un intervalo [a,b] que tiene derivada por la derecha

en un punto ¢ € [a,b]. Demostrar que f es continua por la derecha en c.

(6) Sea f la funcién definida por

x si x es racional;
flz) =

senx sl x es irracional.

Probar que f’(0) = 1.
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(7) Demostrar o dar un contraejemplo:
Si f: (a,b) — R es una funcién diferenciable en ¢ € (a,b) y f'(c) > 0 entonces

f es creciente en un subintervalo abierto de (a,b) que contiene a c.

(8) Demostrar que no existe k en R tal que la ecuacién
* —3x+k=0

tenga dos soluciones en [0,1].

(9) Demostrar que si

C Cp Cy
Cot — 4+ 4+ —= +

=0,
2 n n+1

donde Cy, ... C, son constantes reales, entonces existe z € (0,1) tal que

C() + Cll' + -4 Cn_ll‘n_l + Cnl‘n = 0.

(10) Supdngase que f estd definida y es diferenciable para todo x > 0 y que f'(z) — 0

si x — 400. Sea
g(x) = flz+1) — f(2).

Demostrar que g(z) — 0 si z — +00.

(11) Supdngase que
f es continua para x > 0.
f es derivable para x > 0.
£(0) = 0.
f' es mondtona creciente.

Sea

Probar que g es mondtona creciente.

(12) Demostrar que entre todos los rectangulos de igual perimetro, el que tiene mayor

area es el cuadrado.
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(13) Trazar los gréficos de las siguientes funciones:

(o) fa) = 21 @) 1) =
(b) f(z) = ‘”2; ! () f@) = 55—
(c) flz) = e () 1(0) = 5

(14) Demostrar, sin calcular v/66 , que

1 1
— < V66 —8 < —.
9 8

(15) Supdngase que f es n veces derivable y que f(z) = 0 para n + 1 diferentes valores

de . Demostrar que f™(x) = 0 para algin .

(16) Demostrar que si f es una funcién inyectiva, derivable en un intervalo y

f'(f%a)) = 0 entonces f~! no es derivable en a.

(17) Demostrar el siguiente Teorema:
Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable tal que f’(z) > 0 para todo = de
(a,b), o f'(x) < 0 para todo x de (a,b) y sea g su funcién inversa. Entonces g es

diferenciable y

(18) Deducir las férmulas para las derivadas de las funciones arcsen, arccos, arctan,

arcsec, etc...

(19) * Demostrar que si | f| es derivable en a y f es continua en a entonces f es derivable

en a.

(20) ** Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) =0y |f'(z)| < |f(x)| para
todo x € R. Demostrar que f(z) = 0 para todo = € R.
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(21) Sea f : (a,b) — R una funcién continua. Supongamos que para cierto ¢ € (a,b) se
cumple que f es derivable en (a,¢) y en (¢,b) y que lim, .. f’(z) = L. Demostrar

que f es derivable en cy f'(c) = L.

(22) Demostrar que si € R entonces

+o0 2l
sens =20 gy

Hallar férmulas similares para las funciones cos, exp, cosh y senh.
(23) Demostrar que senx < x para todo = > 0.

(24) Sea f : [a,b] — R derivable y tal que f’ es continua en [a,b]. Demostrar que para

cada € > 0 existe 0 > 0 tal que

ft) — f(x)

t—=x

— flx)| <e
si0<|t—z]<d,a<x t<hbh.

(25) Sea f : R — R una funcién derivable. Demostrar que si existen lim, . f(x) y

lim, 4o f'(z) y son finitos entonces lim,_, 1 f'(z) = 0.

(26) Dar un ejemplo de una funcién derivable f : R — R tal que existe lim, ., f(z) y

es finito y no existe lim, ., f'(x).

(27) Demostrar las siguientes variantes de la regla de L’Hopital (colocar en detalle las

hipdtesis adecuadas en cada caso).

/
(a) Silimg, ..+ f(x) =lim, .+ g(x) =0, y lim,_,+ % = [, entonces
J(x
lim,_,,+ & = 1.
9(x)
!
b) Silim,_,- f(x) =lim,_,- g(x) =0, v lim,_,,- M = [, entonces
(b) g .y 7o b
lim,_,,- @ =1

g9(z)
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!
c) Silim, ., f(z) =lim,_,g(x) =0, y lim,_,, —— = +00, entonces
Si lim, _, f(z) =1 1 *; gg
lim,_., M = +00
9(x)
/
ilim,_, f(z) =lim,_,g(z) =0, y lim,_, —— = —o00, entonces
(@) Silim, . a) = lim . 9(0) = 0,y tim,—y T2
lim,_., M = —00
9(x)
/
e) o1l lim, .+ f(x) =lim,_,,+ g(x) =0, y lim,_, .+ —I) = 400, entonces
() Si i, ) = lim e gla) = 0. lim, e T2
lim, .+ @ =400
9(x)
!
ilim, .- f(z) =1lim,_,- g(x) = img, - _x) = +o00, entonces
(1) Silimne f(2) = i,y g(a) =0,y limsy 2323 =400,
lim,_,,- M =400
9(x)
/
Silim, .+ f(x) = lim,_ .+ g(x) =0, y lim,_,,+ _x) = —00, entonces
(8) f(2) g(z) =0,y 7o) :
lim,,_, -+ 1) = —
9(x)
/
h) Silim,_,- f(x) =lim,_ . g(x) =0, y lim,_,,- ﬂ = —o00, entonces
(h) g ;Y 70 ,
lim,_,,- M = —00
9(x)
/
(1) Silimgioo f(2) =limyi0o g(z) =0, y lim, 4o % = [, entonces
J'(x
: f(z)
lim, oo = =
T ()
(l
Indicacién: Considerar lim,_,q+ (—”1”)
9\z
/
(j) Silim, o f(z) =lim,_g(x) =0, y lim, % = [, entonces
lim,_,_ @ =1
9(x)

f'(x)

(k) Silimg o0 f(2) = limy i 00 g(z) = 0, y limy 0 =

g'x)
f@) _

limy, o 2 —
0 g(x)

= 400, entonces
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. . 0
Notar que hasta ahora solo se han considerado limites de la forma o En este

L. . _ oo . . .
ejercicio se consideran limites de la forma — y requiere de mayor manipulacion.
00
Si
lim f(z) = lim g(x) = +o0,

r——+00 Tr——+00
y
/
lim (@) =1,
z—too g/ ()
entonces
lim M =1.
z—too g()
Indicacion:

Para todo € > 0 existe a € R tal que

/()
g'(x)
Por el teorema del valor medio de Cauchy se tiene que

—l‘<5 para x > a.

f—so)_,
9(z) = g(a)

‘<€ para x > a.

Notar que

flo) _ fla)—flo)  fl@)  g(z)—g(a)

Finalmente establecer el siguiente resultado:

Si
ii_r}[q] flz) = ig% g(z) ={},
' /()
"(z

) @) %
entonces

i 1)

L

donde [] puede ser a, a®, a=, +o0 6 —o0; { } puede ser 0, +00 6 —o0 y ()

puede ser [, +00 6 —o0.
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(28) Hallar los siguientes limites:

(a) Tim —— % (d) lim 2 sen(3)
z—11 — sen (”—2””)

' o (e) Tim tan ox

(b) xl_{IEOO 10000 z—0 sen 8x
z?sen (1)

. senx : x

(c) xl_l)r_f_loo T (f 200 sen x
(29) Sea

Demostrar que:
(a) f posee un minimo local en 0.
(b) f(0) = f"(0) = 0.

(c) f no es creciente en ningun intervalo a la dercha de 0 y no es decreciente en

ningun intervalo a la izquierda de 0.
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Practica 6.

Integrales.

(1) Sean a < b < ¢ < d y f una funcién integrable sobre el intervalo [a,d]. Demostrar

que f es integrable sobre [b, c|.

(2) Demostrar que si f es integrable sobre [a, b] y f(z) > 0 para todo z de [a, b] entonces

/abfzo.

(3) Demostrar que si f y g son integrables sobre [a,b] v f(z) > g(x) para todo x de

IRSE

(4) Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b] que es acotada y que es continua en

[a, b] entonces

todo punto de [a, b], con la excepcién de xy € (a,b). Demostrar que f es integrable
sobre [a, b].

Puede dar una generalizacion del resultado anterior?

(5) Supéngase que f es integrable sobre [a,b]. Demostrar que existe x en [a, b] tal que

[o=[r

(6) Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b].

[

entonces f(z) = 0 para todo x de [a, b].

Demostrar que si

(7) Supéngase que f es continua sobre [a, b] y que

/abfg=0

para toda funcién g continua en [a, b]. Demostrar que f(z) = 0 para todo = de [a, b].

(8) Sea f una funcién integrable en [a, b] tal que m < f(z) < M para todo x de [a, b].

Demostrar que existe que existe un numero real p € [m, M| tal que

/abfz(b—a)u
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Interpretar geométricamente.

(9) (Primer teorema del valor medio para integrales) Demostrar que si f es continua

sobre [a, b] entonces existe = € [a, b] tal que

[ r=0-asw,

Interpretar geométricamente.

(10) (Segundo teorema del valor medio para integrales) Supdéngase que f es continua

sobre [a,b] y que g es integrable y no negativa sobre [a,b]. Demostrar que existe
€ € [a,b] tal que
b b
/ fg=71(&) / g
Dar un ejemplo que muestre que la hipdtesis sobre g es esencial.

(11) Demostrar que si f es una funcién integrable sobre el intervalo [a, b] entonces | f| es

s/ab\f!.

(12) (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Demostrar que si f y g son funciones integrables

integrable sobre [a, b] y

sobre el intervalo |[a, b], entonces

(/ bf(w)g(x)dx)2 <(/ b i) (| b (o)) o).

(13) Supdngase que f es continua en [0, +00) y que lim, . f(x) = a. Demostrar que
lim —
R / f)

(14) Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
5

(a) F(x) = /j cos® tdt

flzﬁcostdt
(b) F(m):/l cost

2 +sen?t
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3
2

(¢) F(x) = / e du

2

T

(d) F(x) = cos (/O cos” (/Ou cos3tdt) du)

(15) Para cada una de las siguientes funciones f, sea F(z) = / f)dt. (En cuéles
0

puntos z se cumple F'(z) = f(x)?

0 six <1,
(a) f(z)= _

1 siz>1.

0 siz<l;
(b) flz)= ,

1 siz>1.

0 sixz <0

z six>0.

(16) Sean h una funcién continua, f y g funciones derivables y F' la funcién definida por

Hallar una expresién para F’(x) en términos de f, ', g, ¢’ v h.
(17) Hallar las siguientes primitivas

(a) /1:4:— 1d$

(b) / arcsen /7 da

(c) /Ld:c
1+senz

(d) /arctanxdx

(e) / Vtan z dx
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(18) (*) Sea f :[0,1] — R definida por

0 six es irracional;
flz)=¢0 siz=0
1
q

. p L, .
si z = = como fraccion irreducible.
q

Demostrar que f es integrable sobre [0, 1] y que fol f=0.

Indicacién:

Como todas las sumas inferiores para esta funciéon son iguales a 0, basta demos-
trar que para cada € > 0 existe una particién P de [0, 1] tal que U(f, P) < e.

Dado & > 0, sea n tal que 1/n < ¢/2 y sean {xg,x1,...,Z,} todos los puntos
racionales de [0, 1] de la forma p/q con ¢ < n.

Escoger una particién P = {t,, ..., tx} tal que la suma de las longitudes de los
intervalos [t;_1 ] que contiene a algin z; sea menor que £/2.

Demostrar que U(f, P) < «.

(19) (*) Hallar dos funciones f y g que sean integrables, pero cuya composicién g o f no
lo sea.

Indicacién: El ejercicio anterior puede ser de utilidad.
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Practica 7.

Series Numeéricas.

(1) Clasificar cada una de las siguientes series como convergente o divergente y, en caso

de que corresponda, absolutamente convergente o condicionalmente convergente.

= ,logn = 1
(€ 2 (-1 = D2, o
@3 O o
= . "= .
®) 2 Tiogny ) 2 fognys
= 1 N 1
(0 z_; nlogn ) Z_; n (logn)?
< <
(k) g n?(logn) (1) ; log(log n)
BhE >
et | ! i
0 3 sen () ) 31 cos (%)
@Y Vatl-va 0 Y tog ()

(e 9] o0

() > ()" (Vn+1-+n) (> Vn(n +11)(n 12)

n=1 n=1
o0

(u)g\/n3+5—\/n3+3 <V);n9—n—7j5+1

(v) D Vn?+5—vn?+3 (Z)ZM

(2) Para cuales valores de a converge la serie

X gl
Z nm :

n=1
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(3) Demostrar que si las series .77 a2 y S b2 convergen, entonces la serie
+oo
n=1

también converge.

(4) Demostrar que si la serie > a2 converge entonces la serie

“+o00
an
n

n=1

converge.

(5) El siguiente resultado es el Criterio de condensacién de Cauchy.
Supoéngase que {a,} es una sucesion decreciente y que lim,,_, 4, a,, = 0. Demos-

trar que si Y. a, converge, entonces

—+00
E 2”@271
n=1

converge. Notar que de este criterio se puede concluir que la serie armoénica diverge.

(6) Demostrar el siguiente Teorema:
Si la serie 3" a,, converge absolutamente entonces toda reordenacién Y72 b,

de "' @, también converge absolutamente y
+o0 +o0
g a, = g b,,.
n=1 n=1

(7) Demostrar el siguiente Teorema:
Si la serie Z:f’i a, converge condicionalmente entonces para todo numero real

o existe una reordenacién > b, de > a,, tal que

—+00
E b, = .
n=1

(8) Sean {a,} y {b,} sucesiones de términos positivos y supongamos que existe

Consideremos las series >~ a, ¥ Yo by.
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(a) Demostrar que si @ # 0 y finito se tiene que ambas series convergen o ambas

series divergen.

(b) Demostrar que si &« = 0y la serie > >~ | b, converge entonces y - | a, converge.

(c) Demostrar que si o # 0 y la serie >~ b, diverge entonces Y~ a, diverge

(9) Hallar la suma de la serie

1 1 1 1

2 aatsat Yy T

(10) Determinar para cuales valores de p y ¢ es convergente la serie

1
— n? log* n’

o0

n

(11) (**) Estudiar el caracter de la serie

Zl ser;(n) ‘

(12) (*) Utilizar el criterio de la integral para demostrar que la integral

o x
e
—dz
1z

(13) (*) Utilizar el criterio de la integral para demostrar que la serie

converge.

o

Z 1
(logn)loen

n=2
converge.
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Practica 8.

Sucesiones y series de funciones.

(1) Para cada una de las siguientes sucesiones { f, }:
(i) determinar el limite puntual de {f,} (si existe) en el intervalo indicado,

(ii) decir si {f,} converge uniformemente o no.

(a) fn(x) = C/E? en [07 1]'

0 six < n;
(b) fu(z) = .
r—mn SslxT2>n;
en R.
0 si x < n;
(c) fa(z) =

r—n siz>n;

en un intervalo cerrado y acotado [a, b].
(d) fo(z) = e ™ en [1,1].

(2) Hallar cada una de las siguientes sumas infinitas

2 2P xt x°
© 5 33 13 54"
(3) Sea
G #0;
fl)=4 7
1 si x = 0.
Hallar f)(0) para k =1,2,3,...
(4) Para = € (—R, R) sea
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Demostrar que:
(a) si f es par, entonces a, = 0 para n impar,

(b) si f es impar entonces a, = 0 para n par.

(5) Sea f una funcién diferenciable en R. Demostrar que la funcién f’ es el limite

puntual de una sucesién de funciones continuas.

(6) Consideremos

0=

n=1

a) (Para cudles valores de x la serie converge absolutamente?

b) ;En cudles intervalos converge uniformemente?

)
)
¢) ;En cuéles intervalos falla la convergencia uniforme?
) (Es f continua en el conjunto donde la serie converge?
)

(e) (Es f acotada?

(7) Demostrar que toda sucesién uniformemente convergente de funciones acotadas es

uniformemente acotada.

(8) Demostrar que si {f,} v {gn} son sucesiones de funciones que convergen uniforme-
mente en un conjunto E entonces {f, + g,} también converge uniformemente en E.
Demostrar que si ademés las funciones f,, y g, son acotadas entonces { f,,g, } también

converge uniformemente en E.

(9) Construir un par de sucesiones {f,} v {g,} que convergen uniformemente en E pero

sin embargo su producto {f, g,} no converge uniformemente en F.

(10) Demostrar que si f es continua en [a,b] y

b
/f(x)x“dxzo n=0,1,2,...

entonces f(z) = 0 para todo x en [a, b].
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(11) Supéngase que la serie > 7 a, converge. Entonces es claro que la serie de
potencias ) - a,z" es uniformemente convergente en [—a,a] para 0 < a < 1.
Sin embargo puede no converger uniformemente en [—1, 1]; de hecho puede no con-

verger en el punto —1 (ejemplo: la serie de In(1 + z)).

Un Teorema de Abel dice que si la serie >~ a, converge entonces la serie

de potencias >~ a,z" converge uniformemente en [0, 1] y por lo tanto la funcién

flx) = Z a, "

n=0
es continua en [0, 1]. Esto implica que, en este caso,

[e.o] [e.9]

Zan = lim Zanx”.

r—1—

Demostrar el Teorema de Abel.

Sugerencia:
Demostrar primero el lema de Abel:

Si {b,} es una sucesién monétona decreciente, no negativa y
m<a +---+a, <M paratodo n

entonces

bym < ajby + - -+ + a,b, < by M.

(Indicacién:
Sea s, = a1 + - - - + a, entonces
arby 4+ 4+ apb, =by sy +ba(sa—s1)+ -+ by (Sn — Sn—1)
=51 (b1 — bg) + 52 (ba — b3) + -+ + sp—1 (bp—1 — by) + 5, b,
notar que, para cada i, b; —b;_1 >0y m <s; < M)
Deducir que

bem < agby, + - - - + anb, < b M.
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(12) Se dice que una sucesion {a,} es sumable Abel si existe

o0

lim g a,x".
r—1—
n=0

Por el ejercicio anterior toda sucesion sumable es sumable Abel. Hallar una

sucesion que no sea sumable y que sin embargo si sea sumable Abel.

(13) Determinar el conjunto de convergencia de cada una de las siguientes series. In-
vestigar en cudles conjuntos la convergencia es uniforme y en cudles conjuntos la

convergencia es absoluta.

(a) 2 n—lx (i) nzl 2" sen (3”%)
Chy 03 A
030 o 3

(d) i ﬁ 0 i ”

(e) é(—l)”*lﬁ (m) g:l(_l)nﬂ s
(1 i% o flwmi
> et

() g (n2+n1+)51;2n () 5_: z"

(14) Hallar el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias,
e investigar la convergencia en los extremos de dicho intervalo.
o X ,n
(a) Yo" (0 3=
n=0

n

) 3 Q) e

n=1 n=2
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© > 5 ) Y
03" 0> (5)

© Y Y

(h) gn‘ x" (q) 2 <1 + ﬁ)"Q (x—1)"
o Y Y e

iy © f S
w3 0> gt

0 () ) (o +1))

(15) Demostrar la convergencia uniforme de cada una de las siguientes series en los

intervalos que se indican:

o) n

(a) Z x_2 en el intervalo [—1,1].
n

n=1

(b) Z ser;zm en toda la recta

n=1
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Practica 9.

Integrales impropias.
(1) Estudiar la convergencia de cada una de las siguientes integrales impropias

+o00 x

(a) i \/x‘l:—i—l dx
(b) /+OO el da

o0

+o0 )
(c) / e " dx

1
1
(d)/ 8% i
0

1—=z

(2) Para un cierto valor de C' la integral

/+oo( 1 C )d
— xXr
0 VvV1+222 x+1

converge. Determinar C' y calcular la integral.

+00
sen x
(3) Demostrar que / dx converge.
0 x
+oo
sen x
(4) Demostrar que / ‘ ‘ dx diverge.
0 x

(5) La funcién I' se define por

+oo

['(x) = /0 e~ dt.

(a) Demostrar que la integral impropia I'(z) estd definida si z > 0.
(b) Demostrar que I'(z + 1) = zI'(z) si = > 0.

)

)

(c
(d) Hallar I'(1).

Demostrar que I'(1) = 1 y deducir que I'(n) = (n—1)! si n es un entero positivo.
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