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Prologo

Estas notas han sido concebidas para ser utilizadas en la primera parte del curso de

Analisis I de la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela y son el

resultado de la experiencia de los autores en el dictado de dicho curso.

En este curso se debe dar una visién rigurosa del célculo en una variable.

Los siguientes temas son tratados en forma exhaustiva:

(1)

(2)

Los numeros reales. Axiomas. Propiedades de orden. Supremo. Completitud. Nu-
merabilidad.

Topologia de la recta. Intervalos. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos de acumu-
lacion. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Conjuntos cerrados. Conjuntos compactos.
Teorema de Heine-Borel. Conjuntos conexos.

Sucesiones. Convergencia. Sucesiones de Cauchy. Sucesiones monétonas. Subsuce-
siones. Limites superior e inferior de una sucesion. El ntimero e.

Limites y continuidad de funciones. Funciones continuas en abiertos y cerrados.
Condiciones necesarias y suficientes para continuidad. Continuidad y compacidad.
Continuidad uniforme y el teorema de Heine. Discontinuidades. Funciones monéto-
nas.

Derivada de una funcién real. Teorema del valor medio. Funciones inversas. Deriva-

das de orden superior y el teorema de Taylor.

Se han incorporado dos capitulos adicionales. En el primero se estudia el método de la

tangente de Newton y en el segundo se desarrolla, a manera de ejercicio, la construccion del

conjunto de los nimeros reales mediante el método de sucesiones de Cauchy.

iii



iv

Aunque la defincién rigurosa de las funciones exponencial, logaritmica y trigonométricas
se hace en la segunda parte del curso, usamos estas funciones y sus propiedades, suponiendo

un conocimiento previo intuitivo.

Tanto el trabajo de mecanografia como la elaboracién de los gréaficos estuvo a cargo de

los autores. Agradecemos cualquier observacion o comentario que deseen hacernos llegar.

Ramén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Febrero 2005.
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CAPITULO 1

Los niimeros reales.

1. Introduccidn.

Aclararemos algunos aspectos del método axiomatico. Comenzaremos con un ejemplo,

Euclides de Alejandria y su famosa obra Los Elementos.

Euclides (4507 - 3747 a.C.) fué un matematico griego que nacié en Gela o Megara donde

funda una escuela de filosofia.

Euclides no fue propiamente un gran innovador, pero fue un soberbio organizador de
los resultados matemaéticos alcanzados por Tales, Eudoxo y otros sabios de la edad de oro
de la geometria griega, tales como Demdcrito, Hipdcrates de Quios y Arquitas. Euclides
se dedico a elaborar un compendio del conocimiento matematico del momento. Mediante
un razonamiento irrefutable, de caracter cientifico, Euclides elabora teorias a partir de la
formulacion de hipotesis, siguiendo un meticuloso camino deductivo. A ese curso de accién

se le conoce como método axiomaéatico.

De esta manera emprende la escritura de “Elementos”, una serie de trece libros, obra
en la cual exponen los adelantos que él y otros estudiosos habian logrado hasta el momento
en materia de la geometria plana y del espacio, de las proporciones geométricas y de la
aritmética. En la antigiiedad se difundieron extensamente en forma de manuscrito. Desde la

invencion de la imprenta, miles de ediciones se han publicado.

En los “Elementos”, Euclides afianza una caracteristica de la matematica: su caracter
abstracto y su independencia de cualquier aplicacién practica. En su obra no aparecen ejem-

plos numeéricos, ni aplicaciones concretas, ni se alude a instrumento geométrico alguno.
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Los Elementos es el primer ejemplo en la historia de la matematica de un sistema a-
xioméatico deductivo: A partir de unas cuantas suposiciones basicas y una coleccién de de-
finiciones se deducen 465 proposiciones o teoremas siguiendo una cadena légica. Toda esta

informacion la dedujo Euclides a partir de 10 simples premisas: 5 postulados y 5 axiomas.

Podemos distinguir entre nociones comunes o axiomas que son las ideas basicas que se
asumen en todos los estudios (cardcter universal) y los postulados que s6lo estén relacionados

con la materia o el objeto en estudio.

LOS AXIOMAS DE EUCLIDES:

1) Las cosas iguales a una tercera son iguales entre si.
2) Si se suman los iguales con los iguales, las sumas son iguales.

(1)

(2)

(3) Si se restan los iguales de los iguales, las restos son iguales.
(4) Las cosas que coinciden mutuamente son mutuamente iguales.
(5)

5) El todo es siempre mayor que la parte.
LOS POSTULADOS DE EUCLIDES:

(1) Por dos puntos cualesquiera pasa una linea recta.

(2) Un segmento de recta puede ser trazado de modo continuo sobre una linea recta.

(3) Tomando un punto cualquiera como centro puede trazarse un circulo con un radio
igual a una linea recta finita (segmento).

(4) Todos los dngulos rectos son iguales.

(5) Dadas una linea recta y un punto exterior a ésta, hay a través de este punto una y

tan solo una paralela a la linea dada.

Euclides construyé su geometria, una geometria que resistio el paso de casi dos mil anos,
utilizando un método de trabajo especialmente acertado: el método axiomatico. Euclides
empezaba por enunciar una serie de verdades que le parecian evidentes por si mismas y que
aceptaba sin demostracion previa. Una vez aceptados estos presupuestos bésicos, las solas

reglas del razonamiento le proporcionaban todo lo demés.

A partir de los enunciados primitivos, los axiomas, se iban encadenando una tras otra las
deducciones que se desprendian de ellos; eran los teoremas. Y a partir de los teoremas surgian
cada vez mas teoremas. También surgian teoremas equivalentes, es decir, a enunciados que

con distintas palabras, expresen la misma verdad.
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El método de trabajo de las matematicas modernas es muy semejante al de Euclides, solo
que mas perfecto y acabado. Supongamos que queremos edificar una teoria matematica, por
ejemplo la teoria de los niimeros reales. Empezaremos por definir una serie de axiomas que
nos aclaren qué entendemos por numero real y qué reglas de juego nos estaran permitidas
con esos numeros; luego nos pondremos a deducir de acuerdo con las reglas de juego, y ésta

sera nuestra base.

2. Definicién axiomatica del conjunto de los ntimeros reales.

Vamos a introducir el conjunto de los niimeros reales en forma axiomatica, es decir, vamos
a aceptar que existe un conjunto, el de los niimeros reales, que satisface ciertas propieda-
des. De una vez enunciaremos todos los axiomas que definen el conjunto de los nimeros
reales, posteriormente los iremos explicando, desarrollando y aclarando sus consecuencias e

importancia.

Existe un conjunto, que denotaremos por R , en el que estan definidas
dos operaciones, la suma (+) y el producto (-) que satisfacen las siguientes
propiedades:

Sia, by cson elementos de R entonces:

(P1) (Propiedad conmutativa de la suma)
a+b=>b+a.
(P2) (Propiedad asociativa de la suma)
a+(b+c)=(a+b)+c.
(P3) (Existencia de elemento neutro para la suma) Existe un elemento 0 € R tal que
a+0=0+a=a.

(P4) (Ewistencia de inverso con respecto a la suma) Sia € R entonces existe otro elemento

—a € R tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.
(P5) (Propiedad conmutativa del producto)
a-b=b.a-
(P6) (Propiedad asociativa del producto)
a-(b-c)=(a-b)-c.
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(P7) (Existencia de elemento neutro para el producto) Existe un elemento 1 € R tal que
1#0y

(P8) (Existencia de inverso con respecto al producto) Si a € Ry a # 0 entonces existe

otro elemento a~! € R tal que

(P9) (Propiedad distributiva)
a-(b+c)=a-b+a-c

Existe un subconjunto P de R que satisface:

(P10) Si @ € R entonces se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones:
(i) a = 0.
(ii) a € P.
(ili) —a € P.
(P11) Siay b€ P entonces a+b € P.
(P12) Siay b€ P entonces a-b € P.

Los conceptos que aparecen en la siguiente propiedad los aclararemos en el transcurso

del capitulo.

(P13) Si A es un subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros reales y A estd acotado

superiormente entonces A posee supremo.

Las propiedades de los nimeros reales, (P1) a (P12), que hemos enunciado hasta ahora,
también la poseen los nimeros racionales. La propiedad (P13) la posee el conjunto de los
nimeros reales y no el de los racionales. Como veremos a lo largo del curso, esta propiedad

es fundamental y marca una gran diferencia entre niimeros reales y niimeros racionales.

El nimero 0 es el inico que satisface (P3) y el nimero —a esta univocamente determinado

por a, es decir:

PROPOSICION 1.1.

(i) Siz € R satisface a + x = a para cierto a € R entonces x = 0.

(ii) Sia, be R ya+b=0 entonces b= —a.
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DEMOSTRACION. (i) Si @ + x = a entonces (—a) + (a + z) = (—a) + a = 0, de donde
(—a+a)+z =0y por lo tanto z = 0 + x = 0. La segunda parte queda como ejercicio.

O

DEFINICION 1.2. La resta se define como una operacion derivada de la suma:siay b € R

a — b es, por definicién, a + (—b).

PROPOSICION 1.3. Sia € R entonces 0-a=a-0=0.

DEMOSTRACION. 0-a = (0+0)-a=0-a+0-a. De la primera parte de la Proposicién
1.1 sigue que 0 -a = 0.
O

OBSERVACION 1.4. A primera vista puede resultar extrano haber pedido 1 # 0 en (P7),
por lo que es importante hacer notar que, si todos los nimeros reales fuesen iguales a 0,
entonces (P1), ..., (P13) se cumplirfan, tomando P = ) en lo que se refiere a (P10), (P11) y
(P12).

DEFINICION 1.5. La divisidn se define en términos de la multiplicacién de la siguiente

a
manera: Si b # 0, 7 es, por definicién a - b 1.

OBSERVACION 1.6. Es importante aclarar en este punto que, como 0 - b = 0 para todo
a
nimero real b, entonces 07! no tiene sentido, y por lo tanto tampoco lo tiene 0 para un

numero real a.

El siguiente resultado debe ser probado como ejercicio

PROPOSICION 1.7.
(i) Sia,byceR, a#0ya-b=a-c entoncesb=c.
(ii) SiaybeR ya-b=0 entoncesa=0 ¢ b=0.
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La conocida “regla de los signos” también la podemos obtener de las propiedades ante-

riores, mas precisamente:

PROPOSICION 1.8. Sean a y b € R, entonces

(i) (—a)-b=—(a-b)
(ii) a- (=b) = —(a-b)
(iii) (—a)- (—b)=a-b

DEMOSTRACION. Las pruebas de (i) y (ii) quedan como ejercicios.
Haremos la prueba de (iii).
Por (i), (P9), (P4) y por la Proposicién [1.3

() - (~b) = (+B) = (=a) - (=) + (~a) - b = (~a) - (b +) = (~a) -0 = 0.
Usando la Proposicion 1.1 obtenemos

(—a)-(=b)=a-b.

OBSERVACION 1.9. Como es usual, a veces escribiremos a b, en vez de a - b.

3. Orden y nimeros reales positivos.

Para comprender mejor las propiedades (P10), (P11), (P12) y (P13) es importante notar
lo siguiente:

Todos tenemos una nocién intuitiva de lo que quiere decir a < b (a menor que b) si a y
b son numeros reales. Los nimeros a que satisfacen a > 0 se llaman positivos, mientras que
los ntimeros a que satisfacen a < 0 se llaman negativos. Por lo tanto la positividad se puede
definir en términos de <. Sin embargo, es posible invertir el proceso: a < b puede interpretarse
como que b — a es positivo. Conviene considerar el conjunto de todos los niimeros positivos,
representado por P, como concepto basico y expresar todas las propiedades en términos de

P.

Las relacion de orden en R se define de la siguientes manera:

DEFINICION 1.10. Sean ay b € R

a>bsia—0b¢€ P.
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a<bsib>a.
a<bsia<bdba=Vh.
a>bsia>boa=0h.

Es importante notar que a > 0 si y solo si a € P.
De las propiedades de P se deduce que, si a y b son dos niimeros reales, una y sélo una

de las siguientes afirmaciones puede ser cierta :

(i) a—b=0.
(ii) a—be P.
(iii) b—a € P.

Equivalentemente, se cumple una y solo una de las siguientes condiciones:

a=b.
a > b.
b > a.

Las propiedades bésicas de las desigualdades se obtienen en forma inmediata de (P10),

(P11) y (P12). Veamos algunos ejemplos:

PROPOSICION 1.11. Sean a, b y ¢ nimeros reales, entonces:

(i) Sia <b entonces a+c<b+c.
(ii)) Sia <byb < c entonces a < c.
(ili) Sia <0 yb <0 entonces a-b>0.
(iv) Sia <0 yb>0 entonces a-b < 0.

DEMOSTRACION.
(i) Como a < b entonces b — a € P. Pero por (P1), (P9), (P2), (P4) y (P3)

(b+c)—(a+c)=(b+¢c)—(c+a)

=(b+c)—c—a
=b+(c—c)—a
=b+0—a
=b—a

y por lo tanto (b+¢) — (a+c¢) € P, de donde a + ¢ < b+ c.
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(ii) Por hipétesis b—a € Py ¢ —b € P, por lo tanto (¢ — b) + (b — a) € P. Pero
(c=b)+(b—a)=c+(-b+b)—a=c+0—a=c—a.
(Justifique qué propiedad se usé en cada paso).

Luego ¢ — a € P, es decir, a < c.

(iii) Por hipdtesis —a € Py —b € P, por lo tanto (—a) - (—b) € P. Por la Proposicién
1.8/ tenemos que a - b = (—a) - (—b), de donde a - b € P, es decir, a-b > 0.

(iv) Por hipétesis —a € Py b € P, por lo tanto (—a) - b € P. Por la Proposicién 1.8
—(a-b) = (—a) - b, de donde —(a - b) € P, es decir, a-b < 0.
[

Una consecuencia importante de este tltimo resultado es que a? = a.a > 0 siempre que
a # 0. En particular 1 = 1,1 > 0.

DEFINICION 1.12. Si a € R, se define el wvalor absoluto de a, |a|, como sigue:
a sia>0
ja| = .
—a sia<0

Es importante notar que |a| es siempre positivo, excepto cuando a = 0.

PROPOSICION 1.13. Sean z,y €R. Sixz >0, y > 0 y si 2> < y? entonces x < v.

DEMOSTRACION. Debemos considerar dos casos.
Primer caso: Si x = y, en este caso el resultado ya se cumple.
Segundo caso: Si x # y.

Como 22 < y?, tenemos que y? — 22 > 0 y por lo tanto
(y—2x)(y+x)>0.

Tenemos que y —z # 0y y+x > 0 (;por qué?), por lo tanto de esta tltima desigualdad
se deduce que y — x y y + x son ambos mayores que cero. Por lo tanto y > x.
O

El siguiente resultado es fundamental.
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PROPOSICION 1.14. Sia y b € R entonces
a4+ b < [a] + [b].

DEMOSTRACION. Notemos primero que a < |a| para todo niimero real a (probarlo como
ejercicio).

Por lo tanto tenemos que
(Ja+0b)*=(a+b)*=a*+2ab+ 1
< a® +[2ab| +0° = |a* + 2]a] [b] + [0
— (ja] +[bl)".
De donde (|a + b|)? < (]a|] + |b])?, por la proposicién anterior

la + 0| < |a| + [b].

4. Supremo.

DEFINICION 1.15. Sea A un subconjunto del conjunto de los nimeros reales.

Se dice que A esta acotado superiormente si existe un nimero real M tal que © < M
para todo x de A, en este caso se dice M es una cota superior de A.

Se dice que A esta acotado inferiormente si existe un nimero real m tal que x > m para
todo x de A, en este caso se dice que m es cota inferior de A.

Se dice que A esta acotado si A esta acotado tanto superior como inferiormente.

DEFINICION 1.16. Sea A un subconjunto del conjunto de los nimeros reales.

Se dice que M es una cota superior minima de A si:

(i) M es cota superior de A.
(ii) Si F es una cota superior de A entonces M < F.

Es decir, M es la menor de las cotas superiores.

Es facil probar (hdgalo como ejercicio) que si el conjunto A posee una cota superior
minima, entonces ésta es unica. Por esta razén podemos hablar de la cota superior minima
de A, en caso de que exista. Como sinénimo de cota superior minima se suele usar supremo,
que se abrevia sup.

Como ejercicio definir cota inferior maxima (sinénimo de nfimo) y demostrar su unicidad

en caso de que exista.
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Como vimos el conjunto P induce un orden, <, en R. Con este orden inducido se cumple

el axioma (P13) que enunciamos anteriormente:

(P13) Si A es un subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros reales y A estd acotado

superiormente entonces A posee supremo.

Es importante notar que los 12 primeros axiomas los satisface el cuerpo Q de los niimeros
racionales. Sin embargo el axioma (P13) establece una gran diferencia entre estos dos cuerpos.

Por ejemplo si
A={reQ:2* <2}

entonces A es acotado en QQ y sin embargo A no tiene cota superior minima en Q.
También debe estar claro que los conjuntos N (los naturales), Z (los enteros) y Q (los

racionales) son subconjuntos de R.

Es muy importante aclarar que es posible construir el conjunto de los ntimeros reales a
partir del conjunto de los niimeros racionales, los niimeros racionales se pueden obtener a
partir de los nimeros enteros y los niimeros enteros se pueden obtener a partir de los nimeros
naturales. Finalmente existen dos formas basicas de obtener los niimeros naturales, una muy
constructiva a partir de la teoria de conjuntos y otra a partir de los axiomas de Peano. En
el Capitulo [7 se dan muchos més detalles acerca de estas construcciones y también se dan

referencias para quien tenga interés en profundizar en el tema.

El conjunto de los niimeros reales es tnico en el siguiente sentido: Si F es otro conjunto
en el que se satisfacen las propiedades (P1) a (P13) entonces F y R son isomorfos, es decir
existe una biyeccion entre F y R que respeta las operaciones de suma, producto y el orden.

Maés precisamente, existe una funcién biyectiva ¢ : R — F tal que para todo a,b € R:

(i) ¢(a+0) = ¢(a) + 6(b),
(i) o(a-b) = ¢(a) - ¢(b),
(ili) @ < b implica ¢(a) < ¢(b).

Para finalizar esta seccién demostraremos el siguiente resultado, que intuitivamente es

muy claro y que es de consecuencias fundamentales.
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TEOREMA 1.17. El conjunto N no estd acotado superiormente.

DEMOSTRACION. Supongamos que N estd acotado superiormente. Por el axioma (13)
tenemos que N tiene supremo. Sea a = supN.

Entonces n < a para todo n € N.

Si n € N entonces también n + 1 € N. Por lo tanto también es cierto que n + 1 < a para
todo n € N, es decir n < a — 1 para todo n € N. Es decir, a — 1 es una cota superior. Luego
a no es la menor de las cotas superiores.

Claramente esta ultima afirmacién contradice el hecho de que a = sup/V.

COROLARIO 1.18.

1
(i) Para cada r € R tal que r > 0 existe n € N tal que — <.
n

(ii) R es Arquimediano, es decir, sir € R, R € R yr > 0 entonces existe n € N tal
quen-r > R.

Tanto la demostracion como la interpretaciéon geométrica de este corolario se dejaran

como ejercicio.

5. Cardinalidad del conjunto de los nimeros reales.

DEFINICION 1.19. Se dice que un conjunto A es numerable si existe una funcién
f : N — A biyectiva.

Dicho de otra manera, A es numerable si A es infinito y los elementos de A se pueden

poner en una lista de la forma ay, as, as, . . .

OBSERVACION 1.20. Se puede probar que si A es un conjunto infinito y existe una funcién

f : N — A sobreyectiva entonces A es numerable.

Son ejemplos de conjuntos numerables los siguientes:

(a) N.

(b) El conjunto de los ntimeros pares {2, 4,6, ... }, una funcién que serviria es f(n) = 2n.
(c) El conjunto de los ntiimeros impares.
)

(d) El conjunto de los niimeros enteros

{0,-1,1,-2,2,-3,3,...}
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(e) Aunque no es tan inmediato, el conjunto @ de los niimeros racionales también es
numerable. Una forma de hacer una lista de los nimeros racionales positivos es la

que sugiere la siguiente tabla:

1 1 1

2 3 4 5
. / /

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

L .

3 3 3 3

1 2 3 4 5

PROPOSICION 1.21. El conjunto de los nimeros reales no es numerable.

(Esta es otra gran diferencia entre R y Q).

DEMOSTRACION. Para probar que R no es numerable basta ver que es imposible poner
en una lista de la forma ay, as, ag, ... a todos los nimeros del intervalo (0, 1).

Supongamos que ay, as, as, ... es una lista de nimeros del intervalo (0, 1). Entonces

ar = 0,667
as = 0,6 pP I
as = 0,660

donde bgi) es un numero entero entre 0 y 9 (evitaremos los desarrollos que terminan en
9999999 .. ).

Consideremos el siguiente nimero:
b=0,00p@pBp)
donde los enteros b estéan escogidos de la siguiente manera:
0<b® <9y b® £pM 5 £ pP B £ pP etc ...

Tenemos que b € (0,1) y la forma en que hemos construido b nos asegura que
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b+# ai, b # as, b # ag, etc ...

Por lo tanto el niimero b no puede estar en la lista original, lo cual prueba que es imposible
hacer una lista con todos los elementos de (0,1).
O
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Ejercicios.

Numeros reales.

(1) Demostrar las siguientes afirmaciones (x e y denotan niimeros reales):

(a) Si ax = a para algun numero real a # 0 entonces x = 1.

(b) @ = (z—y)(z+y)
(c) Siz? =y? entonces x =y 6 x = —y.
(d) Sin es un nimero natural entonces

mn_yn: (x_y) (l,n—l_’_xn—Qy_{_”'_’_wyn—Q_’_yn—l)

(e) Sin es un nimero impar y 2" = y" entonces x = y.

(f) Si n es un nimero par y 2" = y" entonces x =y 6 r = —y.

(2) Encontrar el error en la siguiente “demostracion”.
Sean x e y numeros reales. Supongamos x = y. Entonces
2% = g
22— = ry—
(z+y)(z—y) =ylz—y)
T+y=y
2y=y

Si tomamos x = y = 1 obtenemos 2 = 1.

(3) Demostrar que si a, b, ¢, d son ntimeros reales y b, d # 0 entonces

c ad + be
d  bd

.
b

(4) El méximo de dos nimeros reales z e y se denota por max(x,y) y el minimo por

min(z,y) . Demostrar:

) r+y+ly -l
max(z,y) = 5 :
) _xty—|y— g
min(z,y) = 5 :

(5) Demostrar que no existe ningiin ntimero racional de cuadrado igual a 2.



(10)

(11)

EJERCICIOS. NUMEROS REALES. 15

Demostrar que la suma de un niimero racional y un ntimero irracional es un nimero

irracional.
.Es la suma de ntimeros irracionales un nimero irracional?

Demostrar que el producto de un ntimero racional no nulo por un ntimero irracional

es un numero irracional.
.Es el producto de nimeros irracionales un ntimero irracional?

Demostrar que existe un uinico nimero real positivo cuyo cuadrado es igual a 2.

Indicacién: Considerar el conjunto
A={zeR:2* <2},

demostrar que A es acotado y que si a = sup A entonces a? = 2.

Utilizar la misma idea del ejercicio anterior para demostrar que si n es par y a > 0
entonces a tiene una tunica raiz n-ésima positiva. Enunciar y demostrar el resultado
correspondiente para n impar.

Tal como veremos mas adelante, el Teorema 4.19 permite dar una demostracion

sencilla de este resultado.
Demostrar que V2 4+ /3 es un ndmero irracional.
Demostrar que si x e y son nimeros reales entonces

(@) [lz| = lyll < |z —yl.
(b) [zy| = |2/ ly].

1 1
(C) E :|x—|,SlI'7éO.
@ 2 =2 gy 0.

yl |yl

(e) |z —y| < |z|+ [yl
() [z = ly] < |z —yl.
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(14) Demostrar las siguientes afirmaciones (a, b, ¢ y d denotan nimeros reales).
(a) Sia<byc<dentonces a+c<b+d.

Sia < bentonces —b < —a.

(15) Demostrar que la unién de dos conjuntos numerables es numerable

(16) Sean a y b numeros reales tales que 0 < a < b. Demostrar que

a<\/ab<aT+b<b.

(17) Demostrar que si A es un subconjunto acotado superiormente de R entonces sup A

es Unico.

(18) (a) Dar la definicién de infimo.
(b) Demostrar que si A es un subconjunto acotado inferiormente de R entonces A

posee infimo e inf A es tnico.



CAPITULO 2

Topologia de la recta.

1. Intervalos. Conjuntos abiertos.
DEFINICION 2.1. Sia,b € Ry a < b entonces
(a,b) ={r € R:a < x < b},
la,b] ={r e R:a <z <b},
(a,b] ={z € R:a <z < b},
la,b) ={z € R:a <z < b},
la,+00) ={z €R:a <z},
etc.
OBSERVACION 2.2. Recordemos que al conjunto (a,b) se le llama el intervalo abierto
con extremos a y b, al conjunto [a, b] se le llama el intervalo cerrado con extremos a y b, al
conjunto (a, b se le llama intervalo semiabierto, etc.

Los conceptos de conjunto abierto y conjunto cerrado los vamos a estudiar con mucha

mas generalidad.

DEFINICION 2.3. Sea A C R. Se dice que A es abierto cuando para cada x € A existe

r > 0 tal que el intervalo (x — r,z + r) esta contenido en A.

EJEMPLO 2.4.
A continuacién vamos a demostrar en detalle que el intervalo (0, 1) es un conjunto abierto.

Sea x € (0,1), debemos probar que existe r > 0 tal que
(. —rz+7r)C(0,1)

Como z € (0,1) tenemos que 0 < z < 1, por lo tanto 1 — z > 0. Sea r > 0 definido por

min(z, 1 — z)
5 :

17
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Entonces tenemos que
r T
rT—r>r——==>0
- 2 2 Y
l—2z 14z 1+1
= < =
2 2 2

Por lo tanto el intervalo (z — r,x + ) estd contenido en (0, 1).

r+r<z-+ L.

Para ilustrar mejor la situaciéon, veamos desde un punto de vista geométrico lo que hemos
hecho.

Por la forma en que hemos escogido r tenemos que

z siO<:1c<1
2 -2’
T =
l1—=x 1
5 S1 §<SL’<1

Por lo tanto, en el caso 0 < x < 1/2, tenemos que r es la mitad de la distancia de x a 0

y el intervalo (x — r,z + r) luce como en el siguiente dibujo.

FiGura 2.1. Caso 0 <z < 1/2

En el caso 1/2 < z < 1, tenemos que r es la mitad de la distancia de x a 1 y el intervalo

(x — r,x 4 r) luce como en el siguiente dibujo.

(@)
s

L
\
X-r X X+r 1

FIGUrA 2.2. Caso 1/2 <z <1
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EJEMPLO 2.5. A continuacién vamos a demostrar en detalle que el intervalo [0, 1] no
es un conjunto abierto.

Para esto debemos verificar que existe un punto = € [0,1] tal que, cualquiera que sea
r > 0, el intervalo (z — r,z + r) no esté contenido en [0, 1].

Un punto que nos sirve es © = 1, ya que si r > 0 entonces el punto 1 + r/2 pertenece al
intervalo (1 — 7,1+ r) y no pertenece a [0, 1].

El siguiente dibujo nos ilustra esta situacion.

1+1/2
[ ( 1 : )
OL 1-r J1 1+r
FiGura 2.3.

EJERCICIO 2.6.

(1) Sean a,b € R, a < b. Demostrar que el intervalo (a,b) es un conjunto abierto.
Demostrar que los intervalos [a, b], (a,b], [a,b) no son conjuntos abiertos.

(2) Sea a € R. Demostrar que los intervalos (—oo,a) y (a,+00) son conjuntos abiertos.
Demostrar que los intervalos (—o0,a] y [a,+00) no son conjuntos abiertos.

(3) Sean a,b € R, a < b. Demostrar que el conjunto (—oo,a) U (b, +00) es abierto.

(4) Demostrar que el conjunto vacio es abierto.

DEFINICION 2.7. Si z € R, un entorno V de x es un abierto V C R tal que x € V.

2. Punto de acumulaciéon de un conjunto.

DEFINICION 2.8. Sea A C R. Se dice que p € R es un punto de acumulacién de A cuando

para todo r > 0 se tiene que

An((p—mr,p+r)—{p}) #0.

Nota: A veces se usa el término punto limite en vez de punto de acumulacién.
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EJemMPLO 2.9. El punto 2 es un punto de acumulacién del intervalo (1,2).

PROPOSICION 2.10. Sean A C R y p € R. Entonces p es un punto de acumulacién de A

st y solo si para cada v > 0 existe un punto a, € A tal que
0<|p—a,| <.

La demostracion queda como ejercicio.

TEOREMA 2.11. Sean ACR yp e R.
Entonces p es un punto de acumulacion de A si y solo si todo entorno de p contiene

infinitos puntos de A.

DEMOSTRACION.
(=) Supongamos existe un entorno V' de p tal que V contiene una cantidad finita de

puntos de A, entonces existen qq,qs,...,q, € R tales que

ANV c{p,q1,q2, - qn}-

Sea
r=min{lp—al,|p—gl,-..,[p—al}
Entonces
(p—r,p+r)NAC{p}
Luego

An((p—rp+r)—{p}) =0.
Es decir, p no es punto de acumulacion de A.
Por lo tanto, si p es punto de acumulacién de A entonces todo entorno de p contiene
infinitos puntos de A.
(<) Dado r > 0sea V= (p—r,p+r), entonces V es un entorno de p.
Por hipdtesis V' contiene infinitos puntos de A. Luego existe ay € A tal que a9 # p y
ag € V. De donde
ap € ((p—r,p+r)—{p}).
De donde
AN((p—rp+7)—{p}) £ 0.

Por lo tanto, p es punto de acumulacién de A. O
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COROLARIO 2.12. Un conjunto finito no tiene puntos de acumulacion.

OBSERVACION 2.13. Es importante aclarar que el hecho de que p sea un punto de acu-
mulacién de A no implica que p estd en A, por ejemplo 2 es punto de acumulacién de (1, 2)

y sin embargo 2 ¢ (1,2).

3. Conjuntos cerrados.

DEFINICION 2.14. Dado un subconjunto A de R decimos que A es cerrado cuando

A contiene todos sus puntos de acumulacion.

Dado un subconjunto A de R su complemento es

A=R—-A={zecR:z¢ A}

TEOREMA 2.15. Sea A C R.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A contiene todos sus puntos de acumulacion.

(ii) A° es abierto.

DEMOSTRACION. Sea p € R.

Supongamos (i). Sea p € A, entonces p ¢ A. Por hipétesis, p no es un punto de acumu-
lacion de A.

Luego existe un entorno V de p tal que VN A = (), de donde V' C A°.

Por lo tanto A¢ es abierto.

Supongamos (ii). Si p ¢ A entonces p € A°.
Como A€ es abierto entonces existe un entorno V' de p tal que V C A¢. Luego VN A = .
Por lo tanto p no puede ser punto de acumulacion de A.
O

COROLARIO 2.16. Sea A C R. Entonces A es cerrado si y solo si A¢ es abierto.
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OBSERVACION 2.17. Algunos autores dan como definicién de cerrado la siguiente: A es
cerrado si A€ es abierto. Por el resultado anterior este otro tratamiento es completamente

equivalente.

Son ejemplos de subconjuntos cerrados de R, cualquier intervalo de la forma [a,b] ,
[4,5] U [—1,0] y el conjunto vacio.

Los conjuntos [1,2) y (3,5] no son ni abiertos ni cerrados.

Es importante destacar que, tal como lo muestra el tltimo ejemplo, existen conjuntos

que no son ni abiertos ni cerrados.

OBSERVACION 2.18. Los conjuntos R y ) son tanto abiertos como cerrados.

4. Conjuntos compactos.

DEFINICION 2.19. Sea A C R. Se dice que A es compacto cuando A es cerrado y acotado.

(En el curso de topologia se encontraran con otra definicién de compacto, que en el caso

de R es equivalente a la anterior)

EJEMPLO 2.20.

(i) [0, 1] es compacto.

(ii) {1} es compacto.
)
)
)

(v) R no es compacto.

(iii) (2,4] no es compacto.

(iv) [0,+00) no es compacto

5. Conjuntos conexos.

DEFINICION 2.21. Sea C' un subconjunto de R. Se dice que C' es disconero cuando existen
dos conjuntos abiertos A y B tales que
(i) Ay B son disjuntos (AN B = 0),
(i) ANC #10,
(iil) BNC # 0,
(iv) CC AUB.
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EjEmMPLO 2.22. C = [-7,—3) U (4,6) es disconexo. Para probarlo podemos tomar
A =(—00,0), B=(2,+00)

DEFINICION 2.23. Sea C' un subconjunto de R. Se dice que C es conezo si C no es
disconexo, es decir, si no existen dos conjuntos abiertos A y B tales que
(i) Ay B son disjuntos (AN B = 0),
(i) AnC #0,
(iii) BNC # 0,
(iv) CC AUB.

EJEMPLO 2.24.

(i) R es conexo.
(ii) {1} es conexo
(iii) (2,4] es conexo
(iv) (—=1,0) U (0,1) no es conexo

)

(v) (=1,2) U (0,3) es conexo

TEOREMA 2.25. Sea C' un subconjunto de R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) C' es conexo

(ii) C posee la siguiente propiedad: Six € C, y € C yx < z <y entonces z € C.

DEMOSTRACION.

Primero probaremos que (i) implica (ii). Supongamos que la propiedad falla para ciertos
nimeros x,y, z , es decir, t € C, y € C, x < z < y pero z ¢ C.

Tomemos A = (—00,2), B = (2,+00), de la Definicién 2.23 es inmediato que C' no es
conexo.

Ahora probaremos que (ii) implica (i). Supongamos que C' no es conexo. Entonces existen
puntos x,y € C, v < y y existen dos conjuntos abiertos disjuntos A y B tales que x € A,
ye B, CCAUB.

Sea S =AN|z,y|, y sea z =supS.

Como y € B, Ay B son disjuntos y B es abierto tiene que ser z < y.

Por lo tanto de ser cierto que z € A el hecho de que A es abierto implicaria que z no es

cota superior de S. Luego z ¢ A.
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Como x € Ay A es abierto se tiene que x < z.

De ser cierto que z € B el hecho de que B es abierto implicaria que z no es la menor
cota superior de S. Por lo tanto z ¢ B.

Como C' C AU B se tiene que z ¢ C. Es decir, la propiedad falla.

Esto termina la demostracion. O

COROLARIO 2.26. Los subconjuntos conexos de R son los intervalos, es decir, un subcon-

junto C' de R es conexo si y sélo si C tiene la siguiente forma:
(_O<)7 b)? <_OO7 b]) (a’7 +O<))’ [a” +OO)7 (_O<)7 +O<>)7 <a7 b)’ [a7 b)7 (a7 b]’ [a7 b]
(a y b son nimeros reales tales que a <b).

La demostracion de la siguiente proposicion es sencilla. Hagala como ejercicio.

PROPOSICION 2.27. La unidén de una familia de subconjuntos conexos de R que tienen

un punto comun es un conjunto conexo.

Si X C Ry ax € X, por la proposicion anterior es claro que, la uniéon de todos los
subconjuntos conexos de X que contienen a x es un conjunto conexo, contenido en X.
Es claro que éste es el mas grande de todos los subconjuntos de X que son conexos y que

contienen a z.

DEFINICION 2.28. Sea X C R, z un elemento de X. El componente conezo de x en X es

el mayor subconjunto conexo de X que contiene a x.

DEFINICION 2.29. Sea X C R. Las componentes conexas de X son las componentes

conexas de sus elementos.

EJempLO 2.30. El conjunto (—1,0)U{2} U4, 5) tiene tres componentes conexas que son
los conjuntos: (—1,0), {2} y [4,5).

Aparte de las referencias dadas en el programa una buena referencia para estudiar y
ampliar esta parte de la materia es el libro de Juan Horvath, Introduccién a la topologia

general ([6])
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Ejercicios.

Topologia de la recta.

(1) (a) Demostrar que entre dos niimeros racionales existe un nimero irracional.
(b) Demostrar que entre dos nimeros racionales existen infinitos nimeros irracio-
nales.
(c) Demostrar que entre dos nimeros irracionales existe un nimero racional.
(d) Demostrar que entre dos nimeros irracionales existen infinitos nimeros racio-

nales.

(2) {Cuéles de los siguientes subconjuntos de R son abiertos? ;Cudles son cerrados?

., Cuales son compactos?.

(a) (0,1).
(b) [0,1].
(c) (0,1)U{2,3}.
(d) {1,2}.

(e) (0,2) U{1}.

(f

(g

(h) QN1o,2].
(—o0,5].

(j) (1,400) NN.

(k
(1
(m) (0, +00)

(n) {zeR: 22 <2}
(0) {x€eQ: 2* <2}

El conjunto de los niimeros irracionales.
El conjunto de los nimeros irracionales intersectado con [0, 1].

)
)
)
)
) Q
) Z
) Q
(i)
)
)
)
)
)
)

(3) (a) Demostrar que la unién de una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de
R es un conjunto abierto.

(b) Demostrar que la interseccién de una familia finita de subconjuntos abiertos de
R es un conjunto abierto.

(c) Mostrar, mediante un ejemplo, que puede ocurrir que la interseccién de una

familia infinita de subconjuntos abiertos de R no sea un conjunto abierto.
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(4) (a) Demostrar que la interseccion de una familia arbitraria de subconjuntos cerra-
dos de R es un conjunto cerrado.

(b) Demostrar que la unién de una familia finita de subconjuntos cerrados de R es
un conjunto cerrado.
(¢) Mostrar, mediante un ejemplo, que puede ocurrir que la unién de una familia

infinita de subconjuntos cerrados de R no sea un conjunto cerrado.

(5) Hallar el conjunto de los puntos de acumulacién de los siguientes subconjuntos
de R.

(b) {1—%:71:1,2,...}.
o {(1+2) im0

(d) {vn:n=1,2,...}.
(e) Los conjuntos que aparecen en el ejercicio 2.

(6) Construir un subconjunto acotado de R que tenga exactamente tres puntos de acu-

mulacion.

(7) Sea A’ el conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto A. Demostrar que A’

es cerrado.

(8) (Es la unién de conjuntos conexos un conjunto conexo? ;Es la interseccién de con-

juntos conexos un conjunto conexo?

(9) Demostrar que los tinicos subconjuntos de R que son a la vez abiertos y cerrados

son Ry 0.

(10) Demostrar que cada componente conexa de un subconjunto abierto de R es un

conjunto abierto ( y por lo tanto un intervalo abierto).
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(11) (*) Demostrar que todo subconjunto abierto de R es la unién de una cantidad a lo

sumo numerable de intervalos abiertos disjuntos.

(12) (*) Se dice que un numeros real a es algebraico si a es raiz de una ecuacién de la
forma
apx™ +a " - F gz +ag =0
donde ay, ..., a, son nimeros enteros.

Demostrar que el conjunto de los niimeros algebraicos es numerable.






CAP{TULO 3

Sucesiones.

1. Definiciones basicas.

La idea de sucesion en R es la de una lista de puntos de R.
Son ejemplos de sucesiones:
1,1,2,3,5,8,13,...
2,4,6,8,10,...
1,4,9,25,36,...
1,1/2,1/3,1/4,...
1,10, 100, 1,000, 10,000, . . .
1,-1,1,-1,1,...

Lo importante acerca de una sucesion es que a cada nimero natural n le corresponde un

punto de R, por esto damos la siguiente definicién.

DEFINICION 3.1. Una sucesion es una funcién de N en R.

Si a: N — R es una sucesion en vez de escribir a(1),a(2),a(3),... suele escribirse
ay, g, as, ...

La misma sucesion suele designarse mediante un simbolo tal como {a,}, (a,) 6 {a1, as, .. .}.

También usaremos {z,}, (,) 6 {z1,xs,...}.

EJEMPLO 3.2. La sucesion de Fibonacci {a,} estd definida por

a1 =ay=1,a,=a, 1+ a, o paran > 3.
Esta sucesién fué descubierta por Fibonacci (1175-1250. aprox.) en relacién con un problema
de conejos. Fibonacci supuso que una pareja de conejos criaba una nueva pareja cada mes y
que después de dos meses cada nueva pareja se comportaba del mismo modo. El ntimero a,,
de parejas nacidas en el n-ésimo mes es a,_1 + a,_2, puesto que nace una pareja por cada
pareja nacida en el mes anterior, y ademas cada pareja nacida hace dos meses produce ahora

una pareja nueva.

29



30

3. SUCESIONES.

Una sucesion, al igual que toda funcion, tiene una representacion grafica.

Por ejemplo, sean

o, =N
B = (—1)"
1
Yn = —

n

Las gréficas de {a,}, {6.} v {7} son las siguientes:

Y

Ficura 3.1. {a,}

Y

-
N
w +
BN
o+

Ficura 3.2. {0,}
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Y

ﬂ
N
w
A4 e
o +e

Ficura 3.3. {7}

Sin embargo se obtiene una mejor representacién de una sucesion marcando los puntos

ai, a9, as, ... sobre una recta:

} } } } f >
0 (11 OCZ 0(3 0(4
f f f >
B1=Bs= 0 BZ_B4=
f — f f >
0 Ya Y3 72 Y1
Ficura 3.4.

Este tipo de diagramas nos indican “hacia donde va” la sucesion.

DEFINICION 3.3. Una sucesién {x,} es acotada si {x1,x2,...} es un conjunto acotado.

Es decir, si existe M € R tal que |z,| < M para todo n € N.
2. Convergencia.

DEFINICION 3.4. Sea {x,} una sucesién de nimeros reales. La sucesién {x,} converge a

zr € R, o limite de {x,} es x si:
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Para cada € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces |z, — x| < €.

Esto se abrevia mediante
lim z, = .
n—oo

Se dice que una sucesiéon {x,} es convergente si existe z € R tal que {z,} converge a x;

se dice que es divergente (o que diverge) si no es convergente.

OBSERVACION 3.5. La definicién de limite tiene la siguiente interpretaciéon geométrica:
La sucesion {x,} converge a z si, dado cualquier intervalo centrado en x, existe un

“lugar”, N, a partir del cual todos los términos de la sucesién se encuentran en el intervalo

dado.

>I<’\
[¢2]

FiGcura 3.5.

EJEMPLO 3.6. Consideremos la sucesion

Ap = —,

S|

demostraremos que
lim a, = 0.

N—oco

Dado € > 0, debemos demostrar que existe N € N tal que si n > N entonces — < ¢
n

Notemos que
1 C

—<e siysélosi n>—,
€

Como 1/¢ no necesariamente es un nimero entero, tomando

[

obtenemos el resultado.
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TEOREMA 3.7 (unicidad del limite). Una sucesion convergente tiene uno y sélo un limite.

DEMOSTRACION. Sea (a,,) una sucesién convergente y supongamos que

lim a, = a
NnN—oco

y que también
lim a, = b.
N—oo

Para demostrar la unicidad del limite debemos probar que
a=b.

Vamos a suponer que a # b y vamos a llegar a una contradiccion. Si a # b entonces
tenemos que |a — b| > 0. Consideremos
ja — b
2
Como |a — b| > 0 tenemos que € > 0 y de la definicién de limite podemos concluir que

la —b|
2

|a — 0]
2

existe N; € N tal que si n > Nj entonces |a, — a|] <

existe Ny € N tal que si n > Ny entonces |a, — b| <

Consideremos n, > max{ Ny, Ny}. Utilizando la desigualdad triangular obtenemos

la —b| < la— an,| + |an, — ] <la—10],
de donde obtenemos que
la —b| <a—bl,

lo cual es una contradicciéon, por lo tanto

a=b.

PROPOSICION 3.8. Sean A C R y p € R. Entonces p es un punto de acumulacion de A

si y sdlo si existe una sucesion {x,} C A tal que

(a) lim,, o z, = p.
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(b) x; # x; para i # j.

DEMOSTRACION.
Supongamos que p es un punto de acumulacion de A.

Por la Proposicion 2.10, aplicada con r = 1 tenemos que existe x; € A tal que
0<lz;—p| <L

Volvemos a aplicar nuevamente la Proposicién 2.10, pero con r = min(|z; — p|,1/2) y

obtenemos que existe o € A tal que
0 < |ze — p| < min(|zy — p|,1/2).

Por la desigualdad anterior tenemos que xy # x2 y 0 < |23 — p| < 1/2.
Nuevamente por la Proposicion 2.10, pero con r = min(|zs — p|,1/3), obtenemos que

existe r3 € A tal que
0 < |zs —p| < min(|zy — p|,1/3).

Por la desigualdad anterior tenemos que x3 ¢ {z1, 22} y 0 < |23 — p| < 1/3.
Continuando de esta manera obtenemos una sucesién que satisface (a) y (b).

La otra parte de la demostracion queda como ejercicio.

Como ejercicio demostrar el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.9. Sea A C R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es cerrado
(ii) Si{zn} C A es una sucesion convergente entonces lim,, o , € A.
3. Sucesiones de Cauchy.

DEFINICION 3.10. Sea {x,} una sucesién de ndmeros reales. La sucesién {z,} es de
Cauchy si:

Para cada € > 0 existe N € N tal que si n,m > N entonces |z, — ,,| < €.

Geométricamente esto quiere decir que a medida que n crece los términos de la sucesién

se van juntando.

PROPOSICION 3.11. Si {z,} es una sucesion de Cauchy entonces {x,} es acotada.
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DEMOSTRACION. Para ¢ = 1 existe N € N tal que para todo n,m > N se cumple que
|z, — x| < 1.

Entonces, para todo n > N
|z,| — zn| < |z, — 2N < 1

De donde, para todon > N

|z,| < |Jxn| + 1.

Sea

M = méax{|x1]|,..., |zn]|, |xN§] + 1}.

Entonces |z,| < M para todo n > 1. O

PROPOSICION 3.12. Si {x,} es una sucesidn convergente entonces {x,} es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sea {x,} una sucesién convergente. Entonces existe x € R tal que
lim,, .o , = x. Por lo tanto, dado € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces |z, — x| <
e/2.

Luego, para n,m > N

|Tp — T < |y, — 2] + |2 — 2] < g—i—%:a
O

Este resultado puede servir para demostrar que una sucesion no es convergente, tal como

lo muestra el siguiente ejemplo.

EJeEMPLO 3.13. Sea z,, = (—1)" . Dado n € N se tiene que
Ty — Tpaa| = 2.

Asi que {z,,} no es una sucesién de Cauchy. Por la Proposicién anterior {z,} no converge.

PROPOSICION 3.14. Si {x,} es una sucesidn convergente entonces {x,} es acotada.

DEMOSTRACION. Como {z,} es una sucesién convergente por la Proposicién 3.12 {z,}

es de Cauchy, de la Proposicién 3.11! sigue que {z,} es acotada. 0
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4. Sucesiones mondétonas y el axioma del supremo.

DEFINICION 3.15. Sea {z,} una sucesién de nimeros reales.
Se dice que {x,} estd acotada superiormente si existe M € R tal que z,, < M.

Se dice que {x,} estd acotada inferiormente si existe m € R tal que z,, > m.

EJEMPLO 3.16.
Si x, = 1/n, entonces la sucesién {z,} estd acotada superiormente por M = 1.

Si z,, = n, entonces la sucesién {z,} estd acotada inferiormente por m = 1.

De la Definicion 3.3 sigue inmediatamente lo siguiente.

PROPOSICION 3.17. Sea {x,} una sucesidén, {x,} es acotada si y sdlo si {x,} estd acotada

superiormente e inferiormente.

DEFINICION 3.18. Sea {z,} una sucesién de nimeros reales.
Se dice que {x,} es mondtona creciente si x, < x,,; para todo n € N.

Se dice que {x,} es mondtona decreciente si x,.1 < x, para todo n € N.

EJEmMPLO 3.19.
Si x, = n, entonces la sucesién {z,} es monétona creciente.

Si z,, = 1/n, entonces la sucesién {z,} es mondtona decreciente.

Una importante consecuencia de (P13) es el siguiente resultado.

TEOREMA 3.20.

(i) Toda sucesidn mondtona creciente y acotada superiormente es convergente.

(ii) Toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente es convergente.

DEMOSTRACION. Demostraremos (i), la prueba de (ii) es completamente analoga.

Sea {x,} una sucesién mondtona creciente y acotada. Sea

A:{xlaanlB)”'}
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entonces A es un conjunto acotado superiormente. Del axioma (P13) sigue que A tiene
supremo. Sea x = sup{z,}.
Sea ¢ > 0. Como x — ¢ < z existe N € N tal que x — e < zy.

Como {x,} es mondtona creciente se tiene que para n > N
r—c<ay<z,<z<z+e.

Es decir |z, — x| <esin > N. O

5. Teorema de Bolzano-Weierstrass.

DEFINICION 3.21. Si {z,} es una sucesién, una subsucesion de {x,} es una sucesién de

la forma
{Zn,, Tngy Tgy -+ }
donde ny <ng <ng <...

La subsucesién la denotaremos con {x,, }.
PROPOSICION 3.22. Toda subsucesion de una sucesion acotada es acotada.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

DEFINICION 3.23. Sea my un niimero natural. Diremos que ng es punto cumbre de una

sucesion {z,} cuando z,, < x,, para todo n > ny.

Por ejemplo, en la sucesiéon de la figura los ntimeros 2 y 7 son puntos cumbres.

N w AN G N

\ 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

FIGURA 3.6. Puntos cumbre
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LEMA 3.24. Toda sucesion contiene una subsucesion que es 6 mondtona creciente 6 mondto-

na decreciente.

DEMOSTRACION. Se pueden presentar dos casos.

Caso 1: La sucesion tiene infinitos puntos cumbres.

En este caso sean ny; < ny < ng < ... los puntos cumbres. Entonces
Tpy > Tpy > Tpg > ...

de modo que {z,, } es la subsucesién (decreciente) buscada.

Caso 2: La sucesion tiene solamente un numero finito de puntos cumbres.

En este caso sea ny un nimero natural mayor que todos los puntos cumbres.

Como n; no es un punto cumbre, existe ng > n; tal que x,, < z,,.

Como ny no es un punto cumbre, existe nz > ng tal que z,,, < xp,.

Continuando de esta forma se obtiene la subsucesién (monétona creciente) deseada.

O

TEOREMA 3.25 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada contiene una subsucesion

convergente.

DEMOSTRACION. Sea {z,} una sucesién acotada. Por el Lema [3.24/ {z,,} contiene una
subsucesion monétona creciente o una subsucesién mondtona decreciente. Llamémosla {x,,, }.
Por la Proposicion [3.22 la subsucesién {z,, } es acotada.

Por lo tanto, del Teorema [3.20, se obtiene que la subsucesién {x,, } es convergente. [

OBSERVACION 3.26. Es claro que todo subconjunto infinito de R contiene una sucesién.
Es por esto que una forma usual de enunciar el teorema de Bolzano-Weierstrass es la siguiente:

Todo subconjunto acotado e infinito de R tiene por lo menos un punto de acumulacion.
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6. Completitud de R.

PROPOSICION 3.27. Si una sucesion es de Cauchy y tiene una subsucesion convergente

entonces la sucesion original también converge.

DEMOSTRACION. Sean {z,} una sucesién de Cauchy y {x,,} una subsucesién tal que
limy oo 2, = 2.

Sea € > 0 entonces:
Existe Ny € N tal que si n,m > N; entonces |z, — z,,| < £/2.
Existe Ny € N tal que si ng > Ny entonces |z, —z| < /2.

Sea N = méax{Ny, No}. Si n > N, tomamos algin n; > N y obtenemos

|z, — | <y — Xn, | + |20, — 2| <e/24+e/2=c¢.

Luego |z, — z| < e.

Hemos probado que {z,} converge a z.

TEOREMA 3.28. El conjunto R de los nimeros reales es completo, es decir, una sucesion

de numeros reales es convergente si y solo si es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Ya fue probado que toda sucesién convergente es de Cauchy.

La otra parte de la demostracién es como sigue:

Sea {z,} una sucesion de Cauchy. Entonces {z,} es acotada. Por el Teorema 13.25
{z,} contiene una subsucesién convergente.

Por la Proposicién anterior tenemos que {z,} converge.

7. Teorema de Heine-Borel.

TEOREMA 3.29 (Heine-Borel). Sea A un subconjunto de R.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es compacto.

(ii) Todo subcongunto infinito de A tiene un punto de acumulacién en A.

DEMOSTRACION.
Supongamos (i).
Sea S un subconjunto infinito de A.

Como A es acotado, claramente S tiene que ser acotado.
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Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass (ver lo dicho en la Observacién 3.26) tenemos
que S tiene un punto de acumulacion.
Por ser A cerrado tenemos que este punto de acumulacion debe estar en A. Es decir,

S tiene un punto de acumulacién en A.

Supongamos (ii).

A debe ser cerrado puesto que (ii) implica que A contiene todos sus puntos de acumula-
cién.

Supongamos que A no es acotado. Entonces existe una sucesién {z,} de elementos de A
|z,| > n para todo n € N. Por lo tanto lim,, ., |z,| = +oc.

El conjunto infinito formado por los términos de esta sucesiéon no puede tener un punto
de acumulacién que esté en A. Esto contradice (ii). Por lo tanto A debe ser acotado.

Hemos probado que A es cerrado y acotado. Luego A es compacto. 0

8. Operaciones con sucesiones.

TEOREMA 3.30. Sean {xz,}, {y.} sucesiones convergentes.

Sean r =1lim,,_, o T, y = lim,,_. o yn. Entonces:

lim x,+y, =x+y.

n—-+00
DEMOSTRACION. Dado e > 0 existen N, N, € N tales que

(a) si n > Nj entonces |z, — z| < ¢/2.

(b) si m > Ny entonces |y, —y| < €/2.
Sea N = méax{Ny, No}. Sin > N entonces

(@0 + ) — (+y)| = (20 — 2) + (yn) — V)]
S |xn_x|+|yn_y|
- € . €
5135 =¢.
De donde

lim x,+y, =x+y.

n—-+oo

TEOREMA 3.31. Sean {x,}, {y,} sucesiones convergentes.
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Sean r =lim, ., T, y = lim, .« yn. Entonces:

lim z, -y, =2x-y.
n—-—+00

DEMOSTRACION. Como {z,} es convergente entonces es acotada . Sea M > 0 una cota
superior de {z,}.
Dado € > 0 sea v = ¢/(M + |y|) entonces v > 0. Por lo tanto existen Ny, No € N tales

que

(a) si n > Ny entonces |z, — z| < 7.

(b) si n > Ny entonces |y, — y| < 7.
Sea N = méax{Ny, No}. Sin > N entonces

|($n'yn)_(x'y)|:‘xn'yn_xn‘y"‘xn'y_l"y‘
< |znllyn =yl + lyl2n — 2|
<My+lyly=e

De donde
1i n"Yn — L Y.
Jm =y
OJ
LEMA 3.32. Sea {y,} una sucesion convergente. Sean y = 1lim, ., Yn-
Sty # 0, entonces existen m € R y Ny € N tales que
0<m < [y,
para todo n > Ny.
DEMOSTRACION. Sea ¢ = |y|/2 entonces existe Ny € N tal que n > Ny implica
|y =yl < lyl/2.
Luego, para n > Ny
vl
[yl = 1ynl < 1y = yal < -

De donde |y,| > |y|/2 > 0 para n > N,.
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TEOREMA 3.33. Sean {x,}, {yn} sucesiones convergentes.
Sean x =1m,, o Tp, ¥y = My, 1 oo Yn- Si yp # 0 para todo n, y # 0, entonces

, M X
lim — = —.
n—+oo Y, Yy

DEMOSTRACION. Por el lema anterior existen m € Ry Ny € N tales que

0<m < |yn

para todo n > Nj.

Dado € > 0 sea v = em]y|/(|x| + |y|) entonces v > 0. Por lo tanto existen N, No € N
tales que

(a) si n > Np entonces |z, — z| < 7.

(b) si n > Ny entonces |y, — y| < 7.

Sea N = méx{ Ny, N1, No}. Si n > N entonces

YTy — Yy
Yny
_ Jyrn —yz 4 2y — xy|
Y|y
lyly + [zly
mly|

De donde

lim — =
n—-4oo yn

<R

O
9. Limites infinitos.
DEFINICION 3.34. Sea {z,} una sucesion.
Diremos que lim,, .z, = +00 si para cada A € R existe N € N tal que sin > N
entonces ,, > .
Diremos que lim,, .z, = —o0 si para cada A € R existe N € N tal que sin > N
entonces z,, < .

Es importante notar que las sucesiones que tienen limite infinito no son convergentes.
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10. Limite superior y limite inferior.

Sea {x, } una sucesién. Sea F/ = Ej, y el conjunto de los x tales que existe una subsucesion

de {z,} con limite = (nota: puede ocurrir que +00 6 —oo sean elementos de F).

EJEMPLO 3.35.
Sea {z,} la sucesién dada por:
0 sin=3kparaun k € N
Tp=941/n sin=3k+1paraun k €N
n? sin=3k+2paraun k €N
Entonces
E = FE, =1{0,+oo}.

Observe que inf £ =0 y sup £ = +00.

EJEMPLO 3.36.

Sea {x,} la sucesién dada por:

(

—1 sin=>5bkparaun keN
1/n sin=>5k+1paraunkeN
Tp=4n?> sin=>5k+2paraunk €N

sin=>5k+3paraun k € N

n sin=>5k+4paraun k € N

Entonces
E = E{xn} = {—1,0, 1, —l—OO}.

Observe que inf £ = —1 y sup £ = 400.

DEFINICION 3.37. El limite superior de {x,} es el supremo de E. Se denotaré por

limsupz, 6 lim z,,
n—-—+00

con la convencion sup £ = 400 si +00 esta en E.
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DEFINICION 3.38. El lémite inferior de {x,} es el infimo de E. Se denotara por

liminfz, 6 lim =x,,

n—-4o00
con la convenciéon inf F = —oo si —oo estd en E.
EJjemprLO 3.39.
(i) Consideremos la sucesion 1, 0, -1, 1, 0, -1, ..... En este caso el conjunto E es igual a

{1,0, —1}. El limite superior es 1 y el inferior es —1.

(ii) Consideremos la sucesién definida por z,, = (—1)" - n. En este caso el conjunto E es
igual a {—o00, +o0}. El limite superior es +0o y el inferior —oo.

(iii) Sea {x,} una sucesién en la que aparecen todos los nimeros racionales. En este caso
FE es igual a R. El limite superior es +o00 y el inferior —oo.

(iv) Si {x,} es una sucesién convergente entonces el limite superior y el limite inferior

de {x,} coinciden y son iguales al limite de {z,}.

Es claro que se cumple el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.40. Sea {x,} una sucesion.
Entonces

liminf z,, < limsup x,.

TEOREMA 3.41. Sea {z,} una sucesion.
Existe lim,, o x, st y solo st liminf z,, = limsup x,,.

En este caso lim,,_, o, x, = liminf z,, = limsup x,,.

DEMOSTRACION.
Supongamos que existe lim,, ;. 2, y llamémoslo x. Entonces E = Ey, 1 = {x}. Por lo
tanto
liminfz, =inf K = x = sup £ = limsup x,,.
Veamos la otra implicacién. Supongamos liminf x,, = lim sup z,,.
Vamos a considerar el caso de una sucesion acotada. El otro caso quedara como ejercicio.
Sea

r = liminf x,, = limsup z,,.



10. LIMITE SUPERIOR Y LIMITE INFERIOR. 45

Si la sucesién {z,,} no converge a x, entonces existe g > 0 tal que para cada N € N
existe n > N tal que |z, — | > €.
Usando esto ultimo se puede construir una subsucesién {z,, } de {z,} tal que
|z, — x| > o para todo k.
Por el teorema de Bolzano-Weierstrass esta sucesion contiene una subsucesion convergente
y por lo tanto existen dos elementos diferentes en F, lo que contradice la hipotesis.
OJ

OBSERVACION 3.42. Una consecuencia inmediata de este teorema es que una sucesién

acotada {z,} converge si y sélo si liminf z,, = limsup z,,.

TEOREMA 3.43. Sea {x,} una sucesion acotada y sean {s,} y {t,} las sucesiones defi-

nidas por
Sp = SUP{Tn, Tni1, Tnioy--- |-
t, = nf{z,, Tpi1, Tnso, ... }.

Entonces las sucesiones {s,} y {t,} son convergentes y

lim s, = limsupx,.
n—-+o0o

lim ¢, = liminf z,,.
n—-+oo

DEMOSTRACION. Sea
Bn ={%n, Tni1, Tnyoy .- )

Tenemos que B,1 C B,.

Por lo tanto s, 11 < s, vt < tpy1.

De donde {s,} es monétona decreciente y {t,} es mondtona creciente.

Claramente las sucesiones {s,} y {t,} son acotadas, por lo tanto estas sucesiones son
convergentes.

Probaremos la igualdad en la que aparece el limite superior y queda como ejercicio probar
la igualdad en la que aparece el limite inferior.

Sean

L= lim s, y A = lim sup z,,.
n—-+00

Veamos que A < L.
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Como s, = sup{zy,, Tpi1, Tnie, ...} entonces x, < s, para todo n.

Ademas dado ¢ > 0 existe N € N tal que si n > N entonces L —e < s, < L + €.
Luego z, < L+esin > N.

De donde A = limsupz,, < L + €. Como € es arbitrario y positivo entonces A < L.

Veamos que A > L.

Sea € > 0 arbitrario. Como cada s,, es un supremo tenemos los siguiente:

Existe ny > 1 tal que z,, > s1 — €.

Existe ny > n; tal que x,,, > S, 41 — €.

Existe ng > no tal que x,,, > sp,41 — €.

De esta manera construimos una subsucesion {z,, } de {z,} tal que @, > sn,11 — €.
Esta sucesién {x,, } contiene una subsucesién, que también es subsucesion {z, }, convergente
y cuyo limite tiene que ser mayor o igual que lim,,_, o, s, — €.

Por lo tanto

A> lim s,—e=L—¢.

n—-+o00

Como € > 0 es arbitrario entonces A > L y esto termina la demostracion. 0

OBSERVACION 3.44. Si {x,} una sucesién acotada tenemos que

limsup x,, = inf sup x.
n2l >y

En efecto, sabemos que {s,} es mondtona decreciente y acotada. Luego

lim s, = inf{sy, ss,53,...} = inf s,,.
n—-00 n>1
Pero
Sp = Sup{xm Tn41, Tnt2; - - - } = Sup Tg-
k>n
De donde
limsupx, = lim s, = inf s, = inf sup z;.
n—-4o0o n>1 n>1 >,

OBSERVACION 3.45. Si {x,} una sucesién acotada tenemos que

lim inf z,, = sup inf .
n>1 k>n

En efecto, sabemos que {t,} es monétona creciente y acotada. Luego

lim ¢, = sup{ty,ta,t3,...} =supt,.

n—-—+o00 n>1
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Pero
tn, = f{x,, Tpi1, Tpio, ... } = inf 2.
k>n
De donde
liminfx, = lim t, =supt, = sup inf x;.
n—+o0o n>1 n>1 k>n

11. El ntimero e.

DEFINICION 3.46.

Aunque lo volveremos a estudiar méas adelante, supondremos que el alumno sabe que la

serie anterior converge.

TEOREMA 3.47.

DEMOSTRACION. Sean

Entonces

n! 1 n! 1
n = — =141
v El(n — k)! nk * +Zk‘(n—k)! nk
k=0 k=2
Luego
"1 nn—-1)...(n—k+1)
xnzl—i-l—l—z— %
kZQk‘ n
1 1 k—1
:1+1+Zﬂ (1—5) .<1— - >
k=2
1

Por lo tanto

r, < .S, para todo n,
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de donde

limsupzx, <limsup S, = lim S, =e.
n—-—+00
Con esto obtenemos la primera desigualdad

limsupx, <e.

Veamos la otra desigualdad.

Sin >m,
1 1 1 1 2 1 1 2 m—1
Tp 2 l+l4=(1-=|+=(1—=) (1 —-—= )+ +— (1 —=) (1 —=)... |1 —
2! n) 3! n n m! n n n
Luego
1 1 2 —1
liminf z,, > lim 1+1+ 1—— 4+ — | 1-= 1——]... 1—m
n—-+00 2! m! n n n
1
—1+1+2|+ +—‘
=S,

Por lo tanto
Sy, < liminf x,, para todo m.
Haciendo m — +o00 obtenemos
e= lim S, <liminfz,
m——+o00

Del Teorema 3.41 se obtiene el resultado.

OBSERVACION 3.48. La rapidez con que la serie
=1
e=>Y_ o
k=0
converge puede ser estimada de la siguiente manera:

Si

1
n — H7
k=0
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entonces
—+00 n
1 1
CTS= 2T
k=0 k=0
=2 u
k=n+1
= ! + ! + ! + .
_n+1 (n+2)! " (n+3)!
+ ! + )
n+1‘ n+2 (n+3)(n+2) n+4)(n+3)(n+2)
1+ ! + ! +
n+1' n+1 (n+1)2 (n+1)3 7
+00 1
—Mz(nﬂ)
k=0
B 1 1
 (n41)! 1—n+r1
B 1 n+1
C(n+1D)! n
1
~nln
De donde
1
(3.1) 0<e—8,<—-
nln

Asi que s1o aproxima a e con un error menor que 107",

Esta tultima desigualdad también tiene un interés tedrico, ya que nos permite establecer

el siguiente resultado.

TEOREMA 3.49. e es irracional

DEMOSTRACION. Supongamos que e es racional.
Entonces e = p/q, donde p y ¢ son enteros positivos y ¢ # 0.
Como ¢ > 1 y por la desigualdad 3.1

e—95, < —.
q-q9
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Luego
1
(3.2) 0<qgle—8,) <-<L1
q
Sea
r=ql(e —5,).

Ya sabemos que 0 < r < 1.
Veremos otras propiedades del ntimero r.

Sabemos que ¢! es entero. Por la suposicién inicial tenemos que
p
gle = qla =(¢—1'p.

De donde ¢le es un niimero entero.
Por otro lado
'S, = ¢! (1+1+%+---—|—%).
De donde ¢!S; es un entero.
Juntando ambos hechos tenemos que gle — ¢!S, es un entero. Es decir, r es un entero.
Hemos probado que existe un niimero entero r tal que 0 < r < 1, lo cual es una contra-
diccién.

O
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Ejercicios.

Sucesiones.

(1) (a) Demostrar, a partir de la definicién, que toda sucesion convergente es acotada.

(b) Dar un ejemplo de una sucesién acotada que no es convergente.

(2) Demostrar que toda sucesién mondtona decreciente y acotada inferiormente es con-

vergente.

(3) (a) Demostrar que si la sucesion {z,} converge entonces la sucesién {|z,|} también

converge y

lim z,].

lim |z,| = lim

n—-+0o

(b) Dar un ejemplo de una sucesién divergente {x,} tal que {|x,|} converge.

(4) (a) Demostrar que si la sucesién {z,} converge entonces la sucesién {z2} también
converge y
Im 22 = ( lim z,)%
n—-+00 n—-+oo

(b) Dar un ejemplo de una sucesién divergente {z,} tal que {z2} converge.
(5) ¢ Qué puede decirse de una sucesién convergente {a,} tal que a, € Z para todo n?

(6) Sean {z,} e {y,} sucesiones convergentes.

Demostrar que si ¢ € R entonces la sucesion {cz,,} es convergente y

lim cx, =c lim z,.
n—-+00 n—-+00

(7) Conseguir una expresién més simple para la funcién

f(z) = lim ( lim (cos(n!mz))**), =z €R.

n—+00 k—-+o00
(8) Sean {z,} e {y,} sucesiones tales que existen
limy, oo T ¥ iMy, 4 oo Y-
Indicar cuales de las siguientes propiedades se cumplen, o bajo qué condiciones

adicionales se cumplen:

(a) Sic € R entonces lim,, oo czp, = clim, oo .
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(b) Mmoo Tp + Yo = My oo @y + My y oo Y

(¢) Mmoo @p - Yn = My oo @y - My y o0 Y

T lim,

(d) Hmy, e — = L=t

Yn hmn—>+oo Un

En caso de que afirme que la propiedad se cumple hacer la demostracién. Si

afirma que la propiedad no se cumple dar un contraejemplo.

( Utilizar las convenciones usuales a + co = +00, a —00 = —oco si a € R,

a-(4+o00) =400 sia >0, etc. )

(9) (a) Demostrar que si lim,,_, 1, a, = L entonces

lfm a1+a2+"'+an:L_

n—-+4oo n

(b) Dar un ejemplo de una sucesion {a,} tal que existe

, ar+as+---+an
lim ,

n——+4oo n

pero sin embargo no existe lim,, o ay,.
(10) (a) Demostrar que si 0 < a < 2 entonces a < v/2a < 2.

(b) Demostrar que la sucesién
V2, \/2v2, \[2¢/2v2, ...

(c) Hallar el limite de la sucesién anterior.

es convergente.

(11) Demostrar o dar un contraejemplo:
(a) Si {x,} es una sucesién convergente tal que lim,, o 2, > 0 entonces z,, > 0

para todo n.

(b) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim,_. ., z, > 0 entonces existe

N € N tal que z,, > 0 para todon > N.
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(c) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim,,_, . x, > 0 entonces existen

r>0en Ry N €N tales que z,, > r para todo n > N.

(d) Si {z,} es una sucesién convergente tal que lim,_, . x, > 0 entonces existe
N € N tal que z,, > 0 para todon > N.

(e) Si {z,} es una sucesién convergente tal que a < x, < b para todo n (a y b

reales) entonces
a< lim z, <b.

n—-4oo

(f) Si {z,} es una sucesién convergente tal que a < z,, < b para todo n (a y b

reales) entonces

a< lim =z, <b.

n—-+00

(12) Hallar todas las subsucesiones convergentes de las sucesiones
(a) 1,—1,1,—1,...
(b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ...
(c) 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5, . ..

(13) Demostrar que si {z,} e {y,} son sucesiones entonces

limsup x,, + ¥, < limsup z,, + limsup y,,.

(14) Demostrar que si {z,,} e {y,} son sucesiones tales que z,, < y, para todo n entonces

(a) limsup z,, < lim sup y,,.

(b) liminf z,, < liminf y,.

(15) Sea {a(n)} el nimero de nimeros primos que dividen a n. Demostrar que

T,
n—-4oo n



3. SUCESIONES.

(16) Demostrar que si a > 1 entonces
lim a" = +o0.
n—-+oo
Indicacién: Notar que {a™} es una sucesién monétona creciente. Por lo tanto si

suponemos que esta sucesion es acotada entonces debe converger. Notar también
que a" —a" =a"(a —1) > (a —1).
(17) Demostrar que si 0 < a < 1 entonces
lim a" = 0.
n—+o00
(18) Sean a y b numeros reales positivos. Hallar
lim Va™ + b~.

n—-+00

(19) Hallar el limite superior y el limite inferior de las siguientes sucesiones:
3 i
n (e) {vn+1—+/n}

1
(=" <1 + —) } . )
" (g) T = Oa Lop = %71‘271—1-1 - 5 + Ton

{

(b) {“””%} () {(v/n-1)"
{
{<—1>” (1 * %)} () {(=1)"n}

(20) Hallar los siguientes limites:

) 4 n2 ) B 1 n
@ Jin (1+55) © (1)

1
9 3n? ; -
(b) lim | cos )) (d) nEIfoonln (1 + n)

n—-+oo n
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(21) Hallar una sucesién de ntimeros racionales que converja a /3.
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CAPITULO 4

Limites y continuidad.

1. Limite de funciones.

DEFINICION 4.1. Sea D C R, f: D — R una funcién y z, € R un punto de acumulacién
de D. Diremos que el limite cuando x tiende a x, de f es L si:

Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal quesiz € Dy 0 < |x —z,| < § entonces |f(z) — L| < e.

Esto se abrevia mediante
lim f(z) = L.

T—To

Debe quedar claro que en la definiciéon anterior no se supone x, € D , es decir podria ser

que f no esté definida en x,.

PROPOSICION 4.2. Si una funcién tiene limite en un punto, entonces el limite es inico.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio. Es andloga a la que ya se hizo

para sucesiones.

TEOREMA 4.3. Sea D C R, f: D — R una funcion y x, € R un punto de acumulacion
de D. Entonces
lim f(x)=1L

T—To

sty solo si
lim f(z,) =1L

n—-4o00

para toda sucesion {x,} C D tal que x,, # x, para todo n y lim, o T, = T,.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos lim, ., f(z) = L. Sea {z,,} C D tal que z, # x, y im0 T, = .

Sea € > 0.

Por la definicién de limite existe 6 > 0 tal que si z € Dy 0 < |z — ,| < & entonces
|f(z) = L| <e.

Como z,, # x, para todo n y lim,,_., x, = x, tenemos que para este § > 0 existe N € N

tal que si n > N entonces 0 < |z, — z,| < .

57
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Luego para n > N tenemos |f(x,) — L| < e.
Por lo tanto,

lim f(z,)=L.

n—-400
(<)Supongamos es falso que lim,_.,, f(z) = L.
Entonces existe €, > 0 tal que para cada 0 > 0 existe un punto 2’ € D (que depende de
d) tal que 0 < |2/ — x| <y |f(a') — L| > &,.

Tomando 0 = — tenemos que existe x,, € D tal que
n

1
0 < [ — 2| < = y |[f(zn) — L] = &.
n
Luego

lim |z, —z,| =0.
n—-+00

Hemos obtenido una sucesién {z,} C D tal que z,, # x, para todo n, lim, ;. T, = Z,
y sin embargo no es cierto que lim,, ., f(z,) = L.
O

La demostracion del siguiente resultado quedard como ejercicio.

LEMA 4.4. Sean D C R, x, un punto limite de D y f : D — R. Si existe lim,_.,_ f(x)
entonces existen M € R y un entorno V de x, tales que |f(z)| < M para cada x € V N D.

LEMA 4.5. Sean D C R, z, un punto limite de D, sean L € R y f : D — R.
Si existe lim,_,, f(x) = L y L # 0 entonces existen m > 0 y un entorno V de x, tales
que |f(z)| > m para cada x € (VN D —{z,}).

DEMOSTRACION. Sea ¢ = |L|/2 entonces existe 6 > 0 tal que x € Dy 0 < |z — x,| < ¢
implica |f(z) — L| <e.

Sea

yseax € (VND—{x,}), entonces

luego
1]

2~ F@)] < 1)~ L < 5
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de donde obtenemos

TEOREMA 4.6. Sean D C R, x, un punto limite de D, f y g funciones con dominio D
tales que
lim f(x) = L, lim g(z) = Ls.

T—To T—To

Entonces

() 1 (f +9)(w) = Ly + L,

(if) lim (f - g)(z) = Ly - Lo.

T—To

(ili) Si Ly # 0 existe un entorno V de x, tal que g no se anula en (VN D —{z,}) y
(] ) Ly
lim (=) () = —.
tin (D)@ =7

La demostracién de este resultado quedard como ejercicio, si el lector ha estudiado los
resultados andlogos para sucesiones no debe encontrar mayores dificultades para hacer la

demostracion.

2. Funciones continuas.

DEFINICION 4.7. Sea D C R, f : D — R una funcién y z, € D. Decimos que f es
continua en x, cuando:

para cada ¢ > 0 existe d > 0 tal quesiz € Dy |x — x,| < § entonces |f(z) — f(z,)] < €.

DEFINICION 4.8. Sea D C R, f: D — R una funcién. Se dice que f es continua en D

cuando f es continua en todo punto de D .

Los siguientes tres teoremas son muy faciles de demostrar y quedaran como ejercicios.

TEOREMA 4.9. Sea D C R, f: D — R una funcion y x, € D. Supongamos ademdas que

T, es un punto limite de D. Entonces f es continua en x, si y solo silim, .. f(z) = f(z,).
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TEOREMA 4.10. Sean D C R y sean [ y g funciones continuas en D. Entonces

(i) f+ g es continua en D.
(ii) f - g es continua en D.

(ili) Si g nunca se anula, = es continua en D.

TEOREMA 4.11. Sean f : D — R, g : E — R funciones tales que f(D) C E.
Sea h: D — R la funcion definida por h(x) = g(f(z)).

Si f es continua en x, y g es continua en f(x,) entonces h es continua en x,.

DEMOSTRACION.
Sea ¢ > 0.
Como ¢ es continua en f(z,), existe v > 0 tal que siy € E'y |y — f(z,)| < 7 entonces

l9(y) — g(f(z,))] < e.

Como f es continua en z,, existe § > 0 tal que si x € Dy |z — z,|] < J entonces
(@) = flzo)| <.
Sea x € D tal que |z — z,| < 0, entonces |f(z) — f(z,)| <~ y por lo tanto

h(@) = hlw.)| = lg(F (@) — g(f(z,))] < <.

Luego h es continua en x,,.

3. Continuidad y espacios topoldgicos.

Sean V,D C R ysea f: D — R una funcion. Recordemos que la imagen inversa del

conjunto V' bajo f es

f'V)y={xeD: f(x) eV}

TEOREMA 4.12. Sea f: R — R una funcion.

f es continua si y sélo si f~1(V) es abierto para todo V- C R abierto.

DEMOSTRACION.
(=) Supongamos que f es continua y sea V' un subconjunto abierto de R.
Sea z, € f~1(V). Entonces f(x,) € V. Como V es abierto existe £ > 0 tal que

(f(xo) - 5af(xo) +5) -
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y como f es continua en x, existe § > 0 tal que si |z — x,| < ¢ entonces |f(z) — f(z,)| < e.
Es decir:
x € (x, — 8,2, 4 0) implica f(z) € (f(x,) — ¢, f(x,) +) C V.
Por lo tanto
(2o — 0,25+ 0) C fH(V).
Hemos probado que f~(V) es abierto.

(<) Supongamos f~(V) es abierto para todo V' C R abierto.
Sean z, € Ry > 0. Sea

V= (f(z,) — e, f(z,) +€).

Como f(z,) € V entonces z, € f~1(V).
Sabemos que V es abierto (porque es un intervalo abierto). Usando la hip6tesis obtenemos

que f~1(V) también es abierto. Luego existe § > 0 tal que
(2o = 8,2, +0) C [TH(V).
Sea x tal que |z — x,| < & entonces x € (x, — §,x, + §). Luego z € f~1(V). Por lo tanto

f(‘r) eV= (f(xo) - €,f(;€0) +€)'
De donde |f(x) — f(z,)| < e.

Hemos probado que f es continua en z,.
O

Si X es un conjunto no vacio usaremos P(X) para denotar el conjunto de partes de X.

DEFINICION 4.13. Un espacio topoldgico es un par (X,7), donde X es un conjunto no
vacio y 7 es un subconjunto de P(X) tal que
(i) @ y X pertenecen a T
(ii) La unién de una familia de elementos de 7 es un elemento de 7.

(ili) La interseccién de una familia finita de elementos de 7 es un elemento de 7.

En este caso se dice que 7 es una topologia en X y se dice que los elementos de 7 son

conjuntos abiertos.

EJEMPLO 4.14. Sitomamos X = Ry 7 el conjunto de lo que hemos llamado los conjuntos

abiertos de R (ver capitulo 2) entonces (X,7) es un espacio topolégico.
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OBSERVACION 4.15. Todo subconjunto de un espacio topoldgico también es un espacio
topoldgico. Més precisamente:

Sea (X, 7Tx) un espacio topologico y A C X un subconjunto no vacio. Si definimos
TA:{AQVIVET)(}

tenemos que (A, 74) es un espacio topoldgico.

Por lo tanto todo subconjunto de R es un espacio topoldgico y por ejemplo el intervalo
[1,2) es abierto en [1,5].

Como ejercicio establecer el siguiente resultado.

TEOREMA 4.16. Sean X e Y subconjuntos de R, f : X — Y wuna funcion.
f es continua st y solo si la imagen inversa de un conjunto abierto en'Y es un conjunto

abierto en X.

Es natural definir continuidad en espacios topologicos de la siguiente manera.

DEFINICION 4.17. Sean (X,7yx), (Y,7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion. Se dice que f es continua si la imagen inversa bajo f de un abierto en Y es un
abierto en X, es decir f~!(V) € Tx para todo V € Ty.

4. Funciones continuas en conjuntos conexos.

TEOREMA 4.18. SiC' C R y C es conexo, si f : C'— R es una funcion continua entonces

f(C) es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(C) no es conexo.
Entonces existen dos conjuntos abiertos A y B tales que
i) AnB=0.
(i) AN f(C) # 0.
(iii) BN f(C) #0.
(iv) f(C)C AUB.

Luego f~1(A) y f~Y(B) son subconjuntos abiertos de C. Ademés
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©) fAHA)NfH(B) = fTH(ANB) = f71(0) = 0.
(i) f7HA)N C # 0.

(iii) f~H(B)NC # 0.

(iv) ¢ c [ AU (B).

(Pruebe (ii), (iii) y (iv)).

Por lo tanto C no es conexo. [l

Es claro que otra forma de enunciar el teorema anterior es:

7

“la imagen de un intervalo por una funcién continua es un intervalo”.

De manera que tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 4.19 (Teorema de los valores intermedios).

Sea f: [a,b] — R una funcion continua.

Si f(a) < f(b) y sic e R estal que f(a) < ¢ < f(b) entonces existe v € (a,b) tal que
flx) =c.

Interprete geométricamente este teorema.

DEMOSTRACION. Como f es continua y [a, b] es conexo, por el teorema anterior tenemos
que fla,b] es conexo.

Ademaés f(a), f(b) € fla,b] y f(a) < c < f(b). Por la conexidad se sigue que ¢ € f[a,b].

Con esto se obtiene que existe z € (a,b) tal que f(z) = ¢ (Justifique por qué se puede

tomar el punto z en el intervalo abierto).

O

5. Funciones continuas en conjuntos compactos.

TEOREMA 4.20. Sea D C R un conjunto compacto y sea f : D — R una funcion

continua. Entonces f(D), la imagen de f, es un subconjunto compacto de R.

DEMOSTRACION. Se debe probar que f(D) es cerrado y acotado.

(i) f(D) es acotado, en efecto:

Supongamos que f(D) no es acotado. Entonces para cada n € N existe

Yn € f(D) tal que |y,| > n.
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Pero y, = f(x,) para algin z,, € D. Asi obtenemos que existe una sucesiéon
{z,} contenida en D tal que |f(z,)| > n.

Sea

B = {x1,x9, - }.

Tenemos que B C D, por lo tanto B es un conjunto infinito y acotado. Por el
Teorema de Heine-Borel, B tiene un punto de acumulacién x, € D. Es decir, {x,}
contiene una subsucesiéon {z,, } que converge a z,.

Como f es continua se tendra
|f(xo)| = [f(lim 2, )| = | im f(x,,)] > | im ng| = +o0.
k—oo k—o0 k—o0

Lo que es una contradiccién. Por lo tanto f(D) es acotado.
(ii) f(D) es cerrado, en efecto:
Sea y, € R un punto de acumulacién de f(D).
Se debe probar que y, € f(D).
Como vy, es un punto de acumulacién de f(D), existe una sucesién inyectiva
{yn} C f(D) tal que lim, o yn = yo. Es decir, existe una sucesion inyectiva {z, }
contenida en D tal que lim,, . f(z,) = y,.

Sea

B = {x1,x9, - }.

Tenemos que B C D, por lo tanto B es un conjunto infinito y acotado. Por el
Teorema de Heine-Borel, B tiene un punto de acumulacién x, € D. Es decir, {x,}
contiene una subsucesién {z,, } que converge a z,.

Por continuidad

Es decir, y, € f(D).

TEOREMA 4.21. Sea D C R un conjunto compacto y sea f : D — R una funcion

continua. Sean
M =sup{f(z) :x € D}, m=f{f(x):x € D}.

Entonces ezisten p, q € D tales que f(p) = M, f(q) = m.
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DEMOSTRACION. Por el teorema anterior f(D) es compacto. Luego tiene todos sus pun-
tos de acumulacién.

Podemos construir una sucesiéon en f(D) que converge a M. Se sigue que M € f(D).
De donde existe p € D tal que f(p) = M.

Andlogamente obtenemos que existe ¢ € D tal que f(q) = m.

OBSERVACION 4.22. Claramente un intervalo de la forma [a, b], a, b € R es un subconjunto
compacto de R. El teorema anterior implica el siguiente resultado (que se suele dar en los
cursos de célculo):

“Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza su valor maximo y su

valor minimo”.

TEOREMA 4.23. Sean D C R un conjunto compacto y f : D — R una funcion continua
e inyectiva.
Entonces la funcién inversa de f, f~' : f(D) — D, definida por f~(f(z)) = x es

continua.

DEMOSTRACION. Claramente f : D — f(D) es una funcién biyectiva.

Para probar la continuidad de f~! basta ver que f(V) es abierto si V' es un subconjunto
abierto de D.

Sea V un abierto en D. Entonces D\V es cerrado. Como D es compacto tenemos que
D\V es compacto.

Por el Teorema [4.20,, f(D\V') es compacto.

Como f es inyectiva entonces f(D\V') = f(V)¢. Luego f(V)¢ es compacto y por lo tanto
cerrado.

De donde f(V') es abierto. O

6. Continuidad uniforme.

DEFINICION 4.24. Sea D C Ry f : D — R una funcién. Se dice que f es
uniformemente continua en D si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todo z,y € D se

tiene que si |z — y| < § entonces |f(z) — f(y)| < e .

Es importante notar que el mismo ¢ sirve para todos los puntos de D.
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OBSERVACION 4.25. Es claro que toda funcién uniformemente continua es continua. Sin
embargo es posible que una funciéon continua no sea uniformemente continua, tal como lo

muestra el siguiente ejemplo:

1
EJEMPLO 4.26. Sea f(z) = — en (0,1).
T

1

r oy

Si queremos < ¢ debe ser

y—x
xy

es decir, necesitamos |y — x| < e|zy|. Para la continuidad uniforme tendriamos que encontrar

<e,

“el 0" que corresponde a e, el cual deberia satisfacer 0 < § < e|xy|.
Como x se puede tomar muy pequeno el ¢ tendria que ser igual a 0 y ése no sirve porque
deberia ser estrictamente positivo.

Por lo tanto esta funcién no es uniformemente continua.

TEOREMA 4.27. Toda funcion continua en un subconjunto compacto de R es uniforme-

mente continua.

DEMOSTRACION. Sea D C R un compactoy f: D — R una funcién continua.
Supongamos que f no es uniformemente continua en D.

Entonces existe €, > 0 tal que para cada § > 0 existen x e y en D tales que |z —y| < §

y () = fy)] = €.

Tomando § = 1/n, n = 1,2,3,... se construyen un par de sucesiones {z,}, {y,} conte-
nidas en D tales que
1
|Tn — Yn| < n vy o f(@n) = fyn)| 2 o

Como D es compacto la sucesion {z,} contiene una subsucesion {z,, } que converge a
un z, € D, es decir z, = limy_o Ty, -
Es facil probar que limy_, yn, = %, (para hacerlo se usa que |x,, — yn, | < 1/n4).

Por la continuidad de f se debe tener
;i%f(xnk) - f(ynk) = f(klirgoxnk) - f(klilgoynk) = f([)?o) - f([)?o) =0.
Esto ultimo contradice el hecho de que

|f(zn) — fyn)| > €0 para todo n.
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Luego f debe ser uniformemente continua.

7. Discontinuidades.

DEFINICION 4.28. Sea f : D — R una funcién y x € D. Se dice que [ es discontinua en

x o que f tiene una discontinuidad en x cuando f no es continua en x .

DEFINICION 4.29. Sea f : D — R una funcién y x, un punto limite de D. Diremos que
el limite cuando x tiende a x, por la derecha de f es L € R si:

Para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal quesiz € Dy 0 < x — z, < ¢ entonces |f(x) — L| < e.

Esto se abrevia mediante f(z) =L 6

lim f(z) = L.

ac—mcj'

En forma andloga se define limite por la izquierda.

DEFINICION 4.30. Sea f : D — R una funcién y x, un punto limite de D. Diremos que
el limite cuando x tiende a x, por la izquierda de f es L € R si:

Para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal quesiz € Dy 0 < x, —x < § entonces |f(z) — L| < e.

Esto se abrevia mediante f(z,) =L ¢

lim f(z)= L.

T—xo

DEFINICION 4.31. Sean f una funcién definida en un intervalo (a, b).
Si f es discontinua en un punto x de (a,b), y si f(z) y f(x~) existen, entonces se dice

que f tiene una discontinuidad de primera especie o discontinuidad simple en x.

Las discontinuidades de primera especie pueden ser evitables o de salto:

(a) Una discontinuidad en z es evitable cuando f(z) = f(z7).
(b) Una discontinuidad en z es de salto cuando f(z™) # f(z7).
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EJEMPLO 4.32.

Si f es la funcién definida por

2 sir<3
flz) =

4 six >3

entonces f tiene una discontinuidad de primera especie en x = 3.

DEFINICION 4.33. Se dice que f tiene una discontinuidad de sequnda especie cuando

tiene una discontinuidad que no es de primera especie.

EJEMPLO 4.34.

(a) Si f es la funcién definida por

1
sen (—) six#0
flz) = o
0 siz=0
entonces f tiene una discontinuidad de segunda especie en x = 0.

(b) Si f es la funcién definida por

0 six es irracional
f(z) =

1 si z es racional

entonces f tiene una discontinuidad de segunda especie en todo punto.

8. Funciones mondtonas.

DEFINICION 4.35. Sea f : (a,b) — R una funcién. Se dice que f es mondtona creciente
en (a,b) si a < x <y < bimplica

flx) < f(y)

DEFINICION 4.36. Sea f : (a,b) — R una funcién. Se dice que f es mondtona decreciente

en (a,b) si a < x <y < b implica

fly) < flz).
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DEFINICION 4.37. Una funcién es mondtona cuando es mondtona creciente o monétona

decreciente.

TEOREMA 4.38. Sea f : (a,b) — R una funcién mondtona creciente. Entonces:

(i) Existe f(x+) para todo punto de x € (a,b).
(ii) Ewiste f(x—) para todo punto de x € (a,b).

(iii) Se tiene que
sup f(t) = f(z7) < f(z) < f(a") = inf f(2).
a<t< r<t<b
(iv) Sia <z <y <b, entonces
f@) < fly).
Un resultado andlogo es cierto para funciones mondtonas decrecientes.
DEMOSTRACION.

Probaremos (ii), la prueba de (i) es analoga.
Por hipétesis el conjunto {f(t) : a <t < x} estd acotado por f(z). Sea

S =sup{f(t): a<t<uz}

Claramente S < f(x). Probaremos que S = f(z7).

Sea € > 0. Entonces existe z € (a, ) tal que
S—e< f(z)<8S.
Por lo tanto existe § >0 tal quea <x —d <z, y
S—e< fl(x—9)<S.
Como f es monotona creciente
fla=0)< f(t) < f(z) si x—d<t<ux.
Combinando estas dos tltimas desigualdades se obtiene

S—e<ft)<S<S+esi x—d<t<u.

De donde
lf(t) =S| <e st z—d<t<u.

Por lo tanto f(z7) = S.
Hemos probado (ii) y la primera igualdad de (iii).
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Andlogamente se prueban (i) y la ultima igualdad de (iii).
La desigualdad en (iii) queda como ejercicio.

Probaremos (iv). Si a < x < y < b entonces usando (iii) dos veces obtenemos

fl@™) = inf f(t),

r<t<b

fly™) = sup f(1).

a<t<y

Como f es creciente

mf f(t)= if f()

x<t<b r<t<y
sup f(t) = sup f(t).
a<t<y Tz<t<y

Luego
fl™) = mf f(t) < sup f(t)=f(y ).

T<t<y r<t<y

COROLARIO 4.39. Las funciones mondtonas no tienen discontinuidades de sequnda

especie.

TEOREMA 4.40. Sea f una funcion mondtona en el intervalo (a,b). Entonces el conjunto

de los puntos donde f es discontinua es a lo sumo numerable.

DEMOSTRACION. Solamente lo probaremos en el caso en que f es mondtona creciente,
el otro caso es analogo.
Sea
E ={z € (a,b) : fes discontinua en x}.
Sea x € (a,b) por el teorema anterior sabemos que existen f(z*)y f(z7).

Si z € E entonces
fa™) # fla™).

Mas aun, por el teorema anterior sabemos que

fl@™) < f@@™).



9. LIMITES INFINITOS. 71

Por un ejercicio de la préctica, existe un niimero racional r(z) tal que

flz) <r(z) < f(zh).

A cada punto z € E le hemos asociado un numero racional r(x). Con esto estamos
definiendo una funcién r : £ — Q.

Sea r < y. Nuevamente por el teorema:

fa™) < fly-).
Por lo tanto se tiene que
r(z) < f(a") < fly-) <r(y).
De donde r(z) < r(y).
Por lo tanto la funcién r es inyectiva.
Es decir, hemos definido una funcion r : £ — Q que es inyectiva.

Luego E es numerable.

O
9. Limites infinitos.
En forma andloga a como se hizo en sucesiones se define
lim f(z) = +o0.
T,
Maés precisamente, lim, ., f(z) = +oo si para cada A € R existe § > 0 tal que si

0 < |z —z,| < d entonces f(z) > A

Se dejara como ejercicio escribir las definiciones de

lim+ f(x) = o0,

Ii =1
Jm f(z) =L,

.. ete.



72

4. LIMITES Y CONTINUIDAD.

Ejercicios.

Limites y continuidad.

(1) Sea D un subconjunto de R, f : D — R una funcién y 2, € R un punto de
acumulacién de D. Supongamos que existe lim, .., f(z) y es positivo. Demostrar

que existe 0 > 0 tal que si x € Dy 0 < |z — x| < J entonces f(z) > 0.

(2) Sea D un subconjunto de R, f : D — R una funcién y zo € D tal que f es continua
en xg. Supongamos f(xg) > 0. Demostrar que existe 6 > 0 tal que si z € Dy

|z — x| < & entonces f(z) > 0.

(3) Sea D un subconjunto de R, f,g : D — R funciones continuas en xy € D. Supon-
gamos que f(zg) > g(zo).
Demostrar que existe 6 > 0 tal que six € Dy |z —x¢| < § entonces f(x) > g(z).

i, Sigue siendo cierta la conclusion si en vez de suponer f(xg) > g(zo) suponemos
f(xo) = g(x0) 7

(4) Demostrar que la funcién definida por

fo) = xsen (i) six #0
0 siz=0

es continua en 0.

(5) Sea f: R — R una funcién continua. Demostrar que si C' C R es cerrado entonces
f~HC) es cerrado.

(6) (a) Sea f:R — R una funcién continua.
Demostrar que el conjunto {z € R: f(x) = 0} es cerrado.
(b) Sean f,g: R — R funciones continuas.

Demostrar que el conjunto {z € R: f(z) = g(x)} es cerrado.

(7) Sean A y D subconjuntos de R. Se dice que A es denso en D si A C D y todo
entorno de un punto de D contiene puntos de A (por ejemplo, Q es denso en R).
(a) Sea f continua en D y A un conjunto denso en D. Demostrar que si f(x) =0

para todo = € A entonces f(z) = 0 para todo = € D.
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(b) Sean f y g continuas en D y A un conjunto denso en D. Demostrar que si

f(z) = g(x) para todo = € A entonces f(z) = g(x) para todo = € D.

(8) Sea f: R — R una funcién tal que f(x +y) = f(x) + f(y) para todo z,y € R.
Demostrar:
(a) f(nz) =nf(x) para todo n € N, para todo z € R.

()

1
q
p\ _»p
(c) f (— x) = = f(z) para todo p,q € Z, q # 0, para todo = € R.
q q

f(x) para todo ¢ € N, ¢ # 0, para todo x € R.

(9) Sea f : R — R una funcién continua tal que f(z + y) = f(z) + f(y) para todo
z,y € R. Demostrar que existe a € R tal que f(x) = ax para todo x € R.

(10) Sea D C Ry f: D — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que si D
es acotado entonces f(D) es acotado. Mostrar con un ejemplo que la conclusién no

es cierta si omitimos la hipdtesis D acotado.

(11) Sea D C Ry f: D — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que si
{z,} C D es una sucesién de Cauchy entonces {f(x,)} también es una sucesién de
Cauchy. Buscar un ejemplo que muestre que la hipétesis “f uniformemente continua”

no puede ser omitida.

(12) Demostrar que si I es un intervalo y f : I — R es una funcién continua y estricta-
mente creciente entonces la imagen de todo intervalo abierto contenido en I es un

intervalo abierto.
(13) Demostrar que todo polinomio de grado impar posee por lo menos una raiz real.
(14) Sean f y g funciones continuas definidas en el intervalo [a, b] tales que f(a) < g(a)
y f(b) > g(b). Demostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c). Interpretar

graficamente.

(15) Utilizar el Teorema [4.19 para demostrar que existe a € R tal que a® = 2 (ver
Ejercicio [10/ del Capitulo [)).
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(16) Demostrar que si n es un nimero natural par y a > 0, existe un unico x > 0 tal que

:L.n

=a.
(17) Demostrar que si 7 es un nimero natural impar y a € R, existe un tnico z € R tal

que " = a.

(18) Todo numero racional x se puede escribir en la forma

r=—,
n

donde m y n son enteros sin divisores comunes y n > 0. Cuando z = 0 tomaremos

n = 1. Consideremos la funcién definida en R por

f(x) = . m
six=—

n n

0 siz es irracional
1

Demostrar que f es continua en todo punto irracional y que f tiene una disconti-

nuidad simple en todo punto racional.

(19) ;Cuadles de las siguientes funciones son uniformemente continuas?
(a) f:R — R definida por f(x) = 2°.
(b) g:[-2,2] — R definida por g(z) = z2.
(¢) h: R — R definida por h(z) = sen(x)

(20) (a) Demostrar que si f es una funcién continua, definida en un conjunto D entonces
la funcién | f| también es continua en D.
(b) Sea f una funcién continua definida en R. Demostrar que f se puede escribir
en la forma f = P+ I, donde P es una funcién par y continua en R e [ es una
funcién impar y continua en R.
(c¢) Demostrar que si f y g son funciones continuas definidas en D entonces las

funciones méx(f, g), min(f, g) también son continuas.

(21) Demostrar que si f es una funcién continua tal que su dominio contiene un entorno
de L y lim,_, g(z) = L entonces lim,_., f(g(x)) = f(L). Mostrar con un ejemplo

que si no se supone la continuidad de f el resultado anterior no se cumple.
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(22) Sea f: R — R definida por

0 sl x es irracional
f(x) =

1 si x es racional
JEn cudles puntos es f continua?

(23) Dar un ejemplo de una funcién que no sea continua en ningun punto, pero tal que

|f| es continua en todo R.
(24) Demostrar que existe € R tal que senx =z — 1.

(25) Supéngase que f y ¢ son funciones continuas en R , que f2 = g% y que f(x) # 0
para todo z € R. Demostrar que f(x) = g(z) para todo x € R 6 f(z) = —g(x) para
todo z € R.

(26) Demostrar que si f : [0,1] — [0, 1] es una funcién continua entonces existe = € [0, 1]

tal que f(x) = x.

(27) Supdngase que f es continua en [a,b] y que f(x) es siempre racional. ;Qué puede

decirse acerca de f7

(28) (a) Demostrar que no existe ninguna funcién continua f : R — R que tome exac-
tamente dos veces cada uno de sus valores.
(b) Construir una funcién continua f : R — R que tome exactamente tres veces

cada uno de sus valores.

(29) Demostrar el siguiente Teorema:
Sean X e Y subconjuntos de R, f: X — Y una funcién.
f es continua si y solo si la imagen inversa de un conjunto abierto en Y es un

conjunto abierto en X.

(30) Utilizar el Teorema 4.23 para demostrar que si f : R — R es una funcién continua

e inyectiva, entonces f~!: f(R) — R es continua.
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(31) x Dar un ejemplo de una funcién f : D — R (D un subconjunto de R) que es

inyectiva, continua y f~': f(D) — R no es continua.

(32) Sea f:(0,1) — R una funcién uniformemente continua. Demostrar que existe

lim f(z).

z—0t

(33) Sea f: R — R una funcién continua tal que existen los limites

lim f(z) y lim f(2)

T—+00 T——00
y son finitos.

Demostrar que f es uniformemente continua en R.



CAP{TULO 5

Derivadas.

1. La derivada de una funcion.

DEFINICION 5.1. Sea f : (a,b) — R una funcién y sea x € (a,b).

Se dice que f es derivable en el punto x si existe el siguiente limite

o 0 = f(@)

t—x t—x

En este caso el limite se denota por f’(x) y recibe el nombre de derivada de f en el

punto z.

DEFINICION 5.2. Si la funcién es derivable en todo punto de un conjunto E C (a,b) se

dice que f es derivable en E.

Supondremos que el estudiante esta familiarizado con el significado geométrico de la

derivada: f’(z,) es la pendiente de la recta tangente al gréafico de f en el punto (z,, f(x,)).

EJEMPLO 5.3. Sea f: R — R la funcién dada por f(z) = z%. Entonces

t) — 12 — g2 t t—
VAP O et G N PO e PO Ul 2| Ui PRNPRR
t—x t—=x t—x t—2xa t—x t—axa t—x

Luego f es derivable en todo R y

f'(x) = 2.

TEOREMA 5.4. Sea f: (a,b) — R una funcion. Si f es derivable en x € (a,b) entonces

f es continua en x.

7
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DEMOSTRACION.
i ) - o) = tin ({0 =S
=t (P e
) 0=

OBSERVACION 5.5. El reciproco del teorema anterior no es cierto. Por ejemplo la funcién

f(x) = |z|

es continua y no es derivable en 0.

OBSERVACION 5.6. También existen funciones continuas en todo R que no son derivables

en ningun punto.

TEOREMA 5.7. Sean [ y g funciones definidas en (a,b), derivables en z € (a,b).

Entonces

(i) f+ g es deriwable en x y (f + g)'(x) = f'(z) + ¢ (x).
(ii) f-g es deriwable en x y (f - g)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)d'(z).
(iii) Sig(x) #0, g es derivable en x, y

1Y ) F@e@) = g @)@
(g) (@) G@F

DEMOSTRACION.

(i) Tenemos que

im O +90) = (@) +9(@) O = fle) o 9t) = g(@)

t—x t—x t—x t—2x t—ax t—2x

= f'(z) + g'(x).

Por lo tanto

(f +9)(x) = () + ¢'(2).
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(ii) Por el teorema anterior f es continua en z, usando la siguiente igualdad

f)g(t) = f(x)g(x) _ f)lg(t) — g(z)] N g(@)[f(t) — f(z)]
t—ux t—ux t—a ’

obtenemos

o f(t)g(t)t: J;(x)g(x) ~ Jfm f(0) im [g(ti - i(x)] +gl) lim [f(t])t - i(fv)]
= f(2)g'(x) + g(z)f'(x).

Por lo tanto

(f-9)(x) = f(z)g(x) + f(2)g (z).

(ili) Sea h = i Por el teorema anterior g es continua en z, por lo tanto

g
MO —h) [0S )~ gle)
= e e @t
Luego
b —h@) e FO=F@) ()~ g
}E}; t—x — g(w) limy_, g(t) {g( )}—w t—x 4 )Lz t—x ]
! "(z) — f(2)d (z)].
= W[Q(fv)f( ) = f(x)g'(x)]

Por lo tanto

TEOREMA 5.8 (Regla de la cadena). Sean f: (a,b) = R y g: (¢,d) — R funciones tales
que f(a,b) C (¢,d). Sea x € (a,b), si f es derivable en x y g es derivable en f(x) entonces

la funcion compuesta o(t) = g(f(t)) es derivable en z, y ¢'(x) = ¢'(f(x)) - f'(z).
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DEMOSTRACION. Sea k(h) = f(z + h) — f(z). Entonces

, _pt ’ _
M TSy ik =0

Counsideraremos dos casos

Caso 1: Si f'(z) # 0.
En este caso, para h suficientemente pequeno, k(h) # 0.

Luego, para h pequeno
ple+h)—px) g(flz+h)—g(f(z)) k()

h k(h) ho
Como limy,_ k(h) = 0 se tiene que

g(fle+h) —g(f(x) . g(f(x)+k(h)—g(f(x))
}1113(1] k(h) = }llir(l) k(h) =g (f(x)).

Por lo tanto

h—0

Caso 2: Si f'(z) = 0.
En este caso es posible que k(h) sea igual a 0 para h arbitrariamente pequeno.
Si k(h) = 0 entonces f(x + h) = f(z) y por lo tanto

o(x+h)—op()  g(flx+h) —g(f(x))

pu— pu— O‘
h h
k(h k(h
Si k(h) # 0 entonces, ya que limy_g % = f'(z) = 0, el nimero % es-

tarda muy cerca de 0, para h pequeno. También el cociente
9(f(x) + k(h)) — g(f(x))
k(h)
estard muy cerca de ¢'(f(x) para h pequeno. Luego

o(x+h)—op()  g(fx+h) —g(f(x)) k)

h B k(h) h

estard muy cerca de 0 para h pequeno.

Por lo tanto se tiene que

1o P h) — p(z)
h—0 h

=0=¢'(f(2).0=g'(f(2))f (2).
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Nota: El estudiante deberd estar en capacidad de justificar los términos “pequeno” y “estar

cerca” con argumentos tipo “c,0”.

O

2. Teoremas del valor medio.

TEOREMA 5.9. Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable. Si f alcanza un mdzximo o

un minimo en ¢ € (a,b) entonces f'(c) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que f alcanza un mdximo en ¢ (el caso del minimo es
analogo).
Entonces f(x) < f(c¢) para x cerca de ¢. Por lo tanto tenemos que, si h > 0 y pequeno,

entonces

<0

fleth) = fle)
- :

si h < 0 y pequeno, entonces

> 0.

fleth) = fle)
h

Como existe lim fleth) = fle)

igual '"(¢) t
lim . y es igual a f’(c) tenemos que

flle) <0 vy fl(e)>0.
Por lo tanto

f(e) = 0.

TEOREMA 5.10 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcién continua, diferen-

ciable en el intervalo abierto (a,b) y tal que f(a) = f(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c) = 0.

DEMOSTRACION. Si f es constante claramente se satisface la conclusion.
Si f no es constante entonces tiene que alcanzar o un maximo o un minimo en un punto
¢ € (a,b). Claramente f'(c) = 0.
OJ

El siguiente gréafico ilustra el teorema de Rolle.
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f(a)=f(b)

of- - -2 - - - - - - - - 4

<Y

FI1GURA 5.1. Teorema de Rolle

DEFINICION 5.11. Diremos que una funcién f : [a,b] — R es diferenciable en el intervalo

cerrado [a,b] si f es diferenciable en (a,b) y existen las derivadas laterales

fi(a) = lim M, f2(b) = lim M

t—at t—a t—b— t—>b
Cuando no se preste a confusion escribiremos f'(a) en vez de f' (a) y f'(b) en vez de

fL(b).

TEOREMA 5.12 (Propiedad de Darboux de las derivadas). Sea f : [a,b] — R una funcion

diferenciable en el intervalo cerrado |a,b]. Entonces f' toma todos los valores comprendidos

entre f'(a) y f'(b).
DEMOSTRACION. Es claro que basta considerar el caso f'(a) < f'(b).
Sea 7y tal que f'(a) <y < f/(b). Sea g(z) = f(x) — yx. Entonces
g'(x) = f(z) =,
g (a) = f'(a) =7 <0,
g_(b) = f'(b) = v >0.

Por ser ¢/ (a) < 0 tenemos que g no puede alcanzar un valor minimo en a y por ser

g (b) > 0 tenemos que g no puede alcanzar un valor minimo en b (explique por qué).
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Como g es continua y [a, b] es compacto g alcanza un minimo en un punto ¢ € [a, b]. Por
lo anterior tenemos que ¢ € (a,b). Ademas debe ser ¢'(c) = 0, de donde f'(c) = .
]

TEOREMA 5.13 (Teorema del valor medio). Si f : [a,b] — R es continua y diferenciable
en el intervalo abierto (a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) ~ f(a)

flo=505—

DEMOSTRACION. Sea ¢ la funcién definida por

o) = 50 = (1t + L= o)),

Entonces

da) = o) - O

Ademis p(a) = ¢(b) = 0 y claramente ¢ satisface el resto de las hipdtesis del teorema de
Rolle en el intervalo [a, b]. Por lo tanto existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0. De esta igualdad
sigue el resultado.

U

OBSERVACION 5.14. El teorema anterior tiene una interpretacion geométrica muy clara:
la curva y = f(z), a < 2 < b debe tener un punto en el que su tangente es paralela a la
cuerda que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) (es una versién rotada del teorema de Rolle).

Notemos también que la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(D)) es

f(b) = f(a)

y=g(e) = fla)+ T o —a)

y la funcién ¢ que consideramos en la demostracion del teorema anterior es p = f — g.
La siguiente situacion sirve para motivar una generalizacion del teorema del valor medio:

Consideremos una curva suave parametrizada por las ecuaciones

z=g(t), y=[f({t) (a<t<bh)
La pendiente de la cuerda que une los puntos extremos de la curva es

f(b) = f(a)
g(b) —g(a)’

La pendiente de la curva en t = ¢ es
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dy
dy gt _ f'(¢)
dv dr  g'(c)
dt

De existir ¢ € (a, b) en el que la tangente a la curva es paralela a la cuerda que une a los

extremos de la curva se debia tener que

f'(e) _ f(b) = f(a)

g(c)  gb)—gla)

El siguiente grafico ilustra el teorema del valor medio.

Y A
f(b) ,
f(a) / :
' >
a c b X

FIGURA 5.2. Teorema del Valor Medio

TEOREMA 5.15 (Teorema del valor medio de Cauchy). Sean f,g : [a,b] — R funciones
continuas y diferenciables en el intervalo abierto (a,b).

Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

entonces
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Claramente ¢ es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b). Ademas

pla) = (f(b) = fla))g(a) = (9(b) — g(a))f(a)
= [f(b)g(a) = g(b)f(a).

pb) = (f(b) = f(a))g(b) = (9(b) — g(a)) (D)

Del teorema de Rolle se obtiene inmediatamente la conclusion. O

OBSERVACION 5.16. Si al teorema anterior se le agregan las hipdtesis ¢'(x) # 0 para todo
x € (a,b) y g(a) # g(b) la conclusién se puede escribir de la siguiente manera:
Existe ¢ € (a,b) tal que
f'(e) _ f(b) = fla)
g(c)  g(b) —gla)

OBSERVACION 5.17. El teorema del valor medio se puede obtener a partir del anterior

tomando g(z) = z.

Veamos ahora algunas consecuencias de los teoremas anteriores.

TEOREMA 5.18. Sea f una funcion diferenciable en el intervalo (a,b). Si f'(x) =0 para

todo x € (a,b) entonces f es constante.

DEMOSTRACION. Sean « y [ puntos de (a,b). Sabemos que f es continua en [, 3] y
derivable en (o, 3). Del teorema del valor medio aplicado en el intervalo [, (] sigue que

existe ¢ € (o, ) tal que
/ ﬁ — «Q
oy - L) = Fle)
B —
Como f'(¢) = 0 entonces f(a) = f(f). Como « y [ son dos puntos arbitrarios de (a,b)
tenemos que f es constante.

TEOREMA 5.19. Sea f una funcién diferenciable en el intervalo (a,b).

(i) Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces [ es estrictamente creciente en (a,b).

(ii) Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f es mondtona creciente en (a,b).
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(iii) Si f'(z) < 0 para todo x € (a,b) entonces f es estrictamente decreciente en (a,b).

(iv) Si f'(z) <0 para todo x € (a,b) entonces f es mondtona decreciente en (a,b).

La demostracion, que es una consecuencia inmediata del teorema del valor medio, que-

dard como ejercicio.

TEOREMA 5.20 (Regla de L'Hopital). Sean f y g funciones diferenciables en un intervalo
de la forma (a —r,a+71) a,r € R, r > 0. Supongamos que
(a) lim f(z) = limg(z) =0
(b) zf(ax) #0 pcj;aatado zen(a—ra+r), z#a.

, f'(x)
(C) hqua m =
Entonces
lfm fl@) _ L.
e ()

DEMOSTRACION. Como f y g son diferenciables en a, entonces f y g son continuas
en a. Luego f(a) =0y g(a) =0.
Aplicando el teorema del valor medio de Cauchy a f y ¢ en el intervalo [a,z] 6 [z, d]

(segin @ > x 6 a < x) podemos concluir que existe «, entre a y x tal que

f@)  f@) = f@) o)
g(x)  g(x) —gla)  g()
Si x — a entonces a, — a. De esto tltimo y la igualdad anterior se concluye el resultado.
O

OBSERVACION 5.21. El resultado anterior también es vélido cuando se consideran limites
laterales (x — a™ 6 x — a~), cuando se consideran limites cuando z tiende a infinito
y también para limites de la forma 2. Para mds detalles ver los ejercicios de la guia de

problemas.

3. Funciones inversas.

El siguiente resultado, que es consecuencia del teorema de los valores intermedios, se

dejard como ejercicio.

TEOREMA 5.22. Sea I un intervalo y f : I — R una funcion continua. Si f es inyectiva

entonces f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en I.
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Recordemos que la imagen de un intervalo por una funcién continua también es un

intervalo.

TEOREMA 5.23. Sea I un intervalo y f : I — R wuna funcion inyectiva y continua.

Entonces f~1: f(I) — I es continua.

DEMOSTRACION. Basta considerar el caso f estrictamente creciente, ya que el caso de-
creciente se obtiene a partir de éste con un cambio de signo.

Cuando f es creciente se tiene que f~! también es creciente (pruébelo).

Seae >0y ~y= f(c) € f(I). Vamos a suponer que ¢ no es un extremo de I. El caso en
que ¢ es un extremo se trata en forma completamente analoga.

Consideremos el intervalo (¢ — ¢, ¢ + ¢) alrededor de c. Entonces
fle—¢e) < fle) < flc+e).
Sea
5 = min{f(c +€) — £(), /() — Fle )}
Siye f(I)y |y —| < entonces
fle=e)<fle)—d<y<fle)+6< flete)
Como f~! es creciente entonces
c—e<fly) <c+e.

Luego
7 y) —cl <e

LEMA 5.24. Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable tal que f'(x) > 0 para todo x
de (a,b), o f'(x) <0 para todo x de (a,b) entonces f es inyectiva.

DEMOSTRACION. Supongamos que f'(x) > 0 para todo x de (a,b) (el otro caso es andlo-
80)-
Sean a, f € (a,b) con a < [3 entonces f es continua en [a, 5] y diferenciable en (a,b).
Aplicamos el teorema de valor medio de Lagrange en [a, §] y encontramos ¢ € («a, 3) tal que
f(B) — fla
oy = 1O = fe)
0 —«
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Como f'(c) >0y [ — a > 0 obtenemos que f(f) > f(«). Por lo tanto f es inyectiva en
(a,b).
]

TEOREMA 5.25. Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable tal que f'(x) > 0 para todo
x de (a,b), o f'(x) < 0 para todo x de (a,b) y sea g su funcion inversa (considerando el
dominio de g como el rango de f). Entonces g es diferenciable y
1
/
g(f(x)) =
() = 75

La demostracion de este teorema queda como ejercicio.

4. Teorema de Taylor.

TEOREMA 5.26. Sea f : [a,b] — R una funcién tal que f', f",..., f™ estin definidas
en [a,b], (n un entero positivo).

Sean o y x distintos puntos del intervalo |a,b] y sea

(t —a)k.

DEMOSTRACION. Es facil probar que P®) (o) = f*)(a) para k =0,1,...,n — 1.
Consideremos a = como un punto fijo de R.

Sea M € R dado por

entonces
f(z) = P(z)+ M(z — a)".

Sea g la funcién de variable ¢ definida por

Derivando con respecto a t obtenemos que
gt)=[f'{t) = P'(t) = nM(t —a)"".

Como P'(«a) = f'(«) obtenemos que ¢'(«) = 0.
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Si seguimos derivando, obtenemos
g B () = fB @) = PO @) —n. . ... (n—k+1M(Et—a)"
Usando que P¥(a) = f*®)(a) para k= 0,1,...,n — 1 obtenemos que

gla) = g/(a) =+ = ¢" V(a) =0,

Por la forma en que se escogié M se tiene que g(x) = 0, del teorema de Rolle sigue que

existe un x; entre a y x tal que
g'(x1) = 0.
Como ¢'(a) = 0, por el teorema de Rolle, existe x5 entre o y x; tal que
g"(z2) = 0.
Después de n pasos llegaremos a la conclusién de que
9" (n) =0

para algtin z,, entre a y x,,_1. Pero x,, también estd entre a y x.
Tomemos ¢ = x,,.

Para a <t < b tenemos
P (t) =0
y por lo tanto
g™ () = f™(t) — n!M.

Luego

De donde

5. Significado del signo de la derivada segunda.
DEFINICION 5.27. Sea f : (a,b) — R una funcién. Se dice que f es conveza si
PO+ (1= A)o) < Af(u) + (1= N f(v)

para todo u,v € (a,b), A € (0,1).
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OBSERVACION 5.28. Graficamente f convexa quiere decir que dados dos puntos del gréfi-
code f, (u, f(u)) y (v, f(v)), el gréifico de f queda por debajo del segmento que une a este
par de puntos.

Para verificar esto, notemos que la ecuacién de la recta que une (u, f(u)) con (v, f(v)) es

f(u>_f(v)(:c—u)

y=flu)+—=——
por lo tanto la altura de esta recta para x = A+ (1 — A)v es Af(u) + (1 — ) f(v).

TEOREMA 5.29. Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable. Si f' es creciente entonces

f es conveza.

DEMOSTRACION. Sean u,v € (a,b), u < v, A € (0,1) y sea 2 = Au+ (1 — A)v. Note que
I-=MNv—2)=1-XNv—(1=-Nz=z—-Au—(1=X)z=Az—u).

Debemos probar que f(z) < Af(u) 4+ (1 — \) f(v).
Como f(z) = Af(z) + (1 — X)f(z), es lo mismo demostrar que

(=) + (1= N F(2) € Af(u) + (1= N f ().

Por lo tanto basta probar que

Af(z) = fw) < (1= N(f(v) = f(2)).

Por el teorema del valor medio existen cy d talesqueu <c<z<d<ovy

f(z) = f(u) = f'(e)(z = u), fw) = f(z) = f(d)(v = 2).

Sabemos que f’(¢) < f'(d). Ademés como (1 — A\)(v — z) = A(z — u) tenemos que

COROLARIO 5.30. Sea f : (a,b) — R una funcion dos veces derivable. Si f” es no negativa

entonces [ es convexa.
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DEFINICION 5.31. Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable. Se dice que xy € (a,b)

es un punto critico de f si f'(xg) = 0.

TEOREMA 5.32 (Criterio de la segunda derivada para clasificar los puntos criticos).
Sea f : (a,b) — R wuna funcién dos veces diferenciable y tal que f"” es continua.
Sea xy € (a,b) un punto critico de f.
Si f"(xo) > 0 entonces f tiene un minimo local en x.

Si f"(xo) < 0 entonces f tiene un mdzximo local en xq .

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente desarrollo de Taylor de f en z alrededor
de zq:

f"(c)

e -0 = fa) + L — o,

f@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) + 5

donde c esta entre z y xy. Luego
f(@) = f(z0)

Supongamos f”(zy) > 0. Como f” es continua, si = estd lo suficientemente cerca de z

entonces f”(c) > 0.

/() 2
= (x — o).

Por lo tanto f(z) > f(zo) si ¢ # xo y @ esta cerca de xy. Entonces f tiene un minimo
local en zg.

El otro caso es analogo. O

OBSERVACION 5.33. Sea g € (a,b).

El desarrollo de Taylor de f alrededor de xy con n = 2 es

F(&) = Flao) + £ o) — a0) + T3 (@ — o,

donde c esta entre x y xg.

La ecuacion de la recta tangente al grafico de f en el punto (xq, f(x)) es

y = f(zo) + f'(z0)(z — 20).

Asi que del desarrollo de Taylor podemos concluir que si f” > 0 entonces el gréafico de
f queda por encima de su recta tangente en cada punto, condicién que es equivalente a la

convexidad.
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Ejercicios.

Derivadas.

(1) Sea f(x) = |z|3. Hallar f'(z), f”(z) para cualquier x de R y demostrar que f"(0)

no existe.

(2) Sea f: R — R una funcién tal que
(@) = f)] < (z - )

para todo z, y en R. Demostrar que f es constante. ;Puede generalizar este resul-
tado?

(3) Supéngase que f es una funcién definida en un entorno de z y que f”(z) existe.

Demostrar que

. f($+h)+f($—h)—2f($)_ "
i B2 = /@),

Dar un ejemplo que muestre que el limite anterior puede existir aunque f”(z)

no exista.

(4) Sean f y g funciones que poseen derivadas de todos los 6rdenes y sea h = f - g

(a) Demostrar que

W (@) = f'(x) g(x) + 2f'(x) ¢ (v) + F(x) " (@).

(b) Demostrar que si n es un entero positivo entonces
& n!
B (1) = IR () (n=k) (1)
@)= i1 ! @ 8" @)

(Este resultado lleva el nombre de féormula de Leibnitz)

(5) Sea f una funcién definida en un intervalo [a,b] que tiene derivada por la derecha

en un punto ¢ € [a, b]. Demostrar que f es continua por la derecha en c.

(6) Sea f la funcién definida por

x si x es racional;
flz) =

senx sl x es irracional.

Probar que f’(0) = 1.
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(7) Demostrar o dar un contraejemplo:
Si f: (a,b) — R es una funcién diferenciable en ¢ € (a,b) y f'(c) > 0 entonces

f es creciente en un subintervalo abierto de (a,b) que contiene a c.

(8) Demostrar que no existe k en R tal que la ecuacién
* —3x+k=0

tenga dos soluciones en [0,1].

(9) Demostrar que si

C Cp Cy
Cot — 4+ 4+ —= +

=0,
2 n n+1

donde Cy, ... C, son constantes reales, entonces existe z € (0,1) tal que

C() + Cll' + -4 Cn_ll‘n_l + Cnl‘n = 0.

(10) Supdngase que f estd definida y es diferenciable para todo x > 0 y que f'(z) — 0

six — 400. Sea
g(x) = flz+1) — f(2).

Demostrar que g(z) — 0 si z — +00.

(11) Supdngase que
f es continua para x > 0.
f es derivable para x > 0.
£(0) = 0.
f' es mondtona creciente.

Sea

Probar que g es mondtona creciente.

(12) Demostrar que entre todos los rectangulos de igual perimetro, el que tiene mayor

area es el cuadrado.
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(13) Trazar los gréficos de las siguientes funciones:

2?41
(2) f() = @ s = =
2+ 1
b T) = 22
¢) f(z) =e* 23
I () f(z) =

(14) Demostrar, sin calcular v/66 , que

1 1
- < V66 -8 < -.
9 8

(15) Supdngase que f es n veces derivable y que f(x) = 0 para n + 1 diferentes valores

de x. Demostrar que f™(x) = 0 para algiin .

(16) Demostrar que si f es una funcién inyectiva, derivable en un intervalo y

f'(f~Y(a)) = 0 entonces f~! no es derivable en a.

(17) Demostrar el siguiente Teorema:
Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable tal que f’(z) > 0 para todo x de
(a,b), o f'(x) < 0 para todo x de (a,b) y sea g su funcién inversa. Entonces g es

diferenciable y

(18) Deducir las férmulas para las derivadas de las funciones arcsen, arccos, arctan,

arcsec, etc...

(19) * Demostrar que si | f| es derivable en a y f es continua en a entonces f es derivable

en a.

(20) ** Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) =0y |f'(z)] < |f(x)| para
todo x € R. Demostrar que f(z) = 0 para todo x € R.
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(21) Sea f : (a,b) — R una funcién continua. Supongamos que para cierto ¢ € (a,b) se
cumple que f es derivable en (a,c) y en (¢,b) y que lim,_.. f'(x) = L. Demostrar

que f es derivable en cy f'(c) = L.

(22) Demostrar que si € R entonces

—+00
x2n+l

senz = Z(—l)"m

n=0

Hallar férmulas similares para las funciones cos, exp, cosh y senh.
(23) Demostrar que senz < x para todo x > 0.

(24) Sea f : [a,b] — R derivable y tal que f’ es continua en [a,b]. Demostrar que para
cada € > 0 existe § > 0 tal que

f{t) — f(x)

t—2x

— fllx)] <e

si0<|t—z]<d,a<x t<hbh.

(25) Sea f : R — R una funcién derivable. Demostrar que si existen lim, ., f(z) y

lim, .y f'(x) y son finitos entonces lim, ., f'(x) = 0.

(26) Dar un ejemplo de una funcién derivable f : R — R tal que existe lim, ., f(z) y

es finito y no existe lim, ., f'(x).

(27) Demostrar las siguientes variantes de la regla de L’Hopital (colocar en detalle las

hipdtesis adecuadas en cada caso).

!
(a) Silimg, ..+ f(x) =lim, .+ g(x) =0, y lim,_,+ % = [, entonces
g'(z
lim, 4+ @ =l
()
!
(b) Silim, .- f(z) =1lim, .- g(z) =0, y lim, .- % = [, entonces
g'(z

f(z)

lim,_,,- —= = 1.

g9(z)



96 5. DERIVADAS.

!
c) Silim, ., f(z) =lim,_,, g(x) =0, y lim,_,, ——= = +00, entonces
Si lim,_q f(z) = i If *; gg
lim,_., M = +00
9(x)
/
ilim,_, f(z) =lim,_,g(z) =0, y lim,_, —— = —o00, entonces
() Si lim, ., £(2) = lim, , g(z) = 0, y I 98
lim,_., M = —00
9(x)
/
e) Silim, .+ f(z) =lim, .+ g(z) =0, y lim,_,+ —I) = 400, entonces
() Si i, ) = Lo gla) = 0. lim, e T2
lim, .+ @ =400
9(x)
!
ilim, .~ f(z) =1lim, .- g(x) = im,_,,- _x) = 400, entonces
(1) Sl f(2) = i, g(a) =0,y limem 2320 = 400,
lim,_,,- M =400
9(x)
/
(g) Silim, ..+ f(z) =lim, o+ g(x) =0, y lim, .+ Tx)) = —00, entonces
g (x
tmy e L8 — _
9(x)
/
(h) Silim, .- f(z) =1lim, .- g(z) =0, y lim,_,- % = —00, entonces
g (x
tim, . 1®) _
9(x)
/
(1) Silimg;joo f(2) =M, i0og(z) =0, y limy 4o % = [, entonces
g (x
) f(z)
lim, o —= =
(o) 1
Indicacién: Considerar lim,_,o+ —“i_”
g(3)
/
(j) Silim, o f(z) =lim,_g(x) =0,y lim, % = [, entonces
TG )
9(x)

f'(x)

(k) Silim, o0 f(2) = im0 g(z) =0, y im0 =

g'x)
f@) _

TN A G
0 g(x)

= 400, entonces
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. . 0
Notar que hasta ahora sélo se han considerado limites de la forma o En este

.. . _ oo . . .
ejercicio se consideran limites de la forma — y requiere de mayor manipulacion.
00
Si
lim f(z) = lim g(x) = +o0,

r——+00 Tr——+00
y
/
A )
=+ (@)
entonces
lim M =
r—too g()
Indicacion:

Para todo € > 0 existe a € R tal que

/()
g'(x)
Por el teorema del valor medio de Cauchy se tiene que

—l‘<5 para x > a.

f—so)_,
9(z) = g(a)

‘<€ para x > a.

Notar que

flo) _ fla)—flo)  fl@)  g(z)—g(a)

Finalmente establecer el siguiente resultado:

Si
igl[q]f(x) = iigr[l}g(m) ={}
' /()
"(z

) @) %
entonces

o 1)

L

donde [ ] puede ser a, a™, a=, +00 &6 —o0; { } puede ser 0, +00 6 —o0 y ()

puede ser [, +00 6 —o0.
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(28) Hallar los siguientes limites:

(a) lim —— (@) Jim o sen ;)
z—11 — sen (”—;)
e ) lfm 2007
(b) ngfoo 210000 z—0 sen 8T
z?sen (1)
,  senxw 0 1 P
(¢) lim (®) 220 sen x

Tr— 400 €T

(29) Sea
1

z* sen? (—) six #0;
x

0 st x = 0.

fz) =
Demostrar que:
(a) f posee un minimo local en 0.
(b) f(0) = f"(0) = 0.

(c) f no es creciente en ningun intervalo a la dercha de 0 y no es decreciente en

ningun intervalo a la izquierda de 0.



CAP{TULO 6

Lectura recomendada: El método de la tangente de Newton.

1. Idea geométrica.

Dada una funcién f : R — R queremos hallar una solucién de la ecuacién f(z) = 0. Es

decir queremos hallar z* € R tal que f(z*) = 0.
Supongamos que f es derivable.

Sea 1 € R un punto cualquiera, consideremos la recta L, tangente al grafico de f en el

punto (1, f(z1)).

La ecuacién de L, es
y = f(z1) + f'(z1)(x — 1)
Sea x5 € R el punto de corte de la recta Ly con el eje x, entonces
0= f(21) + f'(21) (22 — 21),

es decir,

f(%)
f(@1)

To = T1 —

Podemos repetir este proceso: considerar la recta Lo, tangente al grafico de f en el punto

(22, f(22)), hallar su punto de corte 3 con el eje x, y asi sucesivamente.

De esta manera se obtiene una sucesiéon, definida en forma recursiva, dada por

f(xr)

Tkt1 = Tk — f/<xk>

El siguiente grafico sugiere que la sucesién {x} converge a una solucién de la ecuacién

f(z)=0.

99
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X' Xkp2 Xkpq Xk X

FicuraA 6.1. Método de la tangente de Newton

Se puede probar que, bajo ciertas hipdtesis, la sucesion {xy} converge a un nimero z* tal
que f(z*) = 0. En la Seccién 3 de este Apéndice se estudia con mds detalle este problema,
considerando una sucesién ligeramente modificada.

El método de la tangente de Newton no siempre funciona bien, a continuacion se ilustran
graficamente situaciones en las que el método puede resultar inadecuado.

En el siguiente ejemplo, la tangente al grafico de f en el punto (xs, f(x2)) es horizontal

(f'(z2) = 0), por lo tanto x3 no esté definido.

Y

X2 X1 X

FiGURrA 6.2.
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En el siguiente ejemplo la sucesion se aleja del punto que estamos buscando.

y

A

Xo Xz X1y

X
FIGURA 6.3.
En el siguiente ejemplo la sucesién oscila entre dos puntos.
yl
X

Ficura 6.4.

2. Construccién de una sucesién de Cauchy de

numeros racionales que no tiene limite racional.

El método de la tangente de Newton puede ser utilizado para construir una sucesién de
nimeros racionales que converge a v/2. De esta manera es posible obtener una sucesién de
Cauchy de nimeros racionales que no tiene limite racional.

Consideremos la funcién f(x) = x2—2, los ceros de f son £+/2, si comenzamos la iteracién

de Newton con x; = 2 deberiamos obtener una sucesién que converge a V2.
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En este caso

f(xx)

Tt+1 = Tk — f’(xk)

2
i — 2

=T —

2xk
42
N 2:Bk

El objetivo del siguiente ejercicio es demostrar que la sucesién {z;} es de Cauchy y que

no puede tener limite racional.

EJERCICIO 6.1.

Considerar la sucesién definida por

1‘1:2

2$k N 2 T

Tr41

Demostrar:

(1) zj es racional para todo k.
(2) 1 < xp < 2 para todo k.
(3) lwkr1 — wa| < glog — 2pa -
2
(4) La sucesion {xy} es de Cauchy.
(5)

5) No existe ningiin nimero racional ¢ tal que limy_,, rx = ¢.

3. Método de la tangente de Newton modificado.

Al utilizar el método de la tangente de Newton para aproximar los ceros de una funcién f
es necesario calcular f'(xy), f'(z2), etc... Existen formas de modificar la sucesién {x} para
simplificar los calculos. Una simplificacion que funciona bastante bien es la siguiente:

Supongamos que la derivada de f es acotada, que f tiene un cero en el intervalo [a, b] y
que f'(z) >0 en [a,b].

Sea M = max{f'(x) : © € [a,b]}, comenzamos con un punto x; y consideramos la recta
de pendiente M que pasa por el punto (x1, f(z1)), esta recta corta al eje x en el punto
5]

M

Si continuamos repitiendo este proceso obtenemos la siguiente sucesion:

fla)
o,

To = T1 —

Tgy1 = Tk —
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La siguiente gréafica sugiere que, si tomamos x; en forma adecuada debemos aproximarnos

a un cero de f.

pendiente = M

X X3 Xo X1 X
FIGURA 6.5. Método de Newton modificado

La demostracién de la convergencia de este método no es dificil y la damos a continuacion.

DEFINICION 6.2. Sea I C R un intervalo y sea ¢ : I — I una funcién. Se dice que ¢ es
una contraccion si existe r, 0 < r < 1, tal que
o(x) = e(y)] < rlz —y|

para todo z,y € I.
OBSERVACION 6.3. Claramente toda contraccién es una funcién continua.

TEOREMA 6.4. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea ¢ : [a,b] — [a,b]
una contraccion. Entonces existe un tunico punto x* € [a,b] tal que p(z*) = z*. Mds ain, si
x1 € la,b], la sucesion definida por

Ty1 = ()
converge a x*
DEMOSTRACION.

Demostremos primero la existencia.

Sea x1 € [a, b] arbitrario.
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Consideremos la sucesion definida por zx41 = ¢(xy). Entonces

[Tns = al = [9(0) — G0 1)] < lm — T,
de donde sigue por induccién que |z, 1 — x,| < 7" Yy — 11|. Luego, si 0 < n <m
|0 = Tn| < fwn = Znga| + - [Ty — T
< ("™ Y g — 2y
<" A4+ 4 )| — 2,

usando la féormula para la suma de la serie geométrica se obtiene

@y — 24
1—7r

De esta ultima desigualdad sigue inmediatamente que la sucesién {z, } es de Cauchy, por

|xn - xm| S

lo tanto converge a un punto z* € [a,b]. Como ¢ es continua

o(z*) = lim p(z,) = lim 2,4 = lim z, = z™.
n—oo n—oo n—oo
Finalmente, para demostrar la unicidad, supongamos que z** € [a,b] y @(x™) = z**.
Entonces

k% >)<|

|z™ —

= lp(@™) = p(a")| < rfa™ — 27|

*

Como r € (0,1) tenemos que x** = x*.

OBSERVACION 6.5. Un punto tal que ¢(z*) = z* es lo que se llama un punto fijo para
. El teorema anterior es un caso particular del teorema del punto fijo en espacios métricos,

que dice que “Toda contraccién en un espacio métrico completo posee un tinico punto fijo”.

TEOREMA 6.6. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una

funcion diferenciable. Supongamos

(a) fla) <0< f(b),
(b) Ezisten m, M € R tales que 0 < m < f'(z) < M para todo x € [a,].

Entonces, si x1 € [a,b], la sucesion definida por

f(xx)

T+1 = Tk — —M

converge al inico punto x* € [a,b] tal que f(z*) = 0.
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DEMOSTRACION. Sea ¢ : [a,b] — R definida por

Vamos a probar que ¢ es una contraccién de [a,b] en [a,b]. Como ¢'(z) = 1 — [f(x)/M]
tenemos que

m

(6.1) OSgp’(m)Sl—M:r<1
para todo x € [a, b], por lo tanto ¢ es una funcién no decreciente. Luego
b
a<a—%: (a)gcp(x)gcp(b):b—%<b

para todo z € [a, b]. De esta tltima desigualdad se concluye que ¢[a, b] C [a,b] y del teorema
del valor medio y la desigualdad 6.1 sigue que ¢ es una contraccion.

Del Teorema anterior sigue inmediatamente el resultado. 0

EJERCICIO 6.7. Utilizar el Teorema anterior para demostrar que la sucesién definida por
I = 2

2+4l‘k—$i

Tp41 = 1

es convergente. También hallar su limite.

EJERCICIO 6.8. Demostrar directamente que la sucesién definida en el ejercicio anterior

es de Cauchy.

EJERCICIO 6.9. Construir una sucesién de nimeros racionales que converja a v/5.






CAP{TULO 7

Lectura recomendada: De los

numeros naturales a los nimeros reales.

1. Introduccion.

El propésito de este apéndice es dar una vision, a través de ejercicios, de como se pueden
ir obteniendo las distintas clases de nimeros.

El cuerpo de los niimeros racionales QQ, puede ser construido a partir del conjunto de los
nimeros enteros Z y este tltimo se puede construir a partir del conjunto N de los ntimeros
naturales. El conjunto de los niimeros naturales se puede obtener a partir de la teoria de
conjuntos o, en forma axiomatica, a partir de los axiomas de Peano.

El cuerpo de los niimeros reales R, se puede construir a partir del cuerpo de los ntimeros
racionales. Existen dos métodos para esta construccion, el de las cortaduras de Dedekind y
el de las sucesiones de Cauchy; la construccién que daremos usa este ltimo método.

Para quien quiera profundizar mas en el tema la siguiente bibliografia puede serle til:

En el libro de Cohen y Ehrlich [3] se pueden encontrar las construcciones de N, Z, Q y
R, N lo construye a partir de los axiomas de Peano.

El libro de Halmos [5] es una excelente introduccién a la teoria de conjuntos. En él se
encuentra una construccién de N a partir de la teoria de conjuntos.

Una construccion de R usando el método de las cortaduras de Dedekind se puede encon-
trar en el libro de Rudin [9].

2. Los numeros naturales.

En esta seccién vamos a ver como es posible obtener el conjunto N de los nimeros
naturales a partir de los axiomas de Peano.

La idea es bastante sencilla, si examinamos la lista de los niimeros naturales:
1,2,3,4,...

observamos que cada nimero natural tiene un sucesor y todo niimero natural es el sucesor de
otro, salvo el 1. También es importante observar que todos los niimeros naturales se pueden

obtener comenzando del 1 y considerando sucesores repetidamente.

107
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Los axiomas de Peano son los siguientes:
Existe un conjunto N y una funcion S : N — N tales que:
A; S es inyectiva.
Ay S no es sobreyectiva.
A5 (Axioma de induccién) Si u es un elemento de N que no estd en la imagen de S'y
M es un subconjunto de N tal que:
(1) ue M
(2) S(n) € M, siempre que n € M
entonces M = N.
Sin € N, el sucesor de n es S(n).

(1) Demostrar que existe exactamente un nimero natural que no es el sucesor de ningin

otro nimero natural.
Por 1 denotaremos al inico niimero natural que no es el sucesor de ningtn otro.

(2) Demostrar que S(n) es diferente de n para todo n.

Se puede demostrar lo siguiente (ver [3]):

(i) El conjunto de los nimeros naturales es igual a

{1,5(1),S(5(1)), S(S(S(1))),...}.

(ii) Existe una tnica operacién binaria, +, que llamaremos suma en N tal que:
(a) m+ 1= S(m) para cada m € N,
(b) m + S(n) = S(m + n) para cada m,n € N,

(c) + es asociativa y conmutativa

iii) Existe una tnica operacién binaria, -, que llamaremos producto en N tal que:
iii) Fxist ni ién binari 1l duct N tal
(a) m-1=m para cada m € N,
(b) m
(c) - es asociativa y conmutativa
(d) -

S(n) =m-n+m para cada m,n € N,

- es distributiva con respecto a +: m-(n—+p) = m-n+m-p para cadam,n,p € N.
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Sin,m € N, diremos que m < n si existe p € N tal que m + p = n. Por supuesto
m<nsim<n,bsin=m.

(iv) Sim,n € N solamente se cumple una de las siguientes: m =n, m <n 6 m > n.
(v) Sean m,n,p € N. Sim < nyn < p, entonces m < p.

3. Los nuimeros enteros.

La construcciéon de los enteros a partir de los naturales es bastante sencilla.

En el conjunto N x N = {(m,n) : m,n € N} se define la siguiente relacion:

(m,n) ~ (p,q) si m+q=np+n.

(1) Demostrar ~ que es una relacién de equivalencia.

DEFINICION 7.1. Un nimero entero es una clase de equivalencia con respecto a

la relacion ~.
Como es usual el conjunto de los niimeros enteros lo denotaremos por Z.

(2) Demostrar que si (m,n),(m/,n’),(p,q), (p’,¢) € Nx Ny (mn) =~ (m/,n),
(p,q) =~ (p',q) entonces

(m+p,n+q)~m+p,n+q¢),

(mp + ng,mq +np) = (m'p' +n'q’,m'¢" +n'p’).

Denotemos por (m,n) a la clase de equivalencia de (m,n).

DEFINICION 7.2. El producto vy la suma de enteros se definen de la siguiente

manera:

(m,n)+z (p,q) = (m+p,n+q),

(m,n) -z (p,q) = (mp + ng, mq + np).
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(3) Demostrar que +7 y -z estédn bien definidas.
Usaremos + y - en vez de +z y -z cuando no se preste a confusion. También,

como es usual, escribiremos ab en vez de a - b.

(4) Demostrar que (Z, 47, -z) es un anillo conmutativo con identidad, es decir, satisface

las propiedades (P1) a (P7) y (P9) enunciadas en el Capitulo 1.

(5) Demostrar que si a,b € Z y a -z b = 0z entonces a = 0z 6 b = 0z. Por lo tanto

(Z, 4z, -z) es un domino de integridad.

(6) Demostrar que la funcién ¢ : N — Z definida por

es inyectiva y preserva las operaciones de suma y producto.

Lo anterior nos permite identificar N con un subconjunto de Z. Si n € N, en vez

de escribir (n,0), escribiremos simplemente n y definimos —n por —n = (0, n)

(7) Demostrar que n + (—n) = 0.

(8) Demostrar que Z = NU {0} U (—N) y que la unién es disjunta.

(9) Definir a < b para a,b € Z y demostrar las propiedades bésicas de <.

4. Los nimeros racionales.

La construccién del cuerpo de los ntimeros racionales a partir de los nimeros enteros
también es bastante sencilla. Como esta construccion tiene bastante similitud con la de los
enteros, daremos menos detalles.

En el conjunto Z x Z* = {(a,b) : a,b € Z,b # 0} se define la siguiente relacién:

(a,b) = (c,d) si ad = be.

(1) Demostrar ~ que es una relacién de equivalencia.
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DEFINICION 7.3. Un nimero racional es una clase de equivalencia con respecto

a la relacion =~.

Como es usual el conjunto de los niimeros racionales lo denotaremos por Q.

(2) Demostrar que si (a,b),(d, V'), (c,d),(¢,d) € Z x Z" y (a,b) =~ (d,V),

(c,d) = (d,d') entonces
(ad + be,bd) =~ (d'd + V' b'd),

(ac,bd) =~ (a'd,b'd").

Denotemos por (a, b) a la clase de equivalencia de (a,b).

DEFINICION 7.4. El producto y la suma de racionales se definen de la siguiente

manera:

(a,b) +q (¢,d) = (ad + be, bd),

(a,b) ¢ (¢, d) = (ac, bd).

(3) Demostrar que +q y g estdn bien definidas.
Usaremos + y - en vez de +¢ y -g cuando no se preste a confusiéon. También,

como es usual, escribiremos ab en vez de a - b.

(4) Demostrar que (Q, +q, ‘@) es un cuerpo ordenado, es decir satisface las propiedades
(P1) a (P12) enunciadas en el Capitulo 1.

(5) Demostrar que Z se identifica, en forma natural, con un subconjunto de Q.

5. Construccién del cuerpo de los niimeros reales

mediante el método de sucesiones de Cauchy.

DEFINICION 7.5. Sea {z,} una sucesién de nimeros racionales. Diremos que {x,} es de
Cauchy si para cada numero racional £ > 0 existe N € N tal que si n,mm > N entonces

Ty — x| < €.

Sea C el conjunto de las sucesiones racionales de Cauchy.
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(0) Demostrar que la suma y el producto de sucesiones de Cauchy es una sucesién de
Cauchy. Demostrar que el cociente de una sucesiéon de Cauchy entre otra sucesion
de Cauchy que no se anula y que no tiene limite cero es también una sucesion de
Cauchy.

En C se define la siguiente relacion ~:
Si {z,} €C, {y,} € C diremos que {z,} ~ {y,} si limz, —y, = 0.
(1) Probar que = es una relacién de equivalencia.

(2) Sea ¢ € Qy {x,} € C. Demostrar que limx,, = ¢ si y s6lo si {z,} ~ {q} donde {q}

es la sucesion {q,q,q, ... }.

DEFINICION 7.6. Un nimero real es una clase de equivalencia con respecto a la

relacion ~.

El conjunto de los niimeros reales lo denotaremos por R.

Por {z,} denotaremos a la clase de equivalencia de la sucesién {z,}.

(3) Sean {wn}, {yn}, {2}, {y} € C tales que {w,} = {a7}, {yn} ~ {y,}-

Demostrar:
(a) {@n +yn} = {2}, + ¥}
(b) {zn - yn} = {2}, - 4}

DEFINICION 7.7. La suma y el producto de nimeros reales se definen asi: Si

r,y € Ry z={x,},y={y,} entonces

x+Ry:{xn+yn}

x‘Ry:{xn'yn}

(4) Demostrar que +g y -r estan bien definidas.

Cuando no se preste a confusiéon escribiremos + y - en vez de +g y ‘g.
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(5) Probar que en R se satisfacen las propiedades (P1) a (P9) enunciadas en el Capitulo

1. Es decir (R, +g, ‘r) es un cuerpo. (Og = {0} , 1g = {1})
Diremos que = € R es positivo si x # 0y x = {x,}, donde z,, > 0 para todo n.
Sea P el conjunto de los ntimeros reales positivos.

(6) Demostrar que P satisface las propiedades (P10), (P11) y (P12) enunciadas en el
Capitulo 1.

Q se puede identificar con el conjunto de los niimeros reales de la forma @,

q € Q.

(7) Verificar que la identificacién anterior preserva el orden y las operaciones de suma

y producto.

(8) Demostrar que Q es denso en R, es decir, siz € Ry e > 0, (¢ € R) existe ¢ € Q tal
que |z —q| < e.

(9) Demostrar que entre dos nimeros reales existe un nimero racional.
(10) Demostrar que R es Arquimediano.
(11) Demostrar que R es completo, es decir, toda sucesién de Cauchy en R es convergente.
(12) Demostrar que todo subconjunto acotado de R posee supremo.
(13) Demostrar la unicidad de R:
Si I es otro conjunto en el que estan definidas operaciones de suma y producto
y se satisfacen las propiedades (P1) a (P13) entonces F y R son isomorfos, es decir

existe una biyeccién entre F y R que respeta las operaciones de suma, producto y

el orden.
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OBSERVACION 7.8. Al construir R mediante el método de sucesiones de Cauchy se obtiene
como resultado inmediato que toda sucesion de Cauchy es convergente. La propiedad del
supremo (P13) se obtiene posteriormente.

Lo que ocurre es lo siguiente:

Si un cuerpo satisface las propiedades (P1) a (P12) entonces las siguientes propiedades
adicionales son equivalentes:

(P13) la propiedad del supremo

(P14) el cuerpo es Arquimediano y toda sucesion de Cauchy es convergente.
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