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Prologo

Esta guia ha sido concebida para ser utilizada en la segunda parte del curso de

Andlisis I de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de Ciencias.

En este curso se debe dar una visién rigurosa del célculo diferencial y del calculo integral

en una variable. Esta guia comienza con una discusién del concepto de integral.

Los siguientes temas son tratados con rigurosidad y en forma exhaustiva:

(1)

(5)

(6)

Integral de Riemann, definicién, funciones integrables; integrales superior e infe-
rior, condicién de integrabilidad de Riemann, ejemplos de funciones no integrables.
Teorema fundamental del Calculo, integraciéon por partes.

La funcién logaritmica, la funcién exponencial y las funciones trigonométricas.
Series infinitas, convergencia absoluta y condicional, reordenamiento. Multiplicacién
de series.

Sucesiones de funciones, convergencia uniforme, relacién con continuidad, diferen-
ciacion e integracién. Convergencia de series de funciones. Condiciones suficientes.
Teorema de Weierstrass.

Integrales impropias del primer tipo. Valor principal de Cauchy, pruebas de conver-
gencia, integrales y series. Integrales impropias del segundo tipo.

Series de potencia, intervalos de convergencia, derivadas. Teorema de Taylor.

Se ha incorporado un ultimo capitulo, donde se hace una breve introduccion a las series

de Fourier.

Aunque la defincion rigurosa de las funciones exponencial, logaritmica y trigonométricas

se hace en lo capitulos 2 y 3, estas funciones y sus propiedades son usadas, suponiendo un

conocimiento previo intuitivo, en la parte previa a estos capitulos.

Tanto el trabajo de mecanografia como la elaboracion de los graficos estuvo a cargo de

los autores. Agradecemos cualquier observacién o comentario que deseen hacernos llegar.

Ramoén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Febrero 2005.
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CAPITULO 1

Integrales.

1. Definicion de la integral de Riemann.

DEFINICION 1.1. Sean a,b € R, a < b. Una particion del intervalo [a,b] es una coleccién

finita de puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.

Los puntos de una particién pueden ser numerados como tg,tq,...,t,, de forma tal que

el conjunto quede ordenado de la siguiente manera
a=t, <t; < -+ <t,_1<t,=0b

Al hablar de una particion siempre supondremos que estd ordenada de la forma anterior.

DEFINICION 1.2. Sean a,b € R, a < by f : [a,b] — R una funcién acotada. Sea
P ={t,,t1,...,t,} una particién del intervalo [a, b].

Para 1 <14 < n, sean

La suma inferior de f correspondiente a P, se denotard por L(f, P) y es
L(f,P) =) my(t; — ti_1).
i=1
La suma superior de f correspondiente a P, se denotard por U(f, P) y es

U(f,P) = ZMi(ti —ti 1)

A continuacién ilustramos, mediante ejemplos gréficos, el significado geométrico de L( f, P)
y de U(f, P).
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La suma de las dreas de los rectangulos sombreados es L(f, P).

It t4 to i3 ty X

FIGURA 1.1. Suma inferior

La suma de las dreas de los rectangulos sombreados es U(f, P).

y
| t, I to ts ty X

F1GUurA 1.2. Suma superior

El siguiente dibujo nos ilustra la suma superior para la funcién f(z) = sen z en el intervalo
[0, 10], con la particién {0,1,2,...,10}.

72 3\4 56/ 7 s 9 \10

_|
Xo

F1GURA 1.3. Suma superior para f(z) = senx

El siguiente dibujo nos ilustra la suma inferior para la funcién f(z) = senz en el mismo

intervalo [0, 10], con la misma particién {0,1,2,...,10}.
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yl\

A 4

FIGURA 1.4. Suma inferior para f(z) = senz

OBSERVACION 1.3. La hipétesis f acotada es esencial para poder garantizar que tanto
M, como m; estan definidos.
También es necesario definirlos como supremo e infimo y no como maximos y minimos,

ya que f no se supone continua.
El siguiente resultado es inmediato.
PROPOSICION 1.4. Si P es una particién de [a,b], entonces

L(f, P) <U(f, P).

LEMA 1.5. Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b]. Si P y Q son dos

particiones del intervalo |a,b] tales que P C Q) entonces

L(f,P) < L(f,Q) < U(f,Q) < U(f, P).

DEMOSTRACION.

La desigualdad del medio es consecuencia de la Proposicion [1.4!

Probaremos la desigualdad para sumas inferiores.

Consideremos primero el caso especial en que @) contiene exactamente un punto mas que

P, es decir, existe k tal que

P = {t07t17"‘7tk—17tk7"'7tn}) Q = {t07t17"‘7tk—17u7tk7"'7tn}7

donde

a=tg <1 <...<tp1<u<ty<...<t,.
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Sean
m; = mf{f(z): t;.y <z <t} parai=1,... n,
m' =mf{f(x): tp_1 <z <u},
m" =mf{f(z): u<z<t}
Es claro que my < m’ y my < m”. De donde
my(te — te1) = mp(u —teg +tp —u) <m'(u—tp_q) +m" (ty — u).

Por lo tanto

n

k—1
= Zmi<ti —tio1) + my(ty — te—1) + Z mi(t; —ti—1)
i=1 i=k+1

n

k-1
S Z mz(tz - ti—l) + m'(u - tk—l) + m"(tk — U) + Z mz(tz - ti—l)
i=1 i=k+1

= L(f,Q)

Claramente el caso general se obtiene facilmente a partir de éste.

La prueba de la desigualdad para sumas superiores es analoga y queda como ejercicio.

OJ
TEOREMA 1.6. Sea f una funcién acotada definida en el intervalo [a,b].
Si P y Q son particiones del intervalo [a,b], entonces
L(f,P) <U(f,Q).
DEMOSTRACION. Sea P’ una particién que contiene a P y a . Por el Lema 1.5
L(f,P) < L(f.P") <U(f,P") <U(f.Q).
OJ

DEFINICION 1.7. Una funcién acotada f definida en [a, b] es integrable sobre [a,b] si

sup{L(f, P) : P es una particién de [a,b]} = inf{U(f, P) : P es una particién de [a, b]}.
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DEFINICION 1.8. En caso de que f sea integrable el ntimero comiun de la definicién

anterior recibe el nombre de integral de f sobre [a,b] y se denota por
b
|

OBSERVACION 1.9. La integral que se estd desarrollando en estas notas lleva el nombre de
integral de Riemann. Es usual hablar de funcién integrable Riemann y de integral de Riemann
al referirse a los conceptos anteriores. La definicién anterior no es la que originalmente fue
dada por Riemann. Esta definicién fue dada posteriormente por Darboux y es equivalente a

la definicién original de Riemann. Para més detalles ver la Seccion 4.

EjempLO 1.10. La funcién f : [0, 1] — R dada por

1 siz
f@) = “C

0 sizel

no es integrable Riemann porque
sup{L(f, P) : P es una particién de [0,1]} =0

inf{U(f, P) : P es una particién de [0,1]} = 1.

EJEMPLO 1.11. Sea g : [0,2] — R la funcién definida por
1 siz=1
g(x) =
0 en otro caso

entonces ¢ es integrable en [0, 2] y fabg =0.

Para verificar esta iltima afirmacién basta notar lo siguiente:
Si P es una particion de [0, 2] entonces L(g, P) = 0.
Si 0 < e <1y consideramos la particién de [0, 2] dada por

P=1{0,1-¢/2,1+¢/2,2},
obtenemos que U(g, P) = ¢, de donde sigue que

inf{U(g, P) : P es una particién de [0,2]} = 0.
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TEOREMA 1.12. Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b]. Entonces f es

integrable sobre |a,b] si y sdlo si para cada € > 0 existe una particion P de |a,b] tal que
U(f,P)— L(f,P)<e.
DEMOSTRACION. Supongamos para cada € > (0 existe una particién P. tal que
U(f, F.) — L(f, F.) <e.

Como
inf{U(f, P) : P es una particién de [a,b]} < U(f, P.),
sup{L(f, P) : P es una particién de [a,b]} > L(f, P.)

se tiene que
0 < WU, P)} = sup{L(f. P)} S U(f, ) = L(f, P.) <.

De donde
0 < f{U(f, P)} — sup{L(f, P)} < 2.
P

Como esto tltimo es valido para todo € > 0, tiene que ser
WH{U(f, P)} = sup{L(S, P)}

De donde sigue que f es integrable.

Reciprocamente, supongamos que f es integrable. Entonces

WU P)) =supfL(.P)} = [ 7

Por lo tanto, dado £ > 0 existen particiones P’y P” del intervalo [a, b] tales que

b
U(f, P" </ f+e/2,

b
| 1-er<iup),
Luego

b b
UG -L P < [ fa5- [ res=e

Sea P una particién que contiene a P’ y a P”. Entonces

U(f,P)<U(f,P") v L(f,P) < L(f, P).
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De donde
U(f,P)—L(f,P)SU(f,P”)—L(f,P/)<€.

TEOREMA 1.13. Sea f una funcion continua definida en el intervalo [a,b]. Entonces f

es integrable en |a, b].

DEMOSTRACION. Como [a, b] es compacto f es uniformemente continua en [a, b].

Dado € > 0, sea § > 0 tal que si x y 2’ estén [a,b] y |x — 2’| < & entonces

|f(x) = f(a)] < m‘

Sea P = {to,t1,...,t,} una particién del intervalo [a,b] tal que |t; — t;_1| < ¢ para
1=1,2,...,n.
Para 1 <1 < n, sean

m; = inf{f(x) . ti,1 S T S tl},
M; = sup{f(x): t;_1 <z <t}

Por la continuidad de f existen y; v z; € [t;—1, ;] tales que f(y;) = m; v f(z) = M.

Por lo tanto

De donde

Por lo tanto f es integrable.
O

OBSERVACION 1.14. El reciproco del teorema anterior no es cierto, ver Ejemplo [1.11.
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DEFINICION 1.15. Si P = {tg,t1,...,t,} es una particién del intervalo [a, b], la norma de

P se define por
|P|| = max{t, —t;_1: i=1,...,n}.

De la demostracion del Teorema [1.13 se obtiene facilmente el siguiente resultado.

TEOREMA 1.16. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces para cada € > 0
existe 0 > 0 tal que

<e€

n b
Zf(ci)(ti—ti—l) —/ f

para toda particion P = {to,t1,...,t,} de |a,b] tal que ||P|| < & y para cualquier conjunto

de puntos {c¢;} tales que ¢; € [t;_1,1;].

OBSERVACION 1.17. El resultado anterior se suele expresar de la siguiente manera:

Si f es continua en [a,b] entonces

b n
/a = IEIEO; fle)(ts —tiza)

C; € [ti—lati]-
Las sumas que aparecen en la férmula anterior se conocen con el nombre de sumas de

Riemann de f.
La demostracion del siguiente teorema es bastante sencilla y quedara como ejercicio.

TEOREMA 1.18. Sean a < ¢ < b. Entonces f es integrable sobre [a,b] si y sélo si f es

integrable sobre |a,c| y sobre [c,b]. En este caso
b c b
Lo=[i[r
EJEMPLO 1.19. Veamos como calcular

b
/ 22dx.
0

Sea P, = {to,t1,...,t,} la particién de [0, b] dada por

ib
t=—
n
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La integral sera el limite cuando n tiende a infinito de la siguiente suma

= b
E : 2 _ § -2 _ -2
2 t,L (tz — ti_1> = 1 —n2 (tz — tz’—l) = —n3 1.

i=1 =1

Usando que
g 1
it = g+ D@En+1)
i=1

obtenemos

., B (n+1D)@2n+1)
> Bt —ti) = 5 :

n2
Tomamos limite cuando n tiende a infinito:

/bZEQda:: lim b_3(n+ )(Zn—i—l):ﬁ
0 n—+oo 6 n? 3

La demostracion del siguiente teorema quedara como ejercicio

TEOREMA 1.20.

(i) Si f y g son funciones integrables sobre |a,b] entonces f+ g es integrable sobre |a, b]

[rea=[oe[o

(ii) Si f es integrable sobre [a,b] y A € R entonces Af es integrable sobre [a,b] y

/a/\f:A/a f.

TEOREMA 1.21. Sea f integrable sobre [a,b|, tal que

y ademas

m< f(x) <M
para todo x de [a,b].
Entonces ,
m(b— a) S/ f<M(b-—a).
DEMOSTRACION. Sea P = {t,,t1,...,t,} una particiéon de [a,b]. Entonces
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Analogamente
U(f,P) < M(b—a).

De la definicién de integral

m(b—a) < L(f, P /f<Uf, P) < M(b—a).

OBSERVACION 1.22. Si f es integrable sobre [a, b] entonces existe
x
|
a
En este caso si queremos indicar la variable de integracion debemos escoger una letra

[ 1= s

Podemos definir F' : [a,b] — R dada por

:/xf.

TEOREMA 1.23. Si f es integrable sobre [a,b] y F estd definida por
n=[f

DEMOSTRACION. Por ser f integrable tenemos que f es acotada. Es decir existe M > 0

para todo z € [a, b].

diferente de x. Podria ser ¢, luego

entonces F' es continua en [a,b].

tal que
|f(z)] < M para todo x de [a,b].

Sea ¢ € [a, b], vamos a ver que f es continua en c.

e s[5 [1-

Como —M < f(x) < M se tiene que

Sea h > 0, entonces

c+h
—th/ f< Mh.

De donde
Fle+ h) - F(c)| = /

f)thsih>O.
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Con un argumento analogo para h < 0 se prueba que
|F'(c+h) — F(c)| < M|h| para todo h.

De esto ultimo sigue inmediatamente la continuidad de f en c.

2. Teorema fundamental del calculo.

TEOREMA 1.24. Sea f integrable sobre [a,b] y definamos F sobre |a,b] por

F(x):/:f.

Sea ¢ € (a,b). Si f es continua en c, entonces F' es derivable en ¢ y

Ademds, si f es continua en a entonces F'(a) = f(a) y si f es continua en b entonces

F’(b) = f(b).

DEMOSTRACION. Supongamos ¢ € (a,b) (el caso en que ¢ = a 6 ¢ = b quedard como
ejercicio).

Es claro que

Ferh =P %(/:Jrhf_/acf)—f(c)
_ %/Cc+hf(t)dt—%hf(0)

c+h c+h
_ % / f(t)dt—% / F(o)dt
1 ct+h

- 5[ uw-sem

Sea ¢ > 0 entonces existe 6 > 0 tal que si t € [a,b] y |t — ¢| < 0 implica |f(t) — f(c)] < e.

Sea h tal que |h| < 0.

Note que si h > 0y t € [¢,c+ h] entonces |t — ¢| < |h| < §. Por otro lado si h < 0y
t € [c— h, ] entonces |t — ¢| < |h] <.
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Sih>0

- |5 [ vo-sea

IN

).
c+h

HY TR

1

IN

elh| = e.

Analogamente para h < 0. Por lo tanto

lim F(c+h) — F(c)
h—0 h

= f(c).

COROLARIO 1.25. Si f es continua en [a,b] y f = ¢ para alguna funcion g entonces

[ =900

TEOREMA 1.26 (Teorema fundamental del calculo). Si f es integrable sobre [a,b] y f = ¢’

para alguna funcion g, entonces

[ 1=~

DEMOSTRACION. Sea P = {tg,t1,...,t,} una particién cualquiera del intervalo [a, b].
Por el teorema del valor medio, para cada i, 1 < ¢ < n existe un punto z; en el intervalo
(ti—1,t;) tal que
g(ti) —g(tica) = g' () (ti = tia) = flaa)(ti — tic1).

Sean

entonces

0, lo que es lo mismo
mi(ti —ti1) < g(t;) — g(tiza) < Mt — tizq).

Sumando estas desigualdades para ¢ = 1,...,n obtenemos

L(f,P) = Zmi(ti —ti1) < Zg(tz‘) —g(tic1) < ZMz‘(tz’ —ti) =U(f, P).
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Como

tenemos que
L(f,P) < g(b) — g(a) < U(f, P).
Como f es integrable entonces
b b
| 7= (L)} < 9(0) ~ gla) < tat U7 P} = [ .
a P a

Por lo tanto

b
/ f = g(b) - g(a).

3. Integracion por partes.

TEOREMA 1.27. Sean f y g funciones con derivada continua en |a,b]. Entonces

b b
| #a)g @ = 1®)90) - f@)gta) = [ F@pg(os

Este teorema es consecuencia inmediata de la férmula para la derivada del producto, su

demostracion quedara como ejercicio.

4. Lectura adicional: Equivalencia entre

la integral de Riemann y la de Darboux.

La idea intuitiva de calcular el area de una figura dividiéndola en pequenos rectangulos
se remonta a la antigiiedad, apareciendo en las culturas griega y egipcia.

La formalizacién del concepto de integral que ha sido desarrollada en estas notas usual-
mente es llamada integral de Riemann. Sin embargo otros matematicos también realizaron
contribuciones muy significativas en lo que se refiere a esta formalizacion, destacandose los

siguientes matemaéticos:

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Jean Gaston Darboux (1842-1917)

La definiciéon que originalmente dié Riemann fue la siguiente.
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DEFINICION 1.28 (Integrable segiin Riemann). Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y
acotado y sea f : [a,b] — R una funcién. Diremos que f es integrable Riemann en [a, ]
si existe A € R que satisface lo siguiente: para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
P = {to,t1,...,t,} es una particién de [a,b], {c1,...,¢c,} € [a,b] son tales que ¢; € [t;_1, ;]
y ||P]] < d, entonces

Z fla)ti—ti) —A| <e.

EJERCICIO 1.29. Demostrar que si f es integrable Riemann en [a, b], entonces el niimero

A que aparece en la defincién anterior es tnico.

Al niimero A que aparece en la Defincién [1.28/se le llama integral de Riemann de f sobre

[a,b]. A las sumas que aparecen en esta definicién se le llaman sumas de Riemann.

EJercicio 1.30. Demostrar que si f es integrable Riemann en [a, b] entonces f es acotada

en [a, b)].

INDICACION. Considerando € = 1 en la definicién obtenemos que existe § > 0 tal que si
P = {to,t1,...,t,} es una particién de [a,b], {c1,...,c,} € [a,b] son tales que ¢; € [t;_1,1;]
y ||P|| < 6, entonces

Z f(Cz)(tZ — ti—l) — Al <1.
i=1
Fijemos una particion P, = {zg,x1,...,2n} de [a,b], de norma menor que §. Sea
x € [a,b]; por simplicidad supongamos = € [a, x1].
Entonces tenemos que
N
=1

Por lo tanto
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|(f(x)=f(z1))(21 — a)| =
= |f(z)(21 —a) + Z flzi)(vi —wi) —A- (Z flzi)(wi —xia) — A) ‘

De esta tltima desigualdad acotamos f(x) en términos de |f(x;)| y 1 — a. De igual
manera podemos proceder en el resto de los intervalos de la particion.
[

Para facilitar la lectura precisamos un poco la Definicion [1.7.

DEFINICION 1.31 (Integrable segiin Darboux). Una funcién f definida en [a,b] es inte-

grable Darbouz sobre [a,b] si f es acotada y
sup{L(f, P) : P es una particién de [a,b]} = inf{U(f, P) : P es una particién de [a, b]}.
A este valor comun se le llama integral de Darbouz de f sobre [a, b].

Las sumas superior e inferior de una funcion con respecto a una particién también son

conocidas con el nombre de sumas de Darbouz.

Se tiene que la integral de Riemann y la integral de Darboux son equivalentes, mas

precisamente se cumple el siguiente resultado.

TEOREMA 1.32. Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una funcion.
Entonces f es integrable Riemann si y sélo si f es integrable Darbouxr y ambas integrales

coinciden.

Damos una serie de indicaciones para la demostracion.
Para demostrar que si f es integrable Riemann entonces f es integrable Darboux y ambas

integrales coinciden utilizar el Teorema 1.12.

Para demostrar que si f es integrable Darboux entonces f es integrable Riemann y ambas
integrales coinciden proceder de la siguiente manera:
Supongamos f integrable Darboux.

Demostrar primero el siguiente resultado.
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PROPOSICION 1.33. Sea M tal que |f(z)] < M para todo z € [a,b] y sea P una particion

de la,bl.
(a) Demostrar que si ¢ € |a,b] entonces

U(f, P) = U(f, PU{c}) < 2M||P]|

L(f, PU{c}) — L(f, P) < 2M|| P

(b) Demostrar que si Q es una particion que contiene a lo sumo n puntos mds que P

entonces

L(f,Q) — L(f, P) < 2nM|| P|

Sea ¢ > 0, por el Teorema 1.12/ existe una particion P, tal que

€

U(f,P,) — L(f,F,) < 3

Sea n el nimero de elementos de P, y sea § = <
8nM

Por la Proposicién anterior, si P es una particién de [a, b] tal que ||P|| < 0 entonces

o] o

U(f7P)_U(f7PUPo)§

=1 M

L(f,PUF,) = L(f,P) <
Utilizar esto para demostrar el siguiente resultado.
LEMA 1.34. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si ||P|| < 0, entonces

U(f,P)— L(f,P)<e.

Ya de este ultimo resultado concluye la prueba.

EJERrcICIO 1.35. Demostrar que la conclusién del Teorema [1.16/ se cumple suponiendo

solamente que f es integrable. Por lo tanto si f es integrable se cumple que

b n
L 7= pim et =t
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donde P = {tg,t,...,t,} se supone que es una particién de [a,b] y ¢; € [t;_1,t;].

OBSERVACION 1.36. Posteriormente a esta integral se han desarrollado otros tipos de

integrales entre las que destacan la de Lebesgue y la de Denjoy.
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Ejercicios.

Integrales.

(1) Sean a < b < ¢ < dy f una funcién integrable sobre el intervalo [a,d]. Demostrar

que f es integrable sobre [b, c|.

(2) Demostrar que si f es integrable sobre [a, b] y f(z) > 0 para todo x de [a, b] entonces

/abfzo.

(3) Demostrar que si f y g son integrables sobre [a,b] v f(z) > g(x) para todo x de

[ )

(4) Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b] que es acotada y que es continua en

la, b] entonces

todo punto de [a, b], con la excepcion de zy € (a,b). Demostrar que f es integrable
sobre [a, b].

Puede dar una generalizacion del resultado anterior?

(5) Supéngase que f es integrable sobre [a, b]. Demostrar que existe x en [a, b] tal que

[o=[r

(6) Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b].

[

entonces f(z) = 0 para todo x de [a, b].

Demostrar que si

(7) Supéngase que f es continua sobre [a, b] y que

/abfg=0

para toda funcién g continua en [a, b]. Demostrar que f(x) = 0 para todo z de [a, b].

(8) Sea f una funcién integrable en [a, ] tal que m < f(z) < M para todo x de [a, b].

Demostrar que existe que existe un numero real p € [m, M| tal que

/abfz(b—a)u
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Interpretar geométricamente.

(9) (Primer teorema del valor medio para integrales) Demostrar que si f es continua

sobre [a, b] entonces existe = € [a, b] tal que

[ r=0-asw,

Interpretar geométricamente.

(10) (Segundo teorema del valor medio para integrales) Supdéngase que f es continua

sobre [a,b] y que g es integrable y no negativa sobre [a,b]. Demostrar que existe
€ € [a,b] tal que
b b
/ fg=r(¢) / g
Dar un ejemplo que muestre que la hipdtesis sobre g es esencial.

(11) Demostrar que si f es una funcién integrable sobre el intervalo [a, b] entonces | f| es

s/ab\f!.

(12) (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Demostrar que si f y g son funciones integrables

integrable sobre [a, b] y

sobre el intervalo [a, b], entonces

(/ bf(w)g(x)dx)2 <(/ b i) (| b () o).

(13) Supdngase que f es continua en [0, +00) v que lim, ., f(x) = a. Demostrar que
lm =
R / 1)

(14) Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
5

(a) F(x) = /j cos tdt

R 6
* costdt
t
(b) F(g;) :/ 1 COS
1

2 +sen?t
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(c) F(z) = / e du

T

(d) F(x) = cos </0 cos? (/Ou Cos3tdt) du)

(15) Para cada una de las siguientes funciones f, sea F(x) = / f(t)dt. (En cuéles
0

puntos x se cumple F'(z) = f(x)?

0 six <1,
(a) f(z)= _

1 siz>1.

0 siz<l;
(b) flz)= ,

1 siz>1.

0 sixz <0
(c) fla)=

z six>0.

(16) Sean h una funcién continua, f y g funciones derivables y F' la funcién definida por

Hallar una expresién para F’(x) en términos de f, ', g, ¢’ v h.
(17) Hallar las siguientes primitivas

(&) /1:41 1d$
(b) / arc sen /7 dx

(c) /Ld:c
1+senzx

(d) /arctanxdx

(e) / Vtan z dx
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(18) (*) Sea f :[0,1] — R definida por

0 six es irracional;
flz)=¢0 siz=0
1
q

. p . )
si = = como fraccion irreducible.
q

Demostrar que f es integrable sobre [0, 1] y que fol f=0.
Indicacién:
Como todas las sumas inferiores para esta funcion son iguales a 0, basta demos-

trar que para cada € > 0 existe una particién P de [0, 1] tal que U(f, P) < e.

Dado & > 0, sea n tal que 1/n < /2 y sean {zg,x1,...,Z,} todos los puntos
racionales de [0, 1] de la forma p/q con ¢ < n.
Escoger una particién P = {t,, ..., tx} tal que la suma de las longitudes de los

intervalos [t;_1 ] que contiene a algin z; sea menor que £/2.

Demostrar que U(f, P) < e.

(19) (*) Hallar dos funciones f y g que sean integrables, pero cuya composicién g o f no
lo sea.

Indicacién: El ejercicio anterior puede ser de utilidad.






CAPITULO 2

Las funciones exponencial y logaritmica.

Este capitulo, escrito a manera de ejercicios, tiene por propdsito mostrar como se definen

la funcion logaritmica y la funciéon exponencial.

DEFINICION 2.1. Paraz € Ry x > 0, se define

1
logx:/ —dt.
1t

(1) Trazar el gréafico aproximado de la funcién log.

EJERCICIO 2.2.

(2) Demostrar que si z,y > 0 entonces
log(zy) = log x + log y.

(Indicacién: Derivar la funcién f(z) = log(zy)).

(3) Demostrar que si n es un entero positivo y x > 0 entonces
log 2" = nlogx.

(4) Demostrar que si z,y > 0 entonces

log (E) =logx — logy.
)

(5) Demostrar que la imagen de la funcién log es todo R
(Indicacién: Es claro que log es una funcién creciente, ademds log2 > 0y

log 2™ = nlog2).
DEFINICION 2.3. Si z € R, se define
expz = log ' z.

OBSERVACION 2.4. Notar que la funcién exp (la funcién exponencial) es la inversa, como
funcién, de log. Como la imagen de log es R el dominio de exp es R. Como el dominio de

log es (0,400) se tiene que expx > 0 para todo x € R.

23
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EJERCICIO 2.5.
(1) Demostrar que
exp' T = expx

para todo x € R.

(2) Demostrar que si z,y € R, entonces

exp(r +y) = (expx)(expy).

(3) Sea a = exp 1. Demostrar que 2 < a < 4.
(4) Utilizar el teorema de Taylor para demostrar que

+oo 4

expr = Z%

n=0
(Debera utilizar el ejercicio anterior para demostrar que el resto tiende a 0)
(5) Demostrar que

e =expl.

Nota: no olvidar que e ya fue definido como
+00
1
€ = Z E
k=0
DEFINICION 2.6. Si x € R, se define

e’ =expuz.

Sia>0yxeR, se define

a® = e* loga‘

EJERCICIO 2.7.
(1) Demostrar que si a > 0 entonces
( ab)c _ b

para todo b, c € R.

(2) Demostrar que si a > 0 entonces

a =a
Y = g% . ¥

para todo x,y € R.

(3) Demostrar que la definicién de a” es consistente con la que ya tenfamos para el caso

en que x es racional.
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(4) Trazar el gréfico aproximado de a”, considerando los casos 0 < a <1y a > 1.

(5) Demostrar que si
f(x) =a”,
entonces
f'(x) =a"loga.

(6) Definir la funcién log, (logaritmo en base a) y hallar su derivada.

25
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CAP{TULO 3

Las funciones trigonométricas.

Este capitulo, escrito a manera de ejercicios, tiene por propdsito mostrar como se definen

las funciones trigonométricas.
DEFINICION 3.1.
1
7r:2/ V1—2x2dx.
-1
. Por qué 7 es el area de un circulo de radio 1 7

DEFINICION 3.2. Para —1 <z < 1, sea
V1— 22 L

EJERCICIO 3.3.
(1) Interpretar geométricamente el significado de A(z).
Indicacion:

Considerar los siguientes graficos

Y

\ 4

FicuraA 3.1. El drea de la regién sombreada es A(x)

(2) Demostrar que A(z) es decreciente, A(—1) = g y A1) =0

DEFINICION 3.4. Si 0 < z <, entonces cos z es el tinico nimero de [—1,1] tal que

A(cosz) = g,

Por qué es natural definir cos de esta manera?

27
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DEFINICION 3.5. Si 0 < x < 7, entonces sen x se define por
senz = /1 — (cosx)?.

EJERCICIO 3.6. Demostrar que las funciones sen y cos son derivables en (0,7) y que
para 0 < z < m, se tiene que
cos’ v = —senuz,

sen’ r = cos .

Indicacion: Notar que si B = 2A entonces cos es la inversa de B. Usar la férmula para la

derivada de la funcion inversa.
DEFINICION 3.7. Para m < x < 2, se define
senz = —sen(2m — x),
cosx = cos(2m — x).

Notar que con la definiciéon anterior tenemos definidas las funciones sen y cos en el

intervalo [0, 27]. Para definirlas en toda la recta hacemos lo siguiente.

DEFINICION 3.8. Si x = 2kw + 2’ para algin entero k y algin 2’ € [0, 27|, se define

senx = —sena’,

cosx = cosx.

EJERCICIO 3.9.
(1) Trazar los graficos de las funciones sen y cos.
(2) Definir tangente, secante, etc y trazar los graficos.
(3) Definir las funciones trigonométricas inversas.
EJERCICIO 3.10.
(1) Demostrar que sen” x + cos®> x = 1 para todo z € R.
(2) Demostrar que las funciones sen y cos son derivables en R y
cos’ x = —senuw,
sen’ x = cos .

(3) Hallar las derivadas de las funciones tan, sec, etc. y de las funciones trigonométricas

inversas.
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EJERCICIO 3.11.

Demostrar que si f : R — R es una funcién dos veces derivable tal que

"+ =0
F(0) =0,
f(0)=0

Entonces f = 0.

Indicacion: Hallar la derivada de la funcién

()2 + %

EJERCICIO 3.12.
Demostrar que si f : R — R es una funcién dos veces derivable tal que existen niimeros

reales a y b tales que

f/,+f_0a
f0) =,
f'(0)=b

Entonces f(xz) =bsenz + a cosz para todo x € R.

Indicacion: Considerar g(z) = f(z) — b senz — a cosz y utilizar el ejercicio anterior.

EJERCICIO 3.13.

Demostrar que si z e y son nimeros reales, entonces

sen(x +y) =senx cosy + seny cos .

Indicacion: Utilizar el ejercicio anterior.

EJERCICIO 3.14.
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Demostrar las siguientes identidades:

sen(z £ y) = senx cosy £ seny cos x

cos(x + y) = cosx cosy F sen x sen y

1—
con? 1 — cos(2x)
2
1 2
cos? o — +C+<-’f>

1
sencosy = E(sen(x —y) + sen(x + y))

1
senxseny = §(cos(x —y) —cos(z +y))

1
COS T COSY = §(COS(£E —y) + cos(z +y))



CAPITULO 4

Series numeéricas.

1. Definiciones y resultados basicos.

DEFINICION 4.1. Una serie es un par ({a,}, {s,}) donde {a,} es una sucesién de nimeros

reales y

n

Sp =01+ -+ a, = E Qg
k=1

La siguiente terminologia es usual:

(1) A a, se le llama término general de la serie.

(2) A la sucesién {s,} se le llama sucesion de sumas parciales de la serie.

La siguiente notacion es usual:

En vez de referirse a las series como un par es usual hablar de la serie

—+00

S a

n=1

DEFINICION 4.2. Se dice que la serie Z:g a, converge cuando la sucesion de sumas

parciales{s, } es convergente, en otro caso se dice que diverge.

Sea s € R, si la sucesién {s,} converge a s se suele escribir

+oo
E a, = S.
n=1

En otras palabras, la expresion anterior quiere decir:

n

lim 5 ar, = lim s, = s.
n—>+ook 7 n—-4o0o

En esto ultimo debe quedar claro que s no se obtiene simplemente por adiciéon, s es el

limite de una sucesién de sumas.

31
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TEOREMA 4.3 (Criterio de Cauchy). La serie Z:ﬁ a, converge si y solo si para todo

e > 0 existe un numero natural N tal que

m
> an
n=~k

<e€

sim>k>N.

DEMOSTRACION. La serie Z:z a, converge si y sélo si la sucesion de sumas parciales
{sn} es de Cauchy.

Ademas, si m > k entonces

m k—1 m
S — Sk_1 = Zan — Zan = Zan.
n=1 n=1 n==k
De estos dos hechos es inmediato el resultado.
O
EJEMPLO 4.4.
=1
Consideremos la serie arménica: Z —
n=1 n
1 1 1 1 1 1
Son — Sn = <1+§+”'+E+n+1 +~~~+%) - (1+§+-~+5)
= 1 _|_..._|_i>i_|_...+i
n+1 2n 7 2n 2n
B I
= n o = 3

Del criterio de Cauchy podemos concluir que la serie
X1
2
diverge.
o0

TEOREMA 4.5. Si la serie anl a, converge entonces lim,, o a, = 0.

DEMOSTRACION. Basta tomar k = m y usar una sola de las implicaciones del criterio
de Cauchy. ]

OBSERVACION 4.6. El reciproco del Teorema 4.5/ no es cierto: la serie armonica es diver-

gente, sin embargo su término general tiende a 0 (ver Ejemplo [4.4)).

EJEMPLO 4.7. El Teorema 4.5/ puede ser ttil para mostrar que una serie es divergente,

tal como lo ilustran los siguiente ejemplos.
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(i) Como lim,,_, 1 (—1)" no existe entonces

—+00

> (="

diverge.

(ii) Como lim,, o 2" = 00 entonces
o0
2.
n=1
diverge.

PROPOSICION 4.8. Sea Z _, Gn, una serie convergente. Entonces si

“+00
>
n=k+1

se tiene que

lim ¢, = 0.
k——+o0

(La sucesion {c} es llamada la “cola” de la serie).

DEMOSTRACION. Por supuesto que la expresién para ¢, quiere decir:
m
¢, = lim g Q-
m——+00
n=k+1

Supongamos que la serie 3" a,, converge a s. Entonces

B

400 k
LI SUED SIS IS SETE
n=1 n=1
Por lo tanto dado € > 0 existe NV € N tal que si K > N entonces
lcp — 0] = |s — sg| <e.
De donde limy_. o ¢ = 0. O

TEOREMA 4.9. Si la serie Y2 |a,| converge entonces la serie Y. a,, converge.

DEMOSTRACION.  Supongamos que la serie > ' |a,| converge. Sea e > 0, por la des-
igualdad triangular y por el Teorema 4.3 existe N € N tal que si m > k > N entonces

Zan Z|an| < e.

n=k

Usando el Teorema 4.3/ se sigue que la serie Z _, Gy, converge. 0
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Por este ultimo Teorema las series de términos no negativos son de particular interés.

Por ello una de las siguientes secciones esta dedicada al estudio de este tipo de series.

1.1. La serie geométrica.

Comenzaremos esta seccion con la paradoja del corredor: Un corredor no puede alcanzar
nunca la meta porque siempre ha de recorrer la mitad de una distancia antes de recorrer la
distancia total.

La afirmacion de Zenén de que un numero ilimitado de cantidades positivas no puede

tener una suma finita, fue contradicha dos mil anos mas tarde con la creacion de las series

infinitas.
La serie
“+oc0
>
n=0

se conoce con el nombre de serie geométrica (de razoén r).

—+00

Si |r| > 1 entonces lim,,_, o, 7" # 0. Luego > "~ r™ diverge si |r| > 1.

Veamos que ocurre en el caso |r| < 1. Consideremos las sumas parciales
Sp=1+r+---+7r"

Entonces
rS, =112 4"

Por lo tanto

(1=7)sy = S,—7sy

= 1 — !
de donde
1 — rn—i—l
S =
" 1—7r
Como |r| < 1, lim, 407" = 0.
Luego
1 —pntl 1
lim s, = lim = )
n—-+00 n—+oo 1 —17r 1—r

En conclusién, si [r| < 1 entonces la serie > 7" converge a 1

, es decir,
,

1

—+00

E r't = ] )
- T

n=0
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En otro caso la serie diverge.

2. Series de términos no negativos.

Si {a,} es una sucesion de términos no negativos es claro que las sumas parciales de la
serie S n1 an forman una sucesiéon mondtona creciente, por lo tanto el siguiente resultado

es inmediato.

TEOREMA 4.10. Una serie de términos no negativos converge si y solo si la sucesion de

sus sumas parciales es acotada.

DEMOSTRACION.

Sea {s,} la sucesién de sumas parciales de la serie Z 1 Q.

Si la serie 37> a,, converge entonces {s,} converge y por lo tanto {s,} es acotada.

Reciprocamente, ahora supongamos que {s,} es acotada. Como a, > 0 tenemos que
{sn} es creciente. Tenemos pues que {s,} es una sucesién creciente y acotada, por lo tanto

{s.} es convergente. De donde la serie Y 7> a,, converge.

O
El siguiente resultado es un corolario inmediato del Teorema anterior.

TEOREMA 4.11 (criterio de comparacion). Sean {a,} y {b,} sucesiones no negativas tales
que b, < a,, para todo n.

. “+00 —+oo s
Si Yy o7 a, converge entonces Y, 2 b, también converge.

DEMOSTRACION.
Sean s, =a; + - -+ a, yt, =by + -+ b,.
Si la serie Z 1an converge entonces {s,} es acotada. Como 0 < b, < a; para todo k

entonces t, < s, para todo n. De donde {t,} es acotada. Luego la serie Z 1 bn, converge.
O

TEOREMA 4.12 (criterio de la raiz). Sea {a,} wuna sucesion no negativa y sea
a = limsup,,_,, ., Va,. Entonces
(i) Sia <1 la serie 3.2 a,, converge.
(ii) Si o > 1 la serie Y2 a, diverge.

(iii) Si =1 no hay informacion (puede ser que converja o puede ser que diverja).

DEMOSTRACION.

Sabemos que

a = limsup /a,, = mf sup Yay,

n>k
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(i) Si < 1. Sea § € (a, 1) entonces existe k > 1 tal que
sup Va, < (3
n>k
luego

Wa, < B sin>k.

Por lo tanto a, < " paran > k.
+o0 on . z . 7 400 on
Como )7 /™ es una serie geomértrica de razén [ < 1 entonces y = 3" con-
verge. Por el criterio de comparacién tenemos que Y% a,, converge.

(ii) Si o > 1 entonces existe una sucesién creciente de nimeros naturales {ns} tal que
/Gy, — QL.

De donde sigue que a,, > 1 para infinitos valores de n y por lo tanto lim,, . a, # 0.

Usando el Teorema 4.5/ obtenemos que la serie Z:g a, diverge.

(iii) Basta considerar las series

+001 +00 1

TEOREMA 4.13 (criterio del cociente). Sea {a,} una sucesion de términos positivos.
an+1

(i) Si lim sup < 1 entonces la serie 3.5 a, converge.

n

.. . . An1 .
(ii) Si existe ng € N tal que o> para todo n > ng entonces la serie Z:g an,
n
diverge.
eee B~ . a/’nJrl . “+00 .
(iii) S liminf > 1 entonces la serie Y~ a, diverge.
Qn
. - qs . an+1 , an+1 . . . .,
(iv) Si liminf <1 < limsup el criterio no da informacion.
(07% Qp,
DEMOSTRACION.
(i) Sea
) a
o = limsup =2 < 1.

Qn

Sea (3 € (a, 1) entonces existe N > 1 tal que

Qa

n>N Qp
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luego

a .
n+1<ﬁ sin>N.
Qn

Note que ay es un nimero fijo. Usando la desigualdad anterior obtenemos

ant+1 < Bay
any2 < PBany1 < ﬁQGN
ant3 < Banie < ﬁsaN

an+k < ﬂkaN para todo k > 1.

Ademés, como Y ;% 3% es una serie geomértrica de razén 3 < 1 entonces

S22 8% converge. Por el criterio de comparacién tenemos que Y5 ay .y converge.

Pero
+o0 N +o0 N +o0
An = E an + E apn = E ap + E AN +-
n=1 n=1 n=N-+1 n=1 k=1

+oo
Por lo tanto ) '~ a, converge.
(ii) En este caso a,+1 > a,, para todo n > ng. De aqui es facil ver que a, no tiende a
cero. Usando el Teorema 4.5 obtenemos que la serie > a,, diverge.

(ili) Este caso se reduce facilmente al anterior. En efecto sea

, . 0 Qpl ;o On41
1 < a = liminf =~ = sup inf —
Qp, k>1n2k an
entonces existe ng € N tal que
;¢ Gnt
1< inf =
nzng Gy,
luego
Anp41 .
1 < 2= sin > ny.
Qp,

Usando (ii) se obtiene que la serie 3" a,, diverge.

(iv) Basta considerar las series

—&-oo1 +00 1

O

COROLARIO 4.14 (criterio simplificado del cociente ). Sea {a,} una sucesion de términos

L. . ’ Qp+1
positivos tal que existe a = lim,,_, | oo ——

n

(i) Sia <1 entonces la serie S, a, converge.
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(i) Si a > 1 entonces la serie Y > a, diverge.

(ili) Si a =1 el criterio no da informacion.

El siguiente Teorema dice que el criterio de la raiz es “méas fino” que el criterio del

cociente, es decir, si podemos concluir convergencia a partir del criterio del cociente también
lo podemos hacer a partir del criterio de la raiz.

TEOREMA 4.15. Si {c,} es una sucesion de nimeros positivos entonces

Cn+1
Cn

lim inf

;. , , (&
< liminf /¢, < limsup {/c, < limsup ntl

n

DEMOSTRACION.
La segunda desigualdad es inmediata.

Se probard la tultima desigualdad. La primera es analoga y se dejard como ejercicio.
Sea

Cn+1
Cn

o = lim sup
Si o = 400 el resultado es inmediato.

Supongamos « finito. Sea 3 > «. Entonces existe un niimero natural N tal que

Cn+1
Cn

<pB si n>N.
Luego, para cada natural k

CN+kt1 < BNy

Combinando las desigualdades anteriores se obtiene
< gk
etk < BRen
0, lo que es lo mismo

¢ <cenBNB" si m>N

tomando raiz n-ésima

Ve < A/ enfN B

de donde

lim sup /¢, < .

Como [ > « es arbitrario tenemos

lim sup ¢, < a.
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TEOREMA 4.16 (criterio de la integral). Supdngase que f es una funcion positiva y
mondtona decreciente definida en [1,400) y que f(n) = a, para todo n natural.

Entonces la serie
—+o00

D a

n=1

converge si y solo si existe el limite

A——~4o00

lim /1A f(z)dz.

La demostracién de este ultimo resultado quedard como ejercicio (Ayuda: elaborar un

grafico y comparar las sumas parciales de la serie con le f(z)dx).

3. Convergencia absoluta y convergencia condicional.

DEFINICION 4.17. Se dice que la serie > a,, converge absolutamente sila serie " |a,,|

converge. Una serie que converge, pero que no converge absolutamente se llama condicional-

mente convergente.

TEOREMA 4.18. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Una serie es ab-
solutamente convergente si y solo si la serie formada con sus términos positivos y la serie

formada con sus términos negativos son convergentes.

DEMOSTRACION. La primera parte ya fue demostrada (ver Teorema 4.9).

Sea 3" a,, una serie. Consideremos

a, sia, >0

S+

0 sia,<0

0 sia,>0

an, Sl a, <0

—+o00 + . , . ol . +o0 _ .
de modo que > '~ af es la serie formada con los términos positivos y >~ a, es la serie

formada con los términos negativos.

Si estas dos serie convergen entonces como

+_ o

n ~ “Yn

lan| = a

se tendra que > a,, converge absolutamente.

Supongamos que Y% |a,| converge.
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Entonces como

0 SEGZ'EZIGn!
0< —a, <|a,|

se tendra que las sumas parciales de las series de términos no negativos
+oo +oo
_l’_ —
E an ¥y E —ay,
n=1 n=1

son acotadas. Por lo tanto estas dos ultimas series convergen, de donde sigue que también

la serie "7 a; converge. O

TEOREMA 4.19 (Férmula de sumacién por partes). Sean {a,} y {b,} dos sucesiones.

Sea A, => 7 _ja, sin >0, Ay =0. Entonces, si 0 <p < q se tiene que
q q—1
> anby =Y An(by = bus1) + Agy — Ap_iby.
n=p n=p

DEMOSTRACION. Claramente

-1
zq:anbn = i:(An - An—l)bn = zq:Anbn - qz: Anbn—H
n=p n=p n=p n=p—1

y ademas
q q—1
D Auby = Ay + Y Anby,
n=p n=p
qg—1 q—1
Z Anbn+1 = Z Anbn+1 + Apflbp-
n=p—1 n=p
Luego

q q—1 q—1
D anby = Ay + Y Anby — Y Apbpr — Ayiby,
n=p n=p n=p

de donde se obtiene el resultado.

TEOREMA 4.20 (Criterio de Dirichlet). Sean {a,} y {b.} sucesiones tales que

(a) Las sumas parciales A, de la serie Z:ﬁ a, forman una sucesion acotada.
(b) by > by >--->0.
(c) limy, 400 by, = 0.

Entonces la serie Y23 anb, converge.
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DEMOSTRACION. Sea M > 0 tal que |A,| < M para todo n. Dado € > 0 sea N un entero
positivo tal que by = |by| < 557

Sean p y q tales que N < p < ¢. Por la férmula de sumacion por partes

q
E by,
n=p

qg—1
> An(bn = bot) + Agby — Ap by
=P
q—1
< Aul[bn = b | + [Agllbg] + [Apa by
n=p

q—1
<M (Z(bn — bpi1) + by + bp)

n=p
= M((bp — bg) + by + bp)
ZQMbp <2Mby < €

Usando el criterio de Cauchy obtenemos que la serie Z:ﬁ a,b, converge. 0

Como corolario del Teorema anterior se obtiene

TEOREMA 4.21 (Criterio de Leibnitz). Sea {c,} una sucesion tal que
(a) co>c1>---2>0.
(b) lim,, 0o ¢, = 0.

Entonces la serie Y27 (—1)"c, converge.

DEMOSTRACION. Consideremos las sucesiones a,, = (—1)" y b, = ¢,. Notemos que si
A, =>"7_, aj entonces |A,| < 1.

Aplicando el criterio de Dirichlet se obtiene que la serie > (—1)"¢c, converge. O

+00b

DEFINICION 4.22. Una reordenacién de la serie Z:; a, es una serie de la forma » '~} b,

donde b, = asn) y f: N — N es una biyeccion.

EJEMPLO 4.23. Sea
2k sin=2k+1
2k+1 sin=2k

Ay —

Tomemos b, = n entonces > >, n es una reordenacion de la serie " a,,.

La demostracion de los siguientes teoremas se dejara como ejercicio.
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TEOREMA 4.24. Si la serie > a,, converge absolutamente entonces toda reordenacion

Z:ﬁ b, de :g a, también converge absolutamente y
+oo +oo
Z a, = Z b,,.
n=1 n=1

TEOREMA 4.25. Si la serie Z:ﬁ a, converge condicionalmente entonces para todo nime-

“+o0
n=1

—+00
E b, = .
n=1

ro real v existe una reordenacion Z:g b, de a, tal que

4. Producto de series.

TEOREMA 4.26. Suponga que

(a) > a, converge absolutamente.
(b) S50, = A.
+oo
(c) >, 2 b, =B.
(d) en =>F_garbnk paran =0,1,2,....

Entonces
+o00o
Z ¢, = AB.
n=1
Es decir,
+00 400 —+00 n
(o) () -3 (Smne).
n=0 n=0 n=0 \k=0
DEMOSTRACION.

Consideremos las sumas parciales

n n

An:Zak, Bn:ibka C'HZZC]C
k=0

k=0 k=0
Entonces
Ch=co++cp
= apby + (apby + a1bg) + - - - + (aob, + a1bp—1 + - - - + anbo)
=ag(bo+ - +by)+ai(bg+ - +by1)+ -+ aybo
=qoB, +a1B,-1+---+a,By
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Sea,
6, =B,—B
entonces
Cn=ao(B+ B,)+ a1(B+ Bn-1) + -+ an(B+ B)
= A, B+ aofn + a18n-1+ - + anfo.
Sea

Yo = oBn + @181 + -+ + anfo.
Como A,,B — AB, para probar que C,, — AB, es suficiente probar que

lim ~, =0.

n—-+00

Como Z:fa a, converge absolutamente, existe un nimero real « tal que

“+o00
a= Z |an].
n=0
Por (¢) £, — 0, por lo tanto dado £ > 0 existe N tal que |3,| <esin > N.
Sea n > N entonces
|’yn| = |anﬂ0 +--+ a05n|
< |Botn + -+ + Bnan-n| + [Brviallan—n—1| + -+ |Balac]
< |Boan + - + Byan-n| + € (|an—n_1| + - - + |ao])
< [Bollan| + - -+ [Bn|lan—n| + €a.

Como la serie ZZ:& a, converge, el término general tiende a cero. Por lo tanto, sin — +oo
obtenemos

lim sup |v,| < ea.

n—-+o0o

Como € es arbitrario, esto ultimo termina la demostracion.
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Ejercicios.

Series Numeéricas.

(1) Clasificar cada una de las siguientes series como convergente o divergente y, en caso

de que corresponda, absolutamente convergente o condicionalmente convergente.

= ,logn = 1
(€) 2 (-1 = D2, o
@3 O o
= =
() ; (logn)> (h) ; (logn)®
= 1 e 1
(0 z:; nlogn ) Z n (logn)?
= 1 . 1
(k) g n?(logn) () ; log(log n)
BhE >
(o) Zsen (%) (p) Z 1 — cos (g)
(@Y Vit T-va 0 Ytog ()

[e.9] o0

() > ()" (Vn+1-+n) (> Vn(n +11)(n 12)

n=1 n=1
o0

(u)g\/n3+5—\/n3+3 (V);nf’—n—;ﬂ

(v) D Vn?+5—Vn?+3 (Z)ZM

(2) Para cuales valores de a converge la serie

X gl
Z nw :

n=1
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(3) Demostrar que si las series 77 a2 y S b2 convergen, entonces la serie

+oo
n=1
también converge.

(4) Demostrar que si la serie > a2 converge entonces la serie

“+o00
an

n
n=1

converge.

(5) El siguiente resultado es el Criterio de condensacién de Cauchy.
Supéngase que {a,} es una sucesién decreciente y que lim,,_, 1, a, = 0. Demos-

trar que si Y. a, converge, entonces
+oo
E 2na2n
n=1
converge. Notar que de este criterio se puede concluir que la serie armoénica diverge.
(6) Demostrar el siguiente Teorema:

Si la serie 3" a,, converge absolutamente entonces toda reordenacién Y72 b,

de "' @, también converge absolutamente y
+o0 +oo
g a, = g b,,.
n=1 n=1

(7) Demostrar el siguiente Teorema:
Si la serie Z:i’i a, converge condicionalmente entonces para todo numero real

a existe una reordenacién :3 b, de Z:ﬁ a, tal que
400
Z b, = .
n=1

(8) Sean {a,} y {b,} sucesiones de términos positivos y supongamos que existe

Consideremos las series >~ a, ¥ o by.
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(a) Demostrar que si @ # 0 y finito se tiene que ambas series convergen o ambas
series divergen.
. o . o0 o0
(b) Demostrar que si &« = 0y la serie > >, b, converge entonces Y >~ a, converge.

(c) Demostrar que si o # 0 y la serie >~ | b, diverge entonces Y~ a, diverge

(9) Hallar la suma de la serie

1 1 1 1

2 aatsa T Yy T

(10) Determinar para cuales valores de p y ¢ es convergente la serie

1
— nr log* n’

o0

n

(11) (**) Estudiar el caracter de la serie

Zl ser;(n) ‘

(12) (*) Utilizar el criterio de la integral para demostrar que la integral

o x
e
—dx
1z

(13) (*) Utilizar el criterio de la integral para demostrar que la serie

converge.

[e.e]

Z 1
(logn)loen

n=2
converge.
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CAP{TULO 5

Sucesiones y series de funciones.

1. Motivacién y algunos ejemplos.

El teorema de Taylor dice que, bajo ciertas condiciones,

"L B (q ) ) (¢)(z — a)"t?
f<x>:kz_()fk!()(x_a> v 1 ((n)J(r1)! :

donde el punto c estd entre a y x.

Si ocurre que

entonces se tendra la igualdad

k) (g
1) =3 T oyt
k=0 ’

Los siguientes ejemplos deben ser conocidos

v [ A
e’ = +$+§+§+Z+...
_ 3 2 2
Senl’—x—g—f—a—ﬁ—f-
_, o
cosx = _§+Z_§+
e A 1
arctanr =r— — 4+ ———+... si |z| <1
3 5 7 ||_

En las igualdades anteriores no se trata de series numéricas, como las ya estudiadas. Se

trata de series de la forma
> falo)
n=0

donde cada f, es una funcién.

49
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Notemos que si derivamos la serie de e término a término nos vuelve a dar ella misma, si
derivamos la de sen x término a término nos da la de cos x y si derivamos término a término
la de cosx nos da la de —sen z.

Lo que vamos a estudiar en este capitulo es cuales propiedades importantes de las fun-
ciones se preservan al pasar al limite, por ejemplo, si las funciones f, son diferenciables o
integrables, es lo mismo cierto para la funcién limite f. ;Cudl es la relacién entre f) y f', o
entre la integral de f y la de f,?

El siguiente ejemplo muestra que el limite de una sucesién de funciones continuas no

necesariamente resulta ser una funcién continua.

EJEMPLO 5.1. Sea {f,} la sucesién de funciones definida por

" st 0< <1,
fn(fc>:

1 si x> 1.

Es claro que todas esta funciones son continuas, sin embargo

0 si 0<x <],
lim fo(x) =

e 1 six>1;

no es una funcién continua.

Los siguientes gréaficos ilustran la situacion.

YA y YA

FIGURA 5.1. Gréficos de f3, fioy f

Consideremos ahora el siguiente ejemplo
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EJEMPLO 5.2. Sea {g,} la sucesién de funciones definida por

—1 six < ——;
nmwT 1 " 1
gn(x) = < sen (—) si ——<x<—;
2 nl n
1 six > —.
n

Todas estas funciones son diferenciables, sin embargo

—1 six<O0;

Im g,(z) =40 siz=0;

n—oo

1 si x> 0.

no es una funcién diferenciable

EJERCICIO 5.3. Dar un ejemplo de una sucesion de funciones continuas {f,} definidas
en [0, 1] tales que lim,,_, f(x) = 0 para todo z en [0, 1] y sin embargo fol f(z)dz =1 para

todo n.

Los ejemplos anteriores muestran que al pasar al limite, las propiedades de continuidad
y diferenciabilidad se pueden perder. En las siguientes secciones estudiaremos, entre otras
cosas, que condiciones adicionales nos permiten garantizar la preservacion de estas propie-

dades.

2. Convergencia uniforme.

Antes de introducir este concepto es conveniente precisar lo siguiente:
Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en A C R y sea f una funcién también
definida en A.

DEFINICION 5.4. Se dice que la sucesion {f,} converge puntualmente a f en A si
lim,, .o fu(z) = f(x) para todo = de A. Es decir, {f,} converge puntualmente a f en A

si para cada x de A y para cada € > 0 existe un niimero natural N tal que si n > NN entonces

[fu(z) — f(z)] <e.

DEFINICION 5.5. Se dice que la sucesion {f,} converge uniformemente a f en A si para
cada € > 0 existe un numero natural N tal que si n > N entonces |f,(x) — f(x)| < € para
todo x de A.
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Geométricamente: f, converge uniformemente a f si dada una franja de longitud 2e

centrada alrededor del grafico de f, todos los graficos de las f, se encuentran en esta franja

de algin lugar en adelante.

YA f+e
— f
f-€ \ f
n
X

Ficura 5.2. Convergencia uniforme

Claramente convergencia uniforme implica convergencia puntual (pero no reciprocamen-
te).

TEOREMA 5.6. Supdngase que {f,} es una sucesion de funciones continuas definidas en

la,b], que converge uniformemente en [a,b] a una funcién f. Entonces f también es continua
en [a,b].

DEMOSTRACION. Sea = € (a,b) (la continuidad en los extremos se prueba en forma
andloga).

Sea € > 0 dado.

Como la convergencia es uniforme existe N € N tal que

[fn(y) — fy)l < % para todo y € [a, b].

Como fy es continua existe 0 > 0 tal que si |h| < ¢ entonces

\fn(z +h) — fy(2)] < %
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Si |h| < 0 entonces

[f(x+h) = f(x)| =|f(x+h) = fn(z+h)+ fn(z+h) = fy(@) + fn(z) = f(2))
<|f(z+h) = fn(@+h)|+|fx(z+h) = fn(@)] + [ fn(2) = f(2)]

< c + c + - €
33 3
Luego
[f(x+h) = flx)] <e.
Lo cual prueba que f es continua en z. 0]

OBSERVACION 5.7. El Teorema 5.6/ puede ser 1itil para mostrar que algunas sucesiones

de funciones no convergen uniformemente, tal como lo ilustra el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 5.8. Sea f,, : [0,2] — R definida por

" si0<x<1
fn<x) -
1 sil<zx<2
Ya sabemos que si 0 < x < 1 entonces lim, .., 2" = 0 y lim,, ., 1 = 1. Por lo tanto si
definimos
0 sio<z<l1

fz) =

1 sil<zx<2

tenemos que lim, ., f,(x) = f(x) para cada x € [0, 2].
Es decir, en este caso hay convergencia puntual, como f no es continua, por el Teorema

anterior {f,} no converge uniformemente.

TEOREMA 5.9. Sean {f,} una sucesion de funciones integrables sobre [a,b] y f una

funcion integrable sobre [a,b]. Si {f,} converge uniformemente a f en [a,b] entonces

n—oo

lim bfn(x) dr = /bf(x) d.

Es decir,
b

b
lim [ fo(z) d:L‘:/ lim f,(x)dz.

n—oo

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 entonces /(b — a) > 0. Por la convergencia uniforme,

existe N tal que si n > N entonces |f,(z) — f(z)| < /(b — a) para todo x de [a, b].
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Para n > N tendremos

bfn(x) dx — bf(:v) dx
[ serte= |

b
< / fule) — f()| de
b e

< d
_/ab—aaj

= E&.

Estudiemos ahora el siguiente ejemplo:

Sea
1

fulz) = - sen(n’z).

Entonces {f,} converge uniformemente a 0, sin embargo f/(x) = ncos(n’r) no es con-

vergente. El siguiente dibujo ayuda a comprender mejor esta situacion.

y

sen(16x)

FI1curaA 5.3. Gréficos de fy(z) = 1

y fi(z) = 4 cos(16x)

La situacion para las derivadas es mas delicada y se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 5.10. Sea {f,} una sucesion de funciones diferenciables definidas en [a,b] que

satisface:

(a) {fn} converge puntualmente a una funcion f en |a,b].

(b) Para cada n, f! es continua en [a,b].
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(c) {fl} converge uniformemente en [a,b] a una funcion continua g.

Entonces f es derivable y

f'(z) = lim f!(z) para todo x € |a,b].

n—oo

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.9 aplicado en el intervalo [a, x] se tiene que para todo
x de [a, b]

/ Syt = tim [ )t

n—oo
a

Por el Teorema fundamental del calculo

/xg(t) g = tim [ ()t

= nh;rgo(fn(x) - fn(a))
= f(z) = f(a)

Es decir,

Como g es continua, por el Teorema fundamental del célculo se tiene que fax g(t)dt es

derivable. Por lo tanto f es derivable y

f'(@) = g(x) = lim fr'(z).

n—oo

O

OBSERVACION 5.11. Se puede dar una prueba del resultado anterior sin suponer la con-
tinuidad de las derivadas, ver el libro Principles of Mathematical Analysis de W. Rudin
[10].

DEFINICION 5.12. Sean A C R, y f una funcién acotada definida en A

[ flloe = sup |f(x)| = sup{|f(x)| : ® € A}

PROPOSICION 5.13. Sean A C R, {f,} una sucesion de funciones acotadas definidas en

Ay f una funcion acotada definida en A. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) {fn} converge uniformemente a f en A.

(ii) limy, oo || fn — flloo = 0.

DEMOSTRACION. Sélo daremos la idea principal, los detalles quedan como ejercicio.

Para probar que (ii) implica (i) se usa:
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Si || fn — flleo < € entonces
[ fo(@) = Fl@)] < sup |fu(2) = f(@)] = [lfn = flloo <

luego | fn(x) — f(z)| < € para todo z € A.

Para probar que (i) implica (ii) se usa:
Si|fu(z) — f(x)| < € para todo x € A, entonces € es una cota superior del conjunto

{I/u(z) = f(2)] : © € A}, luego
sup [ fn () — f(2)] <e.

T€EA

De donde || f,, — fllo < €. O

3. Series de funciones.

Dada {f,} una sucesién de funciones definidas en A C Ry dado = € A, consideramos

> fal@)

Cuando hay convergencia puntual esto da origen a una funcién f definida en A mediante

f(x) =Y ful2).
n=1
A esta funcion la llamamos una serie de funciones.

DEFINICION 5.14. La serie de funciones Y - | f, converge uniformemente a la funcion f

en A C R si la sucesién de sus sumas parciales
fi, it fes i+t fsee
converge uniformemente a f en A.

De los Teoremas probados en la seccion anterior siguen inmediatamente los siguientes

resultados:

TEOREMA 5.15. Sea {f,} una sucesién de funciones continuas definidas en [a,b]. Si la

serie Y -, fn converge uniformemente a la funcion f en [a,b] entonces f es continua en

la, b].



3. SERIES DE FUNCIONES. 57

TEOREMA 5.16. Sea {f,} una sucesion de funciones definidas en [a,b]. Si la serie
Yoo [n converge uniformemente a la funcion f en [a,b], si f es integrable en [a,b] y si

cada una de las funciones f, es integrable en [a b| entonces

/f Yar = /fn

Es decir,
[ nwir=3 [
DEMOSTRACION.
Sea
N
SN - Z fn
n=1
entonces

f= ;fn = lim Sy,
y la convergencia es uniforme en [a, b].
Como todas las f, son integrables en [a,b] entonces Sy es integrable en [a,b]. Por el
Teorema 5.9

b b b
/ f :/ lim Sy = lim SN
a a N—o0 N—o00

a

b N N b
= lim Z;fn—lig;o;/an
0 b
:Z/ fon.
n=1va

O

TEOREMA 5.17. Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en [a,b] tal que cada f,
es diferenciable y f), es continua. Si la serie Y .| f, converge puntualmente a f en [a,b]
y la serie Y | fl converge uniformemente en [a,b] a una funcion continua, entonces f es

deriwable y
= /(@)
n=1

TEOREMA 5.18 (Criterio M,, de Weierstrass). Sea {f,} una sucesion de funciones defi-

nidas en A C R y sea {M,} una sucesion de nimeros tales que:

(i) |fu(z)] < M, para todo z de A.
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(i) >°>°, M, converge.
Entonces la serie Y~ fn(x) converge absolutamente para todo x de A y > | fn con-

verge uniformemente en A a la funcion f: A — R dada por f(z) =3 ", fu(x) .

DEMOSTRACION.

Sea x € A fijo, como 0 < |f,(x)| < M, y Y>>, M, converge, por el criterio de compara-
cién tenemos que >~ | f, ()| converge.

Luego Y, fn(z) converge absolutamente para todo z de A

Dado = € A, sea

N
Sv =2 In
n=1

entonces

[f(2) = Sn ()| = |f(z) = (fu(@) + -+ fn(2))]

n=N-+1 n=N-+1
S
n=N+1

Como > 7 | M, converge, por la Proposicién 4.8

o0

lim M, = 0.
N—-+o0
n=N+1

Luego, dado € > 0 existe N, € N tal que N > N, implica

o

(es importante notar que N, solamente depende de ¢).
De donde, para N > N,,

@)= Sw@) < 3 M, <e.

n=N-+1

Por lo tanto, Y, f, converge uniformemente en A.

EJEMPLO 5.19. Consideremos la serie
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para |z| < 1.
En este caso trabajaremos con A = [—1,1], f,(x) = 2"/n!.
Si |z| <1 entonces
" 1
nl| = nl

Sea M, = 1/n!, entonces

| |
lim Mny _ lfm 1/ +1)! — lm

1
= Ilim =0<1
+1

n—oo N

Por el criterio del cociente, la serie
o0

1

converge.

Usando el Criterio M,, de Weierstrass obtenemos que la serie

o0 n

e
>

n=1
converge absolutamente para todo x de [—1,1] y converge uniformemente en el intervalo
[—1,1].
4. Series de potencias.
DEFINICION 5.20. Sea z € R, una serie de potencias centrada en z es una serie de

Z an(x — 2)",

n=0

funciones de la forma

donde {a,} es una sucesién numérica.

Primero estudiaremos series de potencias centradas en 0, es decir series de la forma

o0
E anx™.
n=0

Los resultados obtenidos se extenderan en forma muy natural y sencilla al caso general.

El resultado principal es el siguiente

TEOREMA 5.21. Sea xy # 0, si la serie numérica

o0
E anTy
n=0
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converge entonces la serie de potencias

o0
E anx”
n=0

converge uniformemente (y absolutamente) en todo intervalo de la forma [—r,r], donde

O<r< ’mo‘

DEMOSTRACION. Sea 0 < 1 < |zg|. Como Y a,xj converge se tiene que la sucesién
{anz{} tiende a 0 y por lo tanto estd acotada, es decir existe K > 0 tal que |a,xf] < K.

Si z € [—r,r| entonces || < r y por lo tanto
,r.n
0| < lonlr” = o] ()
< () =% ()
B To To
|zo|" |l
Pero r/|xo| < 1. Por lo tanto la serie geométrica
o0 r n
>k ()
n=0 |x0’

converge.

Del criterio M,, de Weierstrass, con M,, = K (r/|zo|)" sigue que

oo
5
n=0
converge uniformemente (y absolutamente) en [—r, r]. O

TEOREMA 5.22. Consideremos la serie de potencias -, a,x". Entonces una y soélo una

de las siguientes afirmaciones es cierta

(a) La serie converge solamente en x = 0.

(b) La serie converge absoluta y uniformemente en todo intervalo cerrado y acotado.

(c) Eziste un numero positivo R tal que la serie es absolutamente convergente para
|| < R, divergente para |x| > R y es uniformemente convergente en cualquier

intervalo cerrado de la forma [—r,r| para todo r < R.

DEMOSTRACION. Claramente es suficiente probar que si no se cumplen (a) y (b) entonces
se tiene que cumplir (c).
Como no se cumple (a) existe xg # 0 tal que la serie converge para = = xy. Por el teorema

anterior la serie converge si |z| < |zo].
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Como no se cumple (b) debe existir z; tal que la serie no converge en ;.
Sea

R =sup{r > 0: la serie converge si |z| < r}.

Entonces 0 < R < +o0.

Del Teorema anterior sigue que se satisface (c). O

DEFINICION 5.23. El niimero R que aparece en el Teorema anterior se suele llamar radio
de convergencia de la serie y el intervalo abierto (—R, R) se llama intervalo de convergencia

de la serie.

OBSERVACION 5.24. Es importante notar que el Teorema no dice nada acerca de lo que

puede ocurrir si |z| = R.

OBSERVACION 5.25. Existe otra forma de definir el radio de convergencia de la serie
Yoo g anx™, que de paso nos da una férmula para calcularlo.
La serie va a converger absolutamente si

|z| lim sup {/|a,| = lim sup {/|a,z"| < 1.

n—oo n—oo

Es decir, si
1

limsup,_ .. /]an|

Si la sucesion {{/]a,|} no es acotada entonces la serie solamente converge si x = 0.

2] <

Si el limite superior es 0 entonces la serie converge para todo = de R.

Sea
1

 limsup, .. /]an|

Si V € (0,00) entonces la serie converge si || < V' y diverge si || > V' de manera que el

v

radio de convergencia R de la serie es igual V', es decir,
1

limsup,, .. V/]an|

OBSERVACION 5.26. Los argumentos de la observacién anterior también son validos para

R:

el criterio del cociente en lugar del criterio de la raiz, usando

R:

) a
lim sup
n— o0 |an |

Como veremos en los ejemplos, hay casos en que el criterio del cociente es mas util que

el de la raiz para hallar el radio de convergencia de una serie.
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EJEMPLO 5.27. Consideremos la serie
o0
Z n!a"”.
n=0
Aplicaremos el criterio del cociente

1)1
T ) O P L i) L PN
n—oo |an| n—oo n' n—oo

Entonces R = 0. Es decir, el radio de convergencia es 0.

Por lo tanto esta serie converge solamente en x = 0 (el radio de convergencia es 0).

FEJEMPLO 5.28. Consideremos la serie

o0 xn
pr
n=0
Aplicaremos el criterio del cociente
1] @y ! !
, Apy1 , 0! , n: ,
1 " = lim (nt P~ fim —— — lim = 0.
n—oo |ay,| n—oo - n—oo (n+ 1) n-ocom+1

Entonces R = oc.
Por lo tanto la serie converge para cualquier valor de x, converge uniformemente en

cualquier intervalo acotado.

OBSERVACION 5.29. En casos como el del ejemplo anterior se suele decir que el radio de

convergencia es 0o y que el intervalo de convergencia es (—o00, 00).

EJEMPLO 5.30. Consideremos la serie

o0

(=1)"2mz"
—~ 3n+1 ’
Aplicaremos el criterio del cociente
(71)n+12n+1
lim a1 _ \W| — lim 23n+1)
n—oo |an| n—oo | (;i):f” n—oo 37], + 4

Entonces R = 1/2.

Por lo tanto la serie converge si |z]| < 1/2 y diverge si |z| > 1/2. El radio de convergencia
es 1/2. El intervalo de convergencia es (—1/2,1/2).

Veamos qué ocurre en los extremos del intervalo de convergencia.

En x = 1/2 la serie es

— (="
Z 3n+1

n=0
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que converge (probarlo usando criterios de series alternadas ).

En z = —1/2 la serie es

> o
— 3n +1
que diverge (para probarlo relacionarla con la serie arménica).

De los resultados ya probados para series numéricas y lo que ya hemos probado para

series de potencias sigue inmediatamente el siguiente resultado:

TEOREMA 5.31. Si f(z) = >~ a,a" para |z| < Ry, y g(x) =D " bya™ para |z| < Ry

entonces

(a) F(@) + g(x) = Y o(an + bu)a” para |a] < R.
(b) f(x)g(z) =070 O h_garbn_k)z" para |z| < R.
donde R = min(Ry, Ry).

DEMOSTRACION.

(a) es inmediato.
(b) sigue del Teorema 4.26. O

TEOREMA 5.32. Supdngase que la serie y - a,x" converge para |x| < R y definamos

la funcion f por

o0

fl@)=> ana"  (silz| < R).

n=0
Entonces la funcion f es continua y diferenciable en el intervalo (—R, R) y ademds

f(z) = Z na,z" .

DEMOSTRACION. Sea 29 € (—R, R). Sea ¢ > 0 tal que g € [-R + ¢, R — ¢|. La serie
converge uniformemente en el intervalo [—-R + ¢, R — ¢], por lo tanto f es limite uniforme de
funciones continuas. Luego f es continua en zy. Por lo tanto f es continua en (—R, R).

A continuaciéon usaremos el criterio de intercambio de series con derivadas. Para eso
hallaremos primero el radio de convergencia de la serie de las derivadas Y o na,z" !

Como limsup,,_,., /n = 1 tenemos que

lim sup {/nla,| = limsup /|a,|
n—o0 n—o0

por lo que la serie de las derivadas, Y -~ | na,z" !, también converge uniformemente en el

intervalo [-R + ¢, R — ¢].
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Por el Teorema [5.17 se obtiene

f'(z) = Z(anx”)’ = Znanxnfl.

O

COROLARIO 5.33. Supdngase que la serie Yy, a,x” converge para |z| < R y definamos

la funcion f por
oo

fl@)=> ana™  (silz| <R).
n=0
Entonces la funcion f tiene derivadas de todos los drdenes en (—R, R), que estdn dadas por

f(k)(x) _ s nn—1)---(n—k+1) a,z" ",
n=k

En particular f*)(0) = klay.

Es decir,
©_£()(Q
fla)y=Y_ le() " (silz] < R).
n=0 ’

COROLARIO 5.34. Si las series y .~ a,x™ y >~ byx™ convergen para |x| < R y ademds

o0 [oe)
E apx’ = g b,z"
n=0 n=0

en (—R, R) entonces aj, = by, para todo k.

OBSERVACION 5.35. El corolario anterior proporciona la unicidad de los coeficientes de

una serie de potencias.

EJEMPLO 5.36. Hallar la suma de la serie
> e
n=1
para z € A donde A (a determinar) es el conjunto donde la serie converge.
o0 [e.o] [e.9] ! 1 /
n __ n—1 _ n _ _ £
> ner = (Zm ) o (Zx ) —o(1)

Por supuesto la igualdad anterior es cierta en el intervalo de convergencia de la serie, que
es (—1,1).

OBSERVACION 5.37. Los resultados obtenidos para serie de potencias de la forma ) > a,x"
se extienden en forma natural a series de la forma » °  a,(z — 2)".

Quedara como ejercicio escribir los teoremas correspondientes para este tipo de series.
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5. El Teorema de aproximacién de Weierstrass.

LEMA 5.38 (Caso particular del teorema de Weierstrass).
Si f:]0,1] = R es una funcion continua tal que f(0) = f(1) = 0 entonces eziste una
sucesion de polinomios {P,} tal que

lim P, = f

n—oo
uniformemente en el intervalo [0, 1].
DEMOSTRACION. Por conveniencia extenderemos f a todo R definiendo f(x) como 0 si

x no pertenece a [0, 1]. Asi tendremos que f es uniformemente continua en todo R.

Consideremos los polinomios

donde
1
Cn = —1 B
o1 —a?)rde
Luego
1
/Qn(x)dle (n=12.)
-1
Sea

P(z) = /_11 fa+t)Qu)dt  (0<z<1).

Como hemos supuesto f(x) = 0 si x ¢ [0,1] con un cambio de variables se llega facilmente
a que

1

Pu(x) = _xf(x—l—t)Qn(t)dt:/o F(u) Qu(u— 7) du

y es claro que esta tltima integral es un polinomio en z. Por lo tanto {P,} es una sucesién
de polinomios.
Serd necesario estimar los ¢,,. Consideremos la funcién h(z) = (1—2%)" —1—nz? entonces

h(0) =0y hW(x) > 0sixz € (0,1). Usando esto, es ficil probar que

(1—2*)" >1—nz?
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1
Usando que el integrando es positivo y que — < 1 obtenemos

vn

/_11(1 ) dy = 2/01(1 ) da

Por lo tanto
cn < /.

Sea 0 > 0 se tiene que
Qn(z) < V/n(1—6%)" § < o] <1,

por lo tanto, si n — oo tenemos que @), — 0 uniformemente en A; = {r e R: § < |z| < 1}.

Sea € > 0, por la continuidad de f, existe d(¢) > 0 tal que si |z — y| < d(e) entonces

[f(x) = fly)l <e/2.

Como f es continua en el compacto [0,1] entonces alcanza el méximo dentro de ese
conjunto, sea M = max |f(z)].

Sea
€

T SM(I=0)
Como @), — 0 uniformemente en As(.) entonces para este v > 0 existe N tal quesin > N
y t € Asy entonces @, (t) < 1.
Para 0 <2 <1y n> N tenemos que

B ‘/ o+ 0@t~ 50) [ Qulo dt'
- ‘/ll[f(x +1) — f(2)] Qu(t) dt’

< [ lasn-s@laund

Como

[f(@+1) = fo)] < [flz+ 0]+ [f(2)] < 2M
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resulta que

|Po(z) — f(x)] < 2M/_: Qn(t) dt+%/_5Qn(t) dt+2M/51 Qn(t)dt

-6 1 1
§2M/ fydt—l—%/ Qn(t)dt+2M/ v dt
-1 -1 é

= 2M7y(1—8) + - +2M(1 - 9)
15 9

:§+§:8.

Esto prueba la convergencia uniforme en [0, 1]. O

TEOREMA 5.39 (Weierstrass). Si f : [a,b] — R es una funcion continua entonces existe

una sucesion de polinomios {P,} tal que

lim P, = f

n—o0

uniformemente en el intervalo [a,b].

DEMOSTRACION. Es claro que basta demostrar el Teorema para el caso en que
la,b] = [0, 1].

Dada f general podemos considerar la funcion
g9(x) = f(z) = f(0) = z[f(1) — f(O)].
Se tiene que ¢g(0) = g(1) = 0.

Por el Lema 5.38| g se puede obtener como limite uniforme de polinomios.
Ademas f — g es un polinomio.
Como f = (f — g) + g obtenemos que f se puede obtener como limite uniforme de

polinomios.

O
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Ejercicios.
Sucesiones y series de funciones.
(1) Para cada una de las siguientes sucesiones { f, }:

(i) determinar el limite puntual de {f,} (si existe) en el intervalo indicado,

(ii) decir si {f,} converge uniformemente o no.

(a) fn(.’E) = C/E? en [07 1]'

0 six < n;
(b) fu(z) = _
r—mn SslxT2>n;
en R.
0 si x < n;
(c) fa(z) =

r—n siz>n;

en un intervalo cerrado y acotado [a, b].
(d) fo(z) = e ™ en [—1,1].

(2) Hallar cada una de las siguientes sumas infinitas

2 2P x! x°
© 532 13 54"
(3) Sea
G #0;
fl)=4 7
1 si x = 0.
Hallar f)(0) para k =1,2,3,...
(4) Para z € (—R, R) sea
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Demostrar que:
(a) si f es par, entonces a, = 0 para n impar,

(b) si f es impar entonces a, = 0 para n par.

(5) Sea f una funcién diferenciable en R. Demostrar que la funcién f” es el limite puntual

de una sucesion de funciones continuas.

(6) Consideremos

0 =3

n=1

a) (Para cudles valores de x la serie converge absolutamente?

b) ;En cuéles intervalos converge uniformemente?

)
)
(c) (En cuédles intervalos falla la convergencia uniforme?
(d) (Es f continua en el conjunto donde la serie converge?
)

(e) (Es f acotada?

(7) Demostrar que toda sucesién uniformemente convergente de funciones acotadas es

uniformemente acotada.

(8) Demostrar que si {f,} v {gn} son sucesiones de funciones que convergen uniforme-
mente en un conjunto E entonces {f, + g,} también converge uniformemente en E.
Demostrar que si ademés las funciones f,, y g, son acotadas entonces { f,,g, } también

converge uniformemente en E.

(9) Construir un par de sucesiones { f,} v {gn} que convergen uniformemente en E pero

sin embargo su producto {f, g,} no converge uniformemente en F.

(10) Demostrar que si f es continua en [a,b] y

b
/f(x)x“dxzo n=20,1,2,...

entonces f(z) = 0 para todo x en [a, b].
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(11) Supdngase que la serie > 7 a, converge. Entonces es claro que la serie de
potencias » - a,z™ es uniformemente convergente en [—a,a] para 0 < a < 1.
Sin embargo puede no converger uniformemente en [—1, 1]; de hecho puede no con-

verger en el punto —1 (ejemplo: la serie de In(1 + x)).

Un Teorema de Abel dice que si la serie >~ a, converge entonces la serie

de potencias .~ a,z" converge uniformemente en [0, 1] y por lo tanto la funcién

fx) = Z a, "

n=0
es continua en [0, 1]. Esto implica que, en este caso,

[e.9] [e.9]

E a, = lim E anx™.

r—1—

Demostrar el Teorema de Abel.

Sugerencia:
Demostrar primero el lema de Abel:

Si {b,} es una sucesién monétona decreciente, no negativa y
m<a +---+a, <M paratodo n

entonces

bym < apby + - -+ + a,b, < by M.

(Indicacién:
Sea s, = ai + - - - + ag, entonces
arby 4+ 4+ apb, =byr sy +ba(sa—s1)+ -+ by (Sn — Sn—1)
=51 (b1 — bg) + 52 (ba — b3) + -+ + sp—1 (by—1 — b)) + 5, by,
notar que, para cada i, b; —b;_1 > 0ym <s; < M)
Deducir que

bem < agby, + -+ - + anb, < b M.
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(12) Se dice que una sucesion {a,} es sumable Abel si existe

o0

lim g a,x".

r—1~

n=0
Por el ejercicio anterior toda sucesiéon sumable es sumable Abel. Hallar una

sucesion que no sea sumable y que sin embargo si sea sumable Abel.

(13) Determinar el conjunto de convergencia de cada una de las siguientes series. In-
vestigar en cudles conjuntos la convergencia es uniforme y en cudles conjuntos la

convergencia es absoluta.

W3 0 322 (£)
03 03>
030 o 3
(d) nf; (2n_11)xn 1) nf; ;’f
(e) nf;( )"“nligx (m) nf;( ) nsens
(1) i% o i‘”*ni
® f}% © °: "

WY » 3

(14) Hallar el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias,

e investigar la convergencia en los extremos de dicho intervalo.

e} . [ee] In
(a) E x (c) E W
n=0 n=1
= nlz” > gt
d
(b) —~ n" (d) nZ:;nB”logn
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© > 5 ) S ey
03" 0> (5)

© Y Y

(h) gn‘ x" (q) i <1 + ﬁ)"Q (x—1)"
oy Y e

0 i L o) i e k3
w3 0> et

0 () ) (o +1))

(15) Demostrar la convergencia uniforme de cada una de las siguientes series en los

intervalos que se indican:

o0 n

(a) g $—2 en el intervalo [—1,1].
n
n=1

(b) Z ser;m: en toda la recta

n=1



CAP{TULO 6

Integrales impropias.

Al definir la integral de Riemann de una funcién f sobre un intervalo [a, b] era necesario

suponer:
(i) f es acotada

(ii) [a,b] es un intervalo cerrado y acotado

En este capitulo vamos a ver cémo, en algunos casos, es posible extender el concepto de

integral a funciones no acotadas y también integrar sobre intervalos no acotados.

1. Integrales impropias del primer tipo.

DEFINICION 6.1. Sea f : [a,+00) — R una funcién. Si f: f(z) dx existe para todo b > a
y si ademads limp_, ff f(z) dx existe y es finito entonces el limite anterior es, por definicién,

la integral de f sobre |a,+00) y se denota por f+°° f(z)dx . Es decir,

7 ) do = hm/f

b——+o0

a

En este caso se dice que fa+°° f(z) dx converge.

EJEMPLO 6.2.

oo g bq 11" 1
/ —dx = lim —dx = lim {—} = lim 1-— 7 =1.
1

2 b—+too J; X2 botoo | T |  b—too

EJEMPLO 6.3.

+oo 1 b 1
/ —dr=lim [ —do= lim [(Inz))2 = lim Inb= +oo.
1 b——+o0 1 X b—+o00 b——+o0

OBSERVACION 6.4. Las integrales de la forma f_boo f(z) dx se definen en forma analoga.

La integral fj;o f(x) dx se define de la siguiente manera:

DEFINICION 6.5. Si existe ¢ tal que ffoo flz)dx y f:roo f(z) dx convergen entonces

—+00 +oo

f(z)de = / Cf@det [ f@)de

—00

OBSERVACION 6.6. Es fécil verificar que la suma anterior no depende de c.

73
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Este tipo de integrales, en las que el intervalo de integracién no es acotado, se llaman
integrales impropias del primer tipo.

En caso de que el limite que aparece al definir la integral impropia no existe o no es finito
se dice que la integral es divergente.

Los siguientes criterios de convergencia son andlogos a los de series, su demostracién, que

no debe dar ningin problema al alumno quedard como ejercicio.

TEOREMA 6.7. Si f(x) > 0 para todo x > a entonces f:oo f(x)dx converge si y sélo si
existe M > 0 tal que

[ <

para todo b > a.

TEOREMA 6.8. Si 0 < f(x) < g(x) para todo v > a y f:oog(x) dx converge entonces
—+00 s
L7 f(x) dz también converge y
+oo

(z)dx < / +OO g(x) dz.

a

TEOREMA 6.9. Si ["°°|f(x)| da converge entonces ["™ f(x)da también converge y
+oo
<[ i@l

2. Integrales impropias del segundo tipo.

+oo

f(x)dx

a

DEFINICION 6.10. Sea f : (a,b] — R. Supongamos que folj f(z) dx existe para a < a < b.

La integral impropia ff f(z) dx se define por lim,_,+ f(j f(z)dx , en caso de que el limite

/abf(:c)dx: lim /abf(a:)dx.

a—at

exista y sea finito. Es decir,

En este caso se dice que la integral es convergente.

Este tipo de integrales impropias se llaman integrales impropias del sequndo tipo.

OBSERVACION 6.11. Si f estd definida en [a,b) y es integrable en [a, 5] para a < 3 < b

entonces la integral impropia ff f(z) dx se define en forma completamente analoga.
EJEMPLO 6.12.

1 1 1
1 1 —1 1
/ —2d:1:: lim —2de lim {—] = lim -1+ - = +o0.
0

X a—0t J, T a—0Tt
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Si f estd definida en un conjunto de la forma [a, ¢)U(c, d] y existen las integrales impropias
[Cf(x)dzy fcb f(z) dx se define fabf(x) dz como [7 f(x)dx + fcbf(x) dz. Es decir,

/abf(:z;)da: _ /acf(;z:)der/be(:c) dz.

Por supuesto para este tipo de integrales valen criterios andlogos a los ya enunciados.
Tanto su enunciado como su demostracion quedaran como ejercicio.
. .y b
También es claro que la definicién de fa f(z)dx se puede extender al caso en que f no

estd definida en una cantidad finita de puntos del intervalo [a, b].
EJEMPLO 6.13.

x a—0t

1 1
1 1

/ —dx = lim —dx = 400
0 x

«

1
1
/—dac

0 T

Por lo tanto la integral impropia

NO converge.

Sin embargo

] |
lim —d:v+/ —dx = 0.
0 T

a—0t J 1 X

Por eso se define el valor principal de esta integral como 0, y suele escribirse

1
1

v.p./ —dx = 0.
1
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Ejercicios.

Integrales impropias.
(1) Estudiar la convergencia de cada una de las siguientes integrales impropias

+o00 x

(a) i \/x‘l:—i—l dx
(b) /+OO el da

o0

+o0 )
(c) / e " dx

1
1
(d)/ 8% i
0

1—=z

(2) Para un cierto valor de C' la integral

/+oo( 1 C )d
— xXr
0 VvV1+222 x+1

converge. Determinar C' y calcular la integral.

+00
sen x
(3) Demostrar que / dx converge.
0 x
+oo
sen x
(4) Demostrar que / ‘ ‘ dx diverge.
0 x

(5) La funcién I' se define por

+oo

['(x) = /0 e~ dt.

(a) Demostrar que la integral impropia I'(z) estd definida si z > 0.
(b) Demostrar que I'(z + 1) = zI'(z) si = > 0.

)

)

(c
(d) Hallar I'(1).

Demostrar que I'(1) = 1 y deducir que I'(n) = (n—1)! si n es un entero positivo.



CAP{TULO 7

Series de Fourier.

En este capitulo se da una muy breve introduccion a las Series de Fourier. Muchos de los

resultados que se dan son validos bajo condiciones mucho més generales. El lector interesado

puede encontrar més informacién en [3]

1. Polinomios trigonométricos y funciones periodicas.

EJERCICIO 7.1. Sean m y n enteros positivos. Demostrar que

™ ™ 0, sim#n;
sen mx sennx dr = cosmx cosnx dx =

—r —T T, si m=n.

i
/ senmz cosnz dr = 0.

—T

DEFINICION 7.2. Un polinomio trigonométrico es una funcién de R en R de la forma

(7.1) P(z) = % + Zak cos kx + [y sen kz,
k=1
donde oy, a1, ..., v b1, ..., [, son constantes reales.

EJERCICIO 7.3. Demostrar que si P un polinomio trigonométrico de la forma (7.1),

entonces
1/7T P(z)d
= — x)dr
™ —T
1 ™
ak——/ P(z)coskxdr para k=1,...,n
™ —T
1 ™
ﬁk——/ P(z)senkxdx para k=1,...,n.
™ —Tr

7
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OBSERVACION 7.4. Como cos(0 = 1 tenemos que las dos primeras férmulas del Ejercicio
7.3 se reducen a

1 ™
ak:—/ P(z)coskxdr para k=0,...,n.

™

—T

DEFINICION 7.5. Sea f : R — R una funcién. Decimos que [ es periddica cuando existe
un numero real 7', no nulo, tal que f(z +T) = f(z) para todo z € R. En este caso se dice

que T es un periodo para f.

EJEMPLO 7.6.

(a) Las funciones sen y cos tienen periodo 2.

EJERcCICIO 7.7. Sea f : R — R una funcién de periodo 7. Demostrar que si f es
integrable sobre un intervalo de longitud 7" entonces f es integrable sobre cualquier intervalo

de longitud Ty para cualquier a € R se tiene que

/i;afujdx::ATf@ﬁdm

2. Coeficientes y serie de Fourier

DEFINICION 7.8. Sea f : R — R una funcién de perfodo 27, integrable en el intervalo
[_ﬂ-a ﬂ-] :

Los coeficientes de Fourier de f son

(7.2) ak:%/jrf(:v)coskxd:c (k=0,1,...),

(7.3) @:%/:ﬂ@%mmm (k=12 ).

La serie de Fourier de f es la siguiente suma formal

Qo

(7.4) ;

+ Z ay, cos kx + by sen kx
k=1
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EJEMPLO 7.9. Consideremos la funcién f definida por
f(x) =2 para —m <z <,

extendida por periodicidad a toda la recta (el periodo es 2).

Verificar, a manera de ejercicio, que los coeficientes de Fourier de f estan dado por

272

3
_1)k
L2
by =0 para k=1,2,...

a, =

ap =4 para k=1,2,...

Por lo tanto la serie de Fourier de f es
2 +oo k
7T (=1
— 4+ 4

En la siguiente figura vemos los graficos de f y de la suma parcial

cos(kx).

So(x) = % — 4 cos(z) + cos(2z).

\

Observamos que el grafico de la suma parcial se aproxima al grafico de la funcién. Esto
no es casualidad, en la proxima secciéon veremos que, bajo ciertas condiciones, la serie de

Fourier de una funcién converge a la funcion.
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3. Convergencia puntual de la Serie de Fourier.

El siguiente resultado, que dejamos como ejercicio, lo necesitaremos para probar el resul-

tado fundamental de esta seccidn.

LEMA 7.10 (Riemann-Lebesgue). Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces

lim / f(x)sen(Az)dr = lim / f(x)cos(Ax)d

A——~400 A—400

INDICACION. Demostrarlo primero para funciones diferenciables, usando la férmula de
integracién por partes. Pasar de las funciones diferenciables a las continuas usando argumen-

tos de aproximacion.

O

PROPOSICION 7.11. Siz € R, sen(§) # 0 y n es un nimero natural, entonces

sen ((n + %) .CE)

2sen (%)

1
(7.5) §+cosx—|—0052x+---—l—cosnx:

DEMOSTRACION.

1
<25en (g) ) (5 +Cosx+0032x+---+cosn:v> =

—sen<2> + 2sen (;) cosx + ---+ 2sen (g) CcosS NI
Parak=1,....,n

T x x
2 sen (§> cos kx = sen <§ — /m) + sen (5 + k:x)

en{(2)2) e (39)2
(o)) (1)

(2500 (5) ) (5 + cosa+ cos2o b coma) =
—sen (5) = sen (3) sen () —sen (2 4 msen (w3 ) ) e (w4 3) )
—sen (3 ) ).
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Sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo [—m, 7]. Sea {S,} la

sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f, es decir

o + Zak cos kx + by sen kx,

(7.6) Sp(x) = 5

donde ay, y by son los coeficientes de Fourier de f.

Si substituimos las férmulas (7.2)) y (7.3) en la expresién (7.6) obtenemos

s == [ 10

-

1 n
B + ,;1 cos kt cos kx + sen kt sen l{:x] dt,
de la identidad para el coseno de la suma, sigue que

1
Sp(z) =— —i— cos(k(t—x)) | dt,
W=1 [ 0|5+ )]
por la férmula de sumacién obtenida en la Proposicion [7.11 tenemos que

L[ sl o)

2m sen( (t—x))

Sp(z) = dt.

Si hacemos el cambio de variable 7 = t —x y usamos que, si una funcién tiene periodo 27,
entonces su integral sobre cualquier intervalo de longitud 27 es independiente del intervalo,
obtenemos

(7.7) / fla+7) Sen((n+ sen((n +9)7) ;.

sen(37)

La sucesién de funciones definida por

sen((n + £)t)

27 sen(51)

Dn(t) =

se conoce con el nombre de nicleo de Dirichlet.
De la igualdad (7.7) se obtiene que, para f como antes,

(7.8) Sn(x) :/7r f(z+t)D,(t)dt

De la formula obtenida en la Proposicién [7.11 se deduce que

1
D,(t)= —+— (Cost + cos2t + - - - cos nt)
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y de esta ultima igualdad se obtiene que

/ D) dt = 1,

TEOREMA 7.12. Sea f : R — R wuna funcion diferenciable de periodo 2m. Entonces la

serie de Fourier de f converge puntualmente a f.

DEMOSTRACION. Sea z € R. Sea {S,,(z)} la sucesién de sumas parciales de la serie de

Fourier de f, entonces

S(w) = /_ " F Dot dt.

Luego
Sp(z) — f(z) = /_7T f(x+t)D,(t)dt — f(x) /j D, (t)dt
= [ a0 - @) Duf0)
-~ [ (f@‘ ;ﬁ)(;)f(x)) sen ((n+ 1)) dt
Sea
_fle+t) = f(=)
9lt) = sen(it)
claramente

o01= (T ()

de las hipdtesis sobre f sigue inmediatamente que existe lim; .o g(¢) y que si definimos ¢(0)
como este limite entonces g es continua en [—m, 7.
Por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver Lema [7.10) tenemos que

lim i/” (f(x+t)_f(x))sen((n+%)t) dt = 0.

n—oo 27 Sen( %t)

Por lo tanto

lim S, (z) = f(x).

n—o0
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