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El espacio métrico R".

(1) Parar € [1,400) y = (21,...,2,) € R" definimos

S =

[ [lr= (2] 4 ] )

El objetivo del presente ejercicio es demostrar que || ||, es una norma en R™. La
unica de las propiedades de la norma que presenta alguna dificultad es la desigualdad
triangular para el caso r > 1. Proceder de la siguiente manera:

(a) Demostrar que si o y  son nimeros reales no negativos y A € (0, 1) entonces
o B < ha + (1= N\)g.

(Sugerencia: considerar la funcién ¢(t) = 1 — A+ At —t* para t > 0, demostrar

que ¢(t) > ¢(1) para todo t > 0 y considerar t =
(b) Demostrar la desigualdad de Hélder:

Sir s e (1,400), %4— i =1, 2= (21,...,2,),y = (y1,...,Yn) € R™ entonces

o3
g

n
Dl <l ey lls -
=1

(¢) Demostrar la desigualdad de Minkowski:
Sire(l,4), , z=(21,...,%,),y = (Y1, ..., yn) € R" entonces

e +y <zl +1yl -

(2) Demostrar que en un espacio métrico una sucesién no puede tener dos limites dife-
rentes.

Nota: esta propiedad se conoce como unicidad del limite.

(3) Sea X un conjunto no vacio y sea d : X x X — R una funcién que satisface:
(a) d(z,y) =0 siy sélo si x =y para todo =,y € X.
(b) d(z,2) < d(z,y) + d(z,y) para todo z,y,z € X.

Probar que d es una métrica en X.
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(4) Representar graficamente B(0,1) en R? con las métricas du, d; y da.

(5) Sea X cualquier conjunto, definamos
0 siz=y
1 siz#y

Demuestre que (X, d) es un espacio métrico.

d(z,y) =

(6) Sea (X,d) un espacio métrico. Demostrar que si 2o € X y r > 0 entonces B(xg,r)

es un conjunto abierto.
(7) Sea A un conjunto abierto y sea z € A. Pruebe que A — {z} es abierto.

(8) ¢ Cuéles de los siguientes subconjuntos de R son abiertos? ¢; Cudles son cerrados?
Hallar su interior, sus puntos limites y su clausura.
(a) N (b) Z (c) Q
(d) (0,1) (e) [0, 1] () (0, 1]
(8) {t :neN, n#0} (h){zeR:zesirracional} (i) (—oo,1)U (3,4) U (4,5]
(4) {1,3,5; U (1,2)

9) ; Cuales de los siguientes subconjuntos de R? son abiertos? ; Cudles son cerrados?
L g J 4

Hallar su interior, sus puntos limites y su clausura.

() @xQ (b) Z x Z
(¢) (0,1) x (0,1) (d) (0,1) x [0,1]
(e) {(z,y) e R? : 2*> +9* < 1} ) {(z,y) eR? : 22 +9* <1, z >0}

(g) {(z,y) eR* : y=sen=, z € (0,1)}

(10) Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que:
(a) La unién de una familia de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(b) La interseccién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
c) La interseccién de una familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto.

(11) Mostrar con un ejemplo que puede ocurrir que la interseccion de una familia infinita

de conjuntos abiertos no sea un conjunto abierto.

(12) Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que:
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(a) La interseccién de una familia de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
(b) La unién de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(¢) La unién de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(13) Mostrar con un ejemplo que puede ocurrir que la unién de una familia infinita de

conjuntos cerrados no sea un conjunto cerrado.

(14) Demostrar que todo subconjunto abierto y no vacio de R es una unién contable de

intervalos abiertos disjuntos.

(15) Sea (X, d) un espacio métrico y sean {x,}, {y,} sucesiones en X tales que z, — x,

Yn, — y. Probar que d(x,,y,) — d(x,y).

(16) Sea (X,d) un espacio métrico. Definamos

d(z,y)

D(w.y) = 1+d(z,y)

Demostrar que (X, D) también es un espacio métrico.
(17) Probar que (Cla,b],ds) es completo.

(18) Sean X e Y espacios métricos, sea f : X — Y una funcién. Demostrar que f es

continua si y sélo si f~1(C) es cerrado en X para todo C' C Y cerrado.

(19) Demostrar que si f : R — R es continua y f(z +y) = f(x) + f(y) entonces existe
a € R tal que f(z) = ax para todo = € R.
Ayuda: Pruebe primero que f(z) = zf(1) para todo z € Q, hagalo primero
para x € N, luego para x € Z y finalmente para x € Q.

(20) Sea X un conjunto no vacio y d la métrica dada por

0 siz=y
1 siz#y

(a) ; Cudndo una sucesién en X es de Cauchy ?

d($7 y) =

(b) ¢ Cuadndo una sucesién en X es convergente 7

(c) ¢ Es X completo ?
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(d) Caracterizar los subconjuntos abiertos de X.
(e) Sizgpe X yr >0,/ como es B(xg,r) ?

(f) Caracterizar las funciones f : X — R que son continuas.

(21) En cada uno de los siguientes ejercicios sea S el conjunto de todos los puntos (z,y)
del plano que satisfacen las condiciones dadas. Hacer un dibujo mostrando el con-
junto S. Decir si S es abierto o si es cerrado y hallar su frontera. Indicar la frontera
en el dibujo.

(a) 22+ < 1.

(22) En cada uno de los siguientes ejercicios, sea S el conjunto de los puntos (x,y, 2)
de R? que satisfacen las condiciones dadas. Determinar si S es abierto o no, si es
cerrado o no y hallar su frontera.

(a) z—2?—y*—1>0.

(b) x| <1, |yl <1, |z < 1.

(c) z+y+z<L.

(d)z+y+z<1l,2>0,y>0,2z>0.

(e) 2 +y* < 1.



EL ESPACIO METRICO R™. 5

(23) Representar graficamente la regién del plano cuyas coordenadas polares satisfacen:
(a) 3<O<m1<r<2
(b) r<1,10| < 7.
(c) rsenf < 1, % )
(d) r <4cost, =7 <

(24) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar que A es acotado si y sélo si

el didmetro de A es finito.

(25) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar:
(a) int(A) C A.
(b) int(A) es abierto.
(c) Si B es un abierto y B C A entonces B C int(A).

Esto se expresa diciendo que int(A) es el mayor abierto contenido en A.

(26) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar:
(a) AC A,
(b) A es cerrado.
(c) Si C es un cerrado y A C C entonces A C C.

Esto se expresa diciendo que A es el menor cerrado que contiene a A.

(27) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar que A es cerrado si y sélo si
A=A

(28) *Demostrar que (Cla,b],dy) y (Cla,b],d2) no son completos.



Funciones de R" en R™.

(1) Hallar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

@ o) = 5= (b) flz,y) = /22 +y? —4
1 1
(c) flx,y) = m (d) f(z,y) = m

(e) f(z,y,2) =log(z +y — 2) () fz,y) = /22 +y> —4

(h) f(z,y,z) = arccos(z + y + 2).

(2) Hallar y representar graficamente el dominio, las curvas de nivel, el grafico y la

imagen de cada una de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = /16 — 2% — y? (b) f(z,y) = 2* +¢°

(c) flz,y) =z +2y (d) fz,y) = zy.
(3) Decidir si existen los siguientes limites y en caso afirmativo calcularlo.
: 2 — 2y + ay? — P
(a) lim :
(2,4)—(0,0) z? + y?

2 2 _ .2
(b)  lim #
(2.)—(0,0) 2 + 2y?
lim Yy —2x —y+2
() —(1,2) 22 +y2 — 20 — 4y + 5

()

2?2 — 2xy + 5y

d li
(d) (a:,y)lir%(),O) 3x? + 4y?

l’zy

e 1m —_—.
(¢) (@,9)—(0,0) 22 + y?
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: ||y
f lim .
()@wammxﬂ+ﬁ

(4) Usando la definicién demostrar:

t
(a) lim an(zy) = 3.
(zy)—(03) T
11— 1
(b) tm el 1
(@y)—00)  (zy) 2
(5) Sea

1 si |yl =22,
flxy) = 2a2/|lyl sily| > a2,

lyl/a? i fy| < 2®
Demostrar que lim; ) —(0,0) f(7,y) no existe.

(6) Calcular los siguientes limites:

3

(@) lim b) lim Y
((E,y)—>(0,l) \/ $2 + y2 ((E,y)—>(1,3) T —Yy

(¢) lim M (d) lim sen(ry) :
(z,y)—(0,0) 2 + y? (zy)—(02) @

(7) Probar que las siguientes funciones tienden a 0 si (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de

cualquier recta, pero ni f ni g tienen limite en el origen.

172 I4y4

(a) g(x,y) = (b) f(z,y) = (@2 + 443

?+y?—x

Ayuda: considere parabolas que pasan por el origen.

(8) Demostrar que

2 _ 2
lim LY
(21)—(0,0) 22 4 ¥

no existe.
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(9) Sea

rsen (L) siy#0;
flz,y) = (y>
0 si y=0.

Demuestre que f(z,y) tiende a 0 si (z,y) tiende a (0,0). ;Qué puede decir de
los limites iterados?
22y
22y? + (x —y)?

(10) Sea f(z,y) = si 2%y% + (x — y)? # 0. Demostrar que

lim lim f(z, y) = lim lim f(z, y),

pero que f(z,y) no tiene limite en el origen.

Ayuda: para y = x, f tiende a 1.

(11) Diga dénde son continuas las siguientes funciones.

(a) f(z,y) = sen (z7y) (b) f(z,y) = log(a® + y?)
(© o) = S (@) F(r,9) = log(cos(a? + 1))
(©) Fla.) = ~cosy? (6) f(z,) = tan ()

(8) flz.y) = arccos | /2
(12) Demostrar que la siguiente funcién no es continua en (0,0)

22 — y?

fey) = T2 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
(13) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:
(a) En (0,0),

(x+y)sen (1) siz#0
0 six=0

[z, y) =
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(b) En los puntos de la recta x =y,

22 — 12
si x#vy
fle,y)=q T~V
T+y six=1y
(c) En (1, 1)
-2
sen (@ +y —2) six+y#2
flay)y=q T+y—2
1 si v +y=2

(14) ;Cuéles de las siguientes funciones se pueden extender en forma continua a todo el

plano?

sen (22 + y?)
x? 4 y?

sen (z* + y*)

(a) f(l",y): x2—|—y2

(b) f(z,y) =
(c) flz,y) = 2*log(z® + y?)

(15) Sea

0 siy<06y>a?

flx,y) =

1 si0<y<a?

(a) Demostrar que f(z,y) tiende a 0 cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de
cualquier recta que pase por el origen.

(b) Hallar una curva que pase por el origen a lo largo de la cual f tome valor
constante igual a 1.

(c) ¢ Es f continua en el origen 7.

(16) Diga si se puede definir f en (0,0) de manera tal que f sea continua.

_ Ty o) = 2
(a)f(%y)—\/m (b) flw.y) = 3

(17) Demuestre el siguiente Teorema:
Sea D C R", @ un punto limite de D y f : D — R™. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) limgz_z f(¥) existe y cada una de sus coordenadas es finita. .
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(b) Para cada sucesién {z,} tal que ¥, € D, ¥, # d para todo n € Ny
lim,, .o &, = @ se tiene que la sucesién {f(Z,)} converge.

Maés atdn, si limz .z f(Z) = L entonces lim, ., f(Z,) = L para toda sucesién

{Z,} tal que 7, € D, ¥, # d para todo n € N y lim,, ., Z,, = d.

(18) Considere la funcién f(z,y) = (z,y% sen (1)) .
(a) Determine el dominio més grande en el puede definirse.

(b) Demuestre que no tiene limite cuando (x,y) tiende al punto (0,b) € R?.

(19) Sea (a,b) € R? y sea V, C R un entorno de a.

Si lim (g y)—(ap) f (2, y) existe y si lim,_;, f(z,y) existe para cada = € V, entonces

lim lim f(x,y) = lim )f(:v,y).

T—ay—b (z,y)—(a,b

(20) Demuestre que la funcién

Y) = +y#0
fen) =170 S iy

no tiene limite cuando (z,y) tiende a (0, 0).

(21) Demuestre la siguiente proposicién (precisar las hipdtesis faltantes):

Sean f(Z) = (f1(Z), .., fu(&)) y L= (L1,..., Ly).
limz .z f(Z) = L si y sblo si limz_ .z fr.(¥) = Ly para todo k=1,...,m.

(22) Demuestre la siguiente proposicién:

Sean A € R, v € R™ D C R" a un punto limite de D, sean
fig : D — R™ funciones tales que limz .z f(Z) y limz_z g(¥) existen y son fini-
tos (en cada coordenada). Entonces
(3) lim Af(#) = A lim /().
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(23) Demuestre la siguiente proposicién (precisar las hipétesis faltantes):

Sea f(Z) = (f1(Z),..., fm(Z))

f es continua en @ si y sélo si fj es continua en @ para k =1,...,m.

(24) Demuestre la siguiente proposicién:
Si f:D—R™yg:R™— R son continuas entonces la funcién go f : D — R*

es una funcién continua.

(25) Sea f: R™ — R™ una funcién. Supongamos que existen constantes positivas K y «
tales que
1/ (@) = @I < Kz — g
para todo T, € R™.

Demostrar que f es uniformemente continua en R".



Bases del calculo diferencial en varias variables.

(1) Hallar las derivadas parciales respecto a x e y.

(a) f(z,y) = 22% — 3xy + 4.
(b) flz,y) = 2?y" + 22y — 6.
(c) f(z,y) = \/5172+y2-

(d) f(z,y) = x2+y

(e) f(x,y) = arcsen <1+y .

(f) f(x,y) = cos(zeY).

(2) Hallar f, y f, en los valores indicados.
(a) f(z,y) =zarcsen(z —y)enz =1,y = 2.
(b) f(z,y) = e*¥sec (5) enr =y =3.

(3) Si z= f(x,y) =In <§>, demostrar que

0z 0z
ZE% + ya—y =0.
2
(4) Dada z = u(z,y)e® ™™ donde u es tal que 000y 0. Hallar valores de a y b de
manera que
Dz 0z 0z B
0x0dy O 8_y Fe=0

T2
(5) Sea v(r,t) = t“e~ % . Hallar un valor de la constante u tal que v satisfaga la siguiente
dv 10 81}
ot rror \' or
(6) Demostrar que las siguientes funciones son diferenciables:

(a) f(z,y) = 3%y — xy”.
(b) f(z,y) = ysen(zy).

ecuacion

12
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(7) Demostrar que la funciéon f(z,y) = /22 +y? es continua en (0,0). Pero no es
diferenciable en (0, 0).

(8) Sea

Fay) = (r +y)? sen (m) si x4y #0;

0 six+y=0.

Demostrar que
(a) f es diferenciable en (0, 0).

(b) Las derivadas parciales de f son discontinuas en (0,0).

(9) Sea f:R?* — R definida por

2 _ 2
fog) = ATV Ty S @) # 0.0
0 si (x,y) =(0,0).
0 0
(a) Calcular 8—£(x,y), a—ch(x,y), si (x,y) # (0,0).
(b) Calcular g—i(o, 0), %(O’O)'
o*f o0 f

(c) Demostrar que (0,0).

0
(9y(9m< 0) 7 Oxdy
(d) Explicar porqué no se cumple el resultado dado en clase sobre independencia

del orden de derivacion al calcular las derivadas parciales.

(10) Sean D C R™ un abierto, ¥y € Dy f : D — R una funcién. Considerar las seis

proposiciones siguientes:

(a) f es continua en .

(b) f es diferenciable en .

(¢) Dzf(Zy) existe para todo ' € R™.

(d) Existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de .
(e) Existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de ¥ y son continuas

en .

(f) f(@) = |7 = Zo|
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En una tabla como la siguiente, marcar con una V (de verdadero) si la proposicién
de la fila (x) implica la proposicién de la columna (y). Por ejemplo, si fuese cierto

que (a) implica (b), se debe poner una V en el segundo cuadrado de la primera fila.

a|blc|d|el|f
a

b| |V

¢ A%

d \Y

e \Y
f \Y

(11) Sea p : R? — R definida por p(z,y) = xy. Demostrar, directamente de la definicién,
que p es diferenciable en todo punto (a,b) € R* y que dpp(z,y) = bz + ay.

(12) Sea f : R™ — R™ una transformacion lineal. Demostrar, a partir de la definicidn,

que f es diferenciable en todo punto v € R™ y hallar df;.

(13) Para cada funcién halle el vector gradiente en cada punto en el que exista.

(a) f(z,y) = ecosy.  (b) flz.y,2) =ayz.  (¢) flx,y,2) = a?y’2"

14) Hallar V f en el punto dado.
(
(a) fx,5) =@ + 42 + 1) + & en (0,~2).
(b) f(z,y,2) = cosxy + cosxz + cosyz en (1,2, —1).

(15) Hallar la ecuacién del plano tangente y la recta normal a la superficie en el punto
dado:
(a) z =12+ 2y? en (2,—1,6).

z = 2%y* en (—2,2,16).

z=e*cos3yen (1,5, —€?).

(16) Probar que todo plano tangente al cono 2% + y* = 2? pasa por el origen.
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(17) Hallar las ecuaciones de la recta tangente a la interseccion de las dos superficies
dadas en el punto dado. (Verifique antes que el punto dado realmente pertenece a
la interseccién de las dos superficies).

(a) z =2+ 12 2z =2z + 4y + 20, (4,—2,20).

(b) z = /2?2 +y? z =2z —3y — 13, (3,—4,5).

(18) Halle los puntos de la superficie z = 22 — 2y? + 3y — 6 donde el plano tangente es
paralelo al plano 2z + 3y + z = 5.

(19) Usando diferenciales calcule un valor aproximado de +/(3,02)2 + (1,99)2 + (5,97)2.

0 0
(20) Usar la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales 8—Z y (9_§
s

(a) z = 2% +y? parax = s? — %, y = 2st.
T

(b) z = n para x = scost, y = ssent.
rTy

(c) z = e"cosy para v = s* + 2t%, y = 3sent.

(21) Usar la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales indicadas en los

valores dados.

0z 0z T
2 2
a) 2 =x° — araxz =rcosf, y =rsend, calcular — v — enr =+v2, 60 = —.
( ) y ) p 7y ) ar y 89 \/_7 4
w
(b) w =2y + yz + zx, para x = tcost, y = tsent, z = t, calcular N ent = %
0
(c) w = €™ cos xyz, para r = 2+, y=t>4+r, 2 =r+t, calcular a_w y a—lf en
T

r=21t= -2

(22) Consideremos un campo escalar de clase C* f definido en R? tal que f(z,y) sélo

depende de la distancia de (x,y) al origen, es decir, f(z,y) = g¢g(r) donde

r:\/m.

(a) Demostrar que para (z,y) # (0,0) tenemos que

0*f  O*f

L,
922 T ek -9 (r)+g"(r).

(b) Supongamos que ademads f satisface la ecuacion de Laplace,

2f  O°f

522 T =0

para todo (x,y) # (0,0).
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Demostrar que, para (x,y) # (0,0),
f(z,y) = aln(x® + y*) + b,

donde a y b son constantes.

(23) Laplaciano bi-dimensional en coordenadas polares. La introduccién de coordena-
das polares * = rcosf, y = rsenf, transforma f(z,y) en g(r,0). Demostrar las

siguientes férmulas (suponer f de clase C?):

dg S| dg 2
2 _ il ()
(a) ||V f(rcosf, rsend)|* = <87") + - <80) .

’f 0*f 0%¢ 10%9 10y
®) it o = T Ean T o

(24) Laplaciano tridimensional en coordenadas esféricas. La introduccién de coordenadas

esféricas
x = pcosfsenp, y = psenfsen p, 2 = pcosy,

transforma f(z,y, z) en F(p,0,¢). Este ejercicio indica como hay que proceder para
expresar el laplaciano V2 f en funcién de las derivadas parciales de F' (suponer f de

clase C?).

(a) Introducir primero las coordenadas polares x = rcosf, y = rsen f para trans-
formar f(z,y,z) en g(r, 6, z). Utilizar el ejercicio anterior para demostrar que
orp P 10 10y g
or?2  r2002 ror 022
(b) Luego transformar g(r,0,z) en F(p,0,y) tomando z = pcosp, r = psen .
Observar que, salvo un cambio de notacion, esta es la misma transformacién
que se utilizé en la parte (a). Deducir que

OPF 20F 10°F  cosp OF 1 0°F

Vif=—+-"—+= — —.
/ 0p? + p Op + p2o0p?  pPsenp dp  p?seny 062

(25) Sea f una funcién de tres variables con derivadas parciales continuas y definamos

g(t) = f(tx,ty,tz). Demostrar que:
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(26) En cierto instante la altura h de un cono circular recto es de 30 cm. y estd creciendo
a razén de 2cm/seg. En ese mismo instante el radio r de la base es de 20cm. y estd

creciendo a razén de lem/seg. ;A qué velocidad crece el area lateral A del cono?

(27) En cierto instante el radio  de la base de un cilindro circular recto es de 10 cm. y
la altura h es de 15 cm. En ese instante el radio decrece a razén de 5 cm/seg y la

altura crece a razén de 4 cm/seg. ;Con qué rapidez cambia el volumen V7

(28) Halle la derivada direccional en el punto p en la direccién p]g’ . Es decir, si v es el
vector unitario en la direccion de p_pf’ , debe hallar Dy, f(p).
(a) f(x,y,2) =2 +3zy+vy*+22 p=(1,0,2),p =(-1,3,4).
(b) f(z,y,2) =e"cosy+eYsenz  p=(2,1,0),p' =(—1,2,2).
(¢) f(z,y,2) = zcosy +ycosz+ zcosy p=1(2,1,0),p = (1,4,2).

(29) Demostrar que la siguiente funcién f tiene derivada en cada direccién en (0,0) pero

no es diferenciable en (0, 0):

i w00
f(way): \/m ( 7y)7£( ) )7
0 s1 (1’,@/) = (0,0)

(30) Para las dos funciones que siguen, demostrar que existen todas las derivadas direc-

cionales en (0,0). ; Son las funciones continuas en (0,0)7

l‘yg

(o) feg) = ) P si x4+ y® £ 0;
0 sia® +19° = 0.

xy? ) .

(b) g($ y)I $2+y4 51 (xay)%«)?())u
0 si (2, ) = (0,0)

(31) Un campo escalar f estd definido en R? mediante la ecuacién f(Z) = (@, Z), donde @
es un vector constante. Calcular la derivada de f en la direccion de cualquier vector

unitario.
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(32) Sea T : R? — R? una transformacién lineal dada, consideremos el campo escalar en
R? definido mediante la ecuacién f(Z) = (Z,TZ). Calcular la derivada de f en la

direccion de cualquier vector unitario.

(33) Hallar los valores de las constantes a,b,c tales que la derivada direccional de
f(z,y,2) = axy?® + byz + cz*x3 en el punto (1,2, —1) tenga el valor méximo 64

en la direccion paralela al eje z.

(34) Encontrar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones:
(@) fz,y) =2+ (y =1  (b) flz,y) =2 +1 -y

(35) Encontrar el desarrollo de Taylor de grado 2 alrededor del punto (zg, ) para las

funciones fi(x,y) = e*cosy y fao(x,y) = e*seny.
(36) Demostrar la unicidad del diferencial de una funcién.

(37) Sean D C R™ un abierto, 75 € D, f: D — Ry g : D — R funciones diferenciables
en zj. Demostrar que:
(a) V(f +9)(@0) = Vf(z0) + Vg(o).
(b) V(f.9)(z0) = g(20)V f(a0) + f(20) V(o).

© v (£) () - AL )Tl

9

(38) Encuentre el desarrollo de Taylor de tercer grado de (u + v)?
(a) Alrededor del punto (ug, v9) = (0,0).
(b) Alrededor del punto (ug,vo) = (1, 2).

(39) Encuentre la mejor aproximacién de segundo grado de la funcién f(z,y) = ze¥ cerca
del punto (xg,yo) = (2,0).

(Respuesta: 2 + (z —2) + 2y + y* + (z — 2)y.)

(40) (a) Calcule el desarrollo de Taylor de segundo grado de f(z,y, 2) = zy*2*® alrededor
de (0,0, 20) = (1,0, -1).

(b) Exprese el polinomio f(z,y,z2) = zy?z* como un polinomio en (z—1),y, (z+1).
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(41) Demostrar que f es diferenciable en todos los puntos del dominio y determinar su
matriz jacobiana en los siguientes casos:
(a) flz,y,2) = (xz,y + 2).
(b) flr,y.2) = (y.y? 22a).
(c) f(z,y,2) = (z/y,2y + 1,22%).

(42) Sean f : R? — R? y g : R® — R? dos campos vectoriales definidos del modo

siguiente:

flx,y) = (€7, sen(y + 2x)),

g(u,v,w) = (u+ 2v* + 3w?, 2v — u?).

(a) Calcular cada una de las matrices jacobianas Df y Dg.
(b) Hallar la funcién compuesta h(u, v, w) = f(g(u, v, w)).

(c) Calcular la matriz jacobiana Dh en (1,—1,1).

(43) Sean f : R® — R?y g : R* — R3 dos campos vectoriales definidos del modo siguiente

f(@,y,2) =@ +y+220+y+27),

g(u,v,w) = (wv’w? w?senv, ue’).

(a) Calcular cada una de las matrices jacobianas Df y Dg.
(b) Calcular la funcién compuesta h(u, v, w) = f(g(u, v, w)).

(c) Calcular la matriz jacobiana Dh(u,0,w).

(44) Sean f, g funciones de clase C? y a una constante. Consideremos la funcién u dada

por
u(z,t) = f(xr — at) + g(z + at).
Demostrar que

,0’u  O%u
" —s = —.
ox?  Ot?

(45) Demostrar que si g : R?* — R es diferenciable entonces

d Oy dg
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(46) La sustitucién

r—y Tr+y
u = s =
2 2
. : OF OF
cambia f(u,v) en F(z,y). Aplicar la regla de la cadena para expresar 2 Y 5y 0
z Y
funcion de of o1
uncién de —— y ——.
RCL
, or -
(47) Halle una férmula para 8—(x, y) — 8—(30, y) en los siguientes casos:
€z Y
(a) P(z,y) = o Qz,y) = PO

(b) P(z,y) = Va2 +y% Qz,y) = y(zy + In(z + /22 + ?)).

(48) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P,Q, R) . Halle una férmula

otF — (O _0QY (0P _OR\ (0Q 0P
N oy 02)'\0z 0xr) \oxr 0Oy '
en los siguientes casos:

(a) F(r,y,2) = (¥* 2y, v2),
(b) F(z,y,2) = (y — z,yz, —x2).

para

(49) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P, @, R). En los siguientes casos

halle una férmula para
orP 0Q OR
divF = — 4+ — 4+ —
o ox * y + 0z

(a) F(x,y,2) = (z,y,2),
(b) F(x,y,2) = (22,4 2°).

(50) El siguiente ejercicio ilustra los peligros de denotar funciones como variables reales.
Sean w = f(z,y,2) y z = g(x,y) entonces
Ow_duwds owdy dwd:_dw  dwd
Jr OxOx Oyodx 0z0x Or 0z0x

ox Jy ow 0z
aque — =1y = = 0. Por lo tanto, —— =
ya q or y ox ’ 0z Ox
' ' . ow 0z
Sin embargo, para el caso particular en que w = x+y+ 2 se tiene que EFr e
z Ox

de donde 1 = 0. ; Dénde esta el error?



Teorema de la funciéon implicita.

(1) Utilizar el método de la tangente de Newton modificado para construir una sucesion

de nimeros racionales que converja a v/3.

(2) Sea f(z,y) = (2* — y*, 2y).
(a) Demuestre que para todo punto (x,,y,) 7 (0, 0) la restriccién de f a un entorno
de (z,,y,) tiene inversa.
(b) Demuestre que si no se restringe su dominio, f no tiene inversa.
(c) Si f~! eslainversa de f en un entorno del punto (1,2), halle la transformacién

afin que aproxima mejor a f~! cerca de f(1,2) = (—3,4).

(3) Encuentre la funcién afin que aproxima mejor a la inversa de la funcién
flx,y) = (2® + 2zy + y?, 2% + y), cerca del punto f(1,1). Note que no es facil
hallar f~1.

(4) Sea D ={(r,0) e R*:7 > 0,0 <60 <21} yseaT : D — R? definida por
T(r,0) = (rcosf,rsenf).

(a) Hallar dT{, ¢ y su inversa en los puntos que exista.
(b) Hallar una expresién explicita para 7!, aclarando cuél debe ser su dominio.

. Qué puede decir de la continuidad de 717

(5) Sea U = {(p,0,0) e R®> : p>0,0< 0 <2mr,0< ¢p <72} yseaT :U — R?
definida por

T(p,0,0) = (psen¢cosb, psen psend, pcos ).

(a) Hallar d7{,¢4) y su inversa en los puntos que exista.
(b) Hallar una expresién explicita para 7!, aclarando cuél debe ser su dominio.

;Qué puede decir de la continuidad de 717

21
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(6) Si
r=u-+v+w,
y:u2+v2+w2,

z=u? +v® 4+ wd
ou )
Calcular 50 0 la imagen (z,y, z) = (2,6,8) de (u,v,w) = (1,2,—1).
Yy

(7) Sea f(u,v) = (u® + u?v + 100, u + v*).
(a) Demuestre que f tiene una inversa f~! en un entorno del punto (1,1).

(b) Encontrar un valor aproximado de f~!(11.8,2.2)

(8) Supongamos que f(z,y,z)y g(x,y, z) son campos escalares diferenciables. Demos-

trar que la funcién F : R® — R3 definida por
F(z,y,2) = (f(z,y,2),9(z,y,2), f(z,y,2) + g(z,y,2))
no puede tener una inversa diferenciable.

(9) Sea f: R — R definida por

1
E+932sen (—) si x #£0,
2 x
0 si x =0.

fz) =

(a) Demostrar que dfy es inyectiva y por lo tanto invertible.
(b) Demostrar que f no tiene inversa en ningun entorno de 0
(c) ¢Por qué lo anterior no contradice al teorema de la funcién inversa?
(10) El punto (x,y,t) = (0,1, —1) satisface las ecuaciones
zyt + senxyt = 0 r+y+t=0.
JEstan z e y definidas implicitamente como funciones de t en un entorno de —17?
(11) En los siguientes casos, demostrar que la solucién de la ecuaciéon F(z,y) = 0 se

puede representar en la forma y = f(x), en un entorno del punto (x,,y,). Calcular

f'(x,) en cada caso. Si es posible, hacer una representacién grafica.
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(a) F(z,y) =z +y+ xseny, para (z,,y,) = (0,0).
(b) F(v,y) = xe? —y + 1, para (vo,,) = (—1,0).

(c) F(z,y) = a5 +y5 — 4, para (z,,9,) = (1,3v/3).
(d) F(z,y) = zy + zIn(zy) — 1, para (z,,5,) = (1,1).

(12) Encontrar un ejemplo de un campo escalar F', definido en un subconjunto abierto
D de R? y de clase C!, tal que para algtin (z,, yo, 2,) € D se tiene que:
() F(%0, Yo, 20) = 0.
(b) Folo, Yo, 20) = Fy(T0, Yo, 20) = Fo(T0, Yo, 20) = 0.
(c) Es posible representar la solucién de la ecuaciéon F(z,y,z) = 0 en la forma

z = f(z,y), en un entorno del punto (z,, Yo, 2o)-

(13) Encontrar un ejemplo de un campo escalar F', definido en un subconjunto abierto
D de R? y de clase C!, tal que para algtin (z,, ¥o, 2,) € D se tiene que:
(a) (o, Yo, 20) = 0.
(b) Fie(To, Yoy 20) = Fy(To, Yos 20) = Fo(To, Yo, 20) = 0.
(¢) No es posible representar la solucién de la ecuaciéon F(z,y,z) = 0 en la forma

z = f(z,y), en un entorno del punto (z,, Yo, 2o)-

(14) Resolver los andlogos de los problemas [12] y [13 para el caso de un campo escalar
F(xy,...,2,,y) definido en R™*1,

(15) En los siguientes casos, demostrar que el conjunto de los puntos de R? que satisfacen
las ecuaciones F(z,y,z) = 0y G(z,y,z) = 0, se puede representar en la forma
y = f(z), z = g(x) en un entorno del punto P, = (z,, Y., 2,), donde f y g son

funciones diferenciables en un entorno del punto z,.
(a) F(z,y,2) =a*+2y* — 2> -2, G(v,y,2) =2x —y+2— 1, para P, = (2,1, —2).

(b) F(z,,y,2) = 2% — zy + 2y* — daz + 22° — 10, G(z,y,2) = zyz — 6, para
P,=(2,3,1).
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(16) En los siguientes casos, demostrar que el conjunto de los puntos de R* que satisfacen
las ecuaciones F(z,y,u,v) =0y G(z,y,u,v) = 0, se puede representar en la forma
u = f(z,y), v = g(x,y) en un entorno del punto P, = (x,, Y,, ts, U,), donde f y g

son funciones diferenciables en un entorno del punto (z,, y,).

(a) F(z,y,u,v) = 2> —y* +uv —v? + 3, G(z,y,u,v) = x + y* + u? + uv — 2, para
P=(21,-1,2).

(b) F(z,,y,u,v) = 2x —y + 2u — v, G(z,y,u,v) = 3z + 2y + u + v, para P, =
(0,0,0,0).

(17) Demostrar que un subespacio vectorial k-dimensional de R™ es una variedad de

dimension k.

(18) Encontrar los puntos en los cuales la siguiente funcién alcanza su valor mas grande
y mas pequeno.
f(z,y) = 2% + 24yx + 8y? en la regiéon z? + y* < 25.

(19) Una caja rectangular sin tapa ha de tener una superficie de drea S. Encontrar las

dimensiones de la caja de maximo volumen.

(20) Encontrar los puntos més lejanos del origen que estan en la curva

x =cost,y =sent,z = sen(t/2).

(21) Encontrar el valor maximo de la funcién f(z,y,z) = z(y + z) dado que
> +yP=10z=1.

(22) Sea f(z,y) = 3z* — 42*y + y*. Demostrar que sobre toda recta y = max la funcién
tiene un minimo en (0, 0) pero que no existe minimo en ningtn entorno bidimensio-

nal.

(23) Determinar los valores extremos absolutos y relativos y los puntos de ensilladura

para la funcién f(z,y) = zy(1 — 2% — y?) en el cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1.

(24) Encuentre la distancia del punto (2, —3,1) al plano de ecuacién z = 2z + 5y — 3.
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(25) Hallar los valores extremos de la funcién f(z,y) = cos* z + cos?y con la condicién

r—y=m/4
(26) Hallar los valores extremos de f(x,y,2) = x — 2y + 2z en la esfera 2% + y* + 22 = 1.

(27) Hallar los puntos de la superficie 22 — zy = 1 mas préximos al origen.

Para facilitar el trabajo del estudiante recordamos los principales teoremas que se nece-

sitan para poder resolver estos problemas.

Estos son: el teorema de la funcién inversa, el teorema de la funcion implicita y el teorema

de los multiplicadores de Lagrange.

Teorema de la funcién inversa:

Sean D C R™ un abierto y f : D — R” una funcién de clase C'. Sea Z, € D tal que
f'(Z,) tiene inversa. Entonces existe un conjunto abierto U C D tal que:
(a) @, € U.
(b) f(U) es abierto.
¢) flu:U — f(U) es inyectiva y su inversa g : f(U) — U es de clase C.
(d) Si & € U entonces f'(z) es invertible y

para todo ¥ € U.
(e) La inversa local g : V' — U es el limite de la sucesién {gx} de aproximaciones

sucesivas definidas inductivamente por
() =70, g1 = g6 (@) = (@) [ f (@) — 7]

para iy € V.
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Teorema de la funcién implicita:

Sea D C R™™ un abierto y F' : D — R™ una funcién de clase C!. Si para algin 2y € R"
y algun gy € R™ se tiene que
(i) F(a0,90) = 0.
(ii) Fyz(%o,yo) tiene inversa .
Entonces existe un entorno B de gy, un entorno V' de (Z,,9,) y una funcién f : B — R™ de
clase C! tal que
(a) ( ) - yO )
(b) (Z, f(Z)) € D para todo Z € B,
(¢) F(Z, f(%)) = 0 para todo ¥ € B,
)

(d) Si & € B entonces la ecuacion

<y
~
—~
&)

Adems3s

para todo ¥ € B.

Teorema de los multiplicadores de Lagrange:

Sea (2 C R™ un abierto, sea m tal que m < n y sea g :  — R™ una funcién de clase
C! tal que si ¢ = (g1,...,9m) entonces los vectores Vg,(%),..., Vg, (Z) son linealmente
independientes para todo ¥ € (2.
Sea S la superficie definida implicitamente por las ecuaciones g;(Z) =0, ..., gn(Z) =0,
es decir,
S={7eQ:q(¥)=0,...,9(Z) =0}
Sea f : R" — R diferenciable, si f|gs alcanza un méximo o un minimo en z; entonces

existen constantes A\, ..., A\, € R tales que

Vi(z,) =MV (2y) + -+ A Vagm(Ts).



