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Prologo

Estas notas son el resultado de la experiencia de los autores en el dictado de diversos

cursos en la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela.

En unas notas de los mismos autores, tituladas Espacios de Banach, se desarrollan los

temas de la primera parte del curso de Analisis Funcional de esta Licenciatura.

Los tres primeros capitulos de estas notas en Espacios de Hilbert corresponden a la

segunda parte del curso de Anélisis Funcional de esta Licenciatura.

El cuarto capitulo de estas notas en Espacios de Hilbert no esta en el programa de ésa
asignatura, pero podria ser una continuacion natural, obviamente no es la tinica. Para este
capitulo (y sélo para este) se necesitaran algunos conceptos y resultados de un curso basico

de Funciones Analiticas.

Todos los capitulos de estas notas en Espacios de Hilbert podrian ser usados como parte

de una asignatura electiva de la Licenciatura en Matematica.

El trabajo de mecanografia estuvo a cargo de los autores. Agradecemos cualquier obser-

vacién o comentario que deseen hacernos llegar.

Ramoén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Julio 2005.
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CAPITULO 1

Espacios con producto interno.

“Dios siempre hace geometria.” Platon.

1. Producto interno.

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K (donde K es R ¢ C). Un producto

interno en X es una funcién (.,.) : X x X — K tal que

(x,y) = (y,x) para todo z,y € X.

(x+y,z) = (x,2z) + (y, z) para todo z,y,z € X.
(Ax,y) = MNx,y) para todo x,y € X, para todo A € K.
(z,x) > 0 para todo = € X.

(e) (z,x) =0siy sblosix=0.

Ademas decimos que (X, (.,.)) es un espacio con producto interno .

EJEMPLO 1.2. C" el espacio de los vectores 1 x n. C™ es un espacio con producto interno

con el producto escalar euclideo
n
* -
(v, W), =vw* = E T
k=1

donde v,w € C", v = (vy,...,v,), w = (wy,...,wy,), y w* es el adjunto de w.

EJjempLO 1.3. C,, 4, el espacio de las matrices n xn cuyas entradas son niimeros complejos
estd dotado de una estructura Grammaniana: esto es, para A, B € C,«, se considera la
matriz n x n dada por AB* la cual se conoce como la Grammaniana de A y B.

El espacio C,,«,, es un espacio con producto interno con el producto dado por

(A, B)pxn = tr(AB*) = i iaikﬂ

i=1 k=1
donde A, B € C,,xp, son de la forma A = (a), B = (bix).

FEJEMPLO 1.4. Consideremos a

lo = 15(N) = {(mn)n>1/xn € C tales que Z |z, |? < oo}

n=1
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con el producto interno dado por

(2,y) =) wT
n=1

EjeEmPLO 1.5. Uno de los ejemplos de espacio con producto interno més conocido es el

espacio ly(Z)

nez

Io(Z) = {(xn)nez/xn €eCy Z |z, |? < oo} :

En este espacio el producto interno en este espacio esta dado por

w0 = 3 ot

ne”L

EJEMPLO 1.6. Sabiendo probabilidades se puede considerar el siguiente ejemplo.
Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea L?(Q, F, P) el conjunto de las variables
aleatorias Y : Q2 — R, centradas (es decir, £(Y) = 0) con varianza finita (es decir, tales que

E(Y?) < o0) con el producto interno dado por la covarianza
(Y, Ya) = Cov(Ya, Ya) = E(Y1Ya)
donde E denota la esperanza.

EJEMPLO 1.7. Sabiendo teoria de la medida se puede considerar el siguiente ejemplo.

Si (2, F, ) es un espacio de medida
L*(Q, F,p) = {f :Q — C, f es F-medible y /Q |f(8)Pdu(t) < oo}
con el producto interno dado por
()= [ o).

OBSERVACION 1.8. En particular si a,b € R y a < b, podemos considerar el espacio
L?([a, b], B([a, b]), m) donde B([a, b]) son los borelianos de [a, b] y m es la medida de Lebesgue
en [a,b]. Estos espacios los denotaremos por L?[a,b]. En ellos el producto interno esté dado

por
b
(f.g) = / F(B)gldt.

TEOREMA 1.9 (Desigualdad de Cauchy Schwartz).

Sea (X, (.,.)) un espacio con producto interno, entonces para todo x,y € X

|<x7y>’ < <$,l‘>1/2<y’y>1/2
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DEMOSTRACION. Sea A € C tal que [\ =1y
My, x) = [{y, z)].
Sea t € R tenemos que
(v, y)t* = 2z, )t + (z,2) = (thy — z,thy — ) > 0.
Esta es una inecuacion de segundo grado en t. Observando el discriminante obtenemos que
Az, ) — 4z, 2){y,y) < 0.
De donde

(2, y) > < (z, 2)(y, ).
0

DEFINICION 1.10. Sean z,y vectores de un espacio con producto interno. Se dice que

x,y son vectores ortogonales cuando
(x,y) =0.

Esto suele abreviarse con la expresion z_Ly.

PROPOSICION 1.11. Sea (X, {(.,.)) un espacio con producto interno. Si definimos
lz]| = (@, 2)"?

entonces || || es una norma en X.

Ademds, esta norma satisface la ley del paralelogramo, es decir para todo x,y € X :
=+ yll* + llz = yll* = 2[|z]* + 2[|y|I*.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
2. Conjuntos ortogonales.

DEFINICION 1.12. Sea (X (.,.)) un espacio con producto interno. Un subconjunto {u, }a

de X se llama ortogonal si
(Ua,ug) =0 para a#f.

DEFINICION 1.13. Sea (X, {(.,.)) un espacio con producto interno. Un subconjunto

{to }aca de X se llama ortonormal si
(Ua, Ug) = o3

El siguiente resultado generaliza el teorema de Pitagoras para el caso finito, en espacios

con producto interno. Su demostraciéon queda como ejercicio.
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TEOREMA 1.14 (Igualdad de Parseval, caso finito).

Sean (X, (.,.)) un espacio con producto interno y x € X tal que

n
r = E CrUf
k=1

donde ¢, €e K yup € X

(a) Si{uy,...,u,} es ortogonal entonces

n
lzl® = el ?
k=1

y e = (x,up)/||ug||* para cada k € {1,... ,n}.

(b) Si{uy,...,u,} es ortonormal entonces

n
lzl® = lexl?
k=1

y ek = (x,ux) para cada k € {1,... n}.
COROLARIO 1.15. Todo conjunto ortogonal finito es linealmente independiente.
La demostracion de este corolario queda como ejercicio.

3. Funciones periédicas y series de Fourier

3.1. Algunos resultados sobre funciones trigonomeétricas.
Las funciones trigonométricas son de especial importancia pues tienen un papel funda-
mental en el andlisis de Fourier.

Las siguientes identidades son bien conocidas (z e y denotan nimeros reales).

(1.1) sen(z £ y) = senx cosy £ seny cosx
(1.2) cos(x + y) = cosx cosy F sen x sen y
1—- 2
(1.3) sen’ x = w
1 2
(1.4) cos® T = 14 cos(2z)
2
1
(1.5) senzcosy = a(sen(x —y) +sen(z + y))
1
(1.6) senzseny = é(cos(x —y) —cos(x +vy))
1

(1.7) COS T COSY = §(cos(x —y) + cos(z + y))
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Con algunas de estas igualdades se puede probar la siguiente proposicién, la cual da

ejemplos de funciones ortogonales con respecto al producto interno dado por

<f79>:/oﬂf($)g(x)dx.

PROPOSICION 1.16. Sean m y n enteros positivos. Entonces
0, sim#n;

27 27
/ sen mx sennx dr = / cosS mx cos nx dx =
0 0 T, SiMm=n.

27
/ senmx cosnz dx = 0.
0

DEMOSTRACION. Demostraremos que
2 0, sim#n;
sen mx sen nx dx =
0 m, sim=n.
Las demostraciones de las igualdades restantes son andlogas y quedaran como ejercicio.
Supongamos m # n, por la identidad (1.6) tenemos que

sen mx sen nx = %( cos((m —n)x) — cos((m +n)x) ),

por lo tanto,

/% cos((m —n)z) dr — % /027r cos((m + n)z) dz

27
/ senmx sennx dr =
0
27

m-+n

1
2
% lsen((m —n)m)}27r 1 {sen((m—kn)x)]o
0

Supongamos m = n, por la identidad (1.3) tenemos que
1 — cos(2mzx
sen’(mz) = —2( ),

por lo tanto,

2m 1 2m
/ sen’(mx) dx = —/ (1 —cos(2mz) )dx
0 2.Jo
1
2

[5,3 B sen(?mx)] o

2m 0
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3.2. Funciones periddicas.

OBSERVACION 1.17. Supongamos que f es una funcién a valores reales definida en un
intervalo I, de la forma (a,b] 6 [a,b), entonces f puede ser extendida, en forma natural, a

una funcién de periodo T'= b — a, definida en todo R mediante la siguiente igualdad:
f@+nT) = f(x),

paraz € [ yn € Z.
En particular, cuando se consideran funciones de periodo 27, es usual definirlas en el

intervalo [0, 27), o en el intervalo [—m, 7).

PROPOSICION 1.18. Sea f : R — R una funcién de periodo T. Si [ es integrable sobre
un intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud T

y para cualquier a € R se tiene que

/_jaf(x) do = /OTf@;) da.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

3.3. Polinomios trigonométricos.

Como es usual R denotard el cuerpo de los nimeros reales.

DEFINICION 1.19. Un polinomio trigonométrico es una funcién de R en R de la forma

(1.8) P(x) = % + Zak cos kx + B sen kx,
k=1
donde oy, a1, ..., y B1,..., 3, son constantes reales.

DEFINICION 1.20. Si P es un polinomio trigonométrico de la forma (1.8), el grado de P
es el mayor entero k tal que ay # 0 6 [ # 0.

El siguiente resultado indica que los coeficientes de un polinomio trigonométrico se ob-

tienen considerando el producto interno del polinomio con las funciones seno y coseno.

PROPOSICION 1.21. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces

1 2

ak:—/ P(z)coskxdr para k=0,....,n
T Jo
1 2w

5k:—/ P(z)senkxdx para k=1,...,n.
m™Jo

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
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PROPOSICION 1.22. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces
1 27 ) &2 n ) )

— P(z))*de = =2 + oy + G
| ) s+ ot

(e

DEMOSTRACION. Notemos que
(P(z))* = %P(x) + Z ayP(z) cos kx + B, P(x) sen kx,
k=1

integrando y utilizando la Proposicion [1.21' obtenemos

27 2 n 27 27
/ (P(z))*dr = % P(z)dx + Zak/ P(z) cos kx dm+ﬁk/ P(z)senkx dx
0 0 P 0 0

= 7o, + Z ooy + Opm B
k=1

a? u
:7T<? + Za,% +ﬂ,3>
k=1
O

Conociendo el espacio L%[0, 27], este resultado se puede interpretar asi: salvo constante,
la norma en L?[0, 27] de un polinomio trigonométrico se obtiene sumando los cuadrados de

sus coeficientes.

3.4. Coeficientes de Fourier.

DEFINICION 1.23. Sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo
0, 27].

Los coeficientes de Fourier de f son

27
(1.9) ak:l/ f(x) cos kx dz (k=0,1,...),
T™Jo

27
(1.10) bk:l/ f(z)senkx dx (k=1,2,...).
T Jo

La serie de Fourier de f es la siguiente suma formal

Qo

(1.11) 5

o
+ Z ay, cos kx + by sen kx

k=1

OBSERVACION 1.24. Si P es un polinomio trigonométrico entonces los coeficientes de
Fourier de P son los coeficientes que aparecen en la expresién original de P, la serie de

Fourier de P converge y P es igual a su serie de Fourier.
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3.5. Lema de Riemann-Lebesgue.

LEMA 1.25 (Riemann-Lebesgue). Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces
b b
lim / f(z)sen(Ax)dzr = lim f(z) cos(Ax) dx = 0.

A—+00 A——+o00 a
Haga la demostracién de este lema, considerando primero funciones simples, luego fun-

ciones positivas e integrables y finalmente funciones integrables.

COROLARIO 1.26. Sea f : R — R una funcion de periodo 27, integrable en el intervalo

0,27]. Si{ar} y {bx} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim a; = lim b, =0.
k——+o0 k——+o0

3.6. Notacion compleja.
Muchas de las operaciones con funciones trigonométricas se simplifican al pasar a los

numeros complejos, usando la formula de Euler
(1.12) " = cosf +isend.

De la férmula de Euler se obtiene

1 . .
cosf = 5( 04 emi0)
(1.13) ;
senf = Z(ew — e

A continuacién enunciamos algunos resultados que pueden ser verificados sin mayores
dificultades por el estudiante familiarizado con el manejo de nimeros complejos.

Si en un polinomio trigonométrico de la forma
a n
o
P(z) = -5 * kg_l ay, cos kx + By sen kx,

hacemos la substitucién

1 . . 1 . ‘
coskr = 5(6”“ + e_zk“;) sen kx = Z(e’k“ — e_m),

obtenemos

P(l’) _ Z ’Yk;eikx,

k=—n
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donde, para k = 1,...,n, los niumeros complejos 7y, estan relacionados con los nimeros «,,

ar v B por la ecuaciones

1
o = 70,
Te= 5
1 :
Te = 5(0% — i),
1 .
V—k = 5(0% + i)
También se tiene que
Qg = Yi + V—k;

Be = i( — Y=k)-

Si f:R — R es una funcién de periodo 2, integrable en el intervalo [0, 27], entonces su
serie de Fourier es igual a

“+oo
E Ckezkx’

k=—00

donde
Cr = o ; x)e xX.

3.7. Funciones de periodo arbitrario.
Sea f: R — R una funcién de periodo 27" (T > 0), si definimos ¢ : R — R por

o) =1 (),

™

entonces ¢ tiene periodo 27.

Este cambio de variable permite trasladar, en forma muy natural y sencilla, los resultados
que hemos obtenido para funciones de periodo 27 a funciones de periodo 27

Una funcién de periodo 2T, integrable en el intervalo [0, 27, tiene una serie de Fourier

(generalizada) de la forma

o > k k
% + ;akcos (%) + b sen <$) ,

1 [T kmx
ak—T/Tf(;E)cos( T ) T ( 0,1,...),

! Tf(l')Sen<kax) dx (k=1,2,...).

donde

bk:f

-T
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3.8. Desarrollo en serie de cosenos y en serie de senos.
“Incluso funciones totalmente arbitrarias pueden ser desarrolladas en series de senos de

multiples arcos”. Fourier

DEFINICION 1.27. Sea I C R un intervalo simétrico con respecto al origen y sea
f I — R una funcion.

Se dice que f es par si

f(z) = f(—x) paratodo =z € l.

f(z) = —f(—z) paratodo z € I.

Supongamos que tenemos una funcién f, definida en un intervalo de la forma [0,7],
donde T > 0.
Si definimos
f@)  size07],
f(=z)  size[-T,0]
entonces g es una extension par de f al intervalo [—T,T]. La funcién ¢ tiene una extensién
de periodo 27" a toda la recta. La expansién de Fourier de g es lo que se conoce como el

desarrollo en serie de cosenos de f.

Si definimos
f(x) sixz € 0,7,
—f(—x) siz € [-T,0],

entonces h es una extensién impar de f al intervalo [T, T]. La funcién h tiene una extensién
de periodo 2T a toda la recta (més precisamente la restriccién de h al intervalo [—T,T)).

La expansion de Fourier de h es lo que se conoce como el desarrollo en serie de senos de f.

Se puede probar que si f : [0,7] — R es una funcién integrable, entonces su desarrollo
0 = k
% + ;ak cos (_;x) ,

ak:%/on(x)cos(lme> dx (k=0,1,...).

en serie de cosenos es

donde
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Su desarrollo en serie de senos es

ib sen <k7r_x>
k T )
k=1
2 [T k
bk:?/o f(x)sen(%) dx (k=1,2,...).

3.9. Aproximacién en media cuadratica.

donde

Tomando en cuenta la Proposicién [1.11] consideramos

I£1l2 = ( / %(f(ar))de) "

TEOREMA 1.28. Sea f : R — R una funcion de periodo 2w, de cuadrado integrable, sea
N un entero positivo y sea P un polinomio trigonométrico de grado N. Sea {S,} la sucesion
de sumas parciales de la serie de Fourier de f. Entonces

If = Snll2 < |If — Pll2
y hay igualdad si y solo si P = Sy.

DEMOSTRACION. Sea

N
P(z) = % + Z ay, cos kx + By sen kx.
k=1

Por la Proposicién 1.22] tenemos que

1 27 a2 N
—/0 (Pe) e = %2 + S of +
k=1

™

Por otro lado

2 N 2 2
1 1
= —— flx)de + E a—/ f(x)coskx dx + Br— f(z)senkx dx
27 Jo (z) — M 0 (z) M 0 (z)

N
%2@0 + ; agay + Biby.

Sea

Sp(z) =— + Z a, cos kx + by sen kx
k=1
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la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f.

Entonces

2 U= perie = [t 2 [T wpe e - [P e
Luego
%/0 ﬂ(f(x) — P(z))?dx =

l/oﬂ(f($>)2d$_2< an""z @kak—l-ﬁkbk) +— + Zak + G

(1.14) =
2 N CL2 N
—_”sz —I-Z ap — ap)? + (b — Bp)? — 304_2&24_52
=1 k=1
En particular
1 2 ) 1 ) CL2 N , )
(1.15) =[G = Swl@)de = 271 - EROIEELL

De las férmulas (1.14) y (1.15) sigue inmediatamente el resultado.

3.10. Desigualdad de Bessel para funciones de cuadrado integrable.

PROPOSICION 1.29 (Desigualdad de Bessel). Sea f : R — R una funcién de periodo 27,

de cuadrado integrable y sean aj y by sus coeficientes de Fourier. Entonces

2

5" + Z a; +b; < —HfH%

para todo entero positivo N.

DEMOSTRACION. De la férmula (1.15) sigue inmediatamente el resultado.
U

COROLARIO 1.30. Sea f : R — R una funcion de periodo 2w, de cuadrado integrable y

sean ag y by sus coeficientes de Fourier. Entonces la serie

o0

Zai—l—bi

k=1

es convergente



Ejercicios 1.
(1) Demuestre que los siguientes espacios vectoriales son espacios con producto interno

(a) El espacio C™ de los vectores 1 x n. Con el producto escalar euclideo

n

(v,w), =vw" = kaw_k.

k=1

donde v,w € C", v = (vq,...,0,), w= (wy,...,w,), y w* es el adjunto de w.

(b) El espacio C, «,, de las matrices n x n. Con el producto dado por

(A, B)pxn = tr(AB*) = 2": iaik@

i=1 k=1

donde A, B € C,,»y,, son de la forma A = (a;), B = (bix)-
(c) El espacio

Iy = {(xn)n>1/xn € C tales que Z |z, | < oo}

n=1

con el producto dado por

(@,9) =Y Tuln.
n=1

(d) Sabiendo probabilidades se puede considerar el siguiente caso.
Sea (9, F, P) un espacio de probabilidad. Sea L*(Q, F, P) el conjunto de las
variables aleatorias Y : Q@ — R, centradas (es decir, E(Y) = 0) con varianza
finita (es decir, tales que E(Y?) < 00).
El espacio L?(§2, F, P) es un espacio con producto interno, el cual estd dado

por la covarianza
(V1,Ya) = Cou(Y3,Ys) = E(YiYa)

donde E denota la esperanza.

13
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(e) Sabiendo teorfa de la medida se puede considerar el siguiente caso.

Si (€2, F, 1) es un espacio de medida sea

L*(Q,F, p) = {f :Q — C, f es F- medible y / |f()Pdu(t) < oo}
Q
El espacio L*(Q, F, j1) es un espacio con producto interno, el cual estd dado por

(f.g) = /Q £ (g du(t)

(2) Demostrar: Sea (X, (.,.)) un espacio con producto interno. Si definimos
lz]| = (2, 2)"?
entonces | || es una norma en X.

Ademads, esta norma satisface la ley del paralelogramo, es decir, para todo

x,y € X:
Iz + yll* + llz = ylI* = 2[}=]* + 2[ly]1*.

(3) Demostrar que todo espacio con producto interno se puede completar.

(4) Sea X un espacio vectorial real con producto interno (., .).

Demostrar que para todo z,y € X

1
(w.y) = 7 (lz+yl* = lle = yl).

(5) Sea X un espacio vectorial complejo con producto interno (., .).

Demostrar que para todo z,y € X

1 : : : .
(w.y) = 7 (lz+yll* = llz =yl +illz + iyl = illz —ayl*).

(6) Sea (X, ||.||) un espacio normado (real o complejo). Demostrar que ||.|| proviene de

un producto interno si y solo si satisface la ley del paralelogramo.

(7) Demostrar: Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.
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(8) Sea f : R — R una funcién de periodo T'. Probar que si f es integrable sobre un

intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud

T y para cualquier a € R se tiene que
T—a T
/ f(z)dx = / f(z)de.
—a 0

(9) Sea P un polinomio trigonométrico de la forma

P(z) = % + Z ay cos kx + By sen k.

k=1
Probar que
1 2m
ak:—/ P(x)coskrdr para k=0,....n
T Jo
1 2
Or = —/ P(z)senkxdx para k=1,...,n.
T Jo

(10) Considerar la funcién f definida por
f(z) =2 para —m<z<m,

extendida por periodicidad a toda la recta.
(a) Hallar los coeficientes de Fourier.

(b) Probar que la serie de Fourier de f es

senx sen2xr sen3x sen kx
2 cee ()R
( . 5ttt (1) T )

(11) Sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo [0, 27]. Pruebe

que si {ax} y {bx} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim a; = lim b, =0.
k——+o0 k——+o0
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(12) Considerar la funcién f definida por
f(z) =2* para 0 <z < 27,
extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Probar que los coeficientes de Fourier de f son
ap =4/k* si k #0, a, = 8m%/3 y b= —A4r/k.

(b) Hallar la serie de Fourier de f.

(13) Sea f : R — R una funcién continua, de periodo 27. Demostrar que si

2w
(x)cos(kx)dx =0  para k=0,1,...,
0

27
/ f(x)sen(kz)dzr =0 para k=1,2,...
0

entonces
f(z) =0 para todo x € R.

(14) Sea f una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo [0,277], con serie de

ay d kmx kmx
5 + z;akcos (T) + by, sen (T) .

Demostrar que:

Fourier

(a) Si f es par entonces

bp =0 para k=1,...,n,

y ademas

ak:%/OTf(a:)cos(lme> dx (k=0,1,...).

(b) Si f es impar entonces

ar,=0 para k=0,...,n,
y ademas

bk:%/OTf(x)sen(me> dx (k=1,2,...).
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(15) Hallar el desarrollo de f(x) =senxz, 0 <z < 7 en serie de cosenos.

(16) Desarrollar la funcién f(x) =z, 0 < x < 2, en serie de cosenos y en serie de senos.






CAPITULO 2

Espacios de Hilbert.

DEFINICION 2.1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

EJEMPLO 2.2. El espacio C" con el producto interno dado en el Ejemplo/1.2/es un espacio
de Hilbert.

EjemprLo 2.3. El espacio C,«, con el producto interno dado en el Ejemplo [1.3/ es un
espacio de Hilbert.

PROPOSICION 2.4. El espacio

ly = {(mn)n21/l’n € C tales que Z ’$n|2 < Oo}

n=1

es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

oo
n=1
La demostracién de esta proposicion que da como ejercicio.

1. Geometria de espacios de Hilbert.

TEOREMA 2.5. Sea H un espacio de Hilbert. Todo subconjunto cerrado, convexo y no

vacio de H contiene un unico elemento de norma minima.
DEMOSTRACION. Sea C' C H, C cerrado, convexo y no vacio. Sea
d = inf ||z
zeC
Debemos probar que existe un vector de C' cuya norma es 6. Sea {x,}, C C tal que
lim ||z,|| = 4.
n—oo
Por la ley del paralelogramo se sigue que

Hxn + xm”2 + Hxn - meQ = 2”5”71”2 + 2”1'771”2

19
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Como C es convexo tenemos que (z,, + Z.,)/2 € C. Luego

Ty + Ty
2

> 6.

Por lo tanto

|20 = 2wl* < 2]jal® + 2]l 2| — 46°.

Como

lim H:UnH2 = lim meHZ = §2
n—oo m—0Q

la desigualdad anterior permite probar que {z,} es una sucesién de Cauchy.
Como H es Hilbert entonces H es completo, luego {x,,} es una sucesién convergente. Sea
T, = lim z,.
n—oo

Como C' es cerrado z, € C'. Ademas

|| :‘ lim 2| = lim ||| = 6.
n—oo n—oo

De donde z, tiene norma minima.
Para ver la unicidad basta notar que, por lo anterior, si y € C' es otro elemento de norma
minima entonces la sucesion {x,,y, z,,y, ...} es de Cauchy y por lo tanto z, = y (complete

los detalles de la prueba de esta parte). 0]

DEFINICION 2.6. Dado un espacio de Hilbert H y una variedad lineal M de H el

ortogonal de M es

M+ ={z¢€ H:{(z,x) =0 para todo x € M}.

PROPOSICION 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de H entonces

M+ es un subespacio (cerrado) de H.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

TEOREMA 2.8 (Teorema de la perpendicular).
Sean H wun espacio de Hilbert y M un subespacio (cerrado) de H entonces para cada

x € H existe un tinico y € M y un inico z € M~ tal que x = y + z. Ademds
ll* = [lyll* + ll=11%,

Iz = yl| = dist(z, M).

El vector y es llamado la proyeccion ortogonal de x sobre M y lo denotaremos por Py(x).
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DEMOSTRACION.

Sea x € H, el conjunto x + M es un subconjunto de H cerrado, convexo y no vacio. Por
el teorema anterior x + M tiene un elemento de norma minima.
Sea z € x + M el elemento de norma minima, entonces existe m, € M tal que

2=+ m,.
Sea y = —m, entonces y €« M y x =y + 2.
Probaremos que z € M*.
Seam € M. Sea A € Ktal que [A\| =1y
Am, z) = [(m, z).
Sea t € R, como z es de norma minima
I1zIP < |z —tAm|* = (z —tAm,z — t Am)
= [l2l* = tA(m, 2) — tX(z,m) + | A[*[Jm]]*.
Entonces
0 < —=2t[(m,2)| +¢*|lm]*.
Si||m|| =1yt >0 entonces
0<2|(m,z)| <t.

Tomando limite cuando ¢ tiende a 0, obtenemos que
(m,z) =0

para todo m € M tal que ||m|| = 1. De esto se puede deducir que z € M.

A continuacién probaremos las otras igualdades. Como (y, z) = 0 se sigue que

l2]* = {2, 2) = {y+ 2,9+ 2) = (y,9) + (2, 2) = [ly|* + [|2]*.
Ademiés
o=yl =l = inf Jwll = inf o+ m| = dist(z, M)
La unicidad queda como ejercicio.

O

COROLARIO 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio (cerrado) de H en-

tonces
H=M+M*

donde M+ es un subespacio (cerrado) de H, que es ortogonal a M.
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PROPOSICION 2.10. En un espacio de Hilbert el iinico vector que es ortogonal a todos los

vectores es el vector cero.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

2. Funcionales lineales en espacios de Hilbert.

PROPOSICION 2.11. Dados un K-espacio de Hilbert H y un vectory € H, sea f : H — K
dada por

f(z) = (z,y) para todo x € H

entonces f es un funcional lineal continuo en H. Es decir, f € H*.

La demostracién de esta proposicion queda como ejercicio. El siguiente teorema dice que

el reciproco es cierto.

TEOREMA 2.12 (Teorema de representacién de Riesz).
Sea H un espacio de Hilbert y f un funcional lineal continuo en H (es decir, f € H*)

entonces existe un unico y € H tal que
fz) = (x,y) para todo x € H.

DEMOSTRACION.
Si f =0, basta tomar y = 0.

Si f # 0, consideramos
M =ker(f)={x € H: f(z) =0}.

Se tiene que M es un subespacio propio de H, por lo tanto M+ no es trivial.
Sea z € M* tal que ||z|| = 1, claramente f(z) # 0.

Sea x € H entonces
o= 522) = 0 - £ 1) =0

f(z) f(2)
Luego
A CO
f(z) '
Y asi
@ N @ @)
0= (-1 —roy - M) = oy - L)
De donde

f(@) = f(2) (x, 2) = (x, [(2) 2).
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La representacion se obtiene tomando

y=f(2) z.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen yi,y. € H tales que

f@)=A{z,p)  f(2)=(z,12)
para todo x € H. Entonces
(91 —y2) =0

para todo x € H. Por la proposicién anterior y; — yo = 0. Luego y; = ys.

3. Sistemas ortogonales.

TEOREMA 2.13. Sean H un espacio de Hilbert, {u,...,u,} un conjunto ortonormal y
M el subespacio generado por {uy,...,u,}. Six € H y§ = dist(x, M) entonces

(a) La proyeccion ortogonal de x sobre M estd dada por

n

Py (z) = Z(m,uk>uk

k=1

(b) La norma de x puede expresarse en términos de la distancia de x a M y de los

coeficientes de la proyeccion ortogonal de x mediante
n
=] = 6%+ Y [, u) .
k=1

DEMOSTRACION. Sabemos que # =y + z donde y € M, z € M+ y ademés

2] = [l =yl = dist(z, M)

I ]1* = Ny lI* + [l=[1*.

Tenemos que z_Luy para todo k € {1,...,n} y existen constantes ci, ..., ¢, tales que

n

Yy = Z CilU;.

i=1
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Luego

(T up) = (y + 2,u) = (Y, ug) + (2, wp) =

= (y,ur) = <Z Ciui,uk>

i=1
n

= Zci(ui, Up) = Ck.
i=1

De donde ¢, = (x,ux) y por lo tanto

n

Py(x) =y = Z(x, Up YU

k=1

Ademas por la igualdad de Parseval en el caso finito (ver Teorema [1.14) tenemos que

> Kz )P = Iyl = Nl = |l=1* = o)) — 8
k=1
0

COROLARIO 2.14. Sean H un espacio de Hilbert, {uy, ... ,u,} un conjunto ortonormal y
r € H. Entonces

n
>z < 2
k=1

COROLARIO 2.15 (Desigualdad de Bessel).

Sean H un espacio de Hilbert, {uq}aca un sistema ortonormal en H y x € H. Entonces

(a) el conjunto {a € A : (x,uy) # 0} es numerable o finito

(b) Y Nz, ua) P < .

a€A

DEFINICION 2.16. Dado un conjunto A llamaremos [?(A) al conjunto de las funciones

¢ : A — K tales que p(a) = 0 salvo para una cantidad numerable o finita de indices a y

> lp(a))? < oo.
acA
Y sea

1/2
ol = (Z\g@(aﬂz) .

acA

EJEMPLO 2.17. En el caso A = N tenemos que [*(N) = [* (donde [* es el espacio que

aparece en la Proposicién 2.4).
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OBSERVACION 2.18. Sabiendo teorfa de la medida, el espacio [*(A) se puede interpretar

como el espacio L? de la medida que a cada punto le asocia masa 1).

TEOREMA 2.19 (Riesz - Fischer).
Sean H un espacio de Hilbert y {uq}aca un sistema ortonormal en H. Si ¢ € [*(A)
entonces existe x € H tal que

pla) = (2, ua) y 21l = llllzca)-

DEMOSTRACION. Sea
B,={a€ A:|p(a)] >1/n}

Ty = Z o) g,

aEBn

entonces B,, es finito. Sea

Por la igualdad de Parseval en el caso finito (ver Teorema [1.14)) tenemos que
lzall* = > le(a)]”
aEB),
Es facil ver que {z,} es una sucesién de Cauchy (pruébelo). Como H es completo existe
x € H tal que
v fim e

Entonces para cada oo € A

(T, uq) = (lim 2, uq) = lim (x,, us) = ()

n—oo n—oo
Ademss
2 2 2
[2)* = || lim @, | = lim [|z,]|
n—oo n—oo
= lim lo(a)]? = lp(a)]? = H<P||522 A)-
(4)
n—oo
a€B, acA

OBSERVACION 2.20. Si A = N entonces el teorema anterior queda asi:

COROLARIO 2.21. Sean H un espacio de Hilbert y {u,}n,>1 una sucesion ortonormal en

H. Si{an}n>1 es una sucesion de escalares en I entonces existe x € H tal que

[e.9]

= (T, Un) y Izl = lanl.

n=1
DEFINICION 2.22. Un conjunto ortogonal es mazimal cuando no existe ningin otro con-

junto ortogonal que lo contenga.
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DEFINICION 2.23. Los conjuntos ortonormales maximales suelen llamarse bases ortonor-

males.

TEOREMA 2.24. Sean H un espacio de Hilbert y {uy}aca un sistema ortonormal en H.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
() {ua}aca es mazimal.
(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de {uq}aca €s denso en H.
(c) Para todo x € H se tiene que
l2l* = [, ua)]
acA
(d) Para todo x,y € H se tiene que

(z,y) = 2{:<xaua><y:ua>-

acA

La demostracion queda como ejercicio. (Ayuda: probar (a) — (b) — (¢) — (d) — (a)).

OBSERVACION 2.25. Notar que si {uq }aca €s una base ortonormal entonces
L = Z<I7ua>ua y ’J]||2 Z| T, U |
acA acA
Del Lema de Zorn sigue facilmente la existencia de conjuntos ortonormales maximales.
Es mas, se puede probar que todo subconjunto ortonormal estd contenido en una base
ortonormal.
Ademas, si {uq }aca €s una base ortonormal en H es claro que la aplicacion F' : H — lQ(A)

definida mediante
F([E) = {<I7ua>}a€A

es un isomorfismo isométrico.

Luego todo espacio de Hilbert es isomorfo a [*(A) para algiin A.

OBSERVACION 2.26. Los espacios de Hilbert que tienen mayor interés son los separables.

En este caso las bases ortonormales son numerables o finitas.

4. Aplicacion a series trigonométricas en L?[0, 27]

Sabiendo teorfa de la medida podemos considerar la siguiente aplicacién.
Se tiene que L?[0,27] es un espacio de Hilbert con el producto

1 2

<f7g> = 5

2m Jo

f(t)g(t)dt
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Para n € Z sea e, : [0,27] — C definida por
en(t) = ™.
PROPOSICION 2.27. El conjunto {e, }nez €s un subconjunto ortonormal en L*[0, 27].
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio
TEOREMA 2.28. El conjunto {e,}nez €s una base de L*[0,2].

DEMOSTRACION. Basta ver que el conjunto de las combinaciones lineales finitas de
{€n}nez es denso en L?[0, 27].

Sean f € L?[0,2n] y € > 0, por resultados de aproximacién de teoria de la medida
sabemos que existe una funcién continua g tal que || f — g||z2 < £/2. Por el teorema de Stone
Weierstrass existe un polinomio P tal que ||g — P||p~ < &/2.

Finalmente
1f = Pllez < f —gllez +llg — Pllze <e/2+ ||g — Pllr~ <e/2+¢/2 =€

De donde {e, }ncz es una base ortonormal de L?[0, 27].

Notar que ,
1 T , A
(e =5 [ S0 = o),

Asi que como corolarios de los resultados anteriores obtenemos:

COROLARIO 2.29. Si f € L?[0,27] entonces

Do f )P < oo

neZ

1715 =D 1 ().

ne”L

COROLARIO 2.30. Si ¢ = {cp}nez €s una sucesion tal que

Z |en|? < 00

nez
entonces existe f € L*(0, 2] tal que
cn = f(n) y Sl = llellee-
Esta f estd dada por
N
lim || f — Z Cnén = 0.
e n=—N L2
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4.1. Identidad de Parseval para funciones de cuadrado integrable.

TEOREMA 2.31 (Identidad de Parseval). Sea f: R — R una funcion de periodo 27, de

cuadrado integrable y sean ay y by sus coeficientes de Fourier. Entonces

a = 1
+D at+ b= —[If13
k=1

| So

DEMOSTRACION. Sea {5, (z)} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f,

considerando la férmula (1.15) con P = S,,, obtenemos

1 2 ag - 2 2 1 2
;HfHQ ) +Z ap + 0 | = ;Hf — Sull3-
k=1

Tomando limite cuando n tiende a infinito y usando que || f — S, ||2 tiende a cero, tenemos

1 A
lim (;HfH% - (%+Z az+bz) ) =0,
k=1

que

4.2. Aplicacién a sumacién de series numéricas.

EJEMPLO 2.32. Vamos a ver como la identidad de Parseval nos permite establecer que

NI U I
22 32 42 6
Consideremos la funcién
f(z) =2 para —nw<z<m,

extendida por periodicidad a toda la recta.

La serie de Fourier de f es

senx sen2r  sen3w sen(k)x
9 — ... S R ik ST I
( 1 5ttt (1) . )

Al aplicar la identidad de Parseval obtenemos

1 1 1 1 [ 1 [23]" 2
414+ —4+ — 4+ — 4 ... ) == 2de = = | = = 2
(—|—22—|—32+42+ ) 7T/Jvdav W{?)}ﬂ 37

de donde se obtiene el resultado.



Ejercicios 2.

(1) Demostrar: Si H es un espacio de Hilbert y M es una variedad lineal de H entonces

M+ es un subespacio (cerrado) de H.

(2) Sea H un espacio de Hilbert. Demostrar que H es separable si y sélo si H tiene un

conjunto ortonormal maximal numerable.

(3) Sean Hy, Hs dos espacios de Hilbert separables y de igual dimensién.

Demostrar que existe un isomorfismo isométrico entre Hy y Hs.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal en H.
Demostrar que:
M =M+,
Por lo tanto:

M es un subespacio si y solo si M = M++.

(5) Demostrar que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

(6) Sean H un espacio de Hilbert y {uq,...,u,} C H.

Demostrar que si {us, ..., u,} es ortogonal y

n
r = chuk
k=1
entonces
n
21 = fer|luxl*.
k=1

Ademas, para cada k € {1,...,n}

(x, up)

Ckh = -
[k |2

29
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(7) Demostrar que todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal.

(8) Utilizar el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para demostrar (sin utilizar

el Lema de Zorn) que todo espacio de Hilbert separable posee una base ortonormal.

(9) Demostrar que todas las bases ortonormales de un mismo espacio de Hilbert tienen
igual cardinalidad (Por lo tanto podemos definir la dimensién de un espacio de

Hilbert como el cardinal de cualquier base ortonormal).

(10) Demostrar que dos espacios de Hilbert son isomorfos si y sélo si tienen la misma

dimension.

(11) Sean H un espacio de Hilbert y {us }aeca un sistema ortonormal en H. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(a) {Uua}aca es maximal.
(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de {us}aeca es denso en H.

(c) Para todo x € H se tiene que

2l =" e ua)l

acA

(d) Para todo x,y € H se tiene que

<$7 y> = Z<l‘, uoz><ya ua)'

a€cA




CAPITULO 3

Operadores en espacios de Hilbert.

1. Operadores acotados en espacios de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos que H es
complejo).
Usualmente L(H, H) se denota por L(H). Se tiene que L(H) es un algebra y

ST < |ISI| 1]
para todo S, T € L(H).
PROPOSICION 3.1. Sea T € L(H), si
(T'(x),z) =0 para todo x € H
entonces T' = 0.
DEMOSTRACION. Sean x,y € H, por hipétesis
0= (T(z+y),z+y) = (T(=)+T(y),z+y)
= (T'(x),2) + (T(x),y) + (T(y),z) + (T(y),y)
= (T'(x),y) + (T(y), ).
Es decir
(T'(z),y) = =(T(y), ).
Como el espacio vectorial es complejo, podemos cambiar y por iy, obteniendo que

Dividiendo entre —i se sigue que

Entonces

De donde

31
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Si ponemos y = T'(z) entonces
(T'(z),T(x)) = 0.

Por lo tanto T'(z) = 0 para todo = € H.
U

OBSERVACION 3.2. En el caso de un espacio vectorial real la Proposicién anterior NO es

cierta. Por ejemplo, considere una rotacién de noventa grados en R2.

COROLARIO 3.3. Si S, T € L(H) y
(S(z),xz) =(T(x),z) para todo v € H
entonces S =1T.

DEFINICION 3.4. Cuando existe z, € H tal que
T(x,) = Az,

para algin A\ € C se dice que:

(a) A es un autovalor de T.
(b) x, es un autovector del autovalor .

(c) {z € H:T(x) = Az} es el autoespacio del autovalor .

2. Adjunto de un operador.

TEOREMA 3.5. Si T € L(H) entonces existe un tunico operador T* € L(H) tal que

(T'(x),y) = (z,T"(y))
para todo xr,y € H.
Ademdas se tiene que ||T|| = ||T%|.
El operador T™ se llama el adjunto de T'.

DEMOSTRACION. Veamos la existencia. Sea y € H definimos el funcional lineal f,

mediante

entonces
[fy(e)| = [T (), )| < (1T ()] lyll < [T =]yl
Asi que f, es continuo. Por el teorema de representacién de Riesz existe un tnico z, € H

tal que
fy(@) = (2, 2y).
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De donde
(T'(x),y) = (x, ).
Definimos 7™ : H — H mediante
T*(y) = z,.
Veamos que T™ es lineal. Sean z,y1,y2 € H y A € C entonces
(@, T" (A1 +42)) = (T'(x), Ay + v2)
T(x),y1) + (T(x), y2)
2, T () + (2, T (y2))
= (2, AT" (1)) + (2, T" (y2))-

A
X

Sea
w=T"(Ay1 +y2) — (AT (y1) + T"(2))-
Entonces para todo x € H :
(x,w) = 0.

En particular para z = w. De donde ||Jw|| = 0. Por lo tanto w = 0.

Es decir

T*(Ay1 + y2) = N (y1) + T (12)-

Veamos que T™ es continuo. Sean x,y € H entonces

(@, T ()| = KT (), p)| < 1T =l yll-

En particular para z = T*(y) tenemos que

1T < TN W)yl

De donde
1T ()| < 1T [lv]l-

Por lo tanto 7% € L(H) y
17 <17l

La unicidad es sencilla (verifiquela).

Veamos la igualdad para las normas. Aplicando lo hecho antes a T obtenemos que

T**:T

33
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y por lo tanto
[T = (|7 < [|T7]].
De donde
1)) = [T
OJ

EJEMPLO 3.6. El operador de traslacién (Shift). En l5(Z) consideremos el operador U
definido por:

U((xn)nez) = ("L‘n—1>n€Z-
Sean z,y € l2(Z) entonces

<I, U*(y)> = <U(I),y> = anfly_n = Zka

nez keZ

Por lo tanto U* es el operador en l5(Z) definido por:

U ((yn)n€Z> = (yn+1)n€Z-

PROPOSICION 3.7. Sean S,T € L(H) y A € C entonces:
(a) (T + S)* =T*+ S*.
(

b) (AT)" = AT™.
() (S ) =15
(e) HT*TH HTHQ-

DEMOSTRACION.
Las partes (a), (b), (¢) y (d) quedan como ejercicio.

Solo probaremos la parte (e).
Se tiene que
17| < |77l = 1T

Por otro lado
T (2)||? = (T(), T(x)) = (T"T(x),z)
<|NTT(@)| [l <[T*T| ||l=[]*.

Luego
IT)* = sup |T(2)|]* < |77

llzll=1
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NOTACION. Llamaremos
N(T) = Nucleo(T),

R(T') = Rango(T).
PROPOSICION 3.8. Si T € L(H) entonces

(a) N(T*) = R(T)".
(b) N(T) = R(T*)*.

DEMOSTRACION.

(a) Sean z € N(T*), y € H entonces

{,T(y)) = (T"(x),y) = (0,y) = 0.

De donde x € R(T)*.

Reciprocamente, si z € R(T)* entonces

(T"(x),y) = (z,T(y)) = 0

para todo y € H. Por lo tanto T%*(z) = 0, es decir, x € N(T™).

(b) Basta aplicar la parte (a) al operador T* y usar que T** = T.

3. Operadores normales.
DEFINICION 3.9. Sea T' € L(H) se dice que: T es normal cuando
T =TT".
EJEMPLO 3.10. En I5(Z) consideremos el operador de traslacién (Shift) U definido por:
U{zn}nez) = {Zn-1}tnez
Sabemos que U* es el operador en l3(Z) definido por:

Us ({yn}nel) = {yn-i-l }nEZ-

Sea x € l5(Z)
UU({wntnez) = U ({@n-1}nez) = {Tntnez-

Ademas
UU*({zn}nez) = U{Znt1}nez) = {Tntnez
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Luego
UU=0U".
Por lo tanto U es normal.
EjempLO 3.11. En [5(N) consideremos el operador de traslacion (Shift) S definido por:

S({xo, x1,x9,...}) = {0, 20,21, ...}

(Si U es como en el ejemplo anterior entonces basicamente S = Ul;,ay)). Se puede probar

(hagalo) que
S*({yoa Y1, Y2, .- }) = {y1>y27 Ys, - - }

Sea = € 5(N)

S*S({zo, 1, x2,...}) = S0, 20, 21, ...} = {x0, x1, 22, ...}

Ademas
SS*({xo, x1,a,...}) = S{x1, 20, 23,...} = {0, 21,22, ...}
Luego
S*S #8585,
Por lo tanto S no es normal.
TEOREMA 3.12. Sea T € L(H).
T es normal si y solo si |T(x)| = [|T*(x)|| para todo x € H.

DEMOSTRACION. Sea x € H

IT(@)|* = (T (), T(x)) = (T"T(x), ).

1T ()" = (1" (2), T"(2)) = (TT" (), ).

De esto se sigue que:
T*T =TT* siy sélo si | T(x)|| = [|T*(x)|| para todo x € H.
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TEOREMA 3.13. Sea T € L(H), si T es normal entonces
(a) N(T) = N(T*) = R(T)".
(b) Si para algunos x € H, X\ € C se tiene que T(x) = \v entonces T*(x) = \x.
(c) Sia y B son autovalores de T y o # 3 entonces los correspondientes autoespacios

son ortogonales.

DEMOSTRACION.
(a) Sabemos que N(T*) = R(T)* para cualquier operador T' € L(H).

Si T' es normal, por (a), se tiene que
[T (@)|| = 17" ()|

para todo x € H. Por lo tanto N(T') = N(T™).

(b) Si T es normal entonces T"— Al es normal y por la parte (a) tenemos que
0= [T(x) = Azll = [(T" = AL) (@) [| = [[(T" = AD)* ()]
= (7" = AI) ()| = |IT"(x) — Az
De donde T*(z) = Ax.

(c) Sean x,y € H tales que

T(z) = auz, T(y) =By
entonces
alz,y) = (az,y) = (T(x),y) = (z,T*(y)) = (z,By) = Blz,y).
Luego
(a = B)(z,y) = 0.

Como « # f3 se sigue que (z,y) = 0.

4. Operadores unitarios
DEFINICION 3.14. Sea U € L(H) se dice que: U es unitario cuando
UU=U0U"=1.
TEOREMA 3.15. Si U € L(H) entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) U es unitario.
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para todo x,y € H.
(c) RU)=H y
1U ()] = ll=|

para todo x € H.

DEMOSTRACION.
(@ —b)
Esta implicacién se obtiene tomando en cuenta que si U es unitario entonces es invertible

y por lo tanto es sobreyectivo.

Ademas si x,y € H entonces
(U(x), U(y)) = (U*U(x),y) = (z,y).

(b—c)

Esta implicacién se obtiene tomando x = y.

(¢ —a)

Sea x € H entonces
(UU(z),z) = (U(z),U(z)) = |U(@)[| = |lz]| = (z, ).
Luego
UU =1.
Sean x,y € H tales que U(z) = U(y) entonces

r=UU(x)=U"U(y) =v.

De donde U es inyectivo.
Ademds R(U) = H, luego existe U 1.
Se tiene que

U-lt=u"

Y asi
U'U=U0U"=1.
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EJEMPLO 3.16. En I5(Z) consideremos el operador de traslacién (Shift) U definido por:

U((xn)nGZ) = (xn71>nez-

Entonces U es unitario.

Sea
S =U/ly(N)
entonces
S({xe, x1,x9,...}) = {0,270, 21, ...}

Se puede probar que S es una isometria y sin embargo S no es unitario (hagalo).
5. Operadores autoadjuntos.
DEFINICION 3.17. Sea T' € L(H) se dice que: T es autoadjunto o hermitiano cuando
T=T".
EJEMPLO 3.18. Dado S € L(H) sea T} € L(H) el operador dado por
T, = (5 +5Y)

Se puede probar que
T1 = Tl*

Entonces T es autoadjunto.

EJeEmMpPLO 3.19. Dado S € L(H) sea Ty € L(H) el operador dado por
1

Ty =
DY

(S —S5%).
Se tiene que
T, =1T5.
Entonces T es autoadjunto.
OBSERVACION 3.20. Los operadores T y T5 que aparecen en los ejemplos anteriores son,

con respecto al operador S, objetos similares a la parte real y la parte imaginaria de un

nimero complejo.

EjempLO 3.21. Dado S € L(H) un operador autoadjunto, sea 7' € L(H) el operador
dado por

Se puede demostrar que
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Y por lo tanto 7' no es autoadjunto.
PROPOSICION 3.22. Todo operador autoadjunto es normal.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

6. Proyecciones.

DEFINICION 3.23. Sean X un espacio vectorial y P € L(X) se dice que P es una pro-
yeccion cuando

P?=P

EJEMPLO 3.24. Sabiendo probabilidades se puede entender que la esperanza condicional
es una proyeccion.

PROPOSICION 3.25. Sea X un espacio vectorial y P una proyeccion en X. Entonces:
(a) x € R(P) siy sdlo si P(x) = x.
(b) N(P) = R(I - P).
(¢) I — P es una proyeccion.
(d) R(P)=N(I—-P).
() X = R(P)+ N(P).
(f) X = R(P)+ R(I — P).

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

TEOREMA 3.26. Sea P € L(H) una proyeccion entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) P es autoadjunto.

(b) P es normal.

(c) R(P) = N(P)*.

(d) (P(x),2) = | P(z)||* para todo x € H.

En este caso P se llama una proyeccion ortogonal y como N(P) = R(I — P) claramente
se tiene:

H=R(P)+R(I—P)=PH+ (I — P)H.
DEMOSTRACION.
(a—b)

Esto se obtiene porque todo operador autoadjunto es normal.
(b—c)
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Como P es normal tenemos que N(P) = R(P)*. De donde

Por la proposicién anterior R(P) = N(I — P), luego R(P) es cerrado y por lo tanto
R(P)* = R(P).

De donde

(¢ —d)
Como N(P) es cerrado y R(P) = N(P)* se sigue que

Sea ¢ € H entonces

con y € R(P), z € N(P) = R(P)*.

Por lo tanto

Luego
(P(z),z) = (P(y+2),y+2)
=(P(y),y+2)+(P(2),y +2)
= (P(y),y+2)=(y,y+2)
= [lyl* = | P(=)]1*.
(d— a)

Sea x € H entonces
(x, P*(2)) = (P(x),z) = | P(x)]*.
De donde
(x, P*(x)) € R,
por lo tanto
(P*(x),2) = (z, P*(2)) = (P(z), ).
Por el Corolario 3.3 tenemos que
P =P
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7. Distintos tipos de convergencia de operadores en L(H).

En esta seccién vamos a definir varias topologias en L(H). También enunciaremos varias

proposiciones cuyas demostraciones quedan como ejercicio.

Sea {T),}n>1 C L(H) una sucesién y T' € L(H).
DEFINICION 3.27. La topologia uniforme o topologia de la norma en L(H) es aquella en
la que una base de entornos del operador cero viene dada por:
U(e)={T € L(H): ||T| <<}
PROPOSICION 3.28. {T},},>1 converge uniformemente a T si y sélo si
Jim [|T,, — ]| = 0.
FEsta es la convergencia de la norma en L(H).

DEFINICION 3.29. La topologia fuerte de L(H) es aquella en la que una base de entornos

del operador cero viene dada por:
Fle,z) ={T € L(H) : |T(x)[| <e}.
PROPOSICION 3.30. {T},},>1 converge fuertemente a T si y sdlo si

lim 7,(z) = T(z)

n—oo

para todo v € H.

DEFINICION 3.31. La topologia débil de L(H) es aquella en la que una base de entornos

del operador cero viene dada por:
D(e,z,y) ={T € L(H) : [{T'(x),y)| < e}.
PROPOSICION 3.32. {T,,},>1 converge débilmente a T si y sdlo si

lim (T, (z),y) = (T(z),y)

n—oo
para todo x,y € H.
PROPOSICION 3.33.

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(b) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

En realidad se puede demostrar que la topologia de la norma contiene la topologia fuerte,

y la topologia fuerte contiene la topologia débil.
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OBSERVACION 3.34. Los reciprocos de la proposicién anterior no son ciertos, tal como lo

muestran los siguientes ejemplos.

(a) La convergencia fuerte no implica la convergencia uniforme.

En [(N) sea Py el operador definido por

Py({xy,29,...}) = {z1,29,...,25,0,...}.

entonces
Jim Pa(e) =
para todo z € [*(N), es decir {P,},>1 converge fuertemente a I.
Sin embargo
1Py = 1]l =1

para todo N € N, por lo tanto {P,},>1 NO converge uniformemente a I.

(b) La convergencia débil no implica la convergencia fuerte.

En [%(N) sea S el operador definido por

S({Z(]l, T2,T3, . . }) = {0,[)51, T, .. }
entonces
Sn({l’l, Lo, T3, .. }) = {O, e O, T1,T9,.. }

en el término de la derecha 1z se encuentra en el lugar n + 1.
Seay € H

<Sn(x)7y> = <{07 ce 'valax% .. '}7{y17y27y37 .- }> = Z Tk—n+1 Yk+1-
k=n

De donde

[(S™ (@), y)|* < <Z \Ik—n+1l2> (Z ka+1l2>

k=n

< |z|f? (Z |yk+1|2> :
k=n

Por lo tanto
lim (5"(2),y) = 0

n—oo

para todo x,y € H.
Sin embargo, como

1™ ()]l =[]
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para todo x € H es imposible que lim,,_, S"(z) sea 0 para todo x € H.

PROPOSICION 3.35. Sea T € L(H)
(1) Sea ¢ : L(H) — C definida mediante

p(T) = [T

Entonces ¢ es continua con la topologia de la norma.
(2) Sea v, : L(H) — H definida mediante

Entonces @, es continua con la topologia fuerte de L(H).
(3) Sea g, : L(H) — H definida mediante

Puy(T) = (T'(2),y).

Entonces ¢, es continua con la topologia débil de L(H).

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.



Ejercicios 3.
(1) Demostrar que si S,T € L(H) y A € C entonces:
(a) (T+S) =T+ 5%
(b) (A\T)* = \T™.
(c) (ST)* =T*S*.
(d) T =T.

(2) Sea X un espacio vectorial y P una proyecciéon en X. Demostrar que se

cumplen las siguientes propiedades:
(a) x € R(P) siy sélo si P(z) = z.
(b) N(P) = R(I - P).

(c) I — P es una proyeccion.

(d) X =R(P)® N(P).

(3) Sean H un espacio de Hilbert y T" € L(H). Demuestre que T es isométrico

y sobreyectivo si y solo si T es isométrico y sobreyectivo.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y {x,},>1 una sucesién en H. Demostrar que

si

w— lim z, =2 ynll_)IIC}OHJJnH = [zl

n—oo
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entonces

lim ||z, — x| = 0.

n—oo

(5) Demostrar que para operadores en L(H):
(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.
(b) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

(6) Precisar las siguientes proposiciones y demostrarlas:
(a) Toda funcién continua en la topologia fuerte es continua en la topologia de la

norma.
(b) Toda funcién continua en la topologia débil es continua en la topologia fuerte.
(7) Demostrar:

(a) Sea ¢ : L(H) — C definida mediante
p(T) = [IT.

Entonces ¢ es continua con la topologia de la norma.

(b) Sea ¢, : L(H) — H definida mediante
pa(T) = T(2).
Entonces ¢, es continua con la topologia fuerte de L(H).

(c) Sea @y, : L(H) — H definida mediante

2 y(T) = (T'(x),y).

Entonces ¢, es continua con la topologfa débil de L(H).



CAPITULO 4

Espectro de un operador.

OBSERVACION 4.1. Este capitulo no estd en el programa de esta asignatura Andlisis
Funcional de la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela. Sin
embargo, podria ser una continuacion natural.

En este capitulo se necesitaran algunos conceptos y resultados de un curso basico de

Funciones Analiticas.

Sea H un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos que H es

complejo).

DEFINICION 4.2. Sea T' € L(H), diremos que T es invertible si existe S € L(H) tal que
ST =TS = I. Usaremos la siguiente notacién: S = T

DEFINICION 4.3. Sea T' € L(H) el conjunto resolvente de T es:
p(T) ={X € C:T — X es invertible}.
DEFINICION 4.4. Sea T € L(H) el espectro de T es:
o(T) = p(T)° = {\ € C: T — M\ NO es invertible}.

PROPOSICION 4.5. Si dim H es finita entonces o(T) es el conjunto de los autovalores de

T y estd formado por las raices de det (T — ).

OBSERVACION 4.6.  Si la dimensién de H es infinita puede ocurrir que A € o(T') y sin

embargo A no sea autovalor de T
Por ejemplo sea T : [*(N) — [*(N) dado por

T({xo, x1, T2, ...}) = {x0,21/2,22/3 .. .}.

Tenemos que T es inyectivo, por lo tanto N(T') = 0, asi que 0 no es autovalor de T.
Por otro lado ||T'(e,)|| = 1/n, luego
lim ||T'(e,)|| = 0.

Pero como ||e,,|| = 1 resulta que T no es invertible, de donde 0 € o(T).

47
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PROPOSICION 4.7. Sea T € L(H) tal que ||T|| < 1, entonces
(a) I —T es invertible.

) 110 -1) = (1 + 7)) < L

1T

DEMOSTRACION. De ||T"|| < ||T]|™ obtenemos

S <SS < ST
n=0 n=0 n=0

La serie de la derecha es una serie geométrica de razon ||T'|| < 1, asi que converge en R.

Y por lo tanto la serie > ,T™ converge en L(H) a un operador S € L(H).

(I-T)S=S(I-T)= iT”—iT"H =1
n=0 n=0

De donde I — T es invertible.
(I-T)'=T-T=> T
n=2
Ademas

I =T) = T+ D) < ST = (=) = (4T < o ﬂ';n |

TEOREMA 4.8. El conjunto de los operadores invertibles es abierto en L(H).
DEMOSTRACION. Sea T' € L(H) invertible. Sea S € L(H) tal que
IS < 1/17H.
Entonces
17728 < ITHHIS < 1.
Por la Proposicién 3.1. tenemos que I +7T~1S es invertible. Luego
T+S=TI+T'89).
De donde T'+ S es invertible.

TEOREMA 4.9. Sea T' € L(H) entonces p(T) es abierto y

A e CA> T} € p(T).
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DEMOSTRACION. Que p(T') es abierto sigue del teorema anterior.
Si |A| > ||T|| entonces |[T/A|| < 1. Por la Proposicién 3.1. tenemos que I — A~'T es
invertible. De donde

M —T=\I-X'T)

es invertible.

TEOREMA 4.10. Sea T' € L(H) entonces o(T) es compacto y NO vacio.

DEMOSTRACION. Que o(T') es compacto sigue del teorema anterior.
Veamos que o(7T") no es vacio.
Sea R : p(T) — L(H) definida por

RN =W\ -T)"
Sip, A € p(T) se tiene que
R(w)™ (R(n) = RO)RN) T = (uI =T) (W =T)"' =M =T)7) (A = T) =
=M-T)—(ul =T)

Por lo tanto
R(p) = R(A) = — (1 — A)R(p)R(A).

Supongamos que A € p(7T) entonces existe

LR~ RO

p—A nw— A ’
_R(p) —R(\) _ 2
lim R = (ROV)”

Por lo tanto R es una funcién analitica en p(7). (Notar que esto implica que
F(X) = f(R())) es analitica en p(T') para todo f € L(H)*).

Si |[A| > ||T|| entonces

RN =\ -T) =X 1T - X't =)" 1§: (T/\)"

eIyt !
”R“)”sz(w) A T=TI/A =TT
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De donde
lim R(A\) =0
im (M)
y
IR < |77
si [A| > 27

Si o(T') fuese vacio entonces R(\) serfa una funcién entera.

Claramente
R < M < o0

para todo A tal que |\ < 2||T].

Por el Teorema de Liouville debe ser R(\) = 0. (Este teorema dice que una funcién que

es analitica y acotada en todo el plano es una funcién constante).
De donde o(T") # 0.

DEFINICION 4.11. Si T € L(H) se define el radio espectral de T' por

T) = Al
7'( ) )xrélaa(d¥)| |

TEOREMA 4.12 (Férmula de Gelfand). Si T' € L(H) entonces
r(T) = lim 77" = inf |77/,

DEMOSTRACION.
La haremos en varias partes.
(1) Probaremos que

lim ||77||Y" = inf |77/

n—oo n>1
Sea m > 1 (entero fijo). Si n € N entonces

n=mgy +

donde 0 < r,, < m. Luego

T = e < e T e

lim r,/n =0, lim ¢,/n=1/n.

n—oo
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Luego para todo m > 1
Limsup || 77|/ < [T/

n—oo

de donde
lim sup || 77|/ < inf 7M™ < liminf || 77"

n—oo

Por lo tanto lim,, . ||77]|"/" existe y
Tim 77 = i |77
(2) Veremos que
") < Jim 177
Sea A € C tal que
A > Tin (|77 /"

entonces

L
g

n=0

n 1/n
lim m /<1
e A |

Y= iT”//\" < 00.
n=0

porque
Y por lo tanto

Como
M-T)2=%\N-T)=1
se sigue que A\ — T' es invertible.
De donde
{rec: > tm e <o)
Luego
H(T) < Tim 77"
(3) Finalmente demostraremos que
HT) = Tim 77
Definamos la funciéon
R\ =\ -T)%
Esta funcién es analitica en p(7). Luego R es analitica en {\ € C: |[A\| > r(T)}.
Sea f € L(H)* definamos
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entonces F' es analitica en {\: |A\| > r(T)}.
Ademés si |A| > r(T') entonces

o0 1 .
FO) =Y A1)
n=0
(porque el desarrollo es valido en cualquier conjunto de la forma {\ : || > a} estd contenido
en el dominio de F').
Sea A\, € p(T) tal que |\, > 7(T) entonces {f(T"/A})}n—0 es acotado para todo
f € L(H*). De donde
17"/ 25ll < M
para todo n € N.
Luego
T < MM A
Por lo tanto
tim 77" < A,
De donde
lim ||7")|Y" < r(T).

TEOREMA 4.13 (Aplicacion espectral para polinomios).
Sea T € L(H) y P un polinomio entonces

DEMOSTRACION.

(1) Veamos que
o(P(T)) C P(o(T)).
Sea A € o(P(T)) entonces AI - P(T) no es invertible. Si

A—P(t)=a(t—11) (t —ta)...(t — t,).
Luego
M —P(T)=a(T —t,1) (T —ta1) ... (T —t,1).

Como Al — P(T') no es invertible entonces existe algun k tal que T — ;I no es invertible

y por lo tanto t; € o(T).
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Como
P(ty) = A

entonces se concluye que A € P(o(T)).

(2) Finalmente probaremos que
P(o(T)) C o(P(T)).
Sea A € P(c(T)) entonces
A—Pt)=alt—t) (t—t2)...(t—tn)
donde t, € o(T). Ademés
A — P(T) = a(T — t,1) (T —toI) ... (T — t,I)

Como t; € o(T) entonces T'— t11 NO es invertible.
Por lo tanto Al — P(T") NO es invertible. De donde A € o(P(T)).
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