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Espacios con producto interno.

(1) Demuestre que los siguientes espacios vectoriales son espacios con producto interno

(a) El espacio Cn de los vectores 1× n. Con el producto escalar eucldeo

〈v, w〉n = vw∗ =
n∑

k=1

vkwk.

donde v, w ∈ Cn, v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn), y w∗ es el adjunto de w.

(b) El espacio Cn×n de las matrices n× n. Con el producto dado por

〈A,B〉n×n = tr(AB∗) =
n∑

i=1

n∑

k=1

aikbik

donde A,B ∈ Cn×n, son de la forma A = (aik), B = (bik).

(c) El espacio

l2 =

{
(xn)n≥1/xn ∈ C tales que

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}

con el producto dado por

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

(d) Sabiendo probabilidades se puede considerar el siguiente caso.

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad. Sea L2(Ω, F, P ) el conjunto de las

variables aleatorias Y : Ω → R, centradas (es decir, E(Y ) = 0) con varianza

finita (es decir, tales que E(Y 2) < ∞).

El espacio L2(Ω, F, P ) es un espacio con producto interno, el cual est dado por

la covarianza

〈Y1, Y2〉 = Cov(Y1, Y2) = E(Y1Y2)

donde E denota la esperanza.
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2 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO.

(e) Sabiendo teora de la medida se puede considerar el siguiente caso.

Si (Ω, F, µ) es un espacio de medida sea

L2(Ω, F, µ) =

{
f : Ω → C, f es F - medible y

∫

Ω

|f(t)|2dµ(t) < ∞
}

El espacio L2(Ω, F, µ) es un espacio con producto interno, el cual est dado por

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(t)g(t)dµ(t).

(2) Demostrar: Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno. Si definimos

‖x‖ = 〈x, x〉1/2

entonces ‖ ‖ es una norma en X.

Adems, esta norma satisface la ley del paralelogramo, es decir, para todo

x, y ∈ X:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

(3) Demostrar que todo espacio con producto interno se puede completar.

(4) Sea X un espacio vectorial real con producto interno 〈., .〉.
Demostrar que para todo x, y ∈ X

〈x, y〉 =
1

4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2).

(5) Sea X un espacio vectorial complejo con producto interno 〈., .〉.
Demostrar que para todo x, y ∈ X

〈x, y〉 =
1

4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x + iy‖2 − i‖x− iy‖2).

(6) Sea (X, ‖.‖) un espacio normado (real o complejo). Demostrar que ‖.‖ proviene de

un producto interno si y slo si satisface la ley del paralelogramo.

(7) Demostrar: Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.



ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO. 3

(8) Sea f : R → R una funcin de perodo T . Probar que si f es integrable sobre un

intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud

T y para cualquier a ∈ R se tiene que

∫ T−a

−a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

(9) Sea P un polinomio trigonomtrico de la forma

P (x) =
αo

2
+

n∑

k=1

αk cos kx + βk sen kx.

Probar que

αk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) cos kx dx para k = 0, . . . , n

βk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) sen kx dx para k = 1, . . . , n.

(10) Considerar la funcin f definida por

f(x) = x para − π ≤ x < π,

extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Hallar los coeficientes de Fourier.

(b) Probar que la serie de Fourier de f es

2

(
sen x

1
− sen 2x

2
+

sen 3x

3
+ · · ·+ (−1)k+1 sen kx

k
+ · · ·

)

(11) Sea f : R → R una funcin de perodo 2π, integrable en el intervalo [0, 2π]. Pruebe

que si {ak} y {bk} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0.



4 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO.

(12) Considerar la funcin f definida por

f(x) = x2 para 0 ≤ x < 2π,

extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Probar que los coeficientes de Fourier de f son

ak = 4/k2 si k 6= 0, ao = 8π2/3 y b = −4π/k.

(b) Hallar la serie de Fourier de f .

(13) Sea f : R→ R una funcin continua, de perodo 2π. Demostrar que si
∫ 2π

0

f(x) cos(kx) dx = 0 para k = 0, 1, . . . ,

∫ 2π

0

f(x) sen(kx) dx = 0 para k = 1, 2, . . .

entonces

f(x) = 0 para todo x ∈ R.

(14) Sea f una funcin de perodo 2T , integrable en el intervalo [0, 2T ], con serie de Fourier

ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

T

)
+ bk sen

(
kπx

T

)
.

Demostrar que:

(a) Si f es par entonces

bk = 0 para k = 1, . . . , n,

y adems

ak =
2

T

∫ T

0

f(x) cos

(
kπx

T

)
dx (k = 0, 1, . . . ).

(b) Si f es impar entonces

ak = 0 para k = 0, . . . , n,

y adems

bk =
2

T

∫ T

0

f(x) sen

(
kπx

T

)
dx (k = 1, 2, . . . ).



ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO. 5

(15) Hallar el desarrollo de f(x) = sen x, 0 ≤ x ≤ π en serie de cosenos.

(16) Desarrollar la funcin f(x) = x, 0 < x < 2, en serie de cosenos y en serie de senos.





Espacios de Hilbert.

(1) Demostrar: Si H es un espacio de Hilbert y M es una variedad lineal de H entonces

M⊥ es un subespacio (cerrado) de H.

(2) Sea H un espacio de Hilbert. Demostrar que H es separable si y slo si H tiene un

conjunto ortonormal maximal numerable.

(3) Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert separables y de igual dimensin.

Demostrar que existe un isomorfismo isomtrico entre H1 y H2.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal en H.

Demostrar que:

M = M⊥⊥.

Por lo tanto:

M es un subespacio si y slo si M = M⊥⊥.

(5) Demostrar que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

(6) Sean H un espacio de Hilbert y {u1, . . . , un} ⊂ H.

Demostrar que si {u1, . . . , un} es ortogonal y

x =
n∑

k=1

ckuk

entonces

‖x‖2 =
n∑

k=1

|ck|2‖uk‖2.

Adems, para cada k ∈ {1, . . . , n}

ck =
〈x, uk〉
‖uk‖2

.
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8 ESPACIOS DE HILBERT.

(7) Demostrar que todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal.

(8) Utilizar el mtodo de ortogonalizacin de Gram-Schmidt para demostrar (sin utilizar

el Lema de Zorn) que todo espacio de Hilbert separable posee una base ortonormal.

(9) Demostrar que todas las bases ortonormales de un mismo espacio de Hilbert tienen

igual cardinalidad (Por lo tanto podemos definir la dimensin de un espacio de Hilbert

como el cardinal de cualquier base ortonormal).

(10) Demostrar que dos espacios de Hilbert son isomorfos si y slo si tienen la misma

dimensin.

(11) Sean H un espacio de Hilbert y {uα}α∈A un sistema ortonormal en H. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {uα}α∈A es maximal.

(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de {uα}α∈A es denso en H.

(c) Para todo x ∈ H se tiene que

‖x‖2 =
∑
α∈A

|〈x, uα〉|2.

(d) Para todo x, y ∈ H se tiene que

〈x, y〉 =
∑
α∈A

〈x, uα〉〈y, uα〉.



Operadores en espacios de Hilbert.

(1) Demostrar que si S, T ∈ L(H) y λ ∈ C entonces:

(a) (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

(b) (λT )∗ = λT ∗.

(c) (ST )∗ = T ∗S∗.

(d) T ∗∗ = T .

(2) Sea X un espacio vectorial y P una proyeccin en X. Demostrar que se

cumplen las siguientes propiedades:

(a) x ∈ R(P ) si y slo si P (x) = x.

(b) N(P ) = R(I − P ).

(c) I − P es una proyeccin.

(d) X = R(P )⊕N(P ).

(3) Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H). Demuestre que T es isomtrico y

sobreyectivo si y slo si T ∗ es isomtrico y sobreyectivo.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y {xn}n≥1 una sucesin en H. Demostrar que si

w − lim
n→∞

xn = x y lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖

entonces

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.
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10 OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT.

(5) Demostrar que para operadores en L(H):

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(b) La convergencia fuerte implica la convergencia dbil.

(6) Precisar las siguientes proposiciones y demostrarlas:

(a) Toda funcin continua en la topologa fuerte es continua en la topologa de la

norma.

(b) Toda funcin continua en la topologa dbil es continua en la topologa fuerte.

(7) Demostrar:

(a) Sea ϕ : L(H) → C definida mediante

ϕ(T ) = ‖T‖.
Entonces ϕ es continua con la topologa de la norma.

(b) Sea ϕx : L(H) → H definida mediante

ϕx(T ) = T (x).

Entonces ϕx es continua con la topologa fuerte de L(H).

(c) Sea ϕx,y : L(H) → H definida mediante

ϕx,y(T ) = 〈T (x), y〉.
Entonces ϕx,y es continua con la topologa dbil de L(H).
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