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Nociones de la teoŕıa de conjuntos.

(1) Demostrar que cardN < cardR.

(2) Demostrar que:

(a) cardZ = cardN,

(b) cardQ = cardN,

(c) card (N× N) = cardN,

(d) card (Z× Z) = cardN,

(e) card (Q×Q) = cardN.

(3) Demostrar que si a es un número cardinal infinito entonces cardN ≤ a.

(4) Sean a y b números cardinales. Demostrar que: Si a es finito y b es infinito entonces

a + b = b.

(5) Demostrar que si a es un número cardinal infinito entonces a + a = a.

Sugerencia: Sea A un conjunto tal que card A = a. Basta probar que A×{0, 1}
es equipotente con A.

Sea F el conjunto de todas las funciones biyectivas f tales que el dominio de f

es de la forma B × {0, 1} y el rango de f es B, donde B es un subconjunto de A.

Utilizar el Lema de Zorn para demostrar la existencia de un elemento maximal en

F .

(6) Sean a y b números cardinales. Demostrar que: Si a y b son tales que por lo menos

uno de ellos es infinito y c = max{a, b} entonces a + b = c.

1



2 NOCIONES DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS.

(7) Demostrar que si a es un número cardinal infinito entonces a.a = a.

Sugerencia: usar un argumento análogo al usado en el ejercicio (5).

(8) Sean a y b números cardinales. Demostrar que: Si a y b son tales que por lo menos

uno de ellos es infinito y c = max{a, b} entonces a.b = c.

(9) Dado un conjunto A, sea PF (A) el conjunto formado por todos los subconjuntos

finitos de A (partes finitas de A). Suponga que A es un conjunto infinito. ¿Cuál es

el cardinal de PF (A)?

(10) Demostrar que cardR = 2cardN. ¿ Por qué este ejercicio resuelve también el ejercicio

(1) ?

(11) Sea X un espacio vectorial. Demostrar que:

(a) Si A es un subconjunto linealmente independiente de X entonces existe una

base de Hamel de X que contiene a A.

(b) Si B1 y B2 son bases de Hamel de X entonces

card B1 = card B2.

(12) Es claro que R es un espacio vectorial sobre Q. ¿Cuál es la dimensión de este

espacio?

(13) Sea f : R→ R una función que satisface la ecuación funcional

f(x + y) = f(x) + f(y).

Demostrar que si f es continua, entonces existe a ∈ R tal que

f(x) = ax para todo x ∈ R.

(14) Demostrar que existen funciones de R en R que no son continuas y que satisfacen

la ecuación funcional

f(x + y) = f(x) + f(y).

(15) ¿Cuál es el cardinal del conjunto de las funciones continuas de R en R?



Espacios normados y espacios de Banach.

(1) Demostrar que en la definición de espacio normado se puede cambiar

“‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0”

por

“‖x‖ = 0 implica x = 0”.

(2) Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Demostrar que si x, y ∈ X entonces se cumple

que

‖x‖ ≤ max{‖x + y‖, ‖x− y‖}.
Dar una interpretación geométrica.

(3) Dado un espacio normado (X, ‖ ‖). Para x, y ∈ X sea

d(x, y) = ‖x− y‖.

Demuestre que d es una métrica en X.

(4) Demuestre que NO toda métrica en un espacio vectorial proviene de una norma.

(5) Sean (X, d) un espacio métrico y {xn} una sucesión en X.

Demostrar que si {xn} es de Cauchy y una subsucesión de {xn} converge a x ∈ X

entonces la sucesión {xn} converge a x.

(6) Sea X un espacio normado. Sean x, y ∈ X, sean {xn}n≥1 en X, {yn}n≥1 en X,

además sean λ ∈ C, {λn}n≥1 en C. Demostrar que:

(a) Si lim
n→∞

xn = x entonces {xn}n≥1 es una sucesión acotada.

(b) Si lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

λn = λ entonces limn→∞ λnxn = λx.
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4 ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH.

(c) Si lim
n→∞

xn = x entonces lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖. ¿Es cierto el rećıproco?

(d) Si lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0 entonces lim
n→∞

yn = x.

(e) Si lim
n→∞

xn = x entonces lim
n→∞

‖xn − y‖ = ‖x− y‖.

(f) Si lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y entonces lim
n→∞

‖xn − yn‖ = ‖x− y‖.

(7) Sea A = (aij) una matriz n× n simétrica y definida positiva. Demostrar que en el

espacio de los vectores columnas de tamaño n, puede introducirse la norma

‖x‖ =

(
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

)1/2

,

donde x1, . . . , xn son las coordenadas del vector x.

(8) Demuestre que la condición d(x, y) ≥ 0 en la definición de métrica es consecuencia

de las otras tres condiciones.

(9) Sea X un conjunto y sea d : X × X → R una aplicación que satisface para todo

x, y, z ∈ X:

(i) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

(ii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y).

Demostrar que d es una métrica.

(10) Demuestre que la equivalencia de normas es simétrica y transitiva.

(11) Demuestre que dos normas equivalentes inducen la misma topoloǵıa.

(12) Demuestre que, en Rn, las normas ‖ ‖1 y ‖ ‖∞ son equivalentes.



ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH. 5

(13) Demostrar que dos normas introducidas sobre un espacio vectorial son equivalentes

si y sólo si de la convergencia de una sucesión según una de estas normas se desprende

su convergencia según la otra.

(14) Sean X un espacio normado y F una variedad lineal propia de X. Demuestre que

F tiene interior vaćıo.

(15) Sea X un espacio vectorial normado. Demuestre que:

(a) Una bola en X no puede contener una variedad lineal no nula.

(b) Sea L una variedad lineal en X, L 6= X. Demostrar que L no contiene ninguna

bola.

(c) La clausura de una variedad lineal es un subespacio.

(16) Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y M ⊂ X un subespacio. Pruebe que:

(a) ‖ [x] ‖ ≤ ‖x‖

(b) Si Φ : X → X/M está definida mediante Φ(x) = [x], entonces Φ es continua.

(17) Sea X un espacio métrico. Demostrar que

A = {x ∈ X : d(x,A) = 0}.

(18) Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que:

(a) Todo subconjunto de X, formado por un único punto es cerrado.

(b) Sean x, y ∈ X , x 6= y. Entonces existen vecindades abiertas, una de x y otra

de y que no se intersectan.

(c) Si A es un subconjunto cerrado de X y xo es un punto de X que no está en A

entonces existen vecindades abiertas disjuntas de x y de A.



6 ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH.

(d) Si A y B son subconjuntos cerrados disjuntos de X se pueden hallar vecindades

abiertas disjuntas de A y de B.

(19) Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que:

(a) Cualquier conjunto cerrado es la intersección de una sucesión decreciente de

conjuntos abiertos.

(b) Cualquier conjunto abierto es la unión de una sucesión creciente de conjuntos

cerrados.

(c) Los rećıprocos de (a) y (b) NO son ciertos.

(20) Demuestre que, en un espacio métrico, puede ocurrir que la bola cerrada es distinta

de la clausura de la bola abierta.

(21) Demostrar que en un espacio normado la clausura de la bola abierta es la bola

cerrada.

(22) Demostrar que, en un espacio métrico, toda sucesión convergente es de Cauchy.

(23) Demostrar que, en un espacio métrico, toda sucesión de Cauchy que tenga una

subsucesión convergente resulta ser convergente. Además el ĺımite de la sucesión

coincide con el ĺımite de la subsucesión.

(24) Si ‖ ‖a y ‖ ‖b son normas equivalentes entonces: (X, ‖ ‖a) es un espacio de

Banach si y sólo si (X, ‖ ‖b) es un espacio de Banach.

(25) Sea lo el espacio de todas las sucesiones de números reales tales que a partir de un

cierto valor del sub́ındice (que depende de cada sucesión) todos sus elementos son

nulos.

(a) Demostrar que con la norma del supremo lo es un espacio normado, pero no es

completo.
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(b) Demostrar que lo es una variedad lineal de l∞.

(c) ¿Cuál es la clausura de lo en l∞?

(26) Demostrar que si 1 ≤ p < q entonces lp está contenido en lq y la inclusión es propia.

(27) Dar un ejemplo de una sucesión que pertenece a co pero no pertenece a ningún lp

donde 1 ≤ p < ∞.

(28) Considere l1 como subespacio de l∞, pruebe que su clausura es co.

(29) Sea X un espacio normado. Sea

S(0, 1) = {x ∈ X tales que ‖x‖ = 1}.

Demuestre que X es un espacio de Banach si y sólo si S(0, 1) es completo.

(30) X × Y es completo si y sólo si X, Y son completos.

(31) Verificar que los espacios dados (en las notas teóricas) como ejemplos de espacios

de Banach, realmente son normados y completos.

(32) Considere el espacio C[−1, 1] con ‖ ‖∞.

Diga si los siguientes conjuntos de funciones forman un subespacio de C[−1, 1]:

(a) las funciones monótonas,

(b) las funciones pares,

(c) los polinomios,

(d) los polinomios de grado ≤ k,

(e) las funciones continuamente diferenciables,



8 ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH.

(f) las funciones lineales y continuas a trozos.

(33) (a) Demostrar que el espacio co es un subespacio en el espacio c.

(b) Demostrar que el espacio c es un subespacio en el espacio l∞.

(34) (a) Dar ejemplos de un espacio normado que no es de Banach.

(b) Dar ejemplos de dos normas no equivalentes en un espacio lineal X.

(35) Demostrar que un subespacio de un espacio de Banach es un espacio de Banach.

(36) Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Sean Y , Z subespacios (cerrados) de X tales

que X = Y ⊕ Z (suma directa algebraica). Para x = y + z con y ∈ Y , z ∈ Z

definimos

‖x‖o = ‖y‖+ ‖z‖.
Demuestre que (X, ‖ ‖o) es un espacio de Banach.

(37) Sea M un subespacio (cerrado) de un espacio normado X.

Demostrar que si M y X/M son espacios de Banach entonces X es un espacio

de Banach.

(38) Sea (X, ‖ ‖X) un espacio normado. Demostrar que (X, ‖ ‖X) se puede completar.

Es decir, existe un espacio de Banach (Y, ‖ ‖Y ) tal que:

(a) X es una variedad lineal en Y

(b) ‖ ‖Y restringida a X coincide con ‖ ‖X .

(c) X es denso en Y .

(39) Demostrar que la completación de un espacio normado es “única salvo isomorfismos

isométricos”.



Espacios de funciones continuas.

En lo que sigue K representará al cuerpo R de los números reales o al cuerpo C de los

números complejos.

(1) Demostrar que si existe la unidad de un álgebra entonces es única.

(2) Demuestre que C(X,K) es un álgebra conmutativa con unidad.

(3) Demostrar que si f, g ∈ C(X,C) y λ ∈ C entonces

(a) f ∈ C(X,C)

(b) f + g = f + g,

(c) λf = λ f ,

(d) f.g = f.g,

(e) f = f ,

(f) ‖f‖ = ‖f‖.

(4) Sea f : [0, 1] → R integrable. Para n ≥ 0 los momentos de f son

Mn(f) =

∫ 1

0

tnf(t)dt.

Sean f, g ∈ C[0, 1].

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
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10 ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS.

(a) f = g

(b) Mn(f) = Mn(g) para todo n ≥ 0.

(5) Sean X, Γ espacios métricos compactos y sea F : X ×Γ → C una función continua.

Demostrar que F se puede aproximar uniformemente por funciones de la forma

n∑

k=1

fk gk

donde fk : X → C y gk : Γ → C son funciones continuas.

(6) Sea F ⊂ C([a, b],R) tal que cada elemento de F es diferenciable en (a, b).

Demuestre que si existe M > 0 tal que

|f ′(t)| ≤ M

para toda f ∈ F y para todo t en (a, b) entonces F es equicontinuo.

(7) Demostrar que:

Si ∆ es compacto entonces equicontinuidad implica equicontinuidad uniforme.

(8) Sea ∆ un espacio métrico compacto. Sea {fn}n≥1 una sucesión en C(∆,R).

Demuestre que si {fn}n≥1 es equicontinua y para cada t ∈ ∆ existe

lim
n→∞

fn(t)

entonces {fn}n≥1 converge en C(∆,R).

(9) Sea {fn}n≥1 contenida en C([a, b],K) una sucesión equicontinua que converge pun-

tualmente hacia f.

Demostrar que f ∈ C([a, b],K).
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(10) Demostrar que:

(a) L1[0, 2π] es un álgebra conmutativa sin unidad, donde el producto a considerar

es la convolución.

(b) Si f, g ∈ L1[0, 2π] entonces

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

(11) Dada f ∈ L1[0, 2π] los coeficientes e Fourier de f se definen mediante

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−int dt

para n ∈ Z.

Sea

A = {f̂ : f ∈ L1[0, 2π]}.
(a) Probar que A es un álgebra con el producto usual.

(b) Probar que f̂ ∈ A implica

‖f̂‖∞ ≤ 1

2π
‖f‖1.

(c) Probar que

lim
|n|→∞

f̂(n) = 0

para todo f̂ ∈ A.

(d) Sea

B =

{
f̂ ∈ A : ‖f̂‖1 =

∞∑
n=−∞

|f̂(n)| < ∞
}

.

Probar que B es una subálgebra de A.

(e) Demostrar que, para f, g ∈ B,

f̂ · g(n) =
∞∑

k=−∞
f̂(n− k)ĝ(k).
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Sea W el álgebra de Wiener, es decir,

W = {f ∈ L1[0, 2π] : f̂ ∈ B}.
(f) Sea

Snf =
n∑

k=−n

f̂(k)ekt.

Observar que: f ∈ W si y sólo si {Snf} converge absolutamente.

Deducir que

W ⊂ C[0, 2π].

(g) Demostrar que W es una subálgebra de C[0, 2π], donde el producto a considerar

es el producto usual de funciones.



Operadores lineales.

(1) Sea T : X → Y un operador lineal. Sea Ker (T ) el núcleo de T .

Demostrar que si T es acotado entonces Ker (T ) es un subespacio cerrado de X.

(2) Dar un ejemplo de un operador lineal de un espacio normado a otro espacio normado

que no es continuo.

(3) Dar un ejemplo donde la identidad NO sea una isometŕıa.

(4) (a) Demuestre que L(X, Y ) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

dadas por:

(λT )(x) = λT (x),

(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x).

donde T, T1, T2 ∈ L(X, Y ) y λ es un escalar.

(b) Para T ∈ L(X, Y ) definimos

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖.

Demuestre que ‖ ‖ es una norma en L(X,Y ).

(5) Demuestre que: Si T ∈ L(X,Y ) entonces

(a) ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖.

(b) ‖T‖ = sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖ .

(c) ‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖.

13



14 OPERADORES LINEALES.

(d) ‖T‖ = inf{M : ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖ para todo x ∈ X}.

(6) Sea X un espacio vectorial en el que están dadas dos normas equivalentes.

Sea T : X → X un operador lineal.

Demostrar que en ambas normas, T será simultáneamente acotado o no acotado.

(7) Demostrar que los siguientes operadores lineales son acotados y dar la estimación

más precisa que pueda de sus normas

(a) T : C[0, 1] → C[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) =

∫ t

0

f(s)ds.

(b) T : C[−1, 1] → C[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) = f(t).

(c) T : C[0, 1] → C[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) = t2f(t).

(d) T : C[0, 1] → C[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) = f(t2).

(e) T : L2[0, 1] → L2[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) =

∫ t

0

f(s)ds.

(f) T : C[0, 1] → C[0, 1], definido mediante

(Tf)(t) = t2f(0).

(8) Sean a, b ∈ R con a < b. Sean

C[a, b] = {f : [a, b] → R tales que f es continua},
C1[a, b] = {f : [a, b] → R tales que f es continuamente diferenciable en [a, b]}.
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Se tiene que C[a, b] y C1[a, b] son espacios vectoriales sobre R y C1[a, b] es una

variedad lineal contenida en C[a, b]. Además si f ∈ C[a, b] entonces f ′ ∈ C[a, b].

En C[a, b] vamos a considerar la siguiente norma

‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

Se sabe que (C[a, b], ‖ ‖∞) es un espacio de Banach.

(i) Demostrar que C1[a, b] no es un subespacio de (C[a, b], ‖ ‖∞) y por lo tanto

(C1[a, b], ‖ ‖∞) no es un espacio de Banach.

Sea D : C1[a, b] → C[a, b] definido por

Df = f ′.

Claramente D es un operador lineal.

(ii) Demostrar que

D : (C1[a, b], ‖ ‖∞) → (C[a, b], ‖ ‖∞)

no es continuo.

En C1[a, b] consideremos la norma

‖f‖d1 = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

(iii) Demostrar que (C1[a, b], ‖ ‖d1) es un espacio de Banach.

(iv) Demostrar que

D : (C1[a, b], ‖ ‖d1) → (C[a, b], ‖ ‖∞)

es continuo y hallar su norma.

(9) Sea X un espacio normado de dimensión infinita.

Demostrar que dado cualquier espacio normado Y ( no trivial ) siempre existe

un operador lineal T : X → Y que no es continuo.
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(10) Demuestre que: Si X, Y son espacios normados y T : X → Y es un operador

acotado con inverso acotado entonces:

X es de Banach si y sólo si Y es de Banach.

(11) Demuestre que si X, Y son espacios normados y T : X → Y es un operador acotado

con inverso acotado entonces

dim X = dim Y.

(12) Sea B un subespacio vectorial (cerrado) de C([0, 1],R) tal que:

(a) Cada f ∈ B es diferenciable en (0, 1).

(b) Existe M > 0 tal que si f ∈ B y ‖f‖∞ ≤ 1 entonces |f ′(x)| ≤ M para todo

x ∈ (0, 1).

Demuestre que B tiene dimensión finita.

(13) Demostrar que si X es un espacio normado de dimensión finita entonces toda varie-

dad lineal de X es un subespacio.

(14) Demostrar que todo espacio vectorial normado de dimensión finita es de Banach.



Funcionales lineales.

(1) Sean X un espacio vectorial normado y f ∈ X∗. Demostrar que:

(a) ‖f‖ = sup
x 6=0

|f(x)|
‖x‖

(b) ‖f‖ = sup‖x‖=1 |f(x)|

(c) ‖f‖ = sup‖x‖=1 f(x) , si el espacio X es real.

(2) Sea F : c → R definido por

F ({xn}) = lim
n→∞

xn

(a) Demostrar que F es un funcional lineal y continuo

(b) Estimar su norma.

(3) Demostrar que:

(a) si {xn} ∈ l2 entonces
∞∑

n=1

xn

n

converge.

(b) si T : l2 → R se define por

T ({xn}) =
∞∑

n=1

xn

n

entonces T es un funcional lineal continuo.

Además dé un estimado su norma.

17



18 FUNCIONALES LINEALES.

(4) Demostrar que las siguientes funcionales f son lineales continuas y estimar sus

normas.

(a) Para g ∈ C[−1, 1] sea

f(g) = 2(g(1)− g(0)).

(b) Para g ∈ C[−1, 1] sea

f(g) =

∫ 1

0

g(s)ds.

(c) Para a = {an}n≥1 ∈ l2 sea

f(a) = a1 + a2.

(d) Para a = {an}n≥1 ∈ c sea

f(a) = a1 + a2.

(5) Sea X un espacio vectorial normado. Sea {fn}n≥1 una sucesión en X∗.

Demostrar que {fn}n≥1 converge en X∗ si y sólo si {fn}n≥1 converge uniforme-

mente en la clausura de B(0, 1).

(6) Sea X un espacio vectorial normado. Sean x, y ∈ X, x 6= y.

Demostrar que existe f ∈ X∗ tal que f(x) 6= f(y).

(7) Sea X un espacio vectorial normado y sea x ∈ X. Demostrar que

‖x‖ = sup
f∈X∗,‖f‖=1

|f(x)|.

(8) Sea X un espacio vectorial normado.

Demostrar que si X es de dimensión infinita entonces X∗ también lo es.

(9) Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).

Sea T ∈ L(X, Y ). Demuestre que

‖T‖ = sup{|g(T (x))| : x ∈ X, g ∈ Y ∗, ‖x‖ ≤ 1, ‖g‖ ≤ 1}.
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(10) Sea X un espacio de Banach. Investigue qué quiere decir que X sea separable.

(11) Demostrar que si X∗ es separable entonces X es separable.

(12) (*) Sean X, Y espacios normados, X 6= {0}.
Demostrar que si L(X, Y ) es un espacio de Banach entonces Y es de Banach.

(13) (**) Ĺımite generalizado de Banach:

Demostrar que existe Φ : l∞ → R lineal y continuo tal que:

(a) ‖Φ‖ = 1.

(b) Φ(x1, x2, ...) ≥ 0 si xj ≥ 0 para todo j.

(c) Φ(x1, x2, ...) = Φ(x2, x3, ...)

(d) Si {xn} converge entonces Φ(x1, x2, ...) = lim
n→∞

xn.

(e) lim
n→∞

xn ≤ Φ(x1, x2, ...) ≤ lim
n→∞

xn.

Indicación:

(i) Sea

Mo = {(x1, x2, . . .) ∈ l∞ : existe K tal que |x1 + x2 + . . . + xn| ≤ K para todo n ≥ 1}

Demuestre que: Mo es una variedad lineal

(ii) Sea e = (1, 1, 1, ...).

Demuestre que: e ∈ l∞, e /∈ Mo y dist(e,Mo) = 1.

(iii) Demuestre que existe Φ ∈ l∗∞ tal que:

Φ(e) = 1,

Φ(x) = 0 para todo x ∈ Mo y

‖Φ‖ = 1.

(iv) Demostrar que Φ satisface (a), (b), (c), (d) y (e).
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(14) (**) EL DUAL DEL ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

Utilizando el teorema de Hahn Banach se puede probar el teorema de represen-

tación de Riesz para los funcionales lineales continuos en C[a, b].

El enunciado de este teorema es el siguiente.

Teorema de Representación de Riesz

Sea X un espacio métrico compacto. A cada funcional lineal y continuo

φ en C(X,R) le corresponde una única medida µ en X de Borel tal que para todo

f ∈ C(X,R)

φ(f) =

∫

X

fdµ.

Además ‖φ‖ = |µ|(X).

Lea sobre este tema en algún libro de Análisis Funcional. Puede consultar el

libro de Kolmogorov-Fomin (pág. 413), el libro de Rudin (pág. 189), el libro de

Cotlar-Cignoli (pág. 313) o algún otro libro.



Bases de Schauder.

(1) Dar un ejemplo de una base de Schauder para los siguientes espacios:

(i) c ,

(ii) co ,

(iii) lp para 1 ≤ p < ∞.

(2) Demostrar que todo espacio de Banach con base de Schauder es separable.

(3) Construcción de una base de Schauder para el espacio C[0, 1]:

Sea g : R→ R definida por

g(t) =





2t si 0 ≤ t ≤ 1/2

2(1− t) si 1/2 ≤ t ≤ 1

0 en otro caso

Sean

f2 la restricción de g a [0, 1],

f3 la restricción de g(2t) a [0, 1],

f4 la restricción de g(2t− 1) a [0, 1].

Para k = 1, . . . , 2n, f2n+k denotará la restricción de g(2nt − k + 1) al intervalo

[0, 1].

(a) Sea

Co[0, 1] = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = f(1) = 0}.
Demostrar que {f2, f3, . . .} es una base de Schauder de Co[0, 1].

(b) Sean

fo(t) = t,

f1(t) = 1− t.

Demostrar que {fo, f1, . . .} es una base de Schauder de C[0, 1].
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(4) Demostrar que:

(a) l∗1 es isomorfo a l∞.

(b) c∗o es isomorfo a l1.

Ayuda: ver libro de Kolmogorov, Fomin en la página 197.

(5) (a) Demostrar que l∞ NO es separable.

(b) Demostrar que si 1 ≤ p < ∞ entonces lp es separable.

(c) ¿El espacio c será separable?

(d) ¿El espacio co será separable?

(6) Sabemos que si X∗ es separable entonces X es separable.

¿Es válida la afirmación inversa?

(7) Demostrar que el l∗∞ no es isomorfo a l1.

Ayuda: ver libro de Dunford, Schwarz, volumen 1, en la página 296.



Los teoremas fundamentales.

(1) Dar un ejemplo de una familia decreciente {Fn}n≥1 de subconjuntos cerrados no

vaćıos en un espacio métrico completo tal que

∞⋂
n=1

Fn = ∅.

(2) Sea X un espacio normado. Demuestre que las siguientes condiciones son equiva-

lentes

(a) X es completo

(b) toda sucesión decreciente de bolas cerradas tiene intersección no vaćıa.

(3) (*) Demostrar o dar un contraejemplo:

Si X es un espacio métrico completo y {Fn}n≥1 es una familia decreciente de

subconjuntos cerrados no vaćıos de X tales que diam(F1) < ∞ entonces

+∞⋂
n=1

Fn 6= ∅.

(4) Demostrar que un espacio de Banach de dimensión infinita no puede tener una base

de Hamel numerable.

(5) Sea α = {αn} una sucesión acotada de números reales y sea Mα : l2 → l2 definido

por

Mα(x1, x2, ...) = (α1x1, α2x2, . . . ).

¿Bajo qué condiciones sobre la sucesión {αn} existe el operador M−1
α ?

¿Es siempre continuo este operador ?
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(6) Dar un ejemplo de un operador lineal continuo de un espacio normado a otro espacio

normado que es biyectivo y su inverso no es continuo.

(7) (a) Dar un ejemplo de un operador lineal discontinuo de un espacio de Banach a

un espacio normado cuyo gráfico es cerrado.

(b) Dar un ejemplo de un operador lineal discontinuo de un espacio normado a un

espacio de Banach cuyo gráfico es cerrado.

(8) Sea {an}n≥1 ⊂ R una sucesión de números positivos tal que la serie
∑∞

n=1 an con-

verge.

Demuestre que existe una sucesión {yn}n≥1 ⊂ (0,∞) tal que

lim
n→∞

yn = ∞
y

∑∞
n=1 anyn converge.

(9) Sea 1 ≤ p ≤ ∞, sea q el ı́ndice conjugado de p.

Sea (X,F, µ) un espacio de medida σ-finita. Sea f una función medible.

Demuestre que si f ·g ∈ L1(X, µ) para cada g ∈ Lp(X, µ) entonces f ∈ Lq(X, µ).

(10) Sean X, Y , Z espacios de Banach. Sean T : X → Z, U : Y → Z lineales y

continuas. Supongamos que para cada x ∈ X la ecuación

T (x) = U(y)

tiene solución única y ∈ Y .

Demuestre que la ecuación V (x) = y define un operador lineal y continuo.

(11) Dar un ejemplo de una familia {Tα} de operadores lineales continuos de un espacio

normado X en un espacio normado Y tal que

supα ‖Tα(x)‖ < ∞ para cada x ∈ X

y sin embargo

sup
α
‖Tα‖ = ∞.
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(12) Sea {yn}n≥1 ⊂ R tal que
∑∞

n=1 xnyn converge

para cada {xn}n≥1 ∈ co.

Demuestre que {yn}n≥1 ∈ l1.

(13) Sea a = {an}n≥1 ⊂ R tal que la serie
∑∞

n=1 anxn converge condicionalmente

para cada sucesión x = {xn}n≥1 ∈ l3.

Demuestre que a ∈ l3/2.

(14) Sea X un espacio de Banach. Sea F un subespacio cerrado de X. Sea ϕ : X → X/F

definida mediante

ϕ(x) = x + F = x.

Demuestre que ϕ es continua y abierta.

(15) Consideremos el operador A : C[0, 1] → C[0, 1] definido por

(Af)(t) =

∫ t

0

f(u) du + f(t).

(a) Demostrar que Núcleo(A) = {0}, y por lo tanto A es inyectivo.

(b) ¿Es A acotado?

(c) ¿Es A sobreyectivo?

(d) En caso de que la respuesta anterior sea afirmativa, hallar A−1 y decir si A−1

es acotado o no.
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PROYECCIONES

Sea X un espacio vectorial. Una proyección es un operador lineal P : X → X

tal que P 2 = P .

(16) Sea P : X → X una proyección. Demostrar:

(a) x ∈ Rango (P ) si y sólo si Px = x.

(b) Núcleo(P ) = Rango(I − P ).

(c) I − P es una proyección.

(d) X = Rango (P )⊕ Núcleo (P ).

(17) Demostrar que si X = X1 ⊕ X2 (X1 y X2 variedades lineales) entonces existe una

proyección P : X → X tal que Rango(P ) = X1 y Núcleo(P ) = X2.

(18) Supóngase que X es un espacio normado. Demostrar que si P : X → X es una

proyección continua, entonces Rango(P ) y Rango(I − P ) son subespacios de X.

(19) Sea X un espacio de Banach y sea P : X → X una proyección tal que Rango(P ) y

Rango(I − P ) son cerrados. Demostrar que P es continua.

(20) Sea X un espacio de Banach y sea {Pn}n≥1 ⊂ L(X) una sucesión de proyecciones

tales que para cada x ∈ X existe limn→∞ Pn(x). Demostrar que existe una proyección

continua P : X → X tal que para cada x ∈ X se tiene que

Px = lim
n→∞

Pn(x).



Dualidad. Topoloǵıas débiles.

(1) Para cada x ∈ X sea x̂ la función x̂ : X∗ → K dada por

x̂(f) = f(x)

para cada f ∈ X∗. Demuestre que

(a) x̂ es lineal.

(b) |x̂(f)| ≤ ‖x‖ ‖f‖ para cada f ∈ X∗.

(c) x̂ ∈ X∗∗ y ‖x̂‖ ≤ ‖x‖.

(2) Sea X un espacio normado de dimensión finita. Demostrar que:

(a) dim X∗ = dim X.

(b) X es reflexivo.

(3) Sea X un espacio de Banach. Demostrar que X es reflexivo si y sólo si X∗ lo es.

(4) Sean X un espacio normado y C ⊂ X. Demostrar que son equivalentes las siguientes

condiciones:

(a) C es acotado

(b) f(C) es acotado para todo f ∈ X∗.

(5) Demostrar que: Si limn→∞ xn = x entonces w-limn→∞ xn = x.

(6) Demostrar que: El ĺımite débil de una sucesión es único.
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(7) Sea X un espacio normado. Demostrar que si {xn}n≥1 ⊂ X es una sucesión que

converge débilmente a x ∈ X entonces

‖x‖ ≤ lim
n→∞

‖xn‖.

(8) Sea X un espacio normado, separable. Demostrar que toda sucesión acotada en X∗

contiene una subsucesión débilmente convergente.

(9) (a) Sea A un subconjunto de X. Demostrar que: Si A es débilmente cerrado

entonces A es cerrado.

(b) Demostrar que el rećıproco de la condición (a) NO es cierto (dar un contra-

ejemplo).

(10) Sea X un espacio normado y sea M denso en X∗. Sea {xn}n≥1 ⊂ X, una sucesión

acotada tal que

lim
n→∞

f(xn) = f(x) para toda f ∈ M.

Demostrar que

w- lim
n→∞

xn = x.

(11) ¿Qué quiere decir convergencia débil para los siguientes espacios X ?

(a) X = Rn para n ∈ N.

(b) X = lp para 1 < p < ∞.

(c) X = l1.

(d) X = Lp[a, b] para 1 < p < ∞.

(e) X = L1[a, b] para 1 < p < ∞.

(f) X = Lp(X, F, µ) para 1 < p < ∞, donde (X, F, µ) es un espacio de medida.
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(g) X = L1(X, F, µ) , donde (X, F, µ) es un espacio de medida.

(12) Sean x = {xm}m≥1 y xn = {xn
m}m≥1 para cada n ≥ 1.

Sea 1 < p < ∞, y supongamos que x ∈ lp y xn ∈ lp para cada n ≥ 1.

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {xn}n≥1 converge débilmente a x

(b) { ‖xn‖}n≥1 es acotada y para cada m se tiene que limn→∞ xn
m = xm.

(13) Sea f ∈ X∗, {fn}n≥1 ⊂ X∗. Demuestre que las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) {fn}n≥1 converge a f en la topoloǵıa débil*.

(b) limn→∞ fn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

(14) Pruebe que:

Si X es reflexivo entonces la topoloǵıa débil y la débil* en X∗ coinciden.

(15) Sea X un espacio normado. Demostrar que:

X∗ es un espacio de Hausdorff con respecto a la topoloǵıa débil*.

(16) ¿Qué querrá decir convergencia débil* en X∗ para los siguientes espacios X?

(a) X = Rn para n ∈ N.

(b) X = lp para 1 < p < ∞.

(c) X = l1.
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(d) X = Lp[a, b] para 1 < p < ∞.

(e) X = L1[a, b] para 1 < p < ∞.

(f) X = Lp(X, F, µ) para 1 < p < ∞, donde (X, F, µ) es un espacio de medida.

(g) X = L1(X, F, µ) , donde (X,F, µ) es un espacio de medida.
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