
UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA

FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMÁTICA
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Prólogo

Estas notas son el resultado de la experiencia de los autores en el dictado de diversos

cursos en la Licenciatura en Matemática de la Universidad Central de Venezuela.

En unas notas de los mismos autores, tituladas Espacios de Banach, se desarrollan los

temas de la primera parte del curso de Análisis Funcional de esta Licenciatura.
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CAPÍTULO 1

Espacios con producto interno.

“Dios siempre hace geometŕıa.” Platón.

1. Producto interno.

Definición 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K (donde K es R ó C). Un producto

interno en X es una función 〈., .〉 : X ×X → K tal que

(a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ X.

(b) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 para todo x, y, z ∈ X.

(c) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 para todo x, y ∈ X, para todo λ ∈ K.

(d) 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

(e) 〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0.

Además decimos que (X, 〈., .〉) es un espacio con producto interno .

Ejemplo 1.2. Cn el espacio de los vectores 1×n. Cn es un espacio con producto interno

con el producto escalar eucĺıdeo

〈v, w〉n = vw∗ =
n∑

k=1

vkwk.

donde v, w ∈ Cn, v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn), y w∗ es el adjunto de w.

Ejemplo 1.3. Cn×n el espacio de las matrices n×n cuyas entradas son números complejos

está dotado de una estructura Grammaniana: esto es, para A,B ∈ Cn×n se considera la

matriz n× n dada por AB∗ la cual se conoce como la Grammaniana de A y B.

El espacio Cn×n es un espacio con producto interno con el producto dado por

〈A,B〉n×n = tr(AB∗) =
n∑

i=1

n∑

k=1

aikbik

donde A,B ∈ Cn×n, son de la forma A = (aik), B = (bik).

Ejemplo 1.4. Consideremos a

l2 = l2(N) =

{
(xn)n≥1/xn ∈ C tales que

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}

1



2 1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO.

con el producto interno dado por

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

Ejemplo 1.5. Uno de los ejemplos de espacio con producto interno más conocido es el

espacio l2(Z)

l2(Z) =

{
(xn)n∈Z/xn ∈ C y

∑

n∈Z
|xn|2 < ∞

}
.

En este espacio el producto interno en este espacio está dado por

〈x, y〉 =
∑

n∈Z
xnyn.

Ejemplo 1.6. Sabiendo probabilidades se puede considerar el siguiente ejemplo.

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad. Sea L2(Ω, F, P ) el conjunto de las variables

aleatorias Y : Ω → R, centradas (es decir, E(Y ) = 0) con varianza finita (es decir, tales que

E(Y 2) < ∞) con el producto interno dado por la covarianza

〈Y1, Y2〉 = Cov(Y1, Y2) = E(Y1Y2)

donde E denota la esperanza.

Ejemplo 1.7. Sabiendo teoŕıa de la medida se puede considerar el siguiente ejemplo.

Si (Ω, F, µ) es un espacio de medida

L2(Ω, F, µ) =

{
f : Ω → C, f es F -medible y

∫

Ω

|f(t)|2dµ(t) < ∞
}

con el producto interno dado por

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(t)g(t)dµ(t).

Observación 1.8. En particular si a, b ∈ R y a < b, podemos considerar el espacio

L2([a, b], B([a, b]),m) donde B([a, b]) son los borelianos de [a, b] y m es la medida de Lebesgue

en [a, b]. Estos espacios los denotaremos por L2[a, b]. En ellos el producto interno está dado

por

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t)dt.

Teorema 1.9 (Desigualdad de Cauchy Schwartz).

Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno, entonces para todo x, y ∈ X

|〈x, y〉| ≤ 〈x, x〉1/2〈y, y〉1/2
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Demostración. Sea λ ∈ C tal que |λ| = 1 y

λ〈y, x〉 = |〈y, x〉|.
Sea t ∈ R tenemos que

〈y, y〉t2 − 2|〈x, y〉|t + 〈x, x〉 = 〈tλy − x, tλy − x〉 ≥ 0.

Esta es una inecuación de segundo grado en t. Observando el discriminante obtenemos que

4|〈x, y〉|2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 ≤ 0.

De donde

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.
¤

Definición 1.10. Sean x, y vectores de un espacio con producto interno. Se dice que

x, y son vectores ortogonales cuando

〈x, y〉 = 0.

Esto suele abreviarse con la expresión x⊥y.

Proposición 1.11. Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno. Si definimos

‖x‖ = 〈x, x〉1/2

entonces ‖ ‖ es una norma en X.

Además, esta norma satisface la ley del paralelogramo, es decir para todo x, y ∈ X:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

2. Conjuntos ortogonales.

Definición 1.12. Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno. Un subconjunto {uα}α

de X se llama ortogonal si

〈uα, uβ〉 = 0 para α 6= β.

Definición 1.13. Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno. Un subconjunto

{uα}α∈A de X se llama ortonormal si

〈uα, uβ〉 = δαβ.

El siguiente resultado generaliza el teorema de Pitágoras para el caso finito, en espacios

con producto interno. Su demostración queda como ejercicio.
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Teorema 1.14 (Igualdad de Parseval, caso finito).

Sean (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno y x ∈ X tal que

x =
n∑

k=1

ckuk

donde ck ∈ K y uk ∈ X

(a) Si {u1, . . . , un} es ortogonal entonces

‖x‖2 =
n∑

k=1

|ck|2‖uk‖2

y ck = 〈x, uk〉/‖uk‖2 para cada k ∈ {1, . . . , n}.

(b) Si {u1, . . . , un} es ortonormal entonces

‖x‖2 =
n∑

k=1

|ck|2

y ck = 〈x, uk〉 para cada k ∈ {1, . . . , n}.

Corolario 1.15. Todo conjunto ortogonal finito es linealmente independiente.

La demostración de este corolario queda como ejercicio.

3. Funciones periódicas y series de Fourier

3.1. Algunos resultados sobre funciones trigonométricas.

Las funciones trigonométricas son de especial importancia pues tienen un papel funda-

mental en el análisis de Fourier.

Las siguientes identidades son bien conocidas (x e y denotan números reales).

sen(x± y) = sen x cos y ± sen y cos x(1.1)

cos(x± y) = cos x cos y ∓ sen x sen y(1.2)

sen2 x =
1− cos(2x)

2
(1.3)

cos2 x =
1 + cos(2x)

2
(1.4)

sen x cos y =
1

2
(sen(x− y) + sen(x + y))(1.5)

sen x sen y =
1

2
(cos(x− y)− cos(x + y))(1.6)

cos x cos y =
1

2
(cos(x− y) + cos(x + y))(1.7)
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Con algunas de estas igualdades se puede probar la siguiente proposición, la cual da

ejemplos de funciones ortogonales con respecto al producto interno dado por

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx.

Proposición 1.16. Sean m y n enteros positivos. Entonces

∫ 2π

0

sen mx sen nx dx =

∫ 2π

0

cos mx cos nx dx =





0, si m 6= n;

π, si m = n.

∫ 2π

0

sen mx cos nx dx = 0.

Demostración. Demostraremos que

∫ 2π

0

sen mx sen nx dx =





0, si m 6= n;

π, si m = n.

Las demostraciones de las igualdades restantes son análogas y quedarán como ejercicio.

Supongamos m 6= n, por la identidad (1.6) tenemos que

sen mx sen nx =
1

2
( cos((m− n)x)− cos((m + n)x) ),

por lo tanto,
∫ 2π

0

sen mx sen nx dx =
1

2

∫ 2π

0

cos((m− n)x) dx− 1

2

∫ 2π

0

cos((m + n)x) dx

=
1

2

[
sen((m− n)x)

m− n

]2π

0

− 1

2

[
sen((m + n)x)

m + n

]2π

0

= 0− 0 = 0.

Supongamos m = n, por la identidad (1.3) tenemos que

sen2(mx) =
1− cos(2mx)

2
,

por lo tanto,
∫ 2π

0

sen2(mx) dx =
1

2

∫ 2π

0

( 1− cos(2mx) ) dx

=
1

2

[
x− sen(2mx)

2m

]2π

0

= π.

¤
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3.2. Funciones periódicas.

Observación 1.17. Supongamos que f es una función a valores reales definida en un

intervalo I, de la forma (a, b] ó [a, b), entonces f puede ser extendida, en forma natural, a

una función de peŕıodo T = b− a, definida en todo R mediante la siguiente igualdad:

f(x + nT ) = f(x),

para x ∈ I y n ∈ Z.

En particular, cuando se consideran funciones de peŕıodo 2π, es usual definirlas en el

intervalo [0, 2π), o en el intervalo [−π, π).

Proposición 1.18. Sea f : R → R una función de peŕıodo T . Si f es integrable sobre

un intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud T

y para cualquier a ∈ R se tiene que
∫ T−a

−a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

3.3. Polinomios trigonométricos.

Como es usual R denotará el cuerpo de los números reales.

Definición 1.19. Un polinomio trigonométrico es una función de R en R de la forma

(1.8) P (x) =
αo

2
+

n∑

k=1

αk cos kx + βk sen kx,

donde αo, α1, . . . , αn y β1, . . . , βn son constantes reales.

Definición 1.20. Si P es un polinomio trigonométrico de la forma (1.8), el grado de P

es el mayor entero k tal que αk 6= 0 ó βk 6= 0.

El siguiente resultado indica que los coeficientes de un polinomio trigonométrico se ob-

tienen considerando el producto interno del polinomio con las funciones seno y coseno.

Proposición 1.21. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces

αk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) cos kx dx para k = 0, . . . , n

βk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) sen kx dx para k = 1, . . . , n.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.
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Proposición 1.22. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces

1

π

∫ 2π

0

(P (x) )2 dx =
α2

o

2
+

n∑

k=1

α2
k + β2

k .

Demostración. Notemos que

(P (x) )2 =
αo

2
P (x) +

n∑

k=1

αkP (x) cos kx + βkP (x) sen kx,

integrando y utilizando la Proposición 1.21 obtenemos
∫ 2π

0

(P (x) )2 dx =
αo

2

∫ 2π

0

P (x) dx +
n∑

k=1

αk

∫ 2π

0

P (x) cos kx dx + βk

∫ 2π

0

P (x) sen kx dx

=
αo

2
παo +

n∑

k=1

αkπαk + βkπβk

= π

(
α2

o

2
+

n∑

k=1

α2
k + β2

k

)
.

¤

Conociendo el espacio L2[0, 2π], este resultado se puede interpretar aśı: salvo constante,

la norma en L2[0, 2π] de un polinomio trigonométrico se obtiene sumando los cuadrados de

sus coeficientes.

3.4. Coeficientes de Fourier.

Definición 1.23. Sea f : R → R una función de peŕıodo 2π, integrable en el intervalo

[0, 2π].

Los coeficientes de Fourier de f son

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx (k = 0, 1, . . . ),(1.9)

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sen kx dx (k = 1, 2, . . . ).(1.10)

La serie de Fourier de f es la siguiente suma formal

(1.11)
ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos kx + bk sen kx

Observación 1.24. Si P es un polinomio trigonométrico entonces los coeficientes de

Fourier de P son los coeficientes que aparecen en la expresión original de P , la serie de

Fourier de P converge y P es igual a su serie de Fourier.
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3.5. Lema de Riemann-Lebesgue.

Lema 1.25 (Riemann-Lebesgue). Sea f : [a, b] → R una función integrable. Entonces

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sen(λx) dx = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cos(λx) dx = 0.

Haga la demostración de este lema, considerando primero funciones simples, luego fun-

ciones positivas e integrables y finalmente funciones integrables.

Corolario 1.26. Sea f : R → R una función de peŕıodo 2π, integrable en el intervalo

[0, 2π]. Si {ak} y {bk} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0.

3.6. Notación compleja.

Muchas de las operaciones con funciones trigonométricas se simplifican al pasar a los

números complejos, usando la fórmula de Euler

(1.12) eiθ = cos θ + i sen θ.

De la fórmula de Euler se obtiene

(1.13)
cos θ =

1

2
(eiθ + e−iθ)

sen θ =
1

2i
(eiθ − e−iθ)

A continuación enunciamos algunos resultados que pueden ser verificados sin mayores

dificultades por el estudiante familiarizado con el manejo de números complejos.

Si en un polinomio trigonométrico de la forma

P (x) =
αo

2
+

n∑

k=1

αk cos kx + βk sen kx,

hacemos la substitución

cos kx =
1

2
(eikx + e−ikx) sen kx =

1

2i
(eikx − e−ikx),

obtenemos

P (x) =
n∑

k=−n

γke
ikx,



3. FUNCIONES PERIÓDICAS Y SERIES DE FOURIER 9

donde, para k = 1, . . . , n, los números complejos γk están relacionados con los números αo,

αk y βk por la ecuaciones

γo =
1

2
αo,

γk =
1

2
(αk − iβk),

γ−k =
1

2
(αk + iβk).

También se tiene que

αk = γk + γ−k,

βk = i(γk − γ−k).

Si f : R→ R es una función de peŕıodo 2π, integrable en el intervalo [0, 2π], entonces su

serie de Fourier es igual a
+∞∑

k=−∞
cke

ikx,

donde

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx.

3.7. Funciones de peŕıodo arbitrario.

Sea f : R→ R una función de peŕıodo 2T (T > 0), si definimos ϕ : R→ R por

ϕ(x) = f

(
Tx

π

)
,

entonces ϕ tiene peŕıodo 2π.

Este cambio de variable permite trasladar, en forma muy natural y sencilla, los resultados

que hemos obtenido para funciones de peŕıodo 2π a funciones de peŕıodo 2T .

Una función de peŕıodo 2T , integrable en el intervalo [0, 2T ], tiene una serie de Fourier

(generalizada) de la forma

ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

T

)
+ bk sen

(
kπx

T

)
,

donde

ak =
1

T

∫ T

−T

f(x) cos

(
kπx

T

)
dx (k = 0, 1, . . . ),

bk =
1

T

∫ T

−T

f(x) sen

(
kπx

T

)
dx (k = 1, 2, . . . ).
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3.8. Desarrollo en serie de cosenos y en serie de senos.

“Incluso funciones totalmente arbitrarias pueden ser desarrolladas en series de senos de

multiples arcos”. Fourier

Definición 1.27. Sea I ⊂ R un intervalo simétrico con respecto al origen y sea

f : I → R una función.

Se dice que f es par si

f(x) = f(−x) para todo x ∈ I.

Se dice que f es impar si

f(x) = −f(−x) para todo x ∈ I.

Supongamos que tenemos una función f , definida en un intervalo de la forma [0, T ],

donde T > 0.

Si definimos

g(x) =





f(x) si x ∈ [0, T ],

f(−x) si x ∈ [−T, 0],

entonces g es una extensión par de f al intervalo [−T, T ]. La función g tiene una extensión

de peŕıodo 2T a toda la recta. La expansión de Fourier de g es lo que se conoce como el

desarrollo en serie de cosenos de f .

Si definimos

h(x) =





f(x) si x ∈ [0, T ],

−f(−x) si x ∈ [−T, 0],

entonces h es una extensión impar de f al intervalo [−T, T ]. La función h tiene una extensión

de peŕıodo 2T a toda la recta (más precisamente la restricción de h al intervalo [−T, T )).

La expansión de Fourier de h es lo que se conoce como el desarrollo en serie de senos de f .

Se puede probar que si f : [0, T ] → R es una función integrable, entonces su desarrollo

en serie de cosenos es
ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

T

)
,

donde

ak =
2

T

∫ T

0

f(x) cos

(
kπx

T

)
dx (k = 0, 1, . . . ).
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Su desarrollo en serie de senos es
∞∑

k=1

bk sen

(
kπx

T

)
,

donde

bk =
2

T

∫ T

0

f(x) sen

(
kπx

T

)
dx (k = 1, 2, . . . ).

3.9. Aproximación en media cuadrática.

Tomando en cuenta la Proposición 1.11 consideramos

‖f‖2 =

(∫ 2π

0

(f(x))2dx

)1/2

.

Teorema 1.28. Sea f : R → R una función de peŕıodo 2π, de cuadrado integrable, sea

N un entero positivo y sea P un polinomio trigonométrico de grado N . Sea {Sn} la sucesión

de sumas parciales de la serie de Fourier de f . Entonces

‖f − SN‖2 ≤ ‖f − P‖2

y hay igualdad si y sólo si P = SN .

Demostración. Sea

P (x) =
αo

2
+

N∑

k=1

αk cos kx + βk sen kx.

Por la Proposición 1.22 tenemos que

1

π

∫ 2π

0

(P (x) )2 dx =
α2

o

2
+

N∑

k=1

α2
k + β2

k .

Por otro lado

1

π

∫ 2π

0

f(x)P (x) dx =

=
αo

2

1

π

∫ 2π

0

f(x) dx +
N∑

k=1

αk
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx + βk
1

π

∫ 2π

0

f(x) sen kx dx

=
αoao

2
+

N∑

k=1

αkak + βkbk.

Sea

Sn(x) =
ao

2
+

n∑

k=1

ak cos kx + bk sen kx
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la sucesión de sumas parciales de la serie de Fourier de f .

Entonces

1

π

∫ 2π

0

(f(x)− P (x) )2 dx =
1

π

∫ 2π

0

(f(x) )2 dx− 2

π

∫ 2π

0

f(x)P (x) dx +
1

π

∫ 2π

0

(P (x) )2 dx.

Luego

(1.14)

1

π

∫ 2π

0

(f(x)− P (x) )2 dx =

=
1

π

∫ 2π

0

(f(x) )2 dx− 2

(
αoao

2
+

N∑

k=1

αkak + βkbk

)
+

α2
o

2
+

N∑

k=1

α2
k + β2

k

=
1

π
‖f‖2

2 +
(ao − αo)

2

2
+

N∑

k=1

(ak − αk)
2 + (bk − βk)

2 −
(

a2
o

2
+

N∑

k=1

a2
k + b2

k

)

En particular

(1.15)
1

π

∫ 2π

0

(f(x)− SN(x) )2 dx =
1

π
‖f‖2

2 −
(

a2
o

2
+

N∑

k=1

a2
k + b2

k

)

De las fórmulas (1.14) y (1.15) sigue inmediatamente el resultado.

¤

3.10. Desigualdad de Bessel para funciones de cuadrado integrable.

Proposición 1.29 (Desigualdad de Bessel). Sea f : R→ R una función de peŕıodo 2π,

de cuadrado integrable y sean ak y bk sus coeficientes de Fourier. Entonces

a2
o

2
+

N∑

k=1

a2
k + b2

k ≤
1

π
‖f‖2

2

para todo entero positivo N .

Demostración. De la fórmula (1.15) sigue inmediatamente el resultado.

¤

Corolario 1.30. Sea f : R → R una función de peŕıodo 2π, de cuadrado integrable y

sean ak y bk sus coeficientes de Fourier. Entonces la serie
∞∑

k=1

a2
k + b2

k

es convergente



Ejercicios 1.

(1) Demuestre que los siguientes espacios vectoriales son espacios con producto interno

(a) El espacio Cn de los vectores 1× n. Con el producto escalar eucĺıdeo

〈v, w〉n = vw∗ =
n∑

k=1

vkwk.

donde v, w ∈ Cn, v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn), y w∗ es el adjunto de w.

(b) El espacio Cn×n de las matrices n× n. Con el producto dado por

〈A,B〉n×n = tr(AB∗) =
n∑

i=1

n∑

k=1

aikbik

donde A,B ∈ Cn×n, son de la forma A = (aik), B = (bik).

(c) El espacio

l2 =

{
(xn)n≥1/xn ∈ C tales que

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}

con el producto dado por

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

(d) Sabiendo probabilidades se puede considerar el siguiente caso.

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad. Sea L2(Ω, F, P ) el conjunto de las

variables aleatorias Y : Ω → R, centradas (es decir, E(Y ) = 0) con varianza

finita (es decir, tales que E(Y 2) < ∞).

El espacio L2(Ω, F, P ) es un espacio con producto interno, el cual está dado

por la covarianza

〈Y1, Y2〉 = Cov(Y1, Y2) = E(Y1Y2)

donde E denota la esperanza.

13
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(e) Sabiendo teoŕıa de la medida se puede considerar el siguiente caso.

Si (Ω, F, µ) es un espacio de medida sea

L2(Ω, F, µ) =

{
f : Ω → C, f es F - medible y

∫

Ω

|f(t)|2dµ(t) < ∞
}

El espacio L2(Ω, F, µ) es un espacio con producto interno, el cual está dado por

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(t)g(t)dµ(t).

(2) Demostrar: Sea (X, 〈., .〉) un espacio con producto interno. Si definimos

‖x‖ = 〈x, x〉1/2

entonces ‖ ‖ es una norma en X.

Además, esta norma satisface la ley del paralelogramo, es decir, para todo

x, y ∈ X:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

(3) Demostrar que todo espacio con producto interno se puede completar.

(4) Sea X un espacio vectorial real con producto interno 〈., .〉.
Demostrar que para todo x, y ∈ X

〈x, y〉 =
1

4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2).

(5) Sea X un espacio vectorial complejo con producto interno 〈., .〉.
Demostrar que para todo x, y ∈ X

〈x, y〉 =
1

4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x + iy‖2 − i‖x− iy‖2).

(6) Sea (X, ‖.‖) un espacio normado (real o complejo). Demostrar que ‖.‖ proviene de

un producto interno si y sólo si satisface la ley del paralelogramo.

(7) Demostrar: Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.
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(8) Sea f : R → R una función de peŕıodo T . Probar que si f es integrable sobre un

intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud

T y para cualquier a ∈ R se tiene que

∫ T−a

−a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.

(9) Sea P un polinomio trigonométrico de la forma

P (x) =
αo

2
+

n∑

k=1

αk cos kx + βk sen kx.

Probar que

αk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) cos kx dx para k = 0, . . . , n

βk =
1

π

∫ 2π

0

P (x) sen kx dx para k = 1, . . . , n.

(10) Considerar la función f definida por

f(x) = x para − π ≤ x < π,

extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Hallar los coeficientes de Fourier.

(b) Probar que la serie de Fourier de f es

2

(
sen x

1
− sen 2x

2
+

sen 3x

3
+ · · ·+ (−1)k+1 sen kx

k
+ · · ·

)

(11) Sea f : R→ R una función de peŕıodo 2π, integrable en el intervalo [0, 2π]. Pruebe

que si {ak} y {bk} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0.
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(12) Considerar la función f definida por

f(x) = x2 para 0 ≤ x < 2π,

extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Probar que los coeficientes de Fourier de f son

ak = 4/k2 si k 6= 0, ao = 8π2/3 y b = −4π/k.

(b) Hallar la serie de Fourier de f .

(13) Sea f : R→ R una función continua, de peŕıodo 2π. Demostrar que si
∫ 2π

0

f(x) cos(kx) dx = 0 para k = 0, 1, . . . ,

∫ 2π

0

f(x) sen(kx) dx = 0 para k = 1, 2, . . .

entonces

f(x) = 0 para todo x ∈ R.

(14) Sea f una función de peŕıodo 2T , integrable en el intervalo [0, 2T ], con serie de

Fourier
ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

T

)
+ bk sen

(
kπx

T

)
.

Demostrar que:

(a) Si f es par entonces

bk = 0 para k = 1, . . . , n,

y además

ak =
2

T

∫ T

0

f(x) cos

(
kπx

T

)
dx (k = 0, 1, . . . ).

(b) Si f es impar entonces

ak = 0 para k = 0, . . . , n,

y además

bk =
2

T

∫ T

0

f(x) sen

(
kπx

T

)
dx (k = 1, 2, . . . ).
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(15) Hallar el desarrollo de f(x) = sen x, 0 ≤ x ≤ π en serie de cosenos.

(16) Desarrollar la función f(x) = x, 0 < x < 2, en serie de cosenos y en serie de senos.





CAPÍTULO 2

Espacios de Hilbert.

Definición 2.1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

Ejemplo 2.2. El espacio Cn con el producto interno dado en el Ejemplo 1.2 es un espacio

de Hilbert.

Ejemplo 2.3. El espacio Cn×n con el producto interno dado en el Ejemplo 1.3 es un

espacio de Hilbert.

Proposición 2.4. El espacio

l2 =

{
(xn)n≥1/xn ∈ C tales que

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}

es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

La demostración de esta proposición que da como ejercicio.

1. Geometŕıa de espacios de Hilbert.

Teorema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert. Todo subconjunto cerrado, convexo y no

vaćıo de H contiene un único elemento de norma mı́nima.

Demostración. Sea C ⊂ H, C cerrado, convexo y no vaćıo. Sea

δ = inf
x∈C

‖x‖.

Debemos probar que existe un vector de C cuya norma es δ. Sea {xn}n ⊂ C tal que

lim
n→∞

‖xn‖ = δ.

Por la ley del paralelogramo se sigue que

‖xn + xm‖2 + ‖xn − xm‖2 = 2‖xn‖2 + 2‖xm‖2.

19
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Como C es convexo tenemos que (xn + xm)/2 ∈ C. Luego
∥∥∥∥
xn + xm

2

∥∥∥∥ ≥ δ.

Por lo tanto

‖xn − xm‖2 ≤ 2‖xn‖2 + 2‖xm‖2 − 4δ2.

Como

lim
n→∞

‖xn‖2 = lim
m→∞

‖xm‖2 = δ2

la desigualdad anterior permite probar que {xn} es una sucesión de Cauchy.

Como H es Hilbert entonces H es completo, luego {xn} es una sucesión convergente. Sea

xo = lim
n→∞

xn.

Como C es cerrado xo ∈ C. Además

‖xo‖ =
∥∥∥ lim

n→∞
xn

∥∥∥ = lim
n→∞

‖xn‖ = δ.

De donde xo tiene norma mı́nima.

Para ver la unicidad basta notar que, por lo anterior, si y ∈ C es otro elemento de norma

mı́nima entonces la sucesión {xo, y, xo, y, . . .} es de Cauchy y por lo tanto xo = y (complete

los detalles de la prueba de esta parte). ¤

Definición 2.6. Dado un espacio de Hilbert H y una variedad lineal M de H el

ortogonal de M es

M⊥ = {z ∈ H : 〈z, x〉 = 0 para todo x ∈ M}.

Proposición 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de H entonces

M⊥ es un subespacio (cerrado) de H.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

Teorema 2.8 (Teorema de la perpendicular).

Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio (cerrado) de H entonces para cada

x ∈ H existe un único y ∈ M y un único z ∈ M⊥ tal que x = y + z. Además

‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2,

‖x− y‖ = dist(x,M).

El vector y es llamado la proyección ortogonal de x sobre M y lo denotaremos por PM(x).
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Demostración.

Sea x ∈ H, el conjunto x + M es un subconjunto de H cerrado, convexo y no vaćıo. Por

el teorema anterior x + M tiene un elemento de norma mı́nima.

Sea z ∈ x + M el elemento de norma mı́nima, entonces existe mo ∈ M tal que

z = x + mo.

Sea y = −mo entonces y ∈ M y x = y + z.

Probaremos que z ∈ M⊥.

Sea m ∈ M . Sea λ ∈ K tal que |λ| = 1 y

λ〈m, z〉 = |〈m, z〉|.

Sea t ∈ R, como z es de norma mı́nima

‖z‖2 ≤ ‖z − t λm‖2 = 〈z − t λ m, z − t λm〉
= ‖z‖2 − t λ〈m, z〉 − t λ〈z, m〉+ t2|λ|2‖m‖2.

Entonces

0 ≤ −2 t |〈m, z〉|+ t2 ‖m‖ 2.

Si ‖m‖ = 1 y t > 0 entonces

0 ≤ 2 |〈m, z〉| ≤ t.

Tomando ĺımite cuando t tiende a 0, obtenemos que

〈m, z〉 = 0

para todo m ∈ M tal que ‖m‖ = 1. De esto se puede deducir que z ∈ M⊥.

A continuación probaremos las otras igualdades. Como 〈y, z〉 = 0 se sigue que

‖x‖2 = 〈x, x〉 = 〈y + z, y + z〉 = 〈y, y〉+ 〈z, z〉 = ‖y‖2 + ‖z‖2.

Además

‖x− y‖ = ‖z‖ = inf
w∈x+M

‖w‖ = inf
m∈M

‖x + m‖ = dist(x,M).

La unicidad queda como ejercicio.

¤

Corolario 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio (cerrado) de H en-

tonces

H = M + M⊥

donde M⊥ es un subespacio (cerrado) de H, que es ortogonal a M .



22 2. ESPACIOS DE HILBERT.

Proposición 2.10. En un espacio de Hilbert el único vector que es ortogonal a todos los

vectores es el vector cero.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

2. Funcionales lineales en espacios de Hilbert.

Proposición 2.11. Dados un K-espacio de Hilbert H y un vector y ∈ H, sea f : H → K
dada por

f(x) = 〈x, y〉 para todo x ∈ H

entonces f es un funcional lineal continuo en H. Es decir, f ∈ H∗.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio. El siguiente teorema dice que

el rećıproco es cierto.

Teorema 2.12 (Teorema de representación de Riesz).

Sea H un espacio de Hilbert y f un funcional lineal continuo en H (es decir, f ∈ H∗)

entonces existe un único y ∈ H tal que

f(x) = 〈x, y〉 para todo x ∈ H.

Demostración.

Si f = 0, basta tomar y = 0.

Si f 6= 0, consideramos

M = ker(f) = {x ∈ H : f(x) = 0}.

Se tiene que M es un subespacio propio de H, por lo tanto M⊥ no es trivial.

Sea z ∈ M⊥ tal que ‖z‖ = 1, claramente f(z) 6= 0.

Sea x ∈ H entonces

f

(
x− f(x)

f(z)
z

)
= f(x)− f(x)

f(z)
f(z) = 0.

Luego

x− f(x)

f(z)
z ∈ M.

Y aśı

0 =

〈
x− f(x)

f(z)
z, z

〉
= 〈x, z〉 − f(x)

f(z)
〈z, z〉 = 〈x, z〉 − f(x)

f(z)
.

De donde

f(x) = f(z) 〈x, z〉 = 〈x, f(z) z〉.
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La representación se obtiene tomando

y = f(z) z.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen y1, y2 ∈ H tales que

f(x) = 〈x, y1〉 f(x) = 〈x, y2〉

para todo x ∈ H. Entonces

〈x, y1 − y2〉 = 0

para todo x ∈ H. Por la proposición anterior y1 − y2 = 0. Luego y1 = y2.

¤

3. Sistemas ortogonales.

Teorema 2.13. Sean H un espacio de Hilbert, {u1, . . . , un} un conjunto ortonormal y

M el subespacio generado por {u1, . . . , un}. Si x ∈ H y δ = dist(x,M) entonces

(a) La proyección ortogonal de x sobre M está dada por

PM(x) =
n∑

k=1

〈x, uk〉uk.

(b) La norma de x puede expresarse en términos de la distancia de x a M y de los

coeficientes de la proyección ortogonal de x mediante

‖x‖2 = δ2 +
n∑

k=1

|〈x, uk〉|2.

Demostración. Sabemos que x = y + z donde y ∈ M , z ∈ M⊥ y además

‖z‖ = ‖x− y‖ = dist(x,M)

y

‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2.

Tenemos que z⊥uk para todo k ∈ {1, . . . , n} y existen constantes c1, . . . , cn tales que

y =
n∑

i=1

ciui.
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Luego

〈x, uk〉 = 〈y + z, uk〉 = 〈y, uk〉+ 〈z, uk〉 =

= 〈y, uk〉 =

〈
n∑

i=1

ciui, uk

〉

=
n∑

i=1

ci〈ui, uk〉 = ck.

De donde ck = 〈x, uk〉 y por lo tanto

PM(x) = y =
n∑

k=1

〈x, uk〉uk.

Además por la igualdad de Parseval en el caso finito (ver Teorema 1.14) tenemos que

n∑

k=1

|〈x, uk〉|2 = ‖y‖2 = ‖x‖2 − ‖z‖2 = ‖x‖2 − δ2.

¤

Corolario 2.14. Sean H un espacio de Hilbert, {u1, . . . , un} un conjunto ortonormal y

x ∈ H. Entonces
n∑

k=1

|〈x, uk〉|2 ≤ ‖x‖2.

Corolario 2.15 (Desigualdad de Bessel).

Sean H un espacio de Hilbert, {uα}α∈A un sistema ortonormal en H y x ∈ H. Entonces

(a) el conjunto {α ∈ A : 〈x, uα〉 6= 0} es numerable o finito

(b)
∑
α∈A

|〈x, uα〉|2 ≤ ‖x‖2.

Definición 2.16. Dado un conjunto A llamaremos l2(A) al conjunto de las funciones

ϕ : A → K tales que ϕ(α) = 0 salvo para una cantidad numerable o finita de ı́ndices α y

∑
α∈A

|ϕ(α)|2 < ∞.

Y sea

‖ϕ‖l2(A) =

(∑
α∈A

|ϕ(α)|2
)1/2

.

Ejemplo 2.17. En el caso A = N tenemos que l2(N) = l2 (donde l2 es el espacio que

aparece en la Proposición 2.4).
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Observación 2.18. Sabiendo teoŕıa de la medida, el espacio l2(A) se puede interpretar

como el espacio L2 de la medida que a cada punto le asocia masa 1).

Teorema 2.19 (Riesz - Fischer).

Sean H un espacio de Hilbert y {uα}α∈A un sistema ortonormal en H. Si ϕ ∈ l2(A)

entonces existe x ∈ H tal que

ϕ(α) = 〈x, uα〉 y ‖x‖ = ‖ϕ‖l2(A).

Demostración. Sea

Bn = {α ∈ A : |ϕ(α)| > 1/n}
entonces Bn es finito. Sea

xn =
∑
α∈Bn

ϕ(α) uα.

Por la igualdad de Parseval en el caso finito (ver Teorema 1.14) tenemos que

‖xn‖2 =
∑
α∈Bn

|ϕ(α)|2.

Es fácil ver que {xn} es una sucesión de Cauchy (pruébelo). Como H es completo existe

x ∈ H tal que

x = lim
n→∞

xn.

Entonces para cada α ∈ A

〈x, uα〉 = 〈 lim
n→∞

xn, uα〉 = lim
n→∞

〈xn, uα〉 = ϕ(α)

Además

‖x‖2 =
∥∥∥ lim

n→∞
xn

∥∥∥
2

= lim
n→∞

‖xn‖2

= lim
n→∞

∑
α∈Bn

|ϕ(α)|2 =
∑
α∈A

|ϕ(α)|2 = ‖ϕ‖2
l2(A).

¤

Observación 2.20. Si A = N entonces el teorema anterior queda aśı:

Corolario 2.21. Sean H un espacio de Hilbert y {un}n≥1 una sucesión ortonormal en

H. Si {an}n≥1 es una sucesión de escalares en l2 entonces existe x ∈ H tal que

an = 〈x, un〉 y ‖x‖2 =
∞∑

n=1

|an|2.

Definición 2.22. Un conjunto ortogonal es maximal cuando no existe ningún otro con-

junto ortogonal que lo contenga.
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Definición 2.23. Los conjuntos ortonormales maximales suelen llamarse bases ortonor-

males.

Teorema 2.24. Sean H un espacio de Hilbert y {uα}α∈A un sistema ortonormal en H.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {uα}α∈A es maximal.

(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de {uα}α∈A es denso en H.

(c) Para todo x ∈ H se tiene que

‖x‖2 =
∑
α∈A

|〈x, uα〉|2.

(d) Para todo x, y ∈ H se tiene que

〈x, y〉 =
∑
α∈A

〈x, uα〉〈y, uα〉.

La demostración queda como ejercicio. (Ayuda: probar (a) → (b) → (c) → (d) → (a)).

Observación 2.25. Notar que si {uα}α∈A es una base ortonormal entonces

x =
∑
α∈A

〈x, uα〉uα y ‖x‖2 =
∑
α∈A

|〈x, uα〉|2.

Del Lema de Zorn sigue fácilmente la existencia de conjuntos ortonormales maximales.

Es más, se puede probar que todo subconjunto ortonormal está contenido en una base

ortonormal.

Además, si {uα}α∈A es una base ortonormal en H es claro que la aplicación F : H → l2(A)

definida mediante

F (x) = {〈x, uα〉}α∈A

es un isomorfismo isométrico.

Luego todo espacio de Hilbert es isomorfo a l2(A) para algún A.

Observación 2.26. Los espacios de Hilbert que tienen mayor interés son los separables.

En este caso las bases ortonormales son numerables o finitas.

4. Aplicación a series trigonométricas en L2[0, 2π]

Sabiendo teoŕıa de la medida podemos considerar la siguiente aplicación.

Se tiene que L2[0, 2π] es un espacio de Hilbert con el producto

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.
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Para n ∈ Z sea en : [0, 2π] → C definida por

en(t) = eint.

Proposición 2.27. El conjunto {en}n∈Z es un subconjunto ortonormal en L2[0, 2π].

La demostración de esta proposición queda como ejercicio

Teorema 2.28. El conjunto {en}n∈Z es una base de L2[0, 2π].

Demostración. Basta ver que el conjunto de las combinaciones lineales finitas de

{en}n∈Z es denso en L2[0, 2π].

Sean f ∈ L2[0, 2π] y ε > 0, por resultados de aproximación de teoŕıa de la medida

sabemos que existe una función continua g tal que ‖f − g‖L2 < ε/2. Por el teorema de Stone

Weierstrass existe un polinomio P tal que ‖g − P‖L∞ < ε/2.

Finalmente

‖f − P‖L2 ≤ ‖f − g‖L2 + ‖g − P‖L2 ≤ ε/2 + ‖g − P‖L∞ < ε/2 + ε/2 = ε.

De donde {en}n∈Z es una base ortonormal de L2[0, 2π].

¤

Notar que

〈f, en〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt = f̂(n).

Aśı que como corolarios de los resultados anteriores obtenemos:

Corolario 2.29. Si f ∈ L2[0, 2π] entonces
∑

n∈Z
|f̂(n)|2 < ∞

y

‖f‖2
2 =

∑

n∈Z
|f̂(n)|2.

Corolario 2.30. Si c = {cn}n∈Z es una sucesión tal que
∑

n∈Z
|cn|2 < ∞

entonces existe f ∈ L2[0, 2π] tal que

cn = f̂(n) y ‖f‖L2 = ‖c‖l2(Z).

Esta f está dada por

lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

cnen

∥∥∥∥∥
L2

= 0.
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4.1. Identidad de Parseval para funciones de cuadrado integrable.

Teorema 2.31 (Identidad de Parseval). Sea f : R → R una función de peŕıodo 2π, de

cuadrado integrable y sean ak y bk sus coeficientes de Fourier. Entonces

a2
o

2
+

∞∑

k=1

a2
k + b2

k =
1

π
‖f‖2

2.

Demostración. Sea {Sn(x)} la sucesión de sumas parciales de la serie de Fourier de f ,

considerando la fórmula (1.15) con P = Sn, obtenemos

1

π
‖f‖2

2 −
(

a2
o

2
+

n∑

k=1

a2
k + b2

k

)
=

1

π
‖f − Sn‖2

2.

Tomando ĺımite cuando n tiende a infinito y usando que ‖f−Sn‖2 tiende a cero, tenemos

que

lim
n→∞

(
1

π
‖f‖2

2 −
(

a2
o

2
+

n∑

k=1

a2
k + b2

k

) )
= 0.

¤

4.2. Aplicación a sumación de series numéricas.

Ejemplo 2.32. Vamos a ver como la identidad de Parseval nos permite establecer que

1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · = π2

6
.

Consideremos la función

f(x) = x para − π ≤ x < π,

extendida por periodicidad a toda la recta.

La serie de Fourier de f es

2

(
sen x

1
− sen 2x

2
+

sen 3x

3
+ · · ·+ (−1)k+1 sen(k)x

k
+ · · ·

)
.

Al aplicar la identidad de Parseval obtenemos

4

(
1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·

)
=

1

π

∫ π

−π

x2 dx =
1

π

[
x3

3

]π

−π

=
2

3
π2,

de donde se obtiene el resultado.



Ejercicios 2.

(1) Demostrar: Si H es un espacio de Hilbert y M es una variedad lineal de H entonces

M⊥ es un subespacio (cerrado) de H.

(2) Sea H un espacio de Hilbert. Demostrar que H es separable si y sólo si H tiene un

conjunto ortonormal maximal numerable.

(3) Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert separables y de igual dimensión.

Demostrar que existe un isomorfismo isométrico entre H1 y H2.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal en H.

Demostrar que:

M = M⊥⊥.

Por lo tanto:

M es un subespacio si y sólo si M = M⊥⊥.

(5) Demostrar que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

(6) Sean H un espacio de Hilbert y {u1, . . . , un} ⊂ H.

Demostrar que si {u1, . . . , un} es ortogonal y

x =
n∑

k=1

ckuk

entonces

‖x‖2 =
n∑

k=1

|ck|2‖uk‖2.

Además, para cada k ∈ {1, . . . , n}

ck =
〈x, uk〉
‖uk‖2

.

29
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(7) Demostrar que todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal.

(8) Utilizar el método de ortogonalización de Gram-Schmidt para demostrar (sin utilizar

el Lema de Zorn) que todo espacio de Hilbert separable posee una base ortonormal.

(9) Demostrar que todas las bases ortonormales de un mismo espacio de Hilbert tienen

igual cardinalidad (Por lo tanto podemos definir la dimensión de un espacio de

Hilbert como el cardinal de cualquier base ortonormal).

(10) Demostrar que dos espacios de Hilbert son isomorfos si y sólo si tienen la misma

dimensión.

(11) Sean H un espacio de Hilbert y {uα}α∈A un sistema ortonormal en H. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {uα}α∈A es maximal.

(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de {uα}α∈A es denso en H.

(c) Para todo x ∈ H se tiene que

‖x‖2 =
∑
α∈A

|〈x, uα〉|2.

(d) Para todo x, y ∈ H se tiene que

〈x, y〉 =
∑
α∈A

〈x, uα〉〈y, uα〉.



CAPÍTULO 3

Operadores en espacios de Hilbert.

1. Operadores acotados en espacios de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos que H es

complejo).

Usualmente L(H, H) se denota por L(H). Se tiene que L(H) es un álgebra y

‖ST‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖
para todo S, T ∈ L(H).

Proposición 3.1. Sea T ∈ L(H), si

〈T (x), x〉 = 0 para todo x ∈ H

entonces T = 0.

Demostración. Sean x, y ∈ H, por hipótesis

0 = 〈T (x + y), x + y〉 = 〈T (x) + T (y), x + y〉
= 〈T (x), x〉+ 〈T (x), y〉+ 〈T (y), x〉+ 〈T (y), y〉
= 〈T (x), y〉+ 〈T (y), x〉.

Es decir

〈T (x), y〉 = −〈T (y), x〉.
Como el espacio vectorial es complejo, podemos cambiar y por iy, obteniendo que

−i〈T (x), y〉 = −i〈T (y), x〉.
Dividiendo entre −i se sigue que

〈T (x), y〉 = 〈T (y), x〉.
Entonces

−〈T (y), x〉 = 〈T (x), y〉 = 〈T (y), x〉.
De donde

〈T (x), y〉 = 0.

31
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Si ponemos y = T (x) entonces

〈T (x), T (x)〉 = 0.

Por lo tanto T (x) = 0 para todo x ∈ H.

¤

Observación 3.2. En el caso de un espacio vectorial real la Proposición anterior NO es

cierta. Por ejemplo, considere una rotación de noventa grados en R2.

Corolario 3.3. Si S, T ∈ L(H) y

〈S(x), x〉 = 〈T (x), x〉 para todo x ∈ H

entonces S = T .

Definición 3.4. Cuando existe xo ∈ H tal que

T (xo) = λxo

para algún λ ∈ C se dice que:

(a) λ es un autovalor de T .

(b) xo es un autovector del autovalor λ.

(c) {x ∈ H : T (x) = λx} es el autoespacio del autovalor λ.

2. Adjunto de un operador.

Teorema 3.5. Si T ∈ L(H) entonces existe un único operador T ∗ ∈ L(H) tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉
para todo x, y ∈ H.

Además se tiene que ‖T‖ = ‖T ∗‖.
El operador T ∗ se llama el adjunto de T .

Demostración. Veamos la existencia. Sea y ∈ H definimos el funcional lineal fy

mediante

fy(x) = 〈T (x), y〉
entonces

|fy(x)| = |〈T (x), y〉| ≤ ‖T (x)‖ ‖y‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ‖y‖.
Aśı que fy es continuo. Por el teorema de representación de Riesz existe un único zy ∈ H

tal que

fy(x) = 〈x, zy〉.
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De donde

〈T (x), y〉 = 〈x, zy〉.
Definimos T ∗ : H → H mediante

T ∗(y) = zy.

Veamos que T ∗ es lineal. Sean x, y1, y2 ∈ H y λ ∈ C entonces

〈x, T ∗(λy1 + y2)〉 = 〈T (x), λy1 + y2〉
= λ 〈T (x), y1〉+ 〈T (x), y2〉
= λ 〈x, T ∗(y1)〉+ 〈x, T ∗(y2)〉
= 〈x, λT ∗(y1)〉+ 〈x, T ∗(y2)〉.

Sea

w = T ∗(λy1 + y2)− (λT ∗(y1) + T ∗(y2)).

Entonces para todo x ∈ H :

〈x,w〉 = 0.

En particular para x = w. De donde ‖w‖ = 0. Por lo tanto w = 0.

Es decir

T ∗(λy1 + y2) = λT ∗(y1) + T ∗(y2).

Veamos que T ∗ es continuo. Sean x, y ∈ H entonces

|〈x, T ∗(y)〉| = |〈T (x), y〉| ≤ ‖T‖ ‖x‖ ‖y‖.

En particular para x = T ∗(y) tenemos que

‖T ∗(y)‖2 ≤ ‖T‖ ‖T ∗(y)‖ ‖y‖.

De donde

‖T ∗(y)‖ ≤ ‖T‖ ‖y‖.
Por lo tanto T ∗ ∈ L(H) y

‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.

La unicidad es sencilla (verif́ıquela).

Veamos la igualdad para las normas. Aplicando lo hecho antes a T ∗ obtenemos que

T ∗∗ = T
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y por lo tanto

‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖.
De donde

‖T‖ = ‖T ∗‖.
¤

Ejemplo 3.6. El operador de traslación (Shift). En l2(Z) consideremos el operador U

definido por:

U((xn)n∈Z) = (xn−1)n∈Z.

Sean x, y ∈ l2(Z) entonces

〈x, U∗(y)〉 = 〈U(x), y〉 =
∑

n∈Z
xn−1 yn =

∑

k∈Z
xk yk+1.

Por lo tanto U∗ es el operador en l2(Z) definido por:

U∗((yn)n∈Z) = (yn+1)n∈Z.

Proposición 3.7. Sean S, T ∈ L(H) y λ ∈ C entonces:

(a) (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

(b) (λT )∗ = λT ∗.

(c) (ST )∗ = T ∗S∗.

(d) T ∗∗ = T .

(e) ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Demostración.

Las partes (a), (b), (c) y (d) quedan como ejercicio.

Sólo probaremos la parte (e).

Se tiene que

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2.

Por otro lado

‖T (x)‖2 = 〈T (x), T (x)〉 = 〈T ∗T (x), x〉
≤ ‖T ∗T (x)‖ ‖x‖ ≤ ‖T ∗T‖ ‖x‖2.

Luego

‖T‖2 = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖2 ≤ ‖T ∗T‖.

¤
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NOTACIÓN. Llamaremos

N(T ) = Nucleo(T ),

R(T ) = Rango(T ).

Proposición 3.8. Si T ∈ L(H) entonces

(a) N(T ∗) = R(T )⊥.

(b) N(T ) = R(T ∗)⊥.

Demostración.

(a) Sean x ∈ N(T ∗), y ∈ H entonces

〈x, T (y)〉 = 〈T ∗(x), y〉 = 〈0, y〉 = 0.

De donde x ∈ R(T )⊥.

Rećıprocamente, si x ∈ R(T )⊥ entonces

〈T ∗(x), y〉 = 〈x, T (y)〉 = 0

para todo y ∈ H. Por lo tanto T ∗(x) = 0, es decir, x ∈ N(T ∗).

(b) Basta aplicar la parte (a) al operador T ∗ y usar que T ∗∗ = T .

¤

3. Operadores normales.

Definición 3.9. Sea T ∈ L(H) se dice que: T es normal cuando

T ∗T = TT ∗.

Ejemplo 3.10. En l2(Z) consideremos el operador de traslación (Shift) U definido por:

U({xn}n∈Z) = {xn−1}n∈Z.

Sabemos que U∗ es el operador en l2(Z) definido por:

U∗({yn}n∈Z) = {yn+1}n∈Z.

Sea x ∈ l2(Z)

U∗U({xn}n∈Z) = U∗({xn−1}n∈Z) = {xn}n∈Z.

Además

UU∗({xn}n∈Z) = U({xn+1}n∈Z) = {xn}n∈Z.
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Luego

U∗U = UU∗.

Por lo tanto U es normal.

Ejemplo 3.11. En l2(N) consideremos el operador de traslación (Shift) S definido por:

S({xo, x1, x2, . . .}) = {0, xo, x1, . . .}

(Si U es como en el ejemplo anterior entonces básicamente S = U |l2(N)). Se puede probar

(hágalo) que

S∗({yo, y1, y2, . . .}) = {y1, y2, y3, . . .}

Sea x ∈ l2(N)

S∗S({xo, x1, x2, . . .}) = S∗{0, xo, x1, . . .} = {xo, x1, x2, . . .}.

Además

SS∗({xo, x1, x2, . . .}) = S{x1, x2, x3, . . .} = {0, x1, x2, . . .}.

Luego

S∗S 6= SS∗.

Por lo tanto S no es normal.

Teorema 3.12. Sea T ∈ L(H).

T es normal si y sólo si ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖ para todo x ∈ H.

Demostración. Sea x ∈ H

‖T (x)‖2 = 〈T (x), T (x)〉 = 〈T ∗T (x), x〉.

‖T ∗(x)‖2 = 〈T ∗(x), T ∗(x)〉 = 〈TT ∗(x), x〉.

De esto se sigue que:

T ∗T = TT ∗ si y sólo si ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖ para todo x ∈ H.

¤
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Teorema 3.13. Sea T ∈ L(H), si T es normal entonces

(a) N(T ) = N(T ∗) = R(T )⊥.

(b) Si para algunos x ∈ H, λ ∈ C se tiene que T (x) = λx entonces T ∗(x) = λx.

(c) Si α y β son autovalores de T y α 6= β entonces los correspondientes autoespacios

son ortogonales.

Demostración.

(a) Sabemos que N(T ∗) = R(T )⊥ para cualquier operador T ∈ L(H).

Si T es normal, por (a), se tiene que

‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖
para todo x ∈ H. Por lo tanto N(T ) = N(T ∗).

(b) Si T es normal entonces T − λI es normal y por la parte (a) tenemos que

0 = ‖T (x)− λx‖ = ‖(T − λI) (x)‖ = ‖(T − λI)∗(x)‖
= ‖(T ∗ − λI) (x)‖ = ‖T ∗(x)− λx‖.

De donde T ∗(x) = λx.

(c) Sean x, y ∈ H tales que

T (x) = α x, T (y) = β y

entonces

α〈x, y〉 = 〈α x, y〉 = 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 = 〈x, β y〉 = β〈x, y〉.
Luego

(α− β)〈x, y〉 = 0.

Como α 6= β se sigue que 〈x, y〉 = 0.

¤

4. Operadores unitarios

Definición 3.14. Sea U ∈ L(H) se dice que: U es unitario cuando

U∗U = UU∗ = I.

Teorema 3.15. Si U ∈ L(H) entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) U es unitario.
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(b) R(U) = H y

〈U(x), U(y)〉 = 〈x, y〉
para todo x, y ∈ H.

(c) R(U) = H y

‖U(x)‖ = ‖x‖
para todo x ∈ H.

Demostración.

(a → b)

Esta implicación se obtiene tomando en cuenta que si U es unitario entonces es invertible

y por lo tanto es sobreyectivo.

Además si x, y ∈ H entonces

〈U(x), U(y)〉 = 〈U∗U(x), y〉 = 〈x, y〉.

(b → c)

Esta implicación se obtiene tomando x = y.

(c → a)

Sea x ∈ H entonces

〈U∗U(x), x〉 = 〈U(x), U(x)〉 = ‖U(x)‖ = ‖x‖ = 〈x, x〉.

Luego

U∗U = I.

Sean x, y ∈ H tales que U(x) = U(y) entonces

x = U∗U(x) = U∗U(y) = y.

De donde U es inyectivo.

Además R(U) = H, luego existe U−1.

Se tiene que

U−1 = U∗.

Y aśı

U∗U = UU∗ = I.

¤
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Ejemplo 3.16. En l2(Z) consideremos el operador de traslación (Shift) U definido por:

U((xn)n∈Z) = (xn−1)n∈Z.

Entonces U es unitario.

Sea

S = U/l2(N)

entonces

S({xo, x1, x2, . . .}) = {0, xo, x1, . . .}.
Se puede probar que S es una isometŕıa y sin embargo S no es unitario (hágalo).

5. Operadores autoadjuntos.

Definición 3.17. Sea T ∈ L(H) se dice que: T es autoadjunto o hermitiano cuando

T = T ∗.

Ejemplo 3.18. Dado S ∈ L(H) sea T1 ∈ L(H) el operador dado por

T1 =
1

2
(S + S∗).

Se puede probar que

T1 = T ∗
1 .

Entonces T es autoadjunto.

Ejemplo 3.19. Dado S ∈ L(H) sea T2 ∈ L(H) el operador dado por

T2 =
1

2i
(S − S∗).

Se tiene que

T2 = T ∗
2 .

Entonces T es autoadjunto.

Observación 3.20. Los operadores T1 y T2 que aparecen en los ejemplos anteriores son,

con respecto al operador S, objetos similares a la parte real y la parte imaginaria de un

número complejo.

Ejemplo 3.21. Dado S ∈ L(H) un operador autoadjunto, sea T ∈ L(H) el operador

dado por

T = iS.

Se puede demostrar que

T 6= T ∗.
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Y por lo tanto T no es autoadjunto.

Proposición 3.22. Todo operador autoadjunto es normal.

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

6. Proyecciones.

Definición 3.23. Sean X un espacio vectorial y P ∈ L(X) se dice que P es una pro-

yección cuando

P 2 = P.

Ejemplo 3.24. Sabiendo probabilidades se puede entender que la esperanza condicional

es una proyección.

Proposición 3.25. Sea X un espacio vectorial y P una proyección en X. Entonces:

(a) x ∈ R(P ) si y sólo si P (x) = x.

(b) N(P ) = R(I − P ).

(c) I − P es una proyección.

(d) R(P ) = N(I − P ).

(e) X = R(P ) + N(P ).

(f) X = R(P ) + R(I − P ).

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.

Teorema 3.26. Sea P ∈ L(H) una proyección entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) P es autoadjunto.

(b) P es normal.

(c) R(P ) = N(P )⊥.

(d) 〈P (x), x〉 = ‖P (x)‖2 para todo x ∈ H.

En este caso P se llama una proyección ortogonal y como N(P ) = R(I − P ) claramente

se tiene:

H = R(P ) + R(I − P ) = PH + (I − P )H.

Demostración.

(a → b)

Esto se obtiene porque todo operador autoadjunto es normal.

(b → c)
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Como P es normal tenemos que N(P ) = R(P )⊥. De donde

N(P )⊥ = R(P )⊥⊥.

Por la proposición anterior R(P ) = N(I − P ), luego R(P ) es cerrado y por lo tanto

R(P )⊥⊥ = R(P ).

De donde

N(P )⊥ = R(P ).

(c → d)

Como N(P ) es cerrado y R(P ) = N(P )⊥ se sigue que

R(P )⊥ = N(P )⊥⊥ = N(P ).

Sea x ∈ H entonces

x = y + z

con y ∈ R(P ), z ∈ N(P ) = R(P )⊥.

Por lo tanto

P (z) = 0, 〈y, z〉 = 0, P (y) = P (x) = y.

Luego

〈P (x), x〉 = 〈P (y + z), y + z〉
= 〈P (y), y + z〉+ 〈P (z), y + z〉
= 〈P (y), y + z〉 = 〈y, y + z〉
= ‖y‖2 = ‖P (x)‖2.

(d → a)

Sea x ∈ H entonces

〈x, P ∗(x)〉 = 〈P (x), x〉 = ‖P (x)‖2.

De donde

〈x, P ∗(x)〉 ∈ R,

por lo tanto

〈P ∗(x), x〉 = 〈x, P ∗(x)〉 = 〈P (x), x〉.
Por el Corolario 3.3 tenemos que

P ∗ = P.

¤
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7. Distintos tipos de convergencia de operadores en L(H).

En esta sección vamos a definir varias topoloǵıas en L(H). También enunciaremos varias

proposiciones cuyas demostraciones quedan como ejercicio.

Sea {Tn}n≥1 ⊂ L(H) una sucesión y T ∈ L(H).

Definición 3.27. La topoloǵıa uniforme o topoloǵıa de la norma en L(H) es aquella en

la que una base de entornos del operador cero viene dada por:

U(ε) = {T ∈ L(H) : ‖T‖ < ε}.

Proposición 3.28. {Tn}n≥1 converge uniformemente a T si y sólo si

lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.

Esta es la convergencia de la norma en L(H).

Definición 3.29. La topoloǵıa fuerte de L(H) es aquella en la que una base de entornos

del operador cero viene dada por:

F (ε, x) = {T ∈ L(H) : ‖T (x)‖ < ε}.

Proposición 3.30. {Tn}n≥1 converge fuertemente a T si y sólo si

lim
n→∞

Tn(x) = T (x)

para todo x ∈ H.

Definición 3.31. La topoloǵıa débil de L(H) es aquella en la que una base de entornos

del operador cero viene dada por:

D(ε, x, y) = {T ∈ L(H) : |〈T (x), y〉| < ε}.

Proposición 3.32. {Tn}n≥1 converge débilmente a T si y sólo si

lim
n→∞

〈Tn(x), y〉 = 〈T (x), y〉
para todo x, y ∈ H.

Proposición 3.33.

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(b) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

En realidad se puede demostrar que la topoloǵıa de la norma contiene la topoloǵıa fuerte,

y la topoloǵıa fuerte contiene la topoloǵıa débil.
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Observación 3.34. Los rećıprocos de la proposición anterior no son ciertos, tal como lo

muestran los siguientes ejemplos.

(a) La convergencia fuerte no implica la convergencia uniforme.

En l2(N) sea PN el operador definido por

PN({x1, x2, . . .}) = {x1, x2, . . . , xN , 0, . . .}.
entonces

lim
n→∞

PN(x) = x

para todo x ∈ l2(N), es decir {Pn}n≥1 converge fuertemente a I.

Sin embargo

‖PN − I‖ = 1

para todo N ∈ N, por lo tanto {Pn}n≥1 NO converge uniformemente a I.

(b) La convergencia débil no implica la convergencia fuerte.

En l2(N) sea S el operador definido por

S({x1, x2, x3, . . .}) = {0, x1, x2, . . .}
entonces

Sn({x1, x2, x3, . . .}) = {0, . . . 0, x1, x2, . . .}
en el término de la derecha x1 se encuentra en el lugar n + 1.

Sea y ∈ H

〈Sn(x), y〉 = 〈{0, . . . 0, x1, x2, . . .}, {y1, y2, y3, . . .}〉 =
∞∑

k = n

xk−n+1 yk+1.

De donde

|〈Sn(x), y〉|2 ≤
( ∞∑

k = n

|xk−n+1|2
)( ∞∑

k = n

|yk+1|2
)

≤ ‖x‖2

( ∞∑

k = n

|yk+1|2
)

.

Por lo tanto

lim
n→∞

〈Sn(x), y〉 = 0

para todo x, y ∈ H.

Sin embargo, como

‖Sn(x)‖ = ‖x‖
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para todo x ∈ H es imposible que limn→∞ Sn(x) sea 0 para todo x ∈ H.

Proposición 3.35. Sea T ∈ L(H)

(1) Sea ϕ : L(H) → C definida mediante

ϕ(T ) = ‖T‖.
Entonces ϕ es continua con la topoloǵıa de la norma.

(2) Sea ϕx : L(H) → H definida mediante

ϕx(T ) = T (x).

Entonces ϕx es continua con la topoloǵıa fuerte de L(H).

(3) Sea ϕx,y : L(H) → H definida mediante

ϕx,y(T ) = 〈T (x), y〉.
Entonces ϕx,y es continua con la topoloǵıa débil de L(H).

La demostración de esta proposición queda como ejercicio.



Ejercicios 3.

(1) Demostrar que si S, T ∈ L(H) y λ ∈ C entonces:

(a) (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

(b) (λT )∗ = λT ∗.

(c) (ST )∗ = T ∗S∗.

(d) T ∗∗ = T .

(2) Sea X un espacio vectorial y P una proyección en X. Demostrar que se

cumplen las siguientes propiedades:

(a) x ∈ R(P ) si y sólo si P (x) = x.

(b) N(P ) = R(I − P ).

(c) I − P es una proyección.

(d) X = R(P )⊕N(P ).

(3) Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H). Demuestre que T es isométrico

y sobreyectivo si y sólo si T ∗ es isométrico y sobreyectivo.

(4) Sea H un espacio de Hilbert y {xn}n≥1 una sucesión en H. Demostrar que

si

w − lim
n→∞

xn = x y lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖

45



46 EJERCICIOS 3.

entonces

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

(5) Demostrar que para operadores en L(H):

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(b) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

(6) Precisar las siguientes proposiciones y demostrarlas:

(a) Toda función continua en la topoloǵıa fuerte es continua en la topoloǵıa de la

norma.

(b) Toda función continua en la topoloǵıa débil es continua en la topoloǵıa fuerte.

(7) Demostrar:

(a) Sea ϕ : L(H) → C definida mediante

ϕ(T ) = ‖T‖.
Entonces ϕ es continua con la topoloǵıa de la norma.

(b) Sea ϕx : L(H) → H definida mediante

ϕx(T ) = T (x).

Entonces ϕx es continua con la topoloǵıa fuerte de L(H).

(c) Sea ϕx,y : L(H) → H definida mediante

ϕx,y(T ) = 〈T (x), y〉.
Entonces ϕx,y es continua con la topoloǵıa débil de L(H).



CAPÍTULO 4

Espectro de un operador.

Observación 4.1. Este caṕıtulo no está en el programa de esta asignatura Análisis

Funcional de la Licenciatura en Matemática de la Universidad Central de Venezuela. Sin

embargo, podŕıa ser una continuación natural.

En este caṕıtulo se necesitarán algunos conceptos y resultados de un curso básico de

Funciones Anaĺıticas.

Sea H un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos que H es

complejo).

Definición 4.2. Sea T ∈ L(H), diremos que T es invertible si existe S ∈ L(H) tal que

ST = TS = I. Usaremos la siguiente notación: S = T−1.

Definición 4.3. Sea T ∈ L(H) el conjunto resolvente de T es:

ρ(T ) = {λ ∈ C : T − λI es invertible}.

Definición 4.4. Sea T ∈ L(H) el espectro de T es:

σ(T ) = ρ(T )C = {λ ∈ C : T − λI NO es invertible}.

Proposición 4.5. Si dim H es finita entonces σ(T ) es el conjunto de los autovalores de

T y está formado por las ráıces de det (T − λI).

Observación 4.6. Si la dimensión de H es infinita puede ocurrir que λ ∈ σ(T ) y sin

embargo λ no sea autovalor de T .

Por ejemplo sea T : l2(N) → l2(N) dado por

T ({xo, x1, x2, . . .}) = {xo, x1/2, x2/3 . . .}.

Tenemos que T es inyectivo, por lo tanto N(T ) = 0, aśı que 0 no es autovalor de T .

Por otro lado ‖T (en)‖ = 1/n, luego

lim
n→∞

‖T (en)‖ = 0.

Pero como ‖en‖ = 1 resulta que T no es invertible, de donde 0 ∈ σ(T ).
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Proposición 4.7. Sea T ∈ L(H) tal que ‖T‖ < 1, entonces

(a) I − T es invertible.

(b) ‖(I − T )−1 − (I + T )‖ ≤ ‖T‖2

1− ‖T‖ .

Demostración. De ‖T n‖ ≤ ‖T‖n obtenemos
∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

T n

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=0

‖T n‖ ≤
∞∑

n=0

‖T‖n.

La serie de la derecha es una serie geométrica de razón ‖T‖ < 1, aśı que converge en R.

Y por lo tanto la serie
∑∞

n=0 T n converge en L(H) a un operador S ∈ L(H).

(I − T )S = S(I − T ) =
∞∑

n=0

T n −
∞∑

n=0

T n+1 = I.

De donde I − T es invertible.

(I − T )−1 − I − T =
∞∑

n=2

T n.

Además

‖(I − T )−1 − (I + T )‖ ≤
∞∑

n=2

‖T‖n = ‖(I − T )−1 − (I + T )‖ ≤ ‖T‖2

1− ‖T‖ .

¤

Teorema 4.8. El conjunto de los operadores invertibles es abierto en L(H).

Demostración. Sea T ∈ L(H) invertible. Sea S ∈ L(H) tal que

‖S‖ < 1/‖T−1‖.

Entonces

‖T−1S‖ ≤ ‖T−1‖ ‖S‖ < 1.

Por la Proposición 3.1. tenemos que I + T−1S es invertible. Luego

T + S = T (I + T−1S).

De donde T + S es invertible. ¤

Teorema 4.9. Sea T ∈ L(H) entonces ρ(T ) es abierto y

{λ ∈ C : |λ| > ‖T‖} ⊂ ρ(T ).
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Demostración. Que ρ(T ) es abierto sigue del teorema anterior.

Si |λ| > ‖T‖ entonces ‖T/λ‖ < 1. Por la Proposición 3.1. tenemos que I − λ−1T es

invertible. De donde

λI − T = λ(I − λ−1T )

es invertible.

¤

Teorema 4.10. Sea T ∈ L(H) entonces σ(T ) es compacto y NO vaćıo.

Demostración. Que σ(T ) es compacto sigue del teorema anterior.

Veamos que σ(T ) no es vaćıo.

Sea R : ρ(T ) → L(H) definida por

R(λ) = (λI − T )−1.

Si µ, λ ∈ ρ(T ) se tiene que

R(µ)−1(R(µ)−R(λ))R(λ)−1 = (µI − T ) ((µI − T )−1 − (λI − T )−1) (λI − T ) =

= (λI − T )− (µI − T )

= (λ− µ)I.

Por lo tanto

R(µ)−R(λ) = −(µ− λ)R(µ)R(λ).

Supongamos que λ ∈ ρ(T ) entonces existe

lim
µ→λ

R(µ)−R(λ)

µ− λ
,

lim
µ→λ

R(µ)−R(λ)

µ− λ
= −(R(λ))2.

Por lo tanto R es una función anaĺıtica en ρ(T ). (Notar que esto implica que

F (λ) = f(R(λ)) es anaĺıtica en ρ(T ) para todo f ∈ L(H)∗).

Si |λ| > ‖T‖ entonces

R(λ) = (λI − T )−1 = λ−1(I − λ−1T )−1 = λ−1

∞∑
n=0

(T/λ)n

‖R(λ)‖ ≤ 1

|λ|
∞∑

n=0

(‖T‖
|λ|

)n

=
1

|λ|
1

1− ‖T‖/|λ| =
1

|λ| − ‖T‖ .
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De donde

lim
|λ|→∞

R(λ) = 0

y

‖R(λ)‖ ≤ ‖T‖−1

si |λ| ≥ 2‖T‖.

Si σ(T ) fuese vaćıo entonces R(λ) seŕıa una función entera.

Claramente

‖R(λ)‖ ≤ M < ∞
para todo λ tal que |λ| ≤ 2‖T‖.

Por el Teorema de Liouville debe ser R(λ) = 0. (Este teorema dice que una función que

es anaĺıtica y acotada en todo el plano es una función constante).

De donde σ(T ) 6= ∅.
¤

Definición 4.11. Si T ∈ L(H) se define el radio espectral de T por

r(T ) = max
λ∈σ(T )

|λ|.

Teorema 4.12 (Fórmula de Gelfand). Si T ∈ L(H) entonces

r(T ) = lim
n→∞

‖T n‖1/n = inf
n≥1

‖T n‖1/n.

Demostración.

La haremos en varias partes.

(1) Probaremos que

lim
n→∞

‖T n‖1/n = inf
n≥1

‖T n‖1/n.

Sea m ≥ 1 (entero fijo). Si n ∈ N entonces

n = mqn + rn

donde 0 ≤ rn < m. Luego

‖T n‖1/n = ‖Tmqn+rn‖1/n ≤ ‖Tm‖qn/n‖T‖rn/n

lim
n→∞

rn/n = 0, lim
n→∞

qn/n = 1/n.
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Luego para todo m ≥ 1

lim sup
n→∞

‖T n‖1/n ≤ ‖Tm‖1/m

de donde

lim sup
n→∞

‖T n‖1/n ≤ inf
m≥1

‖Tm‖1/m ≤ lim inf
n→∞

‖T n‖1/n

Por lo tanto limn→∞ ‖T n‖1/n existe y

lim
n→∞

‖T n‖1/n = inf
n≥1

‖T n‖1/n.

(2) Veremos que

r(T ) ≤ lim
n→∞

‖T n‖1/n.

Sea λ ∈ C tal que

|λ| > lim
n→∞

‖T n‖1/n

entonces ∞∑
n=0

‖T n‖
|λ|n < ∞

porque

lim
n→∞

(‖T n‖
|λ|n

)1/n

< 1.

Y por lo tanto

Σ =
∞∑

n=0

T n/λn < ∞.

Como

(λI − T )Σ = Σ(λI − T ) = I

se sigue que λI − T es invertible.

De donde {
λ ∈ C : |λ| > lim

n→∞
‖T n‖1/n

}
⊂ ρ(T ).

Luego

r(T ) ≤ lim
n→∞

‖T n‖1/n.

(3) Finalmente demostraremos que

r(T ) ≥ lim
n→∞

‖T n‖1/n.

Definamos la función

R(λ) = (λI − T )−1.

Esta función es anaĺıtica en ρ(T ). Luego R es anaĺıtica en {λ ∈ C : |λ| > r(T )}.
Sea f ∈ L(H)∗ definamos

F (λ) = f(R(λ))
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entonces F es anaĺıtica en {λ : |λ| > r(T )}.
Además si |λ| > r(T ) entonces

F (λ) =
∞∑

n=0

1

λn
f(T n)

(porque el desarrollo es válido en cualquier conjunto de la forma {λ : |λ| > a} está contenido

en el dominio de F ).

Sea λo ∈ ρ(T ) tal que |λo| > r(T ) entonces {f(T n/λn
o )}n=0 es acotado para todo

f ∈ L(H∗). De donde

‖T n/λn
o‖ ≤ M

para todo n ∈ N.

Luego

‖T n‖1/n ≤ M1/n|λo|.
Por lo tanto

lim
n→∞

‖T n‖1/n ≤ |λo|.
De donde

lim
n→∞

‖T n‖1/n ≤ r(T ).

¤

Teorema 4.13 (Aplicación espectral para polinomios).

Sea T ∈ L(H) y P un polinomio entonces

σ(P (T )) = P (σ(T )).

Demostración.

(1) Veamos que

σ(P (T )) ⊂ P (σ(T )).

Sea λ ∈ σ(P(T)) entonces λI - P(T) no es invertible. Si

λ− P (t) = a(t− t1) (t− t2) . . . (t− tn).

Luego

λI − P (T ) = a(T − t1I) (T − t2I) . . . (T − tnI).

Como λI −P (T ) no es invertible entonces existe algún k tal que T − tkI no es invertible

y por lo tanto tk ∈ σ(T ).
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Como

P (tk) = λ

entonces se concluye que λ ∈ P (σ(T )).

(2) Finalmente probaremos que

P (σ(T )) ⊂ σ(P (T )).

Sea λ ∈ P (σ(T )) entonces

λ− P (t) = a(t− t1) (t− t2) . . . (t− tn)

donde t1 ∈ σ(T ). Además

λI − P (T ) = a(T − t1I) (T − t2I) . . . (T − tnI)

Como t1 ∈ σ(T ) entonces T − t1I NO es invertible.

Por lo tanto λI − P (T ) NO es invertible. De donde λ ∈ σ(P (T )). ¤
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