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Prologo

Estas notas han sido concebidas para ser utilizadas en la primera parte del curso de
Analisis Funcional de la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela
y son el resultado de la experiencia de los autores en el dictado de dicho curso.

En este curso se debe dar una visién rigurosa de los espacios normados y de Banach.

Los siguientes temas son tratados en forma exhaustiva:

(1) Nociones basicas de la teorfa de conjuntos.
2) Espacios normados y espacios de Banach.

3) Espacios de funciones continuas.

)
(2)
(3)
(4) Operadores lineales entre espacios normados.
(5) Dual topoldgico de un espacio normado. El teorema de Hahn Banach.
(6) Bases de Schauder.
(7) Algunos teoremas importantes: Categoria de Baire, aplicacion abierta, grafico ce-

rrado, acotacion uniforme y Banach-Steinhaus.
(8) Dualidad. Topologias débiles.
El trabajo de mecanografia estuvo a cargo de los autores. Agradecemos cualquier obser-

vacion o comentario que deseen hacernos llegar.

Ramén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Julio 2005.
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Introduccién.

La idea de introducir coordenadas o nimeros asociados a un objeto geométrico que lo
caracterizan se la debemos a Descartes (1.596-1.650). A partir de esto surge, de manera

natural, la introduccién espacios n-dimensionales R” cuyos puntos son (z1,...,Z,).

Un punto z en R"™ puede ser visto como un vector, ademas se pueden definir la suma de

vectores y la multiplicaciéon por un escalar.

Si tomamos = = (x1,...,2,), ¥y = (Y1, .-, Yn), la distancia de z a y es

d(z,y) =]z — 2+ 4 |z — vl

y el ntimero

Izl = Vlz1 2 + .. + |zl

es llamado la norma de z.
Con la norma se obtiene la distancia.

Lo hecho anteriormente se puede generalizar para C" considerando la norma

|z]| = Vo171 + ... + 20T

donde T indica el complejo conjugado de xy, para k =1,...,n.

Obsérvese que los vectores = (x1,...,x,) € R" pueden pensarse como funciones
x:{l,....,n} = R,

definidas mediante
z(1) =x1,...,2(n) = z,.

Esto permite identificar cada punto con una funcién.



2 INTRODUCCION.

Tomando en cuenta esta interpretaciéon Hilbert extendié primero la idea de Descartes a

conjuntos infinitos
{1,2,...}.

Luego otros investigadores la extendieron a conjuntos mas generales, y aparecen espacios

funcionales cuyos puntos son funciones.

Por ejemplo, cualquier funcién medible Lebesgue f definida en un intervalo [a, b] puede
ser considerada como un punto de un espacio “infinito dimensional”. Identificando funciones

que sean iguales casi siempre, definimos la norma de f mediante

1= ([ 7o) "

La distancia entre dos funciones es:

ir.o)=( | - o0 ) "

Asi surge el espacio L?[a,b] también denotado mediante L*([a,b], B([a,b],m) donde m

representa a la medida de Lebesgue v B([a, b] es la o-algebra de los borelianos en [a, b].

En lugar de ([a, b], B([a, b], m) se puede considerar otro espacio de medida (X, F, u) y asi
surge L2(X, F, j1).

Pero resulta ser que para 1 < p < oo tenemos que

171 = ([ 1roran) "

también es una norma (nuevamente hay que identificar las funciones que son iguales casi
siempre). Esto da origen a los espacios LP(X, F, ). Pero esta norma no proviene de un

producto interno. Estos espacios son el ejemplo clasico de espacios de Banach.

En muchos casos el espacio de medida (X, F, i) da origen a espacios de dimensién infinita.
Algunas diferencias muy importantes entre los espacios de dimensién infinita y los espacios

de dimension finita son:

(1) En el caso finito toda transformacién lineal es continua.

En el caso infinito existen transformaciones lineales que no son continuas.
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(2) En el caso finito tenemos el teorema de Bolzano - Cauchy: toda sucesiéon de Cauchy
es convergente.
En el caso infinito algunos espacios (como los LP(X, F, 1)) verifican esta propiedad,
sin embargo hay otros que no la verifican. Pero siempre es posible completar el

espacio para que valga el teorema.

(3) En el caso finito tenemos el teorema de Bolzano - Weierstrass: B(z, ) es compacta.
En el caso infinito B(z, r) nunca es compacta. Esta una de las principales dificultades
del andlisis funcional y por esta razén los operadores compactos (que transforman

esferas en conjuntos compactos) son de especial importancia.

Muchos de los problemas que estudian los analistas no estan relacionados originalmente
con un objeto sencillo como una funcién, una medida o un operador, sino con una larga
clase de objetos. Muchas de las clases importantes que aparecen son espacios vectoriales.
Como el paso al limite juega un papel importante en todo problema analitico, estos espacios
vectoriales son provistos de métricas (o al menos de topologias) que conllevan una relacién
natural con los objetos de que estan hechos los espacios. La manera mas simple de hacer

esto es introduciendo una norma. El resultado es un espacio normado.

En 1932 apareci6 el famoso libro de Banach “Théorie des Opérations Linéaires” (Warsaw )
en el que se presenta la teoria de operadores lineales en espacios normados que se desarrolld
después de los trabajos decisivos de F. Riesz y de S. Banach. La aparicién de este libro

significo el comienzo del estudio sistematico de los espacios normados.

Los espacios de Banach son espacios normados en los que vale el teorema de Bolzano -
Cauchy, es decir, son espacios en los que toda sucesién de Cauchy es convergente (esto se

conoce actualmente como completitud).

En 1932 también aparecio el libro de Stone “Linear Transformations in Hilbert Spaces”
(Am. Math. Soc. Collog. Publ., Vol. 15, New York) en el que aparece la primera exposicién
sistematica de teoria de operadores lineales en espacios de Hilbert. Este libro se basa en los
trabajos de Hilbert, F. Riesz, Schmidt, H. Weyl, Hahn, Carleman, V. Neumann, Hellinger y

otros.
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La teoria de espacios normados y de Hilbert crecié mucho con:

(1) la analogia con los resultados de algebra lineal y de andlisis, especialmente con las
ecuaciones integrales clasicas y la teoria de desarrollos en términos de autovalores,

desarrollados por Poincaré, Fredholm, Hilbert, Carleman y otros;

(2) el desarrollo de la teoria de momentos, la teoria de integracién y el andlisis de

Fourier;

(3) el desarrollo y la sistematizacién de las ideas en geometria y en élgebra.

Desde 1960 la actividad de investigacién matemética en el area de espacios normados y
de Banach crecié considerablemente. Como resultado, la teoria de espacios de Banach gané
mucho en profundidad y en alcance. La mayoria de los problemas clasicos bien conocidos
fueron resueltos, a su vez profundas conexiones entre la teoria de espacios de Banach y otras

areas de la matematica se establecieron.

La teoria de espacios normados es de gran importancia en otras teorias tales como:
analisis armonico, teoria de aproximacion, teoria ergddica, ecuaciones diferenciales, ecuacio-

nes integrales.

Por sus muchas aplicaciones, el analisis funcional se ha convertido en una disciplina
matematica muy popular. El propésito de estas notas es presentar los resultados principales

del analisis funcional con énfasis en el estudio de los espacios de Banach.



CAPITULO 1

Nociones de la teoria de conjuntos.

1. Introduccién histérica.

1.1. Galileo y el infinito.

Galileo leyé los trabajos del comentador de la matemética griega Simplicio (siglo VI d.C.)
y los trabajos posteriores de Salviati. Del infinito en geometria Salviati llegd al infinito en
aritmética, apuntando una correspondencia entre todos los enteros y todos los cuadrados
perfectos. A pesar de que hay muchos nimeros que no son cuadrados perfectos “debemos

decir que hay tantos cuadrados perfectos como niimeros”.

Al ver esto, Galileo se enfrentaba a la propiedad fundamental de un conjunto infinito:
que una parte del conjunto puede tener tantos elementos como todo el conjunto, pero Galileo

no llegd a esta conclusion.

Mientras que Salviati aseguré que el nimero de cuadrados perfectos NO es menor que
el nimero de enteros, él no se atrevié a decir que eran iguales. El simplemente concluy6
que los atributos “igual”, “mayor que” y “menor que” NO son aplicables a las cantidades
infinitas. Ademads asegurd (ahora sabemos que incorrectamente) que NO se puede decir que
un nimero infinito sea mayor que otro nimero infinito, ni que un nimero infinito sea mayor

que un numero finito.

1.2. Bolzano y el infinito.

De la paradoja de Galileo acerca de la correspondencia uno a uno entre enteros y cuadra-
dos perfectos, el sacerdote Bernhard Bolzano (1.781 - 1.848) demostré que correspondencias
similares entre los elementos de un conjunto infinito y un subconjunto propio son situaciones
comunes. Bolzano reconocio que el intervalo de 0 a 1 tiene tantos puntos como el intervalo
de 0 a 2.

También parece ser que se dio cuenta de que el conjunto de los ntimeros reales es de un

infinito diferente al infinito de los ntimeros enteros.
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1.3. Dedekind y el infinito.

Dedekind observo las paradojas de Bolzano no como anomalias, sino como una propiedad
universal de los conjuntos infinitos y que tomé como una definicion precisa:

“Un sistema S es infinito cuando es similar a una parte propia de si mismo.”

“Un sistema S es finito cuando no es infinito”.

1.4. Cantor y la teoria intuitiva de conjuntos.

Georg F. Cantor (1.845 - 1.918) es el creador de la célebre teorfa de los conjuntos. Fue el
estudio de las series trigonométricas infinitas que condujo a la teoria de conjuntos de Cantor.
Desafortunadamente el concepto de conjunto dado por Cantor es algo tan vago como el de
“un saco lleno de elementos”. Sin embargo sus ideas estaban claramente muy por delante de
su tiempo y levantaron grandes controversias. Sus contribuciones més originales giraron en
torno a la palabra “infinito”. En el marco de la teoria de conjuntos las colecciones infinitas

encuentran su lugar adecuado.

Cantor demostréo que los nuimeros naturales, los cuadrados perfectos y las fracciones

racionales tienen el mismo cardinal (se pueden poner en una correspondencia uno a uno).

Al ver esto, uno podria preguntarse si todos los infinitos son iguales, pero Cantor probo
que eso no es cierto. Mediante reduccion al absurdo Cantor demostré que hay mas puntos
en un segmento que en el conjunto de nimeros naturales. Es un infinito mayor. Y los hay

todavia mayores; en realidad hay infinitos infinitos.

Dado un segmento de longitud 1 y una recta ilimitada por ambos extremos, parece que
la recta poseerda mas puntos. Pero eso no es cierto: cada uno de los puntos del segmento
curvilineo de longitud 1 esté en correspondencia uno-uno con un punto de la recta y viceversa.

Por lo tanto hay tantos puntos en una recta como en una de sus partes.

Un hecho sorprendente es que la dimensién no aumenta la cardinalidad de un conjunto.
Estos resultados eran tan sorprendentes que en una ocasion el mismo Cantor le escribi
a Dedekind “Lo veo, pero no lo creo” y le pidié a su amigo que revisara la prueba. Los
editores también estaban indecisos de aceptar sus trabajos y por eso muchas veces aparecian

con mucho retraso.

Cuando Cantor expuso por primera vez -en pleno siglo XIX- estas desconcertantes opi-

niones, el mundo matematico se dividié en dos grandes grupos: el de los que se irritaron
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y el de los que se entusiasmaron. Cantor lo pasé muy mal, pues en su conservadora época
abundaban més los primeros que los segundos. Hoy, la situacion es muy distinta y la teoria

conjuntista se ha aduenado de toda la matematica.

1.5. Algunas antinomias famosas.
La crisis conjuntista de principios de siglo: A principios de siglo XX los conjuntos fueron
protagonistas de algunos escandalos mas que regulares. La casi totalidad de la culpa de tales

escandalos la tuvieron las antinomias conjuntistas.

Veamos la antinomia maés antigua, la de Epiménides. Aparentemente tiene poco que ver
con la matematica moderna: se debe a la pluma de San Pablo, quien en la epistola a Tito
advierte a este que los cretenses son siempre mentirosos; como testimonio de tal advertencia

cita a un cretense Epiménides.

Analicemos mas detenidamente la afirmacion del apdstol; si Epiménides -que es cretense-
afirma que todos los cretenses son embusteros, él mismo se incluye dentro de la categoria;
luego miente. Pero si miente, al decir que todos mienten él también miente, y , por lo tanto,
los cretenses no son embusteros. Pero entonces esos dicen la verdad, y, particularmente,

Epiménides también la dice.

Bien se ve que es imposible llegar a una conclusién final. Se trata de una contradiccién

pura y simple, de una antinomia.

Cuando hablamos de que los cretenses mienten, estamos en nuestro derecho. Pero al
afirmar que uno de los miembros de la cofradia de embusteros miente, debemos explicarnos
mas detenidamente. Un cretense puede mentir cuando se le antoje; pero si miente al referirse

al enunciado particular que afirma que todos mienten, la contradiccion salta a la vista.

Veamos una versién (tomada de Mathematics in the Modern World, de M. Kline) de
la famosa paradoja de Russell. En las bibliotecas, las caracteristicas, colocacién, etc. de
cada libro se agrupan en un catalogo. Si los libros son muchos, este catalogo es otro li-
bro, que algunos bibliotecarios incluyen entre los que figuran en el mismo catalogo. Otros
bibliotecarios no quieren esto. Pero si el jefe de todos los bibliotecarios ordenara hacer un
catalogo que incluyera sélo todos aquellos catdlogos que no figuran en ellos mismos, ese nuevo

catalogo ;debe catalogarse a si mismo, o no?



8 1. NOCIONES DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.

Russell dio una explicacion para afrontar paradojas. El método general para afrontarlas
es el de distinguir entre lenguaje y metalenguaje. Por ejemplo, analicemos la siguiente
expresion: “Esta frase es falsa”, jes o no es falsa? Esta forma de preguntar carece de
sentido, puesto que nos lleva a contradiccion. Pero, profundizando un poco, nos damos
cuenta de que lo que realmente hubiéramos querido decir es: “Esta frase es falsa” es una

frase falsa”, jlo cual es muy distinto!

Los dos adjetivos falsa que aparecen en la expresion no se refieren ni significan lo mismo.
Esta claro que si la expresion “Esta frase es falsa” esta escrita en un determinado lenguaje,
la expresion “Esta frase es falsa” es una frase falsa” lo estd en un lenguaje distinto, en un

lenguaje que hace referencia al lenguaje anterior, es decir en un metalenguage.

El metalenguaje constituye en el lenguaje “un escalén méas arriba”, y no es prudente
mezclar sentencias en el lenguaje X con sentencias acerca del lenguaje X. No pertenecen a

mundos iguales.

Todo lo que antecede lo hemos citado para preparar el terreno, porque si bien es verdad
que en el dominio de la seméntica pura hubo problemas en tiempo de Russell, en el de
las matematicas puras también los hubo, y grandes. Tal como ocurrié con la paradoja de

Cantor.

1.6. La paradoja de Cantor.

La primera paradoja estrictamente matematica aparecida fue la de Cantor. Trabajando
con su escala de numeros infinitos, Cantor probé que dado un conjunto A de x elementos
-con zx finito o infinito-, el conjunto formado por todas las partes de A tenfa un ntmero de

elementos mayor que x.

La paradoja surge al considerar “el conjunto de todos los conjuntos”. Por un lado, el
conjunto de sus partes debe ser mas numeroso, en virtud del teorema de Cantor; por otro,
como se trata del conjunto de todos los conjuntos, el conjunto de sus partes esta incluido en
st mismo. Por lo tanto, el conjunto de sus partes es menos numeroso que el propio conjunto.

He aqui una antinomia.

1.7. La axiomatica.
Euclides construyé su geometria, una geometria que resistio el paso de casi dos mil anos,

utilizando un método de trabajo especialmente acertado: el método axiomatico. Euclides
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empezaba por enunciar una serie de verdades que le parecian evidentes por si mismas y que
aceptaba sin demostracion previa. Una vez aceptados estos presupuestos basicos, las solas

reglas del razonamiento le proporcionaban todo lo demés.

A partir de los enunciados primitivos, los azxiomas, se iban encadenando una tras otra las
deducciones que se desprendian de ellos; eran los teoremas. Y a partir de los teoremas surgian
cada vez més teoremas. También surgian teoremas equivalentes, es decir, a enunciados que

con distintas palabras, expresen la misma verdad.

El método de trabajo de las matematicas modernas es muy semejante al de Euclides, solo
que mas perfecto y acabado. Supongamos que queremos edificar una teoria matematica, por
ejemplo la teoria de conjuntos. Empezaremos por definir una serie de axiomas que nos
aclaren qué entendemos por conjunto y qué reglas de juego nos estaran permitidas con esos
conjuntos; luego nos pondremos a deducir de acuerdo con las reglas de juego, y ésta sera

nuestra teoria de conjuntos.

Eligiendo los axiomas con cuidado no hay que temer a las antinomias; precisamente, los
axiomas se pensaran de manera que las antinomias no puedan aparecer. Esta es la ventaja

de una teoria formalizada frente a una teoria intuitiva como la de Cantor.

1.8. La teoria axiomatica de conjuntos.

Era evidente que un concepto de conjunto tan vago como el de “un saco lleno de elemen-
tos” no podia llevarnos lejos. A partir de ahora, entenderemos por conjunto “aquello que
satisface los axiomas de la teoria” y pensaremos tales axiomas de manera que no puedan

surgir antinomias.

Una de las primeras axiomatizaciones de la teoria de conjuntos fue la de Zermelo-Fraenkel,
enunciada en 1.908 y perfeccionada en 1.922. De acuerdo con ella, entendemos por conjunto
aquello que verifica tales axiomas, prescindiendo por completo de las ideas intuitivas que
hubiéramos podido sostener con anterioridad. La version que aqui se da de ella esta simplifi-

cada para hacer inteligible al no especialista una formulacion original mucho mas complicada.

Los axiomas de la teoria de conjuntos son:

(1) Dos conjuntos son iguales si y s6lo si poseen los mismos elementos.

(2) Existe un conjunto sin elementos, (), llamado vacfo.
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3) Si Ay B son conjuntos, {A, B} es un conjunto.

4) La unién de un conjunto de conjuntos es un conjunto.
)
)

bt

6) Para toda relacién univoca R y todo conjunto X, existe el conjunto Y formado por

(
(
(5) Existe por lo menos un conjunto X tal que ) € X y tal quesi A € X, AU{A} € X.
(

los elementos de X que satisfacen R.

(7) Dado un conjunto, existe el conjunto de todas sus partes.

(8) Dado un conjunto de conjuntos es posible elegir un elemento de cada uno de ellos.

(9) Ningin conjunto es elemento de si mismo.

Todas las teorias axiomaticas de conjuntos, como la de Zermelo-Fraenkel o la de Von
Neumann-Bernays, tienen en comun el renunciar a la concepcion intuitiva de que cualquier
propiedad de un objeto expresada en el lenguaje corriente otorgue entidad o carta de natu-

raleza al conjunto de objetos que satisfagan esa propiedad.

Las teorias axiomaticas toman la precaucion de asegurarse que sus axiomas inhiben la
existencia de conjuntos de satisfactibilidad arbitrarios. Sélo permiten la existencia a los
conjuntos “buenos”; por ejemplo, “el conjunto de todos los conjuntos” del que hablaba
Cantor, no es ningin conjunto, ya que, de acuerdo con los axiomas, no existe. Esto resuelve

la paradoja de Cantor.

El modo de hacer matematicas consiste en “partir de unos axiomas méas o menos evidentes
e ir deduciendo teoremas a partir de ellos mediante el uso de un conjunto de reglas de
deduccion o inferencia”, también postuladas por adelantado, se asemeja mucho a un juego.
A un juego légico, pero juego al fin y al cabo. Jugar al ajedrez es mucho mas sencillo, pero no
parece una actividad esencialmente diferente. Lo tinico que se la pide a este juego logico es
que no nos lleve a contradicciones, es decir, “que no podamos probar a la vez, a partir de los
axiomas, un teorema y su negacion”. Esta postura filoséfica frente al quehacer matematico,
interpretandolo como un juego simbdlico mas o menos complejo, es lo que se ha dado en

llamar formalismo.

La axiomdtica no se aplica solo a la teoria de conjuntos, sino a todas las teorias ma-
tematicas. Todas ellas estdn formalizadas (es decir, estructuradas en axiomas, férmulas y
reglas de inferencia entre férmulas) o lo estaran en fecha préxima, tan pronto como los ma-
tematicos encuentren el tiempo necesario para ello. La axiomatica es un método seguro de
trabajo, fructifero, y que ha alcanzado un desarrollo impresionante, pero que en ningin caso

estd exento de dificultades.
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2. Cardinalidad.

DEFINICION 1.1. A cada conjunto A se le puede asociar un ntimero llamado cardinal de
A (denotado por card A), tal que sucede lo siguiente:

Si A y B son conjuntos entonces card A = card B si y sélo si existe una biyeccion
entre Ay B.

En este caso se dice que A y B son equivalentes o equipotentes .

La definiciéon de niimero cardinal se puede introducir de varias formas, cada una de ellas
necesita un conocimiento mas o menos profundo de un sistema de axiomas para la teoria de
conjuntos. Una buena referencia es “Teoria intuitiva de los conjuntos” de Paul R. Halmos.

Estudiaremos algunas propiedades muy basicas de los nimeros cardinales.

Tal como es natural, card A # card B cuando no existe ninguna funcién biyectiva entre

Ay B.

DEFINICION 1.2.

Se dice que card A < card B si existe una funciéon f : A — B inyectiva.
Se tiene card A < card B si card A < card B y card A # card B.

DEFINICION 1.3.
Un conjunto A es finito cuando toda funcién inyectiva de A en A es sobreyectiva.

Un conjunto A es infinito cuando no es finito.

Los numeros naturales son los cardinales de los conjuntos finitos.

Se tiene que card N es el mas pequeno de los cardinales infinitos.

DEFINICION 1.4. Sean a y b nimeros cardinales. Sean A y B conjuntos tales que
a = cardA y b = card B. Se definen la suma, el producto y la potencia de la siguiente

manera
(i) a+b=card (AU B) si Ay B son disjuntos,
(ii) a.b = card (A x B)

(iii) a® = card (AP), dondeA? es el conjunto de las funciones de B en A.
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PROPOSICION 1.5 (Algunas propiedades de la aritmética cardinal).

(i) Sia yb son nimeros cardinales tales que a es finito y b es infinito entonces a+b = b.
(ii) Si a es un numero cardinal infinito entonces a + a = a.
(iii) Sia y b son nimeros cardinales tales que por lo menos uno de ellos es infinito y
¢ = max{a, b} entonces a+b=c.
(iv) Sia es un nimero cardinal infinito entonces a.a = a.
(v) Sia y b son nimeros cardinales tales que por lo menos uno de ellos es infinito y

¢ = max{a, b} entonces a.b = c.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

Un resultado importante que no es nada inmediato es el siguiente:

TEOREMA 1.6 (Schroder - Bernstein).

Sean a y b numeros cardinales. St a < b y b < a entonces a = b.
(Para la demostracién ver Halmos pdg. 127 y Kolmogorov-Fomin pég. 26)

TEOREMA 1.7 (Cantor).
(i) card A < card P(A) para todo conjunto A.

(ii) Sea a un nimero cardinal entonces a < 2°.

DEMOSTRACION. Sea g : A — P(A) dada por g(z) = {z}. Como g es inyectiva tenemos
que card A < card P(A). Falta ver que esta desigualdad es estricta.

Sea f: A — P(A) una funcién demostraremos que f no puede ser sobreyectiva, lo que
implicard que card A < card P(A).

Sea

B={reAz ¢ f(x)}.

Supongamos que f es sobreyectiva. Como B C A se tiene que B € P(A) y asi existe z, € A
tal que f(z,) = B.

Si z, € B entonces z, ¢ f(x,) = B. Y esto es una contradiccion.

Siz, ¢ B, como B = f(z,), tenemos x, ¢ f(z,). Por lo tanto x, € B. Esto también es
una contradiccion.

Luego f no es sobreyectiva.

Para la segunda parte basta notar que si a = card A entonces

2¢ = card ({0, 1}?) = card P(A).
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OBSERVACION 1.8. Este teorema prueba, entre otras cosas, que:

(a) existen conjuntos infinitos que no pueden ser puestos en correspondencia con N.

(b) no existe un nimero cardinal “més grande” que todos.

3. El lema de Zorn y el axioma de eleccion.

Consideremos el axioma de eleccion. Este aparentemente inofensivo axioma, introducido
por Zermelo (1.871 - 1.953) establece un hecho casi trivial: afirma que en una coleccién
arbitraria de conjuntos es posible elegir un elemento de cada uno de ellos. Por supuesto que
si se tienen, pongamos por caso, 53 conjuntos, la cosa no ofrece duda: basta con “introducir
la mano” en cada uno y repetir la operacion 53 veces. Pero en el caso en que la coleccion de
conjuntos sea infinita, la eleccién de un elemento de cada uno empieza por ser fisicamente

imposible. E intelectualmente, a veces parece razonable y a veces no.

La paradoja de Banach y Tarski es un excelente ejemplo de lo que puede llegarse a probar
aceptando el axioma de eleccion. He aqui su enunciado: Se toma una esfera compacta, jes
posible cortarla o dividirla en pedazos de alguna manera tal que al volver a pegarlos de modo
distinto, claro esta resulten, no una, sino dos esferas idénticas en tamano a la de partida e

igualmente compactas?

La casi inconcebible respuesta es si. Esto fue probado en 1.924 por Banach y Tarski,
célebres matematicos polacos. Es mas, se ha probado posteriormente que basta con dividir
la esfera inicial en cinco pedazos. Por desgracia la prueba del teorema no incluye la receta
mecanica con la cual realizar tan asombrosa operacion; el modo de realizarla depende del
axioma de eleccion, circunstancia que deja muy poco resquicio a la posibilidad de que nadie
consiga efectuarla jamas. Y es que el susodicho axioma se limita a decir que puede elegirse un
elemento, pero se guarda mucho de decirnos como. Asi pues, puede efectuarse la operacion

Banach - Tarski; sin embargo, no se nos dice como debemos efectuarla.

En &lgebra lineal se usa el axioma de eleccién para probar que todo espacio vectorial
posee una base; en dlgebra conmutativa se usa para probar que todo anillo posee un ideal

maximal. En topologia se usa para probar que todo filtro posee un ultrafiltro.

Ahora no viene al caso el significado de las palabras “base”, “ideal” o “ultrafiltro”; pero
conviene remarcar que la existencia de tales entes matematicos es algo muy poco evidente.

De hecho, el axioma de eleccion sélo nos asegura que tales entes existen, ddandonos una
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tranquilidad que es de agradecer, porque sin ellos gran parte de la mateméatica desapare-
ceria. Pero el axioma no nos ensena a construir ni una base, ni un ideal, ni un ultrafiltro.

Simplemente nos dice que existen.

AXIOMA (Axioma de eleccién). Si F' es una coleccion no vacia de conjuntos no vacios

entonces existe una funcion f con dominio F tal que f(A) € A para todo A € F.

El axioma de eleccién, que resulta bastante natural, tiene consecuencias que no resultan

tan naturales. Una de ellas es el Lema de Zorn.

DEFINICION 1.9. Una relacién es un conjunto de pares ordenados. Es decir, si X e YV
son conjuntos una relacién de X en Y es subconjunto C' de X x Y.

Sean x € X, y € Y diremos que x estd relacionado con y (xRy) cuando (z,y) € C.

DEFINICION 1.10. Una relacién R en X es:
Refleriva cuando para todo x € X se tiene que xRx.
Antisimétrica cuando para todo x,y € X se tiene que xRy, yRx implica x = .

Transitiva cuando para todo z,y, z € X se tiene que xRy, yRz implica xRz.

DEFINICION 1.11. Un orden (orden parcial) en X es una relacion reflexiva, antisimétrica

y transitiva en X x X. En este caso se dice que X es un conjunto parcialmente ordenado.

Sean X un conjunto parcialmente ordenado y F' C X.

Siz,y € X decimos que = < y cuando xRy.

DEFINICION 1.12. Decimos que:

(i) z es una cota superior de F' cuando x < z para todo x € F,
(ii) z es una cota inferior de F' cuando z < x para todo x € F,
(ili) z, es el supremo de F' cuando:
z, es una cota superior de F'y x, < z para toda cota superior z de F,
(iv) z, es el infimo de F cuando:

x, es una cota inferior de F'y z < x, para toda cota inferior z de F.

DEFINICION 1.13. F es totalmente ordenado cuando para todo z,y € F' se tiene: z < v,

y<zrbzr=uy.

DEFINICION 1.14. Una cadena en X es un subconjunto totalmente ordenado de X.
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DEFINICION 1.15. Sea z, € F, se dice que z, es un elemento mazimal de F' cuando x € F

vy z, < x implica x, = x.

LEMA 1.16 (Lema de Zorn).
Sean F un conjunto. Si

() F £,

(ii) F' es parcialmente ordenado,

(ili) toda cadena en F tiene una cota superior en I

entonces F' tiene un elemento mazimal (que estd en F).

OBSERVACION 1.17. Se puede demostrar que el Lema de Zorn y el Axioma de eleccién

son equivalentes.

En la préxima seccién veremos una aplicacion del Lema de Zorn.

4. Espacios vectoriales.

En el siglo XVIII el auge del calculo infinitesimal y los sucesivos fracasos en el intento de
resolver la ecuacion de quinto grado por radicales detuvieron el progreso del algebra. Pero
hacia la segunda mitad del siglo XIX, el algebra se dirige rumbo a lo que hoy forma el muy

importante estudio de las estructuras algebraicas.

El primero, de los nuevos entes que aparece es el vector. En esta direccion se deben
mencionar las obras de Williams R. Hamilton y Herman Grassmann. Gauss también cooperd
en la fundacién del anélisis vectorial en dos dimensiones. Hamilton se ocupé de vectores (el
nombre fue invencién suya) y creé un sistema de nimeros complejos de cuatro unidades, a
los cuales llamo6 “cuaterniones”, éstos satisfacen las propiedades de las operaciones usuales,
con excepcion de la propiedad conmutativa para el producto, constituyendo asi el primer

ejemplo de grupo no conmutativo.

La divulgacion de los resultados de Grassmann se debe principalmente al libro Andlisis
Vectorial (1.881) de Josiah Williard Gibbs.

En una de sus obras Dieudonné escribié: “A pesar de los esfuerzos de Grassmann y
Peano los aspectos intrinsecos y el punto de vista geométrico del algebra lineal permanecieron
ocultos en las bases hasta 1.900; uno hubiese podido hablar con Cayley de vectores y espacios

lineales, pero invariablemente iban a ser considerados partes de algiin R™; en otras palabras,
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todo en un espacio vectorial estaba referido a una base fija, y las transformaciones lineales

las estudiaban a partir de sus matrices correspondientes a esa base”.

Los segmentos lineales que simbolizan las fuerzas, las velocidades y cosas analogas se
denominan “vectores” y constituyen un instrumento esencial para la fisica. El hecho que
estos y los nimeros complejos se comporten de una forma matematica analoga hace posible
analizar complicadas situaciones en las que un conjunto de fuerzas estan actuando a la vez,

por ejemplo: en la brujula giroscopica de un barco.

DEFINICION 1.18. Un espacio vectorial (o un espacio lineal ) consiste de:

(1) un cuerpo de escalares K,

(2) un conjunto X de objetos, llamados vectores,

(3) una operacion llamada suma de vectores, que asigna a cada par de vectores x,y € X
un vector x +y € X, llamado suma de z y de y, de manera que se cumplan las
siguientes propiedades

(a) la suma es conmutativa, esto es, x +y = y + x, para todo z,y € X

(b) la suma es asociativa, esto es, x + (y + 2) = (x +y) + 2, para todo z,y,z € X

(¢) existe un tnico vector 0 en X, llamado el vector cero, tal que = + 0 = x para
todo = € X.

(d) para cada vector = € X existe un tnico vector —z € X tal que z + (—z) =0,

(4) una operacién llamada multiplicacion por un escalar , que asigna a cada escalar
A € Ky a cada vector z € X un vector Az, llamado producto de A y de z, de
manera que se cumplan las siguientes propiedades

(a) 1z = z para todo = € X.

(b) (AM1A2) z = A1(Agz), para todo A, Ap € K, z € X

(¢) Mz +y) =+ Ay, para todo A € K, z,y € X

(d) (A1 + A2) z = Ax + Aoz, para todo A\, e € K, z € X

Cuando no hay confusién con el cuerpo de escalares, podemos referirnos al espacio vecto-
rial como X, pero a veces es deseable especificar el cuerpo de escalares y en ese caso decimos
que X es un espacio vectorial sobre K o un K-espacio vectorial.

Diremos que X es un espacio real o complejo segtin el cuerpo de escalares K sea R 6 C.

En lo que sigue K representara al cuerpo R de los niimeros reales o al cuerpo C de los

nimeros complejos.

EJjEMPLO 1.19.

(1) K™ es un K-espacio vectorial.
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(2) El conjunto de las matrices m x n con entradas en K es un K-espacio vectorial.
(3) Sea A un conjunto. El espacio de las funciones de A en K es un K-espacio vectorial.

(4) El espacio de los polinomios de K en K es un K-espacio vectorial.

5. Bases de Hamel.

Usaremos K para representar al cuerpo R de los niimeros reales o al cuerpo C de los
nimeros complejos.

Sea X un espacio vectorial sobre K.

DEFINICION 1.20. Sea A C X, decimos que A es linealmente independiente si dados un
numero natural n, dados x1,...,x, € A y escalares \,...,\, se tiene que

)\1131++)\n$n20

implica que

DEFINICION 1.21. Sea B C X, decimos que B es una base de Hamel si:

(a) B es linealmente independiente,
(b) B genera X, es decir, el subespacio lineal més pequenio de X que contiene a B
es X.

TEOREMA 1.22. Todo espacio vectorial tiene una base de Hamel.

DEMOSTRACION. Sean F' el conjunto de todos los subconjuntos linealmente indepen-
dientes de X. Aplicaremos el Lema de Zorn al conjunto F'.
Sabemos que F estd parcialmente ordenado por la inclusién, ademds F # ().

Sea C' una cadena en F. Veremos que C' tiene una cota superior en F'.

s=JA

Sea

AeC
Obviamente S es cota superior de C. )
Veamos que S es linealmente independiente. Sean zq,...,x, € S 'y Aq,...,\, escalares
tales que
Az + ...+ Az, = 0.
Entonces existen Ay,..., A, € C tales que x; € A; parai = 1,...,n. Como C' es una
cadena existe j € {1,...,n} tal que A; C A; parai = 1,...,n. Como A; es linealmente

independiente debe ser
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Luego S € F.

Por el Lema de Zorn existe B € F' que es un elemento maximal.

Veamos que B es una base.
Como B € F ya tenemos que B es linealmente independiente.

Falta ver que todo elemento de X es combinacién lineal (finita) de elementos de B.

Seax e X yax#D0.

Caso 1: ¢ € B.

Entonces por supuesto que x es combinacion lineal de elementos de B.

Caso 2: = ¢ B.

Entonces B estd contenido B U {z}. Y asi B U {z} no es linealmente independiente.

Luego existen x1,...,x, € B y escalares A\, Ay, ..., A\, no todos nulos tales que
Ar+ Mxg+ -+ Nx, = 0.
Es facil ver que A # 0. Luego se tiene que
A An

O

PROPOSICION 1.23. St By y By son dos bases de Hamel de un espacio vectorial X en-

tonces card B; = card Bs.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
Luego a todo espacio vectorial le podemos asignar como dimension (algebraica) el cardinal

de cualquier base de Hamel.



Ejercicios 1.
(1) Demostrar que card N < card R.
(2) Demostrar que:
(a) cardZ = card N,
(b) card Q = card N,
(c) card (N x N) = card N,
(d) card (Z x Z) = card N,
(e) card (Q x Q) = cardN.
(3) Demostrar que si @ es un nimero cardinal infinito entonces card N < a.

(4) Sean a y b nimeros cardinales. Demostrar que: Si a es finito y b es infinito entonces
a+b=b.

(5) Demostrar que si @ es un nimero cardinal infinito entonces a + a = a.
Sugerencia: Sea A un conjunto tal que card A = a. Basta probar que A x {0, 1}
es equipotente con A.
Sea F' el conjunto de todas las funciones biyectivas f tales que el dominio de f
es de la forma B x {0,1} y el rango de f es B, donde B es un subconjunto de A.
Utilizar el Lema de Zorn para demostrar la existencia de un elemento maximal en

F.

(6) Sean a y b numeros cardinales. Demostrar que: Si a y b son tales que por lo menos

uno de ellos es infinito y ¢ = max{a, b} entonces a + b = c.

19
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EJERCICIOS 1.

(7) Demostrar que si a es un nimero cardinal infinito entonces a.a = a.

Sugerencia: usar un argumento anélogo al usado en el ejercicio (5).

(8) Sean a y b numeros cardinales. Demostrar que: Si a y b son tales que por lo menos

uno de ellos es infinito y ¢ = max{a, b} entonces a.b = c.

(9) Dado un conjunto A, sea PF(A) el conjunto formado por todos los subconjuntos
finitos de A (partes finitas de A). Suponga que A es un conjunto infinito. ;Cudl es
el cardinal de PF(A)?

(10) Demostrar que card R = 2°4N_; Por qué este ejercicio resuelve también el ejercicio

(1) ?

(11) Sea X un espacio vectorial. Demostrar que:
a) Si A es un subconjunto linealmente independiente de X entonces existe una
J

base de Hamel de X que contiene a A.

(b) Si By y Bs son bases de Hamel de X entonces
card B; = card Bs.
(12) Es claro que R es un espacio vectorial sobre Q. ;Cudl es la dimensién de este

espacio?

(13) Sea f: R — R una funcién que satisface la ecuacién funcional

flx+y)=f(x)+ fy).
Demostrar que si f es continua, entonces existe a € R tal que

f(z) =ax para todo x € R.

(14) Demostrar que existen funciones de R en R que no son continuas y que satisfacen

la ecuacion funcional

flx+y) = f(x)+ f(y).

(15) {Cuél es el cardinal del conjunto de las funciones continuas de R en R?



CAPITULO 2

Espacios normados y espacios de Banach.

1. Espacios normados.

Nuevamente, sea K el cuerpo R de los ntimeros reales o el cuerpo C de los niimeros

complejos y sea X un espacio vectorial sobre K (los elementos de K son los escalares) .

DEFINICION 2.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una funcién
| |l : X — R tal que

(i) |lz|| > 0 para todo x € X,

(i) [|z]| = 0 siy s6lo si x =0,
(iii) [[Az|| = |A|||z]] para todo x € X, para todo escalar A € K,
(iv) lz +yll < [lzll + [lyl| para todo z,y € X.

Se dice que (X, | ||) es un espacio normado.
DEFINICION 2.2. Sea X un espacio vectorial. Sean || ||, y || |l» dos normas en el
espacio X. Se dice que | |la ¥ || ||» son equivalentes si existen dos constantes positivas ¢;

y co tales que
cllzlla < llzlly < collzlla

para todo x € X.

Esto lo denotaremos mediante || | = || ||o-

La demostracion de las siguientes proposiciones queda como ejercicio.
PROPOSICION 2.3. = es una relacion de simétrica y transitiva.
PROPOSICION 2.4. Dos normas equivalentes inducen la misma topologia en X .

1.1. Descartes. El plano cartesiano.
El aristécrata francés René Descartes (1.596 - 1.650) rompié con la tradicién griega de

considerar 2% y ® como un 4rea y un volumen, las interpreté como lineas.

21
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La Géométrie contiene una explicacién de como las operaciones algebraicas pueden ser
interpretadas geométricamente. Luego Descartes indica la aplicacion del dlgebra a determi-

nados problemas geométricos:

“Si queremos resolver un problema, primero suponemos que la solucién ya se encontrd,
y le damos nombres a todas las lineas que parecen necesarias para su construccién (a las
que conocemos y a las que desconocemos). Luego, sin hacer distinciones entre las conocidas
y las desconocidas, debemos desenmaranar la dificultad de cualquier manera que muestre
mas naturalmente la relacion entre estas lineas, hasta que encontremos posible expresar una
cantidad de dos maneras. Esto constituird una ecuacién (con una sola incdgnita), ya que los

términos de una de estas dos expresiones juntos son iguales a los términos del otro.

Descartes nunca uso el sistema coordenado que hoy en dia lleva su nombre, él referia
sus construcciones a un sistema de ejes oblicuos o sélo al eje de las abscisas. Pero a raiz de
La Géométrie se ha propugnado la idea de que un par de nimeros pueden determinar una
posicién en una superficie: un nimero como una distancia medida horizontalmente, el otro

como una distancia medida verticalmente.

La idea de Descartes tiene sentido en espacios més generales que R y eso es lo que veremos

a continuacion.

1.2. Producto de espacios normados.

Sean (X, || |lx), (Y]] |lv) dos espacios normados. Sea
XxY=A{(z,y):ze X,y Y}

X XY es un espacio lineal.

Es facil ver que las siguientes funciones definen normas en X x Y.
1@ )l = llzllx + llylly,
(@, y)llo0 = maz{|[z|[x, lylly}-
PROPOSICION 2.5. || |1 y || |l son equivalentes.

1.3. Espacio cociente o espacio médulo subespacios.
La siguiente terminologia es usual en la teoria de espacios normados.

Sea (X,|| |lx) un espacio normado.



1. ESPACIOS NORMADOS. 23

DEFINICION 2.6. Sea V C X, V es una variedad lineal si V # (0 y V es estable con
respecto a las operaciones de suma y producto por un escalar. (Esto es lo que en algebra

lineal usualmente se llama subespacio).

DEFINICION 2.7. Sea M un subconjunto de X, M es un subespacio si M es una variedad

lineal y M es cerrado.
Sea (X,| ||) un espacio normado y sea M C X una variedad lineal, definimos
X/M={x+M:zeX}.

Usaremos la siguiente notacion:
[z] = x + M.

Siz,y € X, siAes un escalar definimos

[z] + [y] = [z + y]-
Az| = [Ax].

Con estas operaciones, resulta que X /M es un espacio vectorial.

Si ademéas M es un subespacio, para [x] € X/M definimos:
I s = dlist (2. M) = in€ o+ m .
Es facil verificar que || [#] || x/a estd bien definida.
PROPOSICION 2.8. || ||x/m es una norma en X/M.

DEMOSTRACION.

(a) Es evidente que || [z] || x/a > 0 para todo [z] € X /M.

(b) Si || [x] ||x/m = O entonces
dist (xz, M) = 0.

Como M es cerrado tenemos que x € M. De donde [z] = 0.

(c) Sean A e Kyxz e X
H [)\LC] ||X/M = inf ||>\$ + ”l/HX = inf H)\x + )\mHX
m'eM meM

= inf (Al +mllx = A ] ]/
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(d) Sean x,y € X. Si my, mg € M entonces

|z +y+m1+ma|x <|lz+max + ||y +mal x.

Luego
1] + [ lxm = [z + 9lllxym = inf flz+y+mlx = inf flz+y+m+malx
meM m1,moEM
< inf inf = .
< dnf lle+mallx+ inf lly +mallx = Il 2] lxa + 1) lxgn

PROPOSICION 2.9.

(@) [ [x/ar < fllx-
(b) Sea ® : X — X/M definida mediante

Entonces ® es continua. Es decir, la funcion © — [x] es continua.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

2. Espacios métricos

DEFINICION 2.10. Sea X un conjunto no vacio. Sea d : X x X — R. Decimos que d es

una métrica en X cuando se verifican:

(a) d(z,y) > 0 para todos z,y € X.

(b)

d
(c) d(x,2) < d(x,y) + d(y, z) para todos z,y,z € X.
(d) d

El ntimero real d(a,b) recibe el nombre de distancia entre a y b.

(xz,y) = d(y,x) para todos z,y € X.
)

(x,y) =0siysblosixz=y.

En este caso se dice que (X, d) es un espacio métrico.
PROPOSICION 2.11. Dado un espacio normado (X,| ). Para z,y € X sea
d(z,y) = o~y
entonces d es una métrica en X.
OBSERVACION 2.12. Existen métricas que no provienen de una norma.

Sea (X, d) un espacio métrico.
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DEFINICION 2.13. Sea {z,} una sucesién en X. Decimos que {x,} converge a un punto
x € X si para todo € > 0 existe un ntimero natural N tal que sin € Ny n > N entonces

d(zp,z) <e.

Esto se abrevia mediante:
lim z, =z en(X,d).

n—oo

DEFINICION 2.14. La sucesién {z,} en X es convergente si existe x € X tal que {z,}

converge a z en (X, d).

DEFINICION 2.15. Sea {z,} una sucesiéon en X. Decimos que {z,} es una sucesidn de

Cauchy si para cada € > 0 existe N € N tal que d(z,, x,,) < e si n,m > N.
La demostracion de las siguientes proposiciones queda como ejercicio.
PROPOSICION 2.16. Toda sucesién convergente es de Cauchy.

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto.

PROPOSICION 2.17. Toda sucesién de Cauchy que tenga una subsucesién convergente
resulta ser convergente. Ademds el limite de la sucesion coincide con el limite de la subsu-

cesion.

DEFINICION 2.18. Sea A C X. Decimos que A es completo cuando toda sucesién de

Cauchy converge a un punto de A.

Como ejercicio dé algunos ejemplos de espacios que son completos y de espacios que no

lo son.

3. Espacios de Banach.

La aparicién del libro Théorie des opérations linéaires de Banach significé el comienzo del
estudio sistematico de los espacios vectoriales normados. Desde ese momento muchos pro-
blemas han sido resueltos, muchas areas nuevas se han desarrollado y conexiones profundas

entre la teoria de espacios de Banach y otras areas de la matematica se han establecido.

DEFINICION 2.19. Sea X un espacio vectorial normado y sea d la métrica asociada. Si

X es un espacio métrico completo con respecto a d se dice que X es un espacio de Banach.

EJEMPLO 2.20. Los siguientes son ejemplos de espacios son de Banach

(1) R con la norma dada por el valor absoluto.

(2) C con la norma usual.
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(3) Iy = (R™, [|.[[,) donde

1/p
(@, mn)llp = (Z |le”>
para 1 < p < o0o.

(4) I = (R, ||.]|oo) donde
|(z1, .., 20)||lo = max{|xy|, ..., |za]}

(5) Para 1 < p < oo sea

lp: {(wn)n21: Tn GRy Z|$’l|p< OO}

i=1

Donde para = (z,)n>1 € [, se define

oo 1/p
zllp = (Z Iﬂii|p> :
i=1

Hacemos notar que la desigualdad triangular falla para 0 < p < 1.
EJjErciciO 2.21. j Cudl es la relaciéon de contencién entre Iy y Iy 7

EJEMPLO 2.22. A continuacién damos otros ejemplos de espacios de Banach.
(1) Sea
lo = {(zn)n>1: T € Ry sup|z,| < oo}
n>1

Donde para = (z,)n>1 € lo se define

1Z]loc = sup [zn|.
n>1
(2) ¢ ={(zn)n>1: T, € Ry existe lim, o 2, } con ||.]oc-
(3) co ={(Tn)n>1: zn € Ry lim, ooz, = 0} con ||| -
En los ejemplos anteriores R puede ser reemplazado por C, también {n > 1}

puede ser reemplazado por Z y asi surgen estos otros espacios de Banach.

(4) Para 1 < p < oo sea

1,(Z) = {(xn)nez t2, €Cy Y |mf < oo} .

neZ

Donde para @ = (2y,)nez € l,(Z) se define

I, = (Z |xn|p> 1/p'

neL
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Hacemos notar que la desigualdad triangular falla para 0 < p < 1.
(5) Sea

loo(Z> = {(mn)nez D ITp € C y sup ’xn’ < OO} :
nez
Donde para @ = (Zy)nez € loo(Z) se define

[2]loc = sup |z,].
neL

(6) Sabiendo teorfa de la medida podemos considerar el siguiente ejemplo. Sea (2, F, 11)

un espacio de medida, para 1 < p < oo sea

LP(Q, F,p) = {f : Q0 — R tales que f es F-medible y / |f(w)|Pdp < oo}
Q

191, = ([ roran) "

(7) Sea (2, F, ) un espacio de medida consideremos

con

L®(Q, Fp) = {f: Q2 — R tales que f es F-medible y u-esencialmente acotada}

con

[flloo = sup es |f].

OBSERVACION 2.23. En particular si a,b € Ry a < b, para 1 < p < oo podemos

considerar L?([a,b], B([a, b]), m) donde B([a,b]) son los borelianos de [a, b] y m es la medida

de Lebesgue en |[a, b]. Estos espacios los denotaremos por LP[a, b].

EJERCICIO 2.24. j Cuél es la relacién de contencién entre L'[a,b] y L?[a,b] ?

EJEMPLO 2.25.

Cla,b] = {g : [a,b] — R tales que g es continua}

donde a,b € Ry a < b con

[flloe = max{[f ()], 2 € [a,b]}

es un espacio de Banach.

PROPOSICION 2.26. Si || |la ¥ || o son normas equivalentes en X entonces:

(X, || |la) es un espacio de Banach si y sdlo si (X,|| ||») es un espacio de Banach.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
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4. Series.

Sea X un espacio normado.

DEFINICION 2.27. Una serie es un par ({x,},{s,}) donde {z,} es una sucesién de ele-

mentos de X y

n
Sp =1+ -+ x, = E Tk
k=1

La siguiente terminologia es usual:

(1) a z, se le llama término general de la serie.

(2) ala sucesion {s,} se le llama sucesién de sumas parciales de la serie.

La siguiente notacion es usual:

En vez de referirse a las series como un par es usual hablar de la serie
“+00
>
n=1

DEFINICION 2.28. Sea {2, },>1 C X decimos que:

La serie Z:ﬁ x,, converge cuando la sucesion de sumas parciales{s,} es convergente.

La serie 7% z,, diverge cuando la sucesién de sumas parciales {s,} es divergente.

Sea s € X, si la sucesién {s,} converge a s se suele escribir

400
E Ty =S8 en X.
n=1

Esto también puede abreviarse mediante

n—-+o0o n—-+o0o

n

lim E = lim s,=3s en X.
k=1

Pero las expresiones anteriores, realmente significan:

n
lim Zxk—s = lim ||s, —s|lx =0.
k=1

n—-+o0o n—-+00
X

En esto ultimo debe quedar claro que:

(a) s € X (s es un vector)

(a) s no se obtiene simplemente por adicién, s es el limite de una sucesién de sumas.



4. SERIES. 29

DEFINICION 2.29. Sea {z,},>1 C X decimos que la serie Y >°  x, converge absoluta-

mente cuando

o
> ]l < 0.
n=1

Obviamente esta convergencia es en R.

Es importante recalcar que la serie Y >° | [|z,|| no es una suma infinita de vectores, sino
una suma infinita de ntiimeros reales, y por lo tanto en el caso en que converja su limite es
un numero real.

A continuacién daremos dos resultados para el caso en que X cumple la hipétesis adicional

de ser completo, es decir, cuando X es un espacio de Banach.

TEOREMA 2.30 (Criterio de Cauchy). Sea X un espacio de Banach. Sea {x,},>1 C X.
La serie Z:ﬁ Tn converge en X sty solo si para cada € > 0 existe un numero natural n,

tal que
M

an <e

n=K X
st M > K >n,.

DEMOSTRACION. Si M > K entonces

M K-1 M
SM — SK—-1 = E Tn — E Tpn = § Tn
n=1 n=1 n=K
entonces

M
lsar = sxcall = || D
n=K

Como X es completo, la serie Zzz x, converge si y solo si la sucesién de sumas parciales
{sn} es de Cauchy.

De estos dos hechos es inmediato el resultado. |

COROLARIO 2.31. Sea X un espacio de Banach. Si la serie Z:{Z’i x, converge en X

entonces lim,,_,o. x, = 0.

PROPOSICION 2.32. Sea X un espacio de Banach. Si la serie Y 25 ||[2,|| converge en-

tonces la serie Y125 x,, converge en X.

DEMOSTRACION.  Supongamos que la serie numérica > ||lz,|| converge. Sea & > 0,

por la desigualdad triangular y por el Teorema 2.30) existe N € N tal que si m > kK > N
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entonces
m m
E Tyl < E |zl <e.
¢ . . 400
Usando el Teorema 2.30 se sigue que la serie ) '~ x,, converge. U

El siguiente resultado da un criterio para decidir cudndo un espacio normado es de
Banach.

TEOREMA 2.33. Sea (X, || ||) un espacio normado. X es completo si y sdlo si toda serie

en X absolutamente convergente es convergente.

DEMOSTRACION.
(=) Sigue de la Proposicién 2.32.

(<) Sea {z,} n>1 C X una sucesién de Cauchy.
Sea ny € N tal que

|zn — @p, || < 1/2 sin > n.

Sea ny € N tal que ny > ny y ademas
|Zn — 2, || < 1/22 sin > no.
Asi obtenemos una subsucesion {z,, } de {z,} tal que
[Ty — Tng || < 1/2".

Luego

o0 [e.9]
Z ||$nk+1 - x”k” < Z 1/2k'
k=1 k=1

y la serie Y7, (%n,,, — ¥,) es absolutamente convergente. Por lo tanto, es convergente.

Sea
N

r= lim Z (Tnpy — Tny)-

N—o0
k=1

Como

N
Z (xnkJrl - xnk) = Tny — Tny

k=1
se tiene que

lim z,, =2+ x,,.
N—o0

Por lo tanto {z,,} converge.

Como {x,} es de Cauchy, se sigue que {z,} converge. O
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5. Completitud para espacios producto y espacios cociente.

PROPOSICION 2.34. X XY es completo si y sélo si X, Y son completos.

Como ejercicio dejamos al estudiante la precision de las hipdtesis y la demostracion de

esta proposicién (ver seccién (1.2 para la definicién de la norma en X x V).

TEOREMA 2.35. Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio (cerrado) de X

entonces X/M es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea {[,]}n>1 una sucesién en X/M tal que

> alllxgae < oo
n=1

Para cada n tenemos que
llza]llx/ne = inf flzn +ylix-
Por la definicién de infimo podemos encontrar y,, € M (note que [y,] = M = [0]) tal que

[0 + ynllx < lzalllxr +1/2.

Por lo tanto

Sl + il < oo

n=1

Como X es un espacio de Banach, toda serie absolutamente convergente es convergente.

Luego > > | %, + y, converge. Sca

N—oo

N
r = lim Z Tn + Yn-
n=1

Como la funcién = — [z] es continua tenemos que

N
= o [
N

= lim ™[] + (o]

N
= lim (2.

N—oo
n=1

Hemos probado que toda serie en X/M que sea absolutamente convergente es conver-

gente. Por el teorema 2.33 tenemos que X/M es un espacio de Banach.
O






Ejercicios 2.

(1) Demostrar que en la definicién de espacio normado se puede cambiar

“l|z]] = 0 siy sélosiz =07
por
“|z] = 0 implica x = 0.
(2) Sea (X,|| ||) un espacio normado. Demostrar que si x, y € X entonces se cumple
que

]l < max{[lz +yll, [l — yl]}-

Dar una interpretacién geométrica.

(3) Dado un espacio normado (X, | |[|). Para z,y € X sea

d(x,y) = [z —y|.

Demuestre que d es una métrica en X.
(4) Demuestre que NO toda métrica en un espacio vectorial proviene de una norma.
(5) Sean (X, d) un espacio métrico y {z,} una sucesién en X.

Demostrar que si {x,, } es de Cauchy y una subsucesion de {z, } converge a z € X

entonces la sucesién {x,} converge a x.

(6) Sea X un espacio normado. Sean z,y € X, sean {z,},>1 en X, {yp}n>1 en X,

ademas sean A € C, {\,},>1 en C. Demostrar que:

(a) Si lim z,, = x entonces {x,},>1 es una sucesién acotada.

n—oo

(b) Si lim z, =z, lim A, = A entonces lim,, o, A\, x, = Az.

n—oo n—oo

33
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(c) Si lim z, = z entonces lim ||z,|| = ||z||. {Es cierto el reciproco?
n—oo n—oo

(d) Si lim 2, =z, lim ||z, — y,|| = 0 entonces lim y, = x.
n—o00 n—oo n—oo

(e) Si lim z,, = x entonces lim ||z, —y|| = ||z — y||.
n—oo n—oo

(f) Si lim x, =z, limy, =y entonces lim ||z, — y,|| = ||z — y||-
n—oo n—oo n—oo

(7) Sea A = (a;;) una matriz n x n simétrica y definida positiva. Demostrar que en el

espacio de los vectores columnas de tamano n, puede introducirse la norma

n n 1/2
2]l = (ZZ%%%) :

i=1 j=1
donde x4, ..., x, son las coordenadas del vector x.

(8) Demuestre que la condicién d(x,y) > 0 en la definicién de métrica es consecuencia

de las otras tres condiciones.

(9) Sea X un conjunto y sea d : X x X — R una aplicaciéon que satisface para todo

r,y,z2 € X:
(i) d(z,y) = 0siy sblo si x =y,
(i) d(z,2) < d(x,y) + d(z,y).
Demostrar que d es una métrica.
(10) Demuestre que la equivalencia de normas es simétrica y transitiva.
(11) Demuestre que dos normas equivalentes inducen la misma topologia.

(12) Demuestre que, en R”, las normas | |1 v || || son equivalentes.
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(13) Demostrar que dos normas introducidas sobre un espacio vectorial son equivalentes
siy sélo si de la convergencia de una sucesion segin una de estas normas se desprende

su convergencia segun la otra.

(14) Sean X un espacio normado y F' una variedad lineal propia de X. Demuestre que

F tiene interior vacio.
(15) Sea X un espacio vectorial normado. Demuestre que:
(a) Una bola en X no puede contener una variedad lineal no nula.

(b) Sea L una variedad lineal en X, L # X. Demostrar que L no contiene ninguna
bola.

(c) La clausura de una variedad lineal es un subespacio.
(16) Sean (X,| ||) un espacio normado y M C X un subespacio. Pruebe que:
(@) [ 2] | < [l=]
(b) Si®: X — X/M esta definida mediante ®(x) = [z], entonces ® es continua.

(17) Sea X un espacio métrico. Demostrar que
A={re X :d(x, A) =0}.
(18) Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que:

(a) Todo subconjunto de X, formado por un tnico punto es cerrado.

(b) Sean x,y € X , x # y. Entonces existen vecindades abiertas, una de = y otra

de y que no se intersectan.

(c) Si A es un subconjunto cerrado de X y x, es un punto de X que no estd en A

entonces existen vecindades abiertas disjuntas de x y de A.



36 EJERCICIOS 2.

(d) Si Ay B son subconjuntos cerrados disjuntos de X se pueden hallar vecindades

abiertas disjuntas de A y de B.

(19) Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que:

(a) Cualquier conjunto cerrado es la interseccién de una sucesién decreciente de

conjuntos abiertos.

(b) Cualquier conjunto abierto es la unién de una sucesién creciente de conjuntos

cerrados.

(¢) Los reciprocos de (a) y (b) NO son ciertos.

(20) Demuestre que, en un espacio métrico, puede ocurrir que la bola cerrada es distinta

de la clausura de la bola abierta.

(21) Demostrar que en un espacio normado la clausura de la bola abierta es la bola

cerrada.

(22) Demostrar que, en un espacio métrico, toda sucesién convergente es de Cauchy.

(23) Demostrar que, en un espacio métrico, toda sucesion de Cauchy que tenga una
subsucesion convergente resulta ser convergente. Ademas el limite de la sucesion

coincide con el limite de la subsucesion.

(24) Si || |« ¥ || ||p son normas equivalentes entonces: (X,| |,) es un espacio de

Banach si y sélo si (X, || ||») es un espacio de Banach.

(25) Sea [, el espacio de todas las sucesiones de niimeros reales tales que a partir de un
cierto valor del subindice (que depende de cada sucesién) todos sus elementos son

nulos.

(a) Demostrar que con la norma del supremo [, es un espacio normado, pero no es

completo.
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(b) Demostrar que [, es una variedad lineal de [..
(c) {Cuél es la clausura de [, en [.?
(26) Demostrar que si 1 < p < g entonces [, esta contenido en [, y la inclusién es propia.

(27) Dar un ejemplo de una sucesién que pertenece a ¢, pero no pertenece a ningun [,

donde 1 < p < o0.
(28) Considere [; como subespacio de [, pruebe que su clausura es c,.

(29) Sea X un espacio normado. Sea
S(0,1) = {z € X tales que ||z|| = 1}.

Demuestre que X es un espacio de Banach si y sélo si S(0, 1) es completo.
(30) X x Y es completo si y sélo si X, Y son completos.

(31) Verificar que los espacios dados (en las notas tedricas) como ejemplos de espacios

de Banach, realmente son normados y completos.
(32) Considere el espacio C[—1,1] con || |-
Diga si los siguientes conjuntos de funciones forman un subespacio de C[—1, 1]:
(a) las funciones mondtonas,
(b) las funciones pares,
(¢) los polinomios,
(d) los polinomios de grado < k,

(e) las funciones continuamente diferenciables,
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(f) las funciones lineales y continuas a trozos.
(33) (a) Demostrar que el espacio ¢, es un subespacio en el espacio c.
(b) Demostrar que el espacio ¢ es un subespacio en el espacio ...
(34) (a) Dar ejemplos de un espacio normado que no es de Banach.
(b) Dar ejemplos de dos normas no equivalentes en un espacio lineal X.
(35) Demostrar que un subespacio de un espacio de Banach es un espacio de Banach.
(36) Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Sean Y, Z subespacios (cerrados) de X tales
que X =Y @ Z (suma directa algebraica). Parax = y+zcony € Y, z € Z
definimos
lzllo = llyll + Iz

Demuestre que (X, | ||,) es un espacio de Banach.

(37) Sea M un subespacio (cerrado) de un espacio normado X.

Demostrar que si M y X/M son espacios de Banach entonces X es un espacio

de Banach.
(38) Sea (X, || |lx) un espacio normado. Demostrar que (X, | ||x) se puede completar.
Es decir, existe un espacio de Banach (Y, || |[|y) tal que:

(a) X es una variedad lineal en Y
(b) || ||y restringida a X coincide con || ||x-.
(¢c) X esdensoen Y.

(39) Demostrar que la completacién de un espacio normado es “tnica salvo isomorfismos

isométricos”.



CAPITULO 3

Espacios de funciones continuas.

1. Algebras.
Nuevamente K denotara al cuerpo de los niimeros reales o niimeros complejos.

DEFINICION 3.1. Un dlgebra A es un K-espacio vectorial tal que existe una aplicacién
P : Ax A — A llamada producto, que denotaremos mediante P(a,b) = a - b para todo

a,b € A, que verifica las siguientes propiedades: para todo a,b,c € A y para todo A € K se

cumple:
(i) A-(a-c)=(Xa)-c
(i) a-(b-¢c)=(a-b)-c
(i) a-(b+c)=a-b+a-c
iv)

DEFINICION 3.2. Se dice que un algebra A es conmutativa cuando a - b = b - a para todo
a,be A.

DEFINICION 3.3. Un &lgebra A tiene unidad cuando existe un elemento e € A tal que

e-a=a-e=a paratodo a € A. Al elemento e se le llama unidad del algebra.
PROPOSICION 3.4. Si existe la unidad de un dlgebra entonces es tinica.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
EjempLO 3.5. El espacio
C(la,b],R) = {f : [a,b] — R tales que f es continua}
es un algebra conmutativa con unidad.

DEFINICION 3.6. Sea A un dlgebra y sea B un subconjunto de A. Decimos que B es una
subdlgebra de A cuando B es una variedad lineal y a - b € B para todo a,b € B. Es decir, B

es estable con respecto a la suma, el producto por un escalar y el producto.

EJEMPLO 3.7. Recordemos que un polinomio p es una funcion de la forma

p(t) = ap+ art + ... + a,t"

39
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para t € R.
Sea
P([a,b],R) = {f € C([a,b],R) tales que f es un polinomio}.
Entonces P([a,b],R) es una subélgebra de C([a, ], R).

2. Espacios de funciones continuas.
Dados un espacio topoldgico A y un espacio normado Y sea:
C(A)Y)={f:A —Y tales que f es continua y acotada}

con la norma
1l = sup L 0) Iy
teA

para f € C(A,Y).

Establecer, a manera de ejercicio el siguiente resultado

TEOREMA 3.8. (C(A,R), || |l«) €s un espacio de Banach real. (C(A,C) , ||

un espacio de Banach complejo.

Sif,g € C(A,K) entonces f-g € C(A,K), ademds

1 glloe < 1f locllglloo-

loo) es

PROPOSICION 3.9. C(A,K) es un dlgebra conmutativa con unidad. La funcién constan-

temente igual a uno es la unidad de esta dlgebra.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
OBSERVACION 3.10. Dada f € C(A,K) sea

p(f)=a,+arf+...+a,f",
entonces p(f) € C(A,K).
En esta seccién usaremos las siguientes igualdades (¢, d € R)):

c+d+|c—d
2

(3.1) max{c,d} =

c+d—|c—d

(3.2) min{c,d} = 5
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DEFINICION 3.11. Un reticulado (lattice) es un conjunto L, parcialmente ordenado en el

que cada par de elementos tiene supremo e infimo en L.

Sean f,g € C(A,R).
El orden parcial en C(A,R) es f < g si

f(t) < g(t)

para todo t € A.
Definimos las funciones sup{f, g}, inf{f, g}, max{f, g}, min{f, g} por

sup{f, g} (t) = sup{f(£),9(t)},
inf{f, g}(t) = inf{f(t), 9(1)},

max{f, g}(t) = max{f(t),9(t)},

min{f, g}(t) = min{f(t), g(¢)}.

PROPOSICION 3.12. C'(A,R) es un reticulado.

DEMOSTRACION. Sean f,g € C(A,R) yt e A. Como {f(¢),g(t)} es finito obviamente

sup{/f(t), g(t)} = max{f(t), g(t)},

inf{f(t), g(t)} = min{f(t), g(1)}.

Usando las igualdades (3.1) y (3.2) se sigue que inf{f, g},sup{f, ¢} € C(A,R).

PROPOSICION 3.13. Si f,g € C(A,C) y A € C entonces

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.



42 3. ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS.

3. El teorema de Dini sobre la convergencia uniforme.
TEOREMA 3.14 (Dini). Sean A un espacio compacto, { fn}n>1 una sucesion en C(A,R)
y feC(AR). Si
(a) {fn}n>1 es creciente,
(b) {fn}n>1 converge puntualmente a f.

Entonces la convergencia es uniforme.

DEMOSTRACION. Sea
gn = = fn-
Entonces {g,}n>1 es una sucesion en C(A,R), {g,}n>1 es decreciente y {g,},>1 converge
puntualmente a 0.

Dados e >0y n € N sea
D, = g, (—00,¢e) = {t € A tales que g,(t) < ¢}

D,, es abierto (porque g, es continua) y {D,},>1 es creciente (porque {g,},>1 es decre-
ciente).

Por la convergencia puntual: Si ¢t € A existe n, € N tal que si n > n, entonces g,(t) < €.
Es decir, t € D,, si n > n,. De donde

NG
n=1

Como A es compacto, este cubrimiento tiene un subcubrimiento finito. Luego existe
N € N tal que

N
A=|JD,.
n=1
Como {D,,},>1 es creciente entonces
N
D, = Dy.
n=1

Y asi A = Dy.
Entonces para todo t € A: gy(t) < e.
Como {g, }n>1 es decreciente entonces para todo t € A: g,(t) <esin > N.

Como N no depende de t, tenemos que la convergencia es uniforme.
O

La siguiente proposicién sera usada mas adelante y la probaremos usando el Teorema de
Dini.



3. EL TEOREMA DE DINI SOBRE LA CONVERGENCIA UNIFORME. 43

PROPOSICION 3.15. Dado € > 0 existe un polinomio P tal que
PO)=0 y ||t|—P(t)| <e para todot e [—1,1].
DEMOSTRACION. Sea t € [—1,1]. Definamos inductivamente la siguiente sucesién
P,(t) =0,

ﬂH®=JHO+%W%JMUHM+RND-

Primer paso: Probaremos que 0 < P,(t) < |¢].
Tenemos que
Hm:%ﬁ<ﬁ<m
Supongamos que 0 < Py (t) < |t|. Entonces Py1(t) >0y

W—&H@:W—ﬂ@—%w—&@ﬂm+ﬂw)

= (- pilo) (13 (1 + A
> (1]~ Buft)) (1 ) 2 0.

(el pentltimo paso es consecuencia de la hipdtesis inductiva).

Segundo paso: {P,},>1 es mondtona creciente.

Tomando en cuenta el primer paso, esto es inmediato.

Tercer paso: Probaremos que lim,,_., P,(t) = |t|.
Tenemos que {P,(t)},>1 es una sucesién mondtona creciente acotada por |t| entonces
existe lim,, .., P,(t). Sea
g(t) = lim P,(t).

Entonces o
g(t) = lim P, 14()
= lim Po(t) + 5 (1] = Pa(0) (1] + Pa(t)
= 9(t) + 5 (1] — 9(6)) (i + (1))
Luego

([t] = g(@)) (It] + g(t)) = 0.
De donde g(t) = [t].
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Cuarto paso: Aplicaremos el teorema de Dini.

Sabemos que [—1,1] es compacto. Ademds {P,},>1 es una sucesion de funciones con-
tinuas y la funcién médulo también es continua, asi que en virtud del teorema de Dini la
convergencia es uniforme.

Es decir, dado € > 0 existe N tal que
[[t] = Pu(t)] < e

para todo n > N y para todo t € [—1,1]. O

4. El teorema de Stone-Weierstrass. Caso real.

DEFINICION 3.16. Un espacio topolégico A es de Hausdorff cuando dados t,s € A con

t # s existen entornos disjuntos de ¢ y de s.

LEMA 3.17. Sea A wun espacio de Hausdorff compacto. Toda subdlgebra cerrada de
C(A,R) es un sub-reticulado de C(A,R).

DEMOSTRACION. Sea A una subélgebra cerrada de C'(A,R).

Las igualdades (3.1) y (3.2) muestran lo siguiente: para ver que A es un sub-reticulado
de C(A,R), basta probar que

f € Aimplica |f| € A.

Sea f € A. Por la Proposicion [3.15 anterior: dado € > 0 existe un polinomio P definido

en [—1,1] tal que
€

Sean aq,...,a, € R tales que
P(s) = a15 + ass® + ...+ a,s".

Como f(t)/]|fll € [-1,1] para todo t € A, entonces

ol P( £(t) ) ‘ .
£l TiIYARRTIS
Por otra parte

N (N (Y (Y
P(HfHoo) - 1(\|fuoo)+ 2<Hf||oo> et "(Hf!loo)

~ (a1f+“2||f|roo BRI




4. EL TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS. CASO REAL.

Sea £ o
g:a1f+a2m+...+anm
entonces ;
g
P = .
“ﬂh) [ fllsc
Ademids g € A (porque f € A ).
Como
t t
1701 = 90 = 11 | F -~ 2EL
< ||f||mﬁ
=g,

tenemos que |f| € A.

Como A es cerrada se obtiene que |f| € A.
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O

LEMA 3.18. Sean A un espacio de Hausdorff compacto. Si A tiene mds de un punto y si

L es un sub-reticulado cerrado de C'(A,R) tal que dados a,b € R, t,s € A cont # s existe

his € L tal que hys(t) = a, hys(s) =b. Entonces L = C(A,R).

DEMOSTRACION. Sea f € C'(A,R). Como L es cerrado basta probar que f es un punto

de acumulacion de L.

Veremos que cada entorno de f contiene funciones de L que son diferentes de f. Es decir

probaremos que para cada € > 0 existe g € L tal que

flu) —e <g(u) < flu) +¢

para todo u € A.

Fijemos € > 0, construiremos la funcién g.

Sea t € A (fijo por ahora). Sea s € A tal que ¢t # s entonces existe hy, € L tal que

hts<t) = f(t)> hts(s) = f(S)

Sea

Hyy = (hys — f) 1 (—00,¢) = {u € A: hys(u) < f(u) +e}.

Claramente t € Hy, , s € Hy,, Hy;s es abierto. Luego
{His:s € A)s#t}

es un cubrimiento abierto de A.
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Como A es compacto este cubrimiento tiene un subcubrimiento finito: Hys,, ..., Hys, .

Sea
gt = min{ht51> Pisys -, htsn}-
Entonces g, € L, ¢,(t) = f(t), ademds se puede probar que

g(u) < f(u) +¢

para todo u € A.

Sea
Gy= (g — ) H(—e,00) ={u € A:g(u) > flu) —e}.
Claramente t € Gy, G; es abierto. De donde

{G; :t € A}

es un cubrimiento abierto de A.

Como A es compacto este cubrimiento tiene un subcubrimiento finito: Gy, ,..., Gy, . Sea

g= max{gtugtw st 7gt7n}'

Entonces g € L, ademas se puede probar que

flu) —e <g(u) < fu) +e

para todo u € A. O

DEFINICION 3.19. Sea F un conjunto de funciones definidas en un espacio A. Se dice que
F separa los puntos de A cuando dados t,s € A con t # s existe f € F tal que f(t) # f(s).

PROPOSICION 3.20. Sea A wun espacio topoldgico. Si C(A,R) separa puntos de A

entonces A es un espacio de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean t,s € A con t # s entonces existe f : A — R continua tal que
70 # 1)
Como R es un espacio e Hausdorff existen entornos disjuntos Vi y V4 de f(t) y f(s).
Como f es continua f~1(V;) y f~1(V5) son entornos disjuntos de ¢t y de s. De donde
A es Hausdorft.
O

TEOREMA 3.21. Sea A un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subdlgebra cerrada

de C(A,R) que separa puntos de A y que contiene las funciones constantes. Entonces

A=C(AR).
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DEMOSTRACION.

Para la prueba usaremos el Lema 3.18.

Es claro que podemos suponer que A posee mas de un punto.

Como A es una subdlgebra cerrada de C'(A,R), en virtud del Lema 3.17 tenemos que A
es un sub-reticulado de C'(A,R).

Sean a,b € Ry sean t,s € A con t # s.

Sabemos que A separa puntos de A y por lo tanto tenemos que existe g € A tal que

g(t) # g(s).
Sea
_ 9w —g(s) 9(uw) —g(t)
= =gt o) =g
entonces

f&)=a,  f(s)=0.
Usamos que A contiene las funciones constantes para asegurar que f € A.
Del Lema 3.18 se sigue que A = C(A,R).

Otra manera de enunciar este teorema es la siguiente:

TEOREMA 3.22 (Stone - Weierstrass, caso Real).
Sea A un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subdlgebra de C(A,R) tal que

(a) A separa puntos de A

(b) A contiene las constantes

Entonces A es densa en C(A,R).

COROLARIO 3.23.
El dlgebra de los polinomios P([a,b],R) es densa en C(la,b],R).

DEMOSTRACION. Tenemos que [a, b] es un espacio de Hausdorff compacto.

También sabemos que P([a,b],R) es una subélgebra de C([a, b], R).

Ademads P([a,b],R) separa los puntos de [a,b]. En efecto si s,u € [a,b] son tales que
s # u definimos

Po(t)=(t+s) (t+u),

entonces Py, € P([a,b],R) v Ps,(s) # Psu(u).

Por el Teorema de Stone - Weierstrass (caso real) se tiene que P([a,b],R) es denso en
C(la,b],R).

O
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El conocido teorema de Weierstrass dice que los polinomios son densos en este espacio,

o equivalentemente que la clausura del dlgebra de los polinomios es C([a, b, R).

COROLARIO 3.24 (Teorema de Weierstrass).
Sean f € C([a,b],R) y e > 0 entonces existe un polinomio p tal que || f — plleo < €.

COROLARIO 3.25. Sean f € C([a,b],R) y e > 0 entonces existe un polinomio p tal que
|f(t) —p(t)| < e para todo t € [a,b].

Observe que la Proposicion 3.15/ es un caso particular del Teorema de Weierstrass, pero

en estas notas la hemos probado usando el Teorema de Dini.

5. El teorema de Stone-Weierstrass. Caso complejo.

A continuacién estudiaremos el caso complejo. Esta es la tinica seccién de estas notas
para las que hace falta tener algunos conocimientos de funciones holomorfas o analiticas.
El siguiente ejemplo demuestra que las condiciones que garantizan que una subalgebra

de C(A,R) sea densa no son suficientes en el caso complejo.

EJEMPLO 3.26. Sean
B(0,1)={ze€C:|z| <1}

D =B(0,1)={z€C:|z| <1}

D es un espacio métrico compacto.

Sea
A(D) ={f e C(D,C): f es analitica en B(0,1)}.

A(D) es una subélgebra cerrada propia de C(D, C) que separa puntos y que contiene las
constantes.
Sea
9(z) ==
entonces g no es analitica, g no se puede aproximar uniformemente por una sucesion de

funciones analiticas de donde g ¢ A(D).
Sin embargo g € C(D, C).

Por lo tanto: las condiciones que garantizan que una subdlgebra de C'(A,R) sea densa

no son suficientes en el caso complejo.
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OBSERVACION 3.27. Sea
fo(z) = 2.

Entonces f, € A(D).
El ejemplo anterior indica que f, ¢ A(D).

En conclusién: f € A(D) no implica f € A(D).

La extensiéon a C del teorema de Stone - Weierstrass es la siguiente:

TEOREMA 3.28 (Stone - Weierstrass, caso complejo).
Sea A un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subdlgebra de C(A,C) tal que

(a) A separa puntos de A
(b) A contiene las funciones constantes

(c) A es estable con respecto a la conjugacion

Entonces A es densa en C(A,C).

DEMOSTRACION. La haremos por partes:
(1) ANC(A,R) es una subdlgebra de C(A,R). (Verifiquelo).

(2) ANC(A,R) separa los puntos de A.

Veamoslo: Sean t,s € A, por hipdtesis tenemos que A separa los puntos de A, entonces

existe f € A tal que
(3.3) ft) # f(s).

Como f € A, por hipéStesis tenemos que f € A, luego

Re f,Im f € A.
Obviamente Re f,Im f € C(A,R) luego
Re f,Imf € ANC(A,R).
De la ecuacion (3.3) tenemos que
Ref(t) £Ref(s) 6 Imf(t)#Imf(s)

De donde AN C(A,R) separa los puntos de A.

(3) AN C(A,R) contiene las funciones constantes.



50 3. ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS.

En efecto: Por hipétesis estas funciones estan en A y por lo tanto también estdn en A,

ademaés son continuas.

(4) ANC(A,R) = C(A,R).
Esto es consecuencia del teorema de Stone - Weierstrass en el caso real y de lo hecho en
los puntos (1), (2) y (3).

(5) AN C(A,R) = C(A,R).
Veamoslo. Como C(A,R) y A son cerrados en C(A,C) entonces A N C(A,R) es una

subalgebra cerrada de C'(A, C) y por lo tanto es igual a su clausura:
ANC(AR)=ANC(A,R)
Usando el resultado (4) obtenemos AN C(A,R) = C(A,R).

(6) A= C(A,C).
En efecto: si f € C(A, C) entonces

Re f,Im f € C(A,R).
Usando el resultado (5) obtenemos que
Re f,Im f € A.
Y asi f € A.

6. Equicontinuidad, el teorema de Arzela-Ascoli.
Sean A, I' espacios métricos. Sea K igual a R 6 a C.

DEFINICION 3.29. Sean F un subconjunto de C(A,T') y t € A decimos que F es

equicontinuo en t cuando dado € > 0 existe §; > 0 tal que: da(t,t') < &; implica

dr(f(t), f(t') <e
para todo f € F.

EJEMPLO 3.30. Sea F' un subconjunto finito de C(A,T"), F = {fi,..., f.} entonces F es

equicontinuo en cada punto ¢ de A. Basta tomar

0y = min{0:(f1),...,0:(fn)}

donde &;(fr) es el que se obtiene de la continuidad de f;, para cada k =1,...,n.
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DEFINICION 3.31. Sea F un subconjunto de C(A,T) decimos que F' es equicontinuo
cuando F' es equicontinuo en cada punto de A.

Es decir, cuando dados t € A, € > 0 existe §; > 0 tal que: da(t,t') < &; implica

dr(f(t), f(t') <e
para todo f € F.

DEFINICION 3.32. Sea F' un subconjunto de C(A,T") decimos que F' es uniformemente
equicontinuo en A cuando dado £ > 0 existe § > 0 tal que: para todo t,t" € A da(t,t') < ¢
implica

dr(f(t), f(t') <e
para todo f € F.

PROPOSICION 3.33. Si A es compacto entonces equicontinuidad implica equicontinuidad

uniforme.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

Sea K un subconjunto de un espacio métrico. Se sabe que si K es compacto entonces K

es cerrado y acotado. ;Serd cierto el reciproco?

En espacios de dimension finita sabemos que la respuesta si. Pero, tal como veremos
mas adelante, el teorema de F. Riesz sobre la compacidad de la bola cerrada en un espacio

normado demuestra que el reciproco no es cierto en espacios de dimensién infinita.

Sin embargo cuando el espacio métrico es el espacio de las funciones continuas tenemos

el siguiente resultado.

TEOREMA 3.34 (Arzela - Ascoli).  Sea A un espacio métrico compacto. Sea F un

subcongunto cerrado de C(A,K), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F' es compacto

(ii) F es acotado y equicontinuo.

DEMOSTRACION.

Sea d la métrica en A.

(i) = (ii) Supongamos que F' es compacto. Es claro que F' es acotado.



52 3. ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS.

Probemos que F' es equicontinuo. Sea £ > 0 entonces
€
{B(1.5): [ € F}

es un cubrimiento abierto de F.

Como F' es compacto existen fi,..., f, € F tales que
FclJBf2).
=1 3

Sea j € {1,...,n}, como f; es uniformemente continua entonces existe J; > 0 tal que
d(t,t') < ¢, implica
50 = L] < 5.
Sea
0 = min{dy,..., 0}

Sea f € F entonces existe k € {1,...,n} tal que
I = fillee < 5.
Sid(t,t') < ¢ entonces
7(0) = FE) < 1£(0) = SOl + 1fl®) = St + 1t = S0
e e ¢
<gtztz=e

Luego F' es equicontinua.

(ii) = (i) Supongamos que F' es acotado y equicontinuo.

Probaremos que F' es secuencialmente compacto (ver Definicién 4.24' ). Esto es, proba-
remos que toda sucesion contenida en F' tiene una subsucesién convergente a un punto de
F.

Sea {fn}n>1 C F una sucesion.

Como F es acotado existe una constante M tal que
[fn()] < M

para todo n € N, para todo t € A.

Como A es un espacio métrico compacto, contiene un subconjunto denso y numerable

(et b
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Tenemos que {f,(t1)}n>1 s una sucesién (numérica) acotada y por lo tanto tiene una
sub-sucesién convergente { f1,(t1)}n>1.

Nuevamente {fi,(t2)}n>1 €s una sucesién (numérica) acotada y por lo tanto tiene una
subsucesion convergente { fa, (t2) }n>1.

Y asi sucesivamente.

Sea

9 = Jij-
Entonces
(a) {gn}n>1 es una subsucesién de { f, }n>1,

(b) para cada k € N se tiene que {g,(tx) }n>1 converge.

A continuacién probaremos que {g,},>1 es una sucesiéon de Cauchy.

Sea £ > 0 como F' es uniformemente equicontinuo existe o > 0 tal que
d(t,t') < o0 implica |f(t) — f(t)| < % para todo f € F.
Tenemos que
{B(tn,d) :n > 1}
es un cubrimiento abierto de A.

Como A es compacto existen tq,...,txy € A tales que

A C &B(tk,é)

k=1
Por (b) para cada k € {1,..., N} existe ny € N tal que

|9m (tk) — gn(tr)] <

sim,n > ng.

Sea n, = max{ny,...,ny}. Entonces

gm (k) — gn(tr)| <

si m,n > n,, para todo k € {1,..., N}..
Seat € Ay sean m,n > n,.
Existe k, € {1,..., N} tal que d(t,t,) < 9, por lo tanto,

9m () = gu ()] < |gm () = g (tr )| + [9m(tr,) = gn(tr,)| + [gn(tr,) — gn(t)]
< % + % + % =Ee.

Luego {gn}n>1 es una sucesién de Cauchy.
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Como F es cerrado tenemos que {g, },>1 converge a un punto de F'.

O

Como veremos a continuacién, otra manera de enunciar este teorema es usando conjuntos

precompactos.

DEFINICION 3.35. Sea A un espacio topoldgico. Sea A un subconjunto de A. Decimos

que A es precompacto o relativamente compacto cuando A es compacto.

TEOREMA 3.36. Sea A un espacio métrico compacto. Sea F un subconjunto de C(A, K).

F' es precompacto si y solo si F' es acotado y equicontinuo.

La demostracion de este resultado se sigue de la demostracion del teorema anterior.



Ejercicios 3.

En lo que sigue K representara al cuerpo R de los niimeros reales o al cuerpo C de los

nimeros complejos.

(1) Demostrar que si existe la unidad de un dlgebra entonces es tnica.
(2) Demuestre que C(X,K) es un élgebra conmutativa con unidad.

(3) Demostrar que si f,g € C(X,C) y A € C entonces

() AMf=A T,
(d) f.9=7F7,
(e) =1,

&) Il = [1£1-

(4) Sea f :]0,1] — R integrable. Para n > 0 los momentos de f son

Mn(f):/ t" f(t)dt.

0

Sean f,g € C[0,1].

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

55
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(b) M,(f) = M,(g) para todo n > 0.
(5) Sean X, I" espacios métricos compactos y sea F': X x I' — C una funcién continua.
Demostrar que F' se puede aproximar uniformemente por funciones de la forma
Z Jr gk
k=1
donde fr : X — Cy g : I' = C son funciones continuas.
(6) Sea F' C C([a,b],R) tal que cada elemento de F' es diferenciable en (a, b).

Demuestre que si existe M > 0 tal que
(<M

para toda f € F'y para todo t en (a,b) entonces F' es equicontinuo.
(7) Demostrar que:
Si A es compacto entonces equicontinuidad implica equicontinuidad uniforme.
(8) Sea A un espacio métrico compacto. Sea {f,}n>1 una sucesién en C'(A,R).

Demuestre que si {f,},>1 es equicontinua y para cada t € A existe

lim £, (t)

entonces { f,, }n>1 converge en C(A,R).

(9) Sea {f,}n>1 contenida en C([a, b], K) una sucesién equicontinua que converge pun-

tualmente hacia f.

Demostrar que f € C([a,b], K).
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(10) Demostrar que:

(a) L'[0,27] es un &lgebra conmutativa sin unidad, donde el producto a considerar

es la convolucion.

(b) Si f,g € L'[0,27] entonces

1 glle < Il f gl

(11) Dada f € L0, 27] los coeficientes e Fourier de f se definen mediante
o~ 1 [ ,
= e " dt
foy =5 | se
para n € Z.

Sea
A={f:feL'0,2x]}.

(a) Probar que A es un élgebra con el producto usual.

(b) Probar que f € A implica

~ 1
< — .
1l < =151
(c) Probar que
Jim fn)=0

para todo fe A.

(d) Sea

B={f€Az||f||1= 5 |f<n>|<oo}.

n=—oo

Probar que B es una subalgebra de A.

(e) Demostrar que, para f,g € B,

Frgtn)=3" Fln—k)gk).

k=—o00
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Sea W el algebra de Wiener, es decir,
W = {f e L'[0,2n] : f € B}.
(f) Sea
Sof = Zn: Fk)er,

k=—n

Observar que: f € W siy sélo si {S, f} converge absolutamente.

Deducir que
W c Cl0,2n].

(g) Demostrar que W es una subdlgebra de C[0, 27|, donde el producto a considerar

es el producto usual de funciones.



CAPITULO 4

Operadores lineales.

1. Operadores lineales entre espacios normados.

La presencia de una topologia en un espacio vectorial conduce naturalmente a la nocién
de operadores acotados.

Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).

DEFINICION 4.1. Sea T : X — Y decimos que T es un operador lineal si

(i) T(z +vy) = T(x) + T(y) para todo z,y € X,
(ii) T(Az) = A\T'(x) para todo = € X, para todo escalar \.

EJEMPLO 4.2. Sean X = C'[0,1], Y = C[0,1], Tf = f'. Entonces T es un operador

lineal.

PROPOSICION 4.3. Sea T : X — Y wun operador lineal. Si existe M > 0 tal que
|T(x)|| < M para todo x € X entonces T = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe z, tal que T'(x,) # 0, luego ||T(z,)||y # 0. Por

la propiedad arquimediana se tiene que existe A > 0 tal que
M| T (xo)||y > M.

Luego
1T (Azo)lly = AT (xo)lly > M.

Pero esto es una contradiccién. O

La proposicion anterior nos indica que los operadores que verifican la definiciéon de funcién
acotada no tienen interés. A continuacién damos una propiedad diferente que también es

llamada acotacién. Es imprescindible distinguir entre funcién acotada y operador acotado.

DEFINICION 4.4. Sea T : X — Y un operador lineal. Decimos que T es un operador

acotado cuando existe ¢ > 0 tal que

T (x)|ly <c|z]lx paratodo =z € X.

59
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EJeEmMpPLO 4.5. Sea T : Cla,b] — R dado por

b
Tf— / ()t
Tenemos que

TS < / FBdE < (b— a)]fllo

por lo tanto 7" es un operador acotado.

EJEMPLO 4.6. Sea T : Cla,b] — Cla, b] dado por

(TF)(t) = / £(s)ds.

Tenemos que

t b b
(T 0] = < / F(s)lds < / 1F(s)]ds < / 1l ds = (b — @) fl].

/ " F(s)ds

ITflloe = sup [(THO] < (b= )] flloo-

Luego

De donde T' es un operador acotado.

EJEMPLO 4.7. Conociendo los espacios L'[0,27] y o (Z) podemos introducir este ejem-
plo.

Para f € L'[0,27] y n entero, los coeficientes de Fourier se definen mediante
~ 1 [% .
= — t)e "™dt.
fo) =52 | e

Sean X = L'0,27], Y = I(Z), definimos T': X — Y por T'f = 7.

~ 1 [ : 1 [ 1
Fl = |55 [ s e < o [ 1ol = il

Luego

~ ~

1
I flloe = ll£llee = sup[f ()} < Il

Por lo tanto T" es un operador acotado.
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2. Condiciones equivalentes de continuidad.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacion
B(zo,r) ={z € X : ||l — x| <7}

TEOREMA 4.8. Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).

Sea T : X — 'Y un operador lineal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a

(b) T es continuo en x = 0,
(
(

) T es continuo,

)

)
d) Existen z, € X yr >0 tales que T(B(x,,7)) es acotado.
e)

)

)

c) T es continuo en algiun punto x, € X,

(e) T(B(0,1)) es acotado.
(f

T(A) es acotado para todo subconjunto A de X que sea acotado.
(g) T es un operador acotado.

DEMOSTRACION.

(a) = (b) es inmediato.

(b) = (c) es inmediato.

(¢) = (d) Sea y, = T'(x,). Por la continuidad en z,, existe § > 0 tal que si ||z —z,||x <

entonces
1T(x) — yolly < 1.

Es decir, existe 6 > 0 tal que
T(B(x,,6)) C B(yo, 1).

Luego T'(B(x,,d)) es acotado.

(d) = (e) Sabemos que existe r > 0y z, € X tales que T(B(z,, 7)) es acotado. Como
1
B(07 1) = ;(B(‘rov 7’) - 330)
y T es lineal, entonces
1 1 1
T(B(0.) = T (FB(r0r) = 22) ) = HT(Bleanr)) = 170

Luego T'(B(0,1)) es acotado.
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(e) = (f) Sea A un subconjunto acotado de X. Sea M tal que ||z||x < M para todo
x € A. Entonces
1
— A C B(0,1).
M C ( Y )

Luego

T(A) = M T (% A) c M T(B(0,1)).

Este ultimo conjunto es acotado. Luego T'(A) es acotado.

(f) = (g) Como B(0,2) es acotado entonces existe M > 0 tal que ||T(2)|ly < M para
todo z € B(0,2). Sea z € X.

Si z = 0 entonces ||T(0)]y =0 < M||0]| x.

Si x # 0 entonces z/||z||x € B(0,2). Luego

iy = | (e =) | = |7 ()

(g) = (a) Sea z, € X. Dado e > 0 sea d =¢/M.

Si ||z — x,|| < &, entonces

[ellx < Mllz|[x.
Y

1T () = T(xo)ly = IT(x = x,)lly < Mz =20 x <e.

Luego T' es continua en x,. Por lo tanto T" es continua.

3. El espacio L(X,Y).
Sean X, Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo de escalares.
DEFINICION 4.9. Sea
L(X,Y)={T: X — Y tales que T es un operador lineal y continuo }.
PROPOSICION 4.10. L(X,Y) es un espacio vectorial con las operaciones usuales
(AT)(x) = AT (x),
(Ty + T)(z) = Th(x) + Tr(z).

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
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DEFINICION 4.11. Para T' € L(X,Y) definimos

1T = sup [|T(z)].

fl=f|=1

La demostracion de las dos proposiciones siguientes queda como ejercicio.

PROPOSICION 4.12.

1T ()|
(a) |T|] = sup ——— = sup | T(z)]|.
e#0 ||| lzll<1

(b) IT]| = inf{M : ||T(x)|| < M||z| para todo x € X}.
PROPOSICION 4.13. || || es una norma en L(X,Y).

TEOREMA 4.14 (Una condicién para que L(X,Y’) sea un espacio de Banach).

Si'Y es un espacio de Banach entonces L(X,Y') es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea {7}, },>1 una sucesiéon de Cauchy en L(X,Y).
Sea r € X y sea € > 0 entonces existe N tal que
£

si n,m> N.
[P

(41) HTn - Tm” <
Luego
[T (2) = Ton(@)lly <N To = Tl llzl[x <€

sin,m > N. De donde {7, (z)}n>1 es una sucesién de Cauchy en Y.

Como Y es un espacio de Banach entonces existe lim,,_.., 7,,(z) en Y. Sea
T(x) = lim T, (x).

Luego T es un operador lineal.

Como {7, },>1 es una sucesiéon de Cauchy entonces es acotada, es decir, existe M > 0 tal

que ||T5,|| < M para todo n € N. De donde
1T (@) by < [Tl lzllx < Mjzf|x.

Luego
17y = || lim T(@)lly = lim |T,@)]y < Mz]x.

Y asi T es un operador acotado, es decir, T € L(X,Y).

Sea x € X tal que ||z||x = 1.
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Sean m,n > N, por (4.1) tenemos que
[Tn(2) = Tn(@)lly < T =Tl < e
Luego
To(a) = T(a)ly = lim |T0(@) = Tu(@)lly <.
Por lo tanto
1T =T < e.
De donde
lim |17, ~ T = 0,

4. Homeomorfismos entre espacios normados.

Sean X, Y dos espacios normados.

DEFINICION 4.15. Una aplicacién f : X — Y es un homeomorfismo si es biyectiva y

bicontinua. Es decir, si tiene inversa f~! y f~! es continua.
. Cuédndo un operador T" € L(X,Y) tiene inverso continuo?

DEFINICION 4.16. Sea T : X — Y. Decimos que T es acotado inferiormente cuando
existe m > 0 tal que

mllzllx < [T ()lly

para todo x € X.

PROPOSICION 4.17. Sea T € L(X,Y) entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

(a) T es invertible, con inverso acotado

(b) T es sobreyectivo y T es acotado inferiormente.

DEMOSTRACION.
(a) = (b) Supongamos que existe un operador S € L(Y, X) tal que:

ST = Iy, TS = Iy.

Obviamente 7" es sobreyectivo.

Dado x € X, sea y = T'(x). Entonces x = S(y). Como S es acotado
[zl = 1S < ISyl < IS T ()]-

Tomando M = 1/||S|| se sigue el resultado.
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(b) = (a) Si T es sobreyectivo y acotado inferiormente, entonces existe m > 0 tal que
mljz]] < T ()]

para todo = € X.

Sean z, 2’ € X tales que

entonces
mllz — || <||T(x —2")|| = |T(x) — T(z")|| = 0.

De donde z = «’.
Luego T tiene inverso.

Es facil ver que el inverso es acotado (verifiquelo). O

La demostracion de las proposiciones siguientes queda como ejercicio.

PROPOSICION 4.18. Sea T € L(X,Y) tal que existe T™' y T~' € L(Y, X) entonces:
X es de Banach si y solo si'Y es de Banach.

PROPOSICION 4.19. Sea T € L(X,Y) tal que existe T~ y T~ € L(Y, X) entonces:

dim X =dimY.

5. Caracterizacion de los espacios normados de dimension finita.

5.1. Espacios de dimension finita.
Para 1 < p < oo sea [ = (R", [|.||,) donde

n 1/p
H(xlv"'vajn)”p: (Z|$k’p> .

k=1
LEMA 4.20. Sea X un espacio vectorial normado de dimension finita n. Si T : 17 — X

es un operador lineal entonces

(i) T es acotado

(i) Si T es inyectivo entonces T es biyectivo y T—' : X — [ es acotado.

DEMOSTRACION. Sea {ej}1<r<n la base canénica de R" |

(i) Sea x = (x1,...,x,) entonces

T(x) = Z x, T (ex).
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Luego

IT(@)lx < Dl I T (en) 1 x

< (a1l ) Yl

k=1
=l Il )
=1,...,n
(ii) Si T es inyectivo entonces es claro que T' (como funcién) tiene inverso
T': X =17

Supongamos que T~! no es acotado. Entonces existe una sucesiéon {a,} en X tal que
llax|| = 1 para todo k y
lim |77 (ag)|): = oo.
k—o0

Sea
T (ax)

by = ——7——.
17~ (a)

Entonces {by}r>1 C 1Ty ||bk]i = 1.

Como la esfera unitaria en I'* es compacta entonces {by }1>1 tiene una subsucesion {by. }i>1
1 = PN E-
que converge a b € 1" y [|b]; = 1.

Como T es continuo se tiene que
T(b) = lim T'(by,).
j—00

Luego
IT@)llx = lim [IT(be,)lx

I7°(T~ (ax,)) || x

= lim

j=oo ||T=(ax,) 1
T a, || x

j—oo || T (ax,) |1

) 1
= lim 0.

5= |7~} (ak, )l
Por lo tanto 7'(b) = 0. De donde b = 0.
Pero esto no puede ser pues ||b]|; = 1.

Asi hemos llegado a una contradiccién.
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LEMA 4.21. Sean X, X5 dos espacios vectoriales normados tales que
dim X; = dim X, < oo.

Entonces todo operador lineal biyectivo T : X1 — X5 es acotado y su inverso también es

acotado.

DEMOSTRACION. Sean
Blz{Ul,...,’Un}, BQZ{wl,...,wn}

bases de X; y X5 respectivamente.

Consideremos los operadores 17 : I} — X7 y 15 : [} — X5 definidos por

Ti(z) =) apor,  To(x) =Y zpwy
k=1 k=1

para x = (x1,...,2,).
Por el lema anterior, T7 y T5 son acotados y tienen inverso acotado.
Sea
T=T,'TT,
entonces T : [ — [} es un operador lineal biyectivo.

Por el lema anterior, Ty 7! son operadores acotados. Luego
T=TTT7" vy T '=T7(T)"'T;"
son operadores acotados. O

TEOREMA 4.22. Sea X un espacio vectorial de dimension finita n, entonces:
(a) Todas las normas en X son equivalentes.
(b) Si || || es una norma entonces (X, || ) es un espacio de Banach.
(c) X esisomorfo a R™ (o C").

DEMOSTRACION. Supondremos el espacio real (el caso complejo es andlogo).

(a) Sean || |la v |l |lp dos normas en X. Consideremos el operador
LGN la) = (X5l

dado por I(x) = x. Entonces [ es biyectivo.
Por el lema anterior, I es acotado y su inverso también es acotado.

Luego existen constantes m y M positivas tales que

mllzlla < ()]l = llzlls < M|z
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(b) Dada {vy,...,v,} una base de X definimos

= ||+ ...+ |zl

n
E LUk
k=1

Es facil probar que X es completo con respecto a esa norma. Por (a) X es

completo con cualquier norma.

(c) Es inmediato.

O

TEOREMA 4.23. Sea X un espacio vectorial de dimension finita n, sea Y un espacio
normado, sea T : X — 'Y un operador lineal. Entonces T' es continuo (con cualquier norma
en X ).

IDEA DE LA PRUEBA. Demostrar que 7(X) es un subespacio de dimension finita de YV

y de este hecho deducir el resultado deseado.
O

5.2. El teorema de Bolzano-Weierstrass.
La historia de la matematica tiene varios casos de simultaneidad en los descubrimientos
y el trabajo da Cauchy es un caso de esto, por la semejanza desarrollada acerca del mismo

tema por Bolzano.

Bernhard Bolzano (1.781 - 1.848) era un sacerdote checoslovaco cuyos puntos de vista
teoldgicos fueron desaprobados por su iglesia y cuyo trabajo matematico fue inmerecidamente

pasado por alto por sus contemporaneos eclesidsticos.

Bolzano dio muchas definiciones y resultados similares a los de Cauchy. La semejanza en
su aritmetizacion del calculo y sus definiciones de limite, derivada, continuidad y convergencia

fue sélo una coincidencia.

Como ya hemos indicado Bolzano enfrenté la idea de que habia diferentes tipos de in-
finito. El se acercé mas a ciertas partes de la matematica moderna que sus mas famosos

contemporaneos. Pareciera que Gauss y Cauchy le tenian mucho temor al infinito.

Pasaron alrededor de 50 anos entre el trabajo de Bolzano y el de Weierstrass, pero la

unidad del esfuerzo en este medio siglo y la necesidad de redescubrir el trabajo de Bolzano
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fueron tales que existe un famoso teorema que lleva el nombre de ambos hombres, el teorema
de Bolzano-Weierstrass. Este teorema fue probado por Bolzano y aparentemente también
era conocido por Cauchy, pero fue el trabajo de Weierstrass lo que lo hizo familiar a los

matematicos. Enunciaremos dos versiones de este teorema.

TEOREMA (Bolzano-Weierstrass). En R, un conjunto acotado que contiene infinitos ele-

mentos contiene al menos un punto de acumulacion.

TEOREMA (Bolzano-Weierstrass). En R, toda sucesion acotada tiene una subsucesion

convergente.
Recordaremos algunas propiedades y definiciones topoldgicas:

DEFINICION 4.24. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es secuencialmente

compacto si y solo si toda sucesién de A contiene una subsucesién que converge a un punto

de A.

OBSERVACION 4.25.

(a) Para dar un ejemplo de un conjunto que no es secuencialmente compacto considere
el conjunto (0,1) y la sucesién {1/n},>1.
(a) Existen espacios topoldgicos compactos que no son secuencialmente compactos y

viceversa.

PROPOSICION 4.26. En espacios métricos compacto es lo mismo que secuencialmente

compacto.

Por lo que vimos en la seccién anterior, si consideramos cualquier norma en R”, tenemos

que
PROPOSICION 4.27. La esfera unitaria en R"™ es compacta y secuencialmente compacta.

OBSERVACION 4.28. En general se puede probar, tal como veremos a continuacion, que
en el caso finito dimensional vale el andlogo del teorema de Bolzano - Weierstrass: B(z, )
es compacta. Este resultado también se suele enunciar de la siguiente manera: “en espacios

de dimensién finita toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente”.

5.3. El teorema de F. Riesz sobre la compacidad de la bola cerrada.
El siguiente lema nos va a permitir probar que en el caso infinito-dimensional la bola

unitaria cerrada nunca es compacta.
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LEmA 4.29 (F. Riesz).

Sea X un espacio normado y M un subespacio propio de X. Si 0 € (0,1) entonces existe
xg € X tal que ||xg| =1 y dist(xg, M) > 0.

DEMOSTRACION. Sea 6 € (0,1). Sea z € X tal que z ¢ M entonces dist(z, M) =d > 0.
Dado € > 0 existe z. € M tal que

|z — x| < d+e.
En particular sea ¢ = d(1/6 — 1). Entonces d + ¢ = d/0. Sea

vy — (x — z.) ‘
|z — 2|
Sea m € M entonces
(xe + ||z — zc||m) € M.

Por lo tanto

T — X,
oo =l = | =255 =
| — ]|
1
= m”l’ — . — ||z —zc[m ||
d
>
T d+e
=4.
De donde dist(zg, M) > 6. O

TEOREMA 4.30 (F. Riesz).
Sea X un espacio normado y sea
S={reX:|z|| <1}
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) dim X es finita.
(b) S es compacto.

DEMOSTRACION.

(a) = (b) Es un resultado conocido que un subconjunto cerrado y acotado de R", con la

norma euclidiana, es compacto. De esto y el Teorema 14.22 obtenemos el resultado.

(b) = (a) Supongamos que dim X es infinita.
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Sea x; € X tal que ||| = 1.

Sea M; el subespacio generado por xz;. Se tiene que dim M; = 1. Como dim X = oo
entonces M; # X.

Por el Lema de Riesz (Lema [4.29) existe xo € X tal que

|zo|| =1 y dist(zy, M) > 1/2.
Luego

Sea M, el subespacio generado por x1 y 5. Se tiene que dim My < 2. Como dim X = oo
entonces M, # X.
Por el Lema de Riesz (Lema 4.29) existe x5 € X tal que

|lzs|| =1 y dist(xs, My) > 1/2.
Luego
|23 — 2l > 1/2,
Asi se construye una sucesion {z,},>1 C S que no es de Cauchy y tal que
|Tm —xn|| > 1/2 si m>n.

Por lo tanto {z,,},>1 no tiene ninguna subsucesién convergente, es decir, S no es compacto
por sucesiones.

Usando la Proposicién 4.26/ obtenemos que S no es compacto.






Ejercicios 4.

(1) Sea T': X — Y un operador lineal. Sea Ker (T') el nticleo de T
Demostrar que si T es acotado entonces Ker (T') es un subespacio cerrado de X.

(2) Dar un ejemplo de un operador lineal de un espacio normado a otro espacio normado

que no es continuo.
(3) Dar un ejemplo donde la identidad NO sea una isometria.

(4) (a) Demuestre que L(X,Y) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

dadas por:
(AT)(x) = AT (),

(Th + T3)(x) = Ti(x) + Ty(z).
donde T, 71,7, € L(X,Y) y A es un escalar.

(b) Para T € L(X,Y) definimos

1T = sup [|T(z)]-

ll=l|=1
Demuestre que || || es una norma en L(X,Y).
(5) Demuestre que: Si T € L(X,Y) entonces

(a) ([T ()| < |17} ]l

(b) 1T = sup 1@
TP

(¢) [IT]l = sup [ T(x)]-

[lzf|<1
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(d) ||| = inf{M : [|T'(z)|| < M||z|| para todo z € X}.

(6) Sea X un espacio vectorial en el que estan dadas dos normas equivalentes.

Sea T": X — X un operador lineal.
Demostrar que en ambas normas, 7" serd simultaneamente acotado o no acotado.

(7) Demostrar que los siguientes operadores lineales son acotados y dar la estimacion

mas precisa que pueda de sus normas
(a) T : C0,1] — C[0, 1], definido mediante
T = ds.
T = [ s
(b) T : C[-1,1] — C0,1], definido mediante
(Th)() = f().
(c) T :C[0,1] — C]0, 1], definido mediante
(Tf)(t) =t f(t).
(d) T :C[0,1] — C0,1], definido mediante
(TF)(t) = f(t).
(e) T : L?[0,1] — L?[0,1], definido mediante
T = ds.
T = [ s
(f) T: C|0,1] — €10, 1], definido mediante

(Tf)(t) = £*£(0).
(8) Sean a,b € R con a < b. Sean

Cla,b] = {f : [a,b] — R tales que f es continua},

C'a,b) = {f : [a,b] — R tales que f es continuamente diferenciable en [a,b]}.
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Se tiene que Cla,b] y C'[a,b] son espacios vectoriales sobre R y C'[a, ] es una
variedad lineal contenida en Cfa,b]. Ademas si f € Cla,b] entonces f’ € Cla, b].

En Cla,b] vamos a considerar la siguiente norma

[flloe = max{|f(z)[ : = € [a, b]}.

Se sabe que (Cla,bl,| |le) es un espacio de Banach.

(i) Demostrar que C*'[a, b] no es un subespacio de (Cla,b],|| |ls) y por lo tanto

(C'a,b], || |ls) no es un espacio de Banach.

Sea D : Ct[a,b] — Cla, b] definido por
Df=f".

Claramente D es un operador lineal.

(ii) Demostrar que
D+ (CHabl, | ) = (Cla b, || o)

no es continuo.

En C'[a,b] consideremos la norma

1 llar = [ lloe + 11 o

(iii) Demostrar que (C'[a,d],|| |la1) es un espacio de Banach.

(iv) Demostrar que
D:(Cla, bl || lar) = (Cla, 8, | ll)

es continuo y hallar su norma.
(9) Sea X un espacio normado de dimension infinita.

Demostrar que dado cualquier espacio normado Y ( no trivial ) siempre existe

un operador lineal T : X — Y que no es continuo.
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(10) Demuestre que: Si X, Y son espacios normados y 7" : X — Y es un operador

acotado con inverso acotado entonces:

X es de Banach si y sé6lo si Y es de Banach.

(11) Demuestre que si X, Y son espacios normados y T': X — Y es un operador acotado

con inverso acotado entonces

dim X =dimY.

(12) Sea B un subespacio vectorial (cerrado) de C(]0, 1], R) tal que:
(a) Cada f € B es diferenciable en (0, 1).
(b) Existe M > 0 tal que si f € By ||f|lo < 1 entonces |f'(x)] < M para todo
z € (0,1).

Demuestre que B tiene dimensién finita.

(13) Demostrar que si X es un espacio normado de dimensién finita entonces toda varie-

dad lineal de X es un subespacio.

(14) Demostrar que todo espacio vectorial normado de dimensién finita es de Banach.



CAPITULO 5

Funcionales lineales.

1. Dual de un espacio normado.
Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K (donde K =R 6 K = C).
DEFINICION 5.1. Un funcional lineal en X es una funcién f : X — K que es lineal.

DEFINICION 5.2. El dual algebraico de X es

X'={f:X — K tal que f es funcional lineal}.

DEFINICION 5.3. El dual topoldgico de X es

X" =L(X,K)={f: X — K tales que f es un funcional lineal y continuo}.
PROPOSICION 5.4. Sea X un espacio normado entonces X* es un espacio de Banach.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

DEFINICION 5.5. Dado un funcional lineal f el nicleo de f es:
ker(f) ={x € X : f(x) =0}.

TEOREMA 5.6. Sean X un espacio normado y [ un funcional lineal en X, entonces fes

continuo si y solo si ker(f) es cerrado.

DEMOSTRACION.
(=) Como ker(f) = f~1{0}, tenemos que ker(f) es la imagen inversa de un conjunto

cerrado a través de una funcién continua, por lo tanto ker(f) es cerrado.

(<) Sea M = ker(f) un subespacio (cerrado) de X.

Supongamos que M = X. Entonces f = 0 y por lo tanto f es continuo.

Supongamos que M # X. Entonces existe z; € X tal que zy ¢ M. Luego f(x1) # 0.
Sea x, = x1/ f(x1). Entonces f(z,) =1y por lo tanto z, ¢ M.

Como M es cerrado d = dist(z,, M) > 0.

7
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Sea x € X entonces x — f(x)x, € M. Luego
X =M+ {\z,: A€ K}.

(a) Si x € M entonces f(z) = 0.
(b) Si x ¢ M entonces existen m € M y A € K, no nulo, tal que x = m + Az,. Luego

f(x) = f(m+ Az,) = Af(x,) + f(m) = A

Por otro lado

1 1
d < ||z +m/A| = —llm + Az, || = |-
RY RY
Por lo tanto Il
T
= |\ < —=.
F@) =<
En ambos casos:
|||
< —,
@l <2

2. El teorema de Hahn - Banach.

Uno de los resultados basicos del analisis funcional es el teorema de Hahn - Banach, el
cual asegura la existencia de extensiones de funcionales lineales mayoradas por una funcional

sublineal.
2.1. Teorema de Hahn - Banach para espacios vectoriales.

DEFINICION 5.7. Sea X un espacio vectorial real. Un funcional sublineal en X es una
funcién p : X — R que satisface

(i) p(z +y) < p(x) + p(y) para todo z,y € X

(ii) p(Ax) = Ap(z) para todo A > 0, para todo = € X.

En analisis es muy comiin considerar funcionales lineales reales dominados por un fun-

cional sublineal p
f(z) <p(x) paratodozre M

donde M es un subespacio de un espacio vectorial X.

Por ejemplo, si b = {b,,} es una sucesiéon entonces

F(b) = lim b,

n—oo
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es un funcional lineal. Ademaés el limite superior

p(b) = lim b,
es un funcional sublineal y se cumple
f(b) < p(b).

Analogamente, sabiendo Teoria de la Medida se puede introducir el siguiente ejemplo: la

integral de Lebesgue de una funcién integrable h es un funcional lineal f:

La integral superior

es un funcional sublineal (no es lineal porque no es aditiva). Ademés

f(h) < p(h).
En ambos ejemplos p estd definida en espacios que contienen estrictamente el dominio
de f.
Una de las razones por las que se quiere extender f a un espacio méas grande, tratando

de conservar la mayoracion, es porque si p es una seminorma y f es un funcional lineal real

entonces f(z) < p(x) significa que f es continua en la métrica asociada a p.

LEMA 5.8. Sean X wun espacio vectorial real y V una variedad lineal propia de X,
T, € X\V ¥y
Vi=V+{\z,: X e R}
Sean p: X — R un funcional sublineal y f : V — R un funcional lineal tales que
f(z) < p(x) para todo x € V.
Entonces existe f1 : Vi — R funcional lineal extension de f tal que
fi(z) < p(x) para todo x € V.

DEMOSTRACION.

Notemos que si existe f; como en la conclusién del teorema, ésta debe cumplir:

filr + Az,) = f(z) + Afi(x,),

para x € V, A € R. Por lo tanto para definir f; basta determinar fi(x,).
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Sean x,y € V entonces

f@)+ fly) = flx+y) <plz+y)

Zp(x—xo—i-xo—l-y) Sp(x—xo) +p(y+$o)-

Luego
f(z) = plx — x0) < py + ) — f(y)-
Sea
a=sup{f(z) —plx —x,),z €V}
Entonces
(5.1) f(@) —plx —x0) < a < ply+m,) — fy)

Definamos f; : V; — R por

filx 4+ Ax,) = f(x) + Aa,

para x € V, A € R. Entonces fi(z,) = a.
Usando la definicién de f; y la desigualdad (5.1) obtenemos que para todo z,y € V:

file = x5) = f(2) —a < plr = z,),
fily + o) = fy) +a < ply + o).
A partir de estas dos desigualdades se puede deducir que
filz +Azo) < pla + Az,)
para todo A € R.

O

TEOREMA 5.9 (Hahn-Banach para un espacio vectorial, caso real). Sean X un espacio
vectorial real y p : X — R un funcional sublineal. Sean M wuna variedad lineal propia de X
y [ un funcional lineal definido en M. Si f(z) < p(x) para todo x € M entonces existe un
funcional lineal F : X — R tal que

(i) F(x) = f(x) para todo x € M
(ii) F(x) < p(x) para todo = € X.

DEMOSTRACION. Sea

(E, g) tales que

E es una variedad lineal de X, M C E,

g : E — R es un funcional lineal, g(z) <p(z)siz e E
yg|lM = f

Q:
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Definimos una relacion de orden en €2

Si (E1,91) v (Ea, ge) € Q diremos que

(E1, 1) < (B2, 92)

si go es una extension de gq, es decir, si F; estd contenido en Es y go| 1 = g1.

Algunas propiedades de € son:
(a) Q # 0 porque (M, f) € Q.

(b) Q esta parcialmente ordenado por <, ya que < es una relacién reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

(c) Toda cadena en (2 tiene una cota superior. En efecto:

Si {(E,, g¢) }yer es una cadena en € podemos definir E; y g5 de la siguiente manera:
E es la menor variedad lineal que contiene a (J, . E,.
gs(x) = g,(x) six € B,

Entonces F es una variedad lineal de X que contiene a M, g5 : s — R es un funcional
lineal, g;|M = fy gs(z) < p(x) siz € Ej.
Luego (Fs,gs) € Qy

(Ewg'y) < (Es, gs) siyel.

Por lo tanto se cumple (c).

De (a), (b) y (c), por el lema de Zorn, se sigue que §2 tiene un elemento maximal,
llamémoslo (V, F').

Si probamos que V' = X, el teorema quedara demostrado.
Supongamos que no son iguales. Entonces existe z, € X tal que z, ¢ V. Sea
Vi=V+{\z,: A €R}
Por el Lema anterior existe F} : V; — R funcional lineal extensién de I tal que
Fi(z) < p(z) para todo x € V.

Luego (W1, F1) € Q.
Esto contradice la maximalidad de (V, F'). De donde V = X.



82 5. FUNCIONALES LINEALES.

A continuacién damos algunos resultados que nos permitiran considerar el caso de esca-

lares complejos.

Sea X un espacio vectorial complejo.

PROPOSICION 5.10. Sea f una funcional lineal compleja en X, entonces existen u y v

funcionales R-lineales, a valores reales tales que f = u + 1v.

DEMOSTRACION. Para cada x € X sean
u(z) =Re f(z),  v(x)=1Imf(z).
Sean r1,20 € X y A € R
uw(Ary + 22) +iv(Ary + 22) = f(Azy + x2) = Mf(21) + f(22) =
= Au(xq) + u(z2) + i(Av(z1) + v(22))
Como A, u(xy), u(za),v(x1),v(z2) € R entonces
u(Az1 + 22) = Re f(Azry + 22) = Au(xy) + u(ws),
v(Azy + 22) = Im f(Axy + 22) = M(z1) + v(z2).

O

PROPOSICION 5.11. Sea f una funcional lineal compleja en X y sea u = Re f entonces
f(z) = u(x) —iu(iz). Es decir,

Im f(z) = — Re f(ix).
DEMOSTRACION. Sea v = Im f, entonces
u(iz) +iv(ix) = f(iz) = if(z) = i(u(z) +iv(z)) = iu(z) — v(x).
De donde
u(x) = v(iz), u(iz) = —v(x).
Luego
Re f(iz) = —Im f(x).
[l

COROLARIO 5.12. Hay una correspondencia biunivoca entre los funcionales lineales reales

y los funcionales lineales complejos.

La prueba es consecuencia de las proposiciones 5.10 y 5.11L
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PROPOSICION 5.13. Sea X un espacio vectorial complejo. Dado u : X — R un funcional
lineal real, consideremos el funcional lineal complejo f(x) = u(z) — tu(ix). Entonces para

cada x € X existe a(z) € R tal que
|f(@)] = u(e™@a).

DEMOSTRACION. Sea

Entonces e**®) es un escalar y

|[f(@)] = e @ f(z) = fe W)

Luego

A continuacion daremos la extensién del teorema de Hahn - Banach a espacios complejos

dada por Bohnenblust y Sobczyk.

DEFINICION 5.14. Sea X un espacio vectorial complejo. Una seminorma en X es una
funcion p : X — R tal que
(i) p(z +y) < p(x)+ p(y) para todo z,y € X
(ii) p(Ax) = |A| p(x) para todo A € C para todo = € X.

TEOREMA 5.15 (Hahn - Banach para un espacio vectorial en el caso complejo). Sea X
un espacio vectorial complejo y sea p : X — R una seminorma. Sea M una variedad lineal
propia de X y sea f: M — C un funcional lineal tal que |f(z)| < p(z) para todo x € M.

Entonces existe un funcional lineal F': X — C tal que

(i) F(x) = f(x) para todo x € M
(i) |F(z)|] < p(x) para todo z € X.

DEMOSTRACION. Para x € M sea u(x) = Re f(x), por la Proposicién 5.11 sabemos que
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Entonces
u(z) = Re f(x) < [f(z)| < p(x).

X puede ser considerado como un espacio vectorial real. Por el teorema de Hahn-Banach
para el caso real, existe un funcional lineal U : X — R tal que U(z) = u(x) para todo x € M
y U(x) < p(x) para todo = € X.

Sea

F(z) =U(z) —iU(iz).
Notemos que F' extiende a f porque U extiende a u (pruébelo).
Por la Proposicion 5.13
|F(2)| = U(e @)
De donde
|F(a)] = Ule*®a) < ple”*@a) = [e7@|p(z) = p(z).

2.2. Teorema de Hahn - Banach para espacios normados.
Sea X un espacio normado y M un subespacio de X. Sea f € M* y F una extensién de

f a X tal que F € X*. ;Coémo se relacionan las normas de ambos funcionales?

[fll= " sup [f(z)] < sup [F(z)] = [F].

]| =1,z€ M  Jel=lzex
Es decir, “si el espacio crece entonces la norma sélo puede crecer o mantenerse igual”.
)

.Se podra conseguir una extension tal que la norma no crezca?

PROPOSICION 5.16. Sea X un espacio vectorial complejo y normado. Dadou : X — R un
funcional  lineal real vy continuo,  consideremos el funcional lineal complejo

f(z) = u(z) —iu(iz). Entonces f es continuo y
LFIF = Tleedl-
DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.13
|f(@)] = ule*@z) < ful| [|]].

De donde f es continuo y ||f]] < ||u]l.

Por otro lado

u(@)] < V/(u(2))? + (u(iz))? = [f ()] < | /] |-
De donde |Ju|| < ||f]]- O
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COROLARIO 5.17 (Hahn-Banach para un espacio normado).
Sean X un K-espacio normado, M un subespacio propio de X y f : M — K un funcional
lineal continuo. Entonces existe un funcional lineal continuo F : X — K tal que
(i) F(x) = f(x) para todo x € M
(i) (L= 1A

DEMOSTRACION. Sea p: X — R dada por

p(x) = [[fIH«]-

Tenemos que p es un funcional sublineal y es una seminorma.
Veamos el caso K = R.

Claramente
f@) < [f@)] < fl =] = p(x)

si x € M. Por el Teorema 5.9 existe una extensién lineal F' a X tal que F(z) < p(z) si

r € X. Tenemos que

De donde —p(x) < F(x). Y asi

|E ()] < plz) = £l 1=l

De donde F es acotado y || F|| < || f]|-
Como F' extiende a f tenemos que || f| < ||F|.
Por lo tanto || F|| = || f||-

El caso K = C es sencillo (pruébelo usando el Teorema [5.15).
O

Hasta ahora no sabemos si en un espacio normado cualquiera existen funcionales lineales
continuas no triviales. Como consecuencia del teorema de Hahn - Banach tendremos que
existen muchos funcionales lineales continuos en un espacio normado X. Mas precisamente,
un corolario de este teorema es: Si X es un espacio vectorial normado no trivial entonces el

dual no es trivial.

COROLARIO 5.18. Sea (X,| ||) un espacio normado y sea x, € X, x, # 0 entonces
eriste ' € X* tal que F(x,) = ||z,|| Z0 y ||F|| = 1.
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DEMOSTRACION. Sea M es el subespacio generado por x,; M = {A\z, : \ es escalar }.

Definimos un funcional lineal en M por

fAzo) = Al |-
Entonces
[f(Azo)| = [All|ol| = [[Azo]l-
De donde f es continua y ||f]] < 1.

Como f(x,) = ||@,|| entonces

|f ()]

6

|/ ()]

< sup T — | £
vewr

1=

Por lo tanto || f|| = 1.

Por el Corolario 5.17 tenemos que f se puede extender a F' € X* tal que

IEN = (/I = 1.
U
COROLARIO 5.19. Sea (X, | ||) un espacio normado y sea x, € X. Si F(x,) = 0 para
todo F' € X* entonces x, = 0.
COROLARIO 5.20. Sea (X, || ||) un espacio normado, sea M un subespacio (cerrado) de

X y sea x, € X tal que d = dist(x,, M) > 0, entonces existe F € X* tal que
F(M)={0}, F(z,)=1, |F[=1/d.

DEMOSTRACION. Sea V' el subespacio generado por M y {x,}. Sea x € V entonces

existen m € M y A escalar, tales que © = m + Az,. Definimos f : V — K por

f() = A

Es claro que f(M) = {0} vy f(z,) = 1. También se tiene que f es lineal (pruébelo).
Siz=m+ Az, con m € M y X\ # 0 entonces

|f(@)] = [Al = dA[/d < [[m/A+ | [Al/d
= [lm + Azoll/d = ||z||/d.
Siz=m+ Az, con m € M y A =0 entonces
[f(@)] = [f(m)] =0 < |[=]|/d.

Luego f es continua y

If]] < 1/d.
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Para probar que en realidad vale la igualdad procedemos de la siguiente manera. Sea

€ > 0 entonces existe m, € M tal que

lme — x| < d+e.

Sea
me — o
T = ———
6 — 20|
entonces 1 € V, ||z1|| =1y
|f(mo — ,)| -1 1
F)] = - —.
[mo — 2| [mo — || +e
Como d # 0 y esto es cierto para todo € > 0 concluimos que
|f(@1)] = 1/d.
Luego
|/ ()]

IfI| = sup > 1/d.
zex |z
Tenemos que
If]l = 1/d.

Del Corolario 5.17| se obtiene el resultado.






Ejercicios 5.

(1) Sean X un espacio vectorial normado y f € X*. Demostrar que:

o ()]
@ =2
(b) [Ifll = SUP||z||=1 | f ()]
(c) [[f]l = sup=1 f(x) , si el espacio X es real.
(2) Sea F': ¢ — R definido por
F{z,}) = lim z,

(a) Demostrar que F' es un funcional lineal y continuo
(b) Estimar su norma.
(3) Demostrar que:

(a) si {x,} € [ entonces

o0 T,
n=1 n
converge.
b) si T : Iy — R se define por
(b) p
>z
THx,}) = -
) =37

entonces T es un funcional lineal continuo.

Ademds dé un estimado su norma.

89
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(4) Demostrar que las siguientes funcionales f son lineales continuas y estimar sus

normas.

(a) Para g € C[—1,1] sea

(b) Para g € C[—1,1] sea
= s)ds.
f(9) /0 9(s)
(c) Para a = {a,}n,>1 € I* sea
fla) = a1 + as.
(d) Para a = {a,},>1 € ¢ sea

fla) = a1 + as.

(5) Sea X un espacio vectorial normado. Sea {f,},>1 una sucesién en X*.

Demostrar que {f,}n>1 converge en X* si y sélo si { f,}n>1 converge uniforme-

mente en la clausura de B(0,1).
(6) Sea X un espacio vectorial normado. Sean =,y € X, x # y.
Demostrar que existe f € X* tal que f(x) # f(y).

(7) Sea X un espacio vectorial normado y sea x € X. Demostrar que

[zl = sup [f(z)].
fex+ifl=1

(8) Sea X un espacio vectorial normado.

Demostrar que si X es de dimension infinita entonces X* también lo es.

(9) Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).
Sea T € L(X,Y). Demuestre que

1T = sup{|g(T'(x))| -z € X, g€ Y™, [lzf| <1, [lg]| < 1}.
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(10) Sea X un espacio de Banach. Investigue qué quiere decir que X sea separable.
(11) Demostrar que si X* es separable entonces X es separable.

(12) (*) Sean X, Y espacios normados, X # {0}.

Demostrar que si L(X,Y') es un espacio de Banach entonces Y es de Banach.

(13) (**) Limite generalizado de Banach:

Demostrar que existe ® : [, — R lineal y continuo tal que:
(a) ]| = 1.
(b) ®(z1,22,...) > 0siz; >0 para todo j.
(c) ®(z1,x9,...) = P(29, 23, ...)

(d) Si{z,} converge entonces ®(xy,zs,...) = lim z,.

n—oo

(e) lim z, < ®(x1,29,...) < lim x,.
n—00 n—00

Indicacién:
(i) Sea

M, = {(x1,29,...) € l : existe K tal que |21 + 29 + ...+ z,| < K para todon > 1}

Demuestre que: M, es una variedad lineal

(ii) Seae=(1,1,1,...).
Demuestre que: e € [, e ¢ M, y dist(e, M,) = 1.

(iii) Demuestre que existe ® € [’ tal que:

d(e) =1,
®(x) =0 para todo = € M, y
|| = 1.

(iv) Demostrar que ® satisface (a), (b), (c), (d) y (e).

91



92

EJERCICIOS 5.

(14) (**) EL DUAL DEL ESPACIO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

Utilizando el teorema de Hahn Banach se puede probar el teorema de represen-

tacion de Riesz para los funcionales lineales continuos en C|a, b].
El enunciado de este teorema es el siguiente.

Teorema de Representacion de Riesz
Sea X un espacio métrico compacto. A cada funcional lineal y continuo
¢ en C(X,R) le corresponde una unica medida p en X de Borel tal que para todo
feC(X,R)
o(h = [ sau
X
Ademds ¢ = |u[(X).

Lea sobre este tema en algtn libro de Analisis Funcional. Puede consultar el
libro de Kolmogorov-Fomin (pag. 413), el libro de Rudin (pag. 189), el libro de
Cotlar-Cignoli (pag. 313) o algin otro libro.



CAPITULO 6

Bases de Schauder.

1. Resultados basicos.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K (donde K =R 6 K = C).

DEFINICION 6.1. Sea (X,| ||) un espacio de Banach. Una sucesiéon {v,},>1 en X es
una base de Schauder de X si para cada vector o € X existe una tnica sucesion de escalares

{an}n>1 C K tal que
oo
a= Z apv, enl| |
n=1

Un espacio X con una base de Schauder {v, },>1 puede ser considerado como un espacio de

sucesiones identificando cada a = >~ | a,v, con la unica sucesién de coeficientes {a, }r>1.

Es importante notar que para describir una base de Schauder hay que definir los vectores

de la base no so6lo como un conjunto, sino que como una sucesién ordenada.

Sea
(6.1) e" = (0,...,0,1,0,...)
donde 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.
EJEMPLO 6.2. Si 1 < p < oo entonces {€"},>; es una base de Schauder de [,.
Sea (X,|| ) un espacio de Banach con base de Schauder {v,},>;. Para cada

o .,
a=) ", a,v, en X la expresion

e[} = sup
NeN

N
E QnUp
n=1

es finita.

PROPOSICION 6.3.

1) I I es una norma en X.
(i) |leof] < |lexlll para todo o € X.

93
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(1) o[ < 2fle|/[[onll

DEMOSTRACION. Solamente probaremos (iii), lo demds queda como ejercicio.

Stae Xya=> ", au, entonces

n n—1
aApUy, = E ARV — E ALV
k=1 k=1

Luego
[lewmvn | < 2fl]]-
De esta expresién sigue la desigualdad (iii). O
TEOREMA 6.4. (X, || |I) es un espacio de Banach.
DEMOSTRACION. Veamos que (X, || ||) es completo.
Sea {a™}y>1 una sucesién de Cauchy en (X, || ||). Entonces para cada N existe

{aM},>1 C K tal que
(o.9]
oV = Z v, en| |.
n=1

De la Proposicién 6.3 (iii), sigue que {a }x>1 es una sucesion de escalares que es de
Cauchy en (K,| |) (pruébelo). Como K es completo entonces {al } y>1 converge. Sea
B, = lim o enK.
N—o00

Vamos a probar que:

(i) Z Bnvn converge en || || a algin punto 8 € X,

n=1
(i) tim o - g =0.
—00
Vedmoslo.
(i) Como {a¥}n>1 una sucesién de Cauchy en || || tenemos que dado € > 0 existe

N, € N tal que
lla™ — M| < /4 si N,M > N,.

Si i, 7 € N entonces

i+J i+7 i—1
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De donde
i+

> () = o,

n=i

Tomando limite cuando M — oo se obtiene que

< 2™ — M| < g/2.

i+j
Z () — B)vn|| < €/2
n=t
si N> N,.
Como
[e.9]
alNe = Z alev, en| |,
n=1
obviamente esta serie es convergente en || ||. Luego existe i, € N tal que para i > i, y
J € N tenemos que
it+]
Z adew, || < g/2.
n=t
Luego
i+j i+j i+j
Z Bnvn|| < Z (B — &), || + Z alov, || < e.
n=i n=t n=i

Por lo tanto existe § € X tal que

p= Z Bavn en | .
n=1

Hemos probado (i).

(ii) Por definicién de || || tenemos que
J
> (@) —aphua| < fla® — oM.
n=1

Sea £ > 0, entonces existe N, € N tal que [|o™ — aM|| <esi N,M > N,.
Luego para todo j € N:

<e,

J
> () —a,
n=1

si N,M > N,.

Tomando limite cuando M — oo obtenemos que para todo j € N:

<e,

J
Z (O‘fzv — Bn)Un
n=1

si N> N,.
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Tomando supremo en j obtenemos

o™ =Bl < e
si N > N,. Hemos probado (ii).
De (ii) se sigue que {a"}y>; converge en (X, || |[I).
0
TEOREMA 6.5. Sean (X,|| ||) un espacio de Banach y {v,}n>1 una base de Schauder
de X. Para cada k € N sea fr : X — K dada por
fr(a) = a.

para o = Y 7 vy, (frx es la k-ésima proyeccion). Entonces fi, es un funcional lineal y

continuo en (X, || |-

DEMOSTRACION. Sea o € X, si a = 220:1 o, Uy, entonces

1
()] = law| < 5= 2]l
ok

2. El dual de [, para 1 < p < oo.
Vamos a ver una caracterizacion de [ para 1 < p < oo.

OBSERVACION 6.6. Dado 1 < p < oo sea q el indice conjugado de p, esto es 1/p+1/q = 1.
Por la desigualdad de Hélder, si @ = (z4)n>1 € lp, ¥ = (Yn)n>1 € [, se tiene que

00 o0 1/p 0o 1/q
D eyl < (Z mi”) (Z w) = Iz [l,ly ]l
n=1 n=1 n=1

PROPOSICION 6.7. Dado 1 < p < 0co. Para y = (yn)n>1 € Iy sea f, : 1, — R dada por

n=1

para cada © = (Ty)n>1 € l,. Entonces

(a) f, es un funcional lineal en L,.

(b) fy, es un funcional continuo tal que

17l < llyllq-

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

Con esta proposicién hemos pasado de la sucesién de [, a un funcional lineal en [,,.
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TEOREMA 6.8. Dado 1 < p < oo se tiene que l; es isomorfo a l;, donde q es el indice
conjugado de p.

DEMOSTRACION. Sea F : 1, — [ definida por

ny)::fb-
Es claro que si y € [, entonces f, € [; por lo tanto F' estd bien definida.
Vamos a probar que F' es un isomorfismo isométrico, es decir:

(a) F' es lineal,
(b) F es inyectiva,
(c) F es sobreyectiva,
(d) F es isométrica.
Es fécil probar que se cumple (a) (hdgalo). Ademas se tiene que (d) implica (b). Por lo
tanto, basta probar (c¢) y (d).
(c¢) Veamos que F es sobreyectiva.
Sean f € I3 y €" como en (6.1).

Definimos y = (yn)n>1 donde y,, = f(e"). Claramente

Veamos que y € ;.

Sin, € Ny z = (z,)n>1 € [, es tal que z,, = 0 para cada n > n, entonces
No Mo
x = Z e flx) = Z TnYn-
n=1 n=1
Como f € [} tenemos que
Mo
> Tt
n=1
En particular para la siguiente sucesion

{ sig (Yn)|yn|Tt sin < n,
Ty =

(6.2)

No 1/1’
= f@ <A 2l = A1 (Z Ixn|”) :

n=1

0 sin > n,

Luego x,y, = |yn|?. Por la desigualdad (6.2) tenemos que

Mo No l/p
> lyml" = <7l <Z |yn|(q_1)p>
n=1 n=1

Mo

> sig (Un)lynl v

n=1
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Como (¢ —1)p=pg—p=q.

o o 1/p
Sl < I (z |yn|q) |
n=1 n=1

No 1/q No 1-1/p
(Z ’?/n|q> = (Z ‘yn‘q> < [Ifl-
n=1 n=1

Tenemos pues una sucesion mondétona creciente y acotada superiormente, asi que tiene

De donde

limite. Es decir,

o0
Z |yn|? converge .

n=1
Por lo tanto y = {yn}n>1 € {, ademas ||y||, < || f]-
Como las combinaciones lineales finitas de los " son densas en [, se tiene que f = f,.
Esto demuestra la sobreyectividad.

(d) Tenemos que

lylly < [I£1 = I1full < llyll-
Y asi

IE@) = llyllo-

Por lo tanto F' es isométrica.

COROLARIO 6.9. Dado 1 < p < oo se tiene que [;* es isomorfo a l,.

3. El dual de [;.

Vamos a ver una caracterizacion de [j.

OBSERVACION 6.10. Si & = (2,)n>1 € L1, ¥ = (Yn)n>1 € loo se tiene que

00 00
> wayal <suplynl D lwal = Ylloo ]2
n=1 nzl n=1

PROPOSICION 6.11. Para y = (yn)n>1 € loo sea fy : 11 — R dada por

n=1

para cada v = (T,)n>1 € l1. Entonces

(a) f, es un funcional lineal en l;.
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(b) fy, es un funcional continuo tal que

1]l < Nlylloo-

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

Con esta proposicion hemos pasado de la sucesion de [, a un funcional lineal en [;.
TEOREMA 6.12. [T es isomorfo a l.

DEMOSTRACION. Sea F : o, — [} definida por

F(y) = fy-

Es claro que si y € [ entonces f, € [ por lo tanto [ estd bien definida.

Se debe probar que F' es un isomorfismo isométrico, es decir:

(a) F es lineal,
(b) F es inyectiva,
(c) F es sobreyectiva,
(d) F es isométrica.
Es féacil probar que se cumple (a) (hdgalo). Ademas se tiene que (d) implica (b). Por lo
tanto, basta probar (c) y (d).
(¢) Veamos que F es sobreyectiva.
Sean f € [} y €™ como en (6.1).

Definimos y = (yn)n>1 donde y,, = f(e"). Claramente

Se debe probar que y € l.

Cémo y,, = f(e™) tenemos que

lyn| = £ (™) < LA e[ = A1l

Cémo las combinaciones lineales finitas de los " son densas en [; se tiene que f = f,.
Asi queda demostrada la sobreyectividad.
(d) Finalmente
[Ylloe < IFI1 = [1Fyll < 1ylloo-
Y asi
IEWI = [yl

Por lo tanto F' es isométrica.






Ejercicios 6.

(1) Dar un ejemplo de una base de Schauder para los siguientes espacios:
(i) ¢,
(i) ¢, ,

(iii) 1, para 1 < p < 0.
(2) Demostrar que todo espacio de Banach con base de Schauder es separable.

(3) Construccién de una base de Schauder para el espacio C0, 1]:
Sea g : R — R definida por
o si0<t<1/2
gy =4 21 —1) si1l2<t<1
0 en otro caso

Sean
fa la restriccién de g a [0, 1],
f5 la restriccién de g(2t) a [0, 1],
fa la restriccién de g(2¢t — 1) a [0, 1].

Para k = 1,...,2", foniy denotard la restriccién de g(2"t — k + 1) al intervalo
[0,1].

(a) Sea
Col0,1] = {f € C[0,1] = f(0) = f(1) = 0}.
Demostrar que { fa, f3,...} es una base de Schauder de C,]0, 1].

(b) Sean
folt) =1,
filt)=1—t.
Demostrar que {f,, fi,...} es una base de Schauder de C0, 1].
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(4) Demostrar que:

(a) I} es isomorfo a l.

(b) ¢ es isomorfo a ;.

Ayuda: ver libro de Kolmogorov, Fomin en la pdgina 197.

(5) (a) Demostrar que l,, NO es separable.

(b) Demostrar que si 1 < p < oo entonces [, es separable.

(c) (El espacio ¢ sera separable?

(d) ¢El espacio ¢, sera separable?

(6) Sabemos que si X* es separable entonces X es separable.

. Es vélida la afirmacion inversa?

(7) Demostrar que el [, no es isomorfo a [;.

Ayuda: ver libro de Dunford, Schwarz, volumen 1, en la pagina 296.



CAPITULO 7

Los teoremas fundamentales.

En este capitulo presentaremos el teorema de categoria de Baire, el teorema de la apli-
cacion abierta, el teorema del gréafico cerrado, el principio de acotacion uniforme y el teorema
de Banach-Steinhaus. Estos teoremas son considerados los pilares fundamentales del anélisis

funcional.

1. El teorema de categoria de Baire.

En esta secciéon daremos el teorema de Baire el cual se usa en la demostracion del teorema
de la aplicacién abierta. Sin embargo para probarlo necesitaremos hacer uso del teorema de

interseccién de Cantor.

DEFINICION 7.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea F' C X, el didmetro del conjunto F
es el nimero
diam(F') = sup d(z,y).

z,yel
PROPOSICION 7.2.
(i) Si A C B entonces diam(A) < diam(B).

(i) Si diam(A) = 0 entonces A =10 o A contiene un inico punto.

TEOREMA 7.3 (Teorema de interseccién de Cantor).
Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea {F,}n>1 una sucesion decreciente de subcon-

Juntos no vacios y cerrados de X tales que

lim diam(F,,) =0

n—oo

entonces
oo
(£
n=1
contiene exactamente un punto.

DEMOSTRACION. Para cada k > 1 sea x;, un punto de Fj,.
Sea ¢ > 0. Como lim,_, diam(F},,) = 0 se tiene que existe N tal que diam(F},) < ¢ si
n > N.

103
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Sean m > n > N. Tenemos que z,, € F,, y x,,, € F,,, C F,,. Luego
d(xpm, x,) < diam(F),) < e.

Por lo tanto {z,},>1 es una sucesién de Cauchy.

Como X es completo existe x € X tal que

r = lim x,.
n—od

Como para todo n, F,, es cerrado y x es un punto de acumulaciéon de F,, se sigue que

x € F,. Luego
T € ﬂ E,.
n=1

. .
Luego M2, F,, contiene al menos un punto.

Por otro lado para todo k:

0 < diam ( N Fn) < diam(F},) — 0.

n=1

Luego

diam ( ﬂ Fn) =0.
n=1
Por lo tanto

() F. = {=}.

Sea (X, d) un espacio métrico.

DEFINICION 7.4. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X, se dice A es nunca

denso en X cuando
nt (Z) = 0.
EJEMPLO 7.5.

(a) Un conjunto formado por un solo punto es nunca denso.

(b) Z es nunca denso en R.

(c) El conjunto de Cantor es un conjunto nunca denso en el intervalo [0,1]. Es im-
portante notar que la cardinalidad del conjunto de Cantor es la del continuo, este

ejemplo muestra que nunca denso NO implica numerable.

OBSERVACION 7.6. Q@ NO es nunca denso en R porque

int (Q) = int(R) = R.
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OBSERVACION 7.7. Los conjuntos nunca densos no contienen bolas abiertas.

OBSERVACION 7.8. El reciproco de la observacién 7.7 es falso porque Q@ NO contiene

bolas abiertas y sin embargo @ NO es nunca denso en R.

OBSERVACION 7.9. Hemos dicho que @ NO es nunca denso en R. Por otro lado Q es
denso en R porque Q = R.

Es natural preguntarse cudl es la relacion entre denso y nunca denso. Podriamos pregun-
tarnos si nunca denso es la negacién de denso, la respuesta va a ser NO tal como lo muestra

el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7.10. Sean a,b € R, a < b entonces

int <m> = int[a, b] = (a,b) # 0.

Luego (a,b) NO es nunca denso en R.

Pero (a,b) tampoco es denso en R, porque

(a,b) = [a,b] # R.

OBSERVACION 7.11. Una relacién entre denso y nunca denso estd dada por la siguiente

proposicion.

PROPOSICION 7.12. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, entonces

A es nunca denso si y solo st X — A es denso en X.

DEMOSTRACION. Para todo B C X tenemos que

X —int(B) = X — B,

luego

int(B) = X — X — B.

Tomando B = A resulta que

int (A) =X — X — A

Por lo tanto:

int(Z)z@ siysélosi X —A=X siysélosi X — A esdensoen X.

O

OBSERVACION 7.13. Ya sabemos que Q NO es nunca denso, sin embargo notemos que

Q se puede expresar como la unién numerable de conjuntos nunca densos.
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DEFINICION 7.14. Un conjunto es de primera categoria o magro cuando puede expresarse

como la unién numerable de conjuntos nunca densos.
EJEMPLO 7.15. Q es de primera categoria.

DEFINICION 7.16. Un conjunto es de sequnda categoria o no magro cuando no es de

primera categoria.
Antes de dar ejemplos de conjuntos de segunda categoria vamos a dar algunos resultados.

PROPOSICION 7.17. Sea X un espacio métrico. Sea A un conjunto nunca denso y B una

bola abierta entonces existe una bola cerrada B, tal que
B, C B, B,NA=1{.
Ademds dado § > 0 podemos tomar diam(B,) < 9.

DEMOSTRACION. Como int (A) = 0 y B es una bola abierta entonces B no est4 contenida
en A, luego existe x € B tal que v ¢ A.

Como z ¢ Ay A es cerrado tenemos que existe r > 0 tal que
B(z,r)NA=0.

Tomando r suficientemente pequeno podemos llegar a que

B(z,r) C B, B(z,r)NA=10.

Dado 6 > 0 sea r < 6/2. Entonces

diam <B(z, r)) < 0.
U

El siguiente teorema dice que los conjuntos nunca densos son tan “delgados” que ni
siquiera una cantidad numerable de ellos es suficiente para cubrir una bola de un espacio

métrico.

TEOREMA 7.18 (Teorema de categoria de Baire).
Sea X un espacio métrico completo y sea { A, }n>1 una sucesion de subconjuntos de X tal

que cada A, es nunca denso. Entonces existe x € X tal que

L G A,
n=1
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DEMOSTRACION. Usaremos la Proposicién anterior.

Como A; es nunca denso entonces existe una bola cerrada B; tal que
BinA; =0 y diam(B;)<1.
Como A, es nunca denso entonces int(B;) contiene una bola cerrada Bs tal que
BoNAy=0 y diam(By) < 1/2.

Consideramos int(By) y repetimos la construccién.

Asi obtenemos una sucesién decreciente de conjuntos cerrados { B, },>1 tales que

(i) B, # 0 para todo n > 1.
(ii) diam(B,) < 1/n para todo n > 1.

(iii) lim diam(B,) = 0.

n—oo

(iv) B, N A, = para todo n > 1.

Por el teorema de interseccion de Cantor existe
o0

T e ﬂ B,.
n=1

Para cualquier n tenemos que = € B, y de (iv) sigue que z ¢ A,. De donde

oo

x ¢ U A,
n=1

O

COROLARIO 7.19. Sea X wun espacio métrico completo y sea {A,}n>1 una sucesion de

v U
n=1

Entonces existe n, tal que A,, no es nunca denso, es decir,

int (A,,) # 0.

subconjuntos de X tal que

COROLARIO 7.20. Los espacios métricos completos son de sequnda categoria.
EJEMPLO 7.21. R es de segunda categoria.

Los Corolarios anteriores son simplemente otras formas de enunciar el Teorema de cate-

goria de Baire, el tultimo de ellos justifica el nombre.



108 7. LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES.

2. El teorema de la aplicacién abierta.

DEFINICION 7.22. Sean X e Y espacios normados y T': X — Y un operador. Decimos

que T es una aplicacion abierta cuando A abierto en X implica que T'(A) es abierto en Y.

El teorema de la aplicacion abierta da:

(a) condiciones para que un operador lineal sea abierto

(b) condiciones para que un operador lineal tenga inverso continuo.

Para demostrarlo necesitaremos hacer uso del siguiente lema.

LEMA 7.23. Sean X, Y espacios de Banach, sea T € L(X,Y). Si T es sobreyectivo
entonces existe r > 0 tal que

B(0,r) € T(B(0,1)).

DEMOSTRACION. Sea B, = B(0,1/2") entonces

X=|]JkB.
k=1
Como T es sobreyectivo
Y = JkT(B)).
k=1

Por uno de los corolarios del teorema de Categoria de Baire (Corolario 7.19), tenemos

que T'(Bj) no es nunca denso. Es decir,
int (T(Bﬂ) £0.

Luego existen z € Y, n > 0 tales que

B(z,n) C T(By).

De donde
B(0,n) C T(By) — =.
Luego
B(0,n) C T(By) — 2 C T(B,) — T(B,) = 2T(By) = T(B,).
De donde

B(0,n/2") C T(By).
A continuaciéon probaremos que
B(0,n/2) C T(B,),

con esto se habra probado el lema.
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Sea

Yy € B(O>77/2) - T(Bl)7
entonces existe 1 € B; tal que
ly — T(a1)|| < n/2%
Luego
y — T(x1) € B(0,1/2*) C T(B,)
entonces existe xo € By tal que
ly = T(a1) = T(xs)|| < n/2°.
Luego
y —T(x1) = T(x2) € B(0,7/2°) C T(Bs).

As{ sucesivamente . . .

De esta manera se construye una sucesién {x, },>1 tal que x,, € B, y

(U ZT(%) <n/2"
k=1
Por lo tanto
Yy = T(xg).
k=1
Como
r, € By = B(0,1/2%)
entonces
||| < 1/2".
De donde ), zj converge. Sea
k=1

Entonces
o o 1
el <D ol < 30 = 1.
k=1 k=1

Luego = € B,. Ademas

Por lo tanto y € T(B,).
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TEOREMA 7.24 (Teorema de la aplicacién abierta, Open mapping theorem).
Sean X,Y espacios de Banach. Sea T € L(X,Y).

(a) Si T es sobreyectivo entonces T es abierto.

(b) Si T es biyectivo entonces T~ es continuo.

DEMOSTRACION.
Para probar (a) consideremos A C X, A abierto.

Sea y € T'(A) entonces existe € A tal que
y="T(z).

Como A es abierto existe 6 > 0 tal que B(z,d) C A.
Por el Lema [7.23] y por la linealidad de T existe p > 0 tal que

B(0,p) C T(B(0,0)).
Luego
B(y,p) =y + B(0,p)
C T(z)+T(B(0,9))
=T(z + B(0,0))
=T(B(x,9))
C T(A).

Por lo tanto T'(A) es abierto.

La parte (b) es inmediata.

COROLARIO 7.25. Sean X e Y espacios de Banach, T € L(X,Y).

Si T es biyectivo entonces T es acotado inferiormente.

DEMOSTRACION. Por el teorema de la aplicacién abierta T~! es continuo y, por lo tanto,

existe una constante m tal que
m||z|| < [|T(x)|

para todo z € X.
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COROLARIO 7.26. Sea X un espacio vectorial que es Banach con respecto a las normas

1 9. 01 existe una constante c; > 0 tal que
Iyl Nl Siex 0 tal g
[z]]2 < cif|]y
para todo x € X entonces existe una constante co > 0 tal que
[zlly < ealz]]2
para todo x € X. Y por lo tanto las normas son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea I : (X,|| |l1) — (X,| |l2) el operador identidad, por hipétesis
el operador [ es continuo.
Ademas I es biyectivo, asi que por el Corolario [7.25 el operador I es acotado inferior-

mente, luego existe m > 0 tal que para todo x € X
mllzlly < [[1(z)]l2 = [zl

O

2.1. Una consecuencia del teorema de la aplicacién abierta para bases de
Schauder.

TEOREMA 7.27. Sea (X, | ||) un espacio de Banach y {v,}n>1 una base de Schauder
de X. Sea
N
af| = sup QpUp
oll =sup 13 el

para o =Y 7 avy,. Entonces

(a) Existe ¢ > 0 tal que ||| < cf|«]].

() I Il es equivalente a || ||
DEMOSTRACION. Por hipétesis, (X, || ||) es un espacio de Banach. Ademés ya se sabia
que (X, || |[I) es un espacio de Banach y que
llee]| < Jllex]l para todo o € X.

Por uno de los corolarios del teorema de la aplicacion abierta existe ¢ > 0 tal que
lledl < eflexl],

y por lo tanto, || ||y || || son normas equivalentes.
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TEOREMA 7.28. Sea (X,| ||) un espacio de Banach y {v,}n>1 una base de Schauder
de X. Para

oo
a= Z Uy
n=1
sea fr(a) = ay entonces fi es continuo en (X, | ||). Es decir, fi € X*.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 6.5/ se sabe que fj es continuo en (X, || ). Entonces
existe Ay € R tal que
[fe(@)| < Mefllafll < Aeelle]]-

Para la tultima desigualdad hemos usado el teorema anterior.

Por lo tanto fy es continuo en (X, | ||).

3. El teorema del grafico cerrado.

Sabemos que dada f : R — R si f es continua entonces el grafico de f es un conjunto

cerrado en R x R. Probaremos que bajo ciertas hipdtesis adicionales el reciproco es cierto.

DEFINICION 7.29. Sean X e Y espacios normados y sea M C X una variedad lineal. Sea
T : M — Y un operador lineal. El grdfico de T" es

G(T) ={(z,T(x)) tales que x € M }.

Tenemos que G(T) C X x Y.

Por otro lado, sabemos que X X Y es un espacio normado con la norma
(@, )l xxy = max{|[z|[x, [lylly}-

DEFINICION 7.30. Sean X e Y espacios normados, sea M C X una variedad lineal y
sea T': M — Y un operador lineal. Decimos que T es operador cerrado cuando G(T') es un

conjunto cerrado en X X Y con la topologia producto.

PROPOSICION 7.31. Sean X e Y espacios normados y M C X una variedad lineal, sea

T: M —Y un operador lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es cerrado.

(b) para toda sucesion {x,}n>1 C M las relaciones

lim z, =2 en| |x Yy lim T'(z,) =y en| |y,

n—oo n—oo

implican que x € M y T(x) =y.
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DEMOSTRACION.
(a) = (b) Sea {x,},>1 C M tal que

lim z, = z, lim T(z,) =y.
Es decir,
fim o, — =0, lim [T(x,) — yly =0.
De donde

[Gzn, T(xn)) = (2, 9) | xxy = max{{len, — 2l[x, [[T(2n) = ylly} — 0

si n — oo. Luego
lim (z,, T(x,)) = (x,y).
Como G(T) es cerrado y {(z,, T(xy) }n>1 C G(T') se sigue que (z,y) € G(T).
Por lo tanto

reM y T(x)=uy.
(b) = (a) Sea {(xy, T(xn)}n>1 C G(T') tal que
JLrgo(xan@n)) = (z,y)

entonces {x,}n>1 C My

max{|[z, — z|x, [T(zn) = ylly} = (20, T(2n)) = (2,9)[[xxy — 0.

De donde
Tim o, —2zfx =0, lim [[T(z,) —yly =0.
Es decir,
g ae=a  Jug Ta) =y
Por hipétesis
x €M, T(z) =y.

Luego
(z,y) = (¢,T(x)) € G(T).
Hemos probado que G(T') es cerrado. Por lo tanto T es cerrado.

O

Usaremos un corolario del teorema de la aplicacion abierta para probar el teorema del

grafico cerrado.
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TEOREMA 7.32 (Teorema del grifico cerrado, Closed graph theorem).
Sean X e Y espacios de Banach, sea T : X — Y un operador lineal. Las siguientes condi-

ctones son equivalentes:

(a) T es continuo.
(b) T es cerrado.

DEMOSTRACION.
(a = b) Esta implicacién es muy sencilla, tomando en cuenta la proposicién anterior

(pruébela).
(b=-a) Si G(T) es cerrado entonces G(7') es un espacio de Banach.
Sea P : G(T) — X, definido por
P(z,T(z)) = x.
Entonces P es lineal y biyectivo (pruébelo). Ademés
1Pz, T(2))llx = [lzllx < max{||z]lx, [|T(x)]ly} = [[(z, T(x))llxxy-

Luego P es continuo.
Como P es biyectivo, por el Corolario [7.25/ (este es uno de los corolarios del teorema de

la aplicacién abierta), tenemos que P es acotado inferiormente. Es decir, existe m > 0 tal

que
ml|(z, T(2))|xxy < [Pz, T(x))| x.
Luego
1 1
T < — ||P(x,T = — .
max{|z[|x, [IT(2)lly} < — [|1P(z, T'(2))llx = — llzllx
De donde
1
T < — .
1T @)y < — llzllx
Por lo tanto T es continuo. U

EJEMPLO 7.33. Daremos un operador lineal que es cerrado y que NO es continuo.

Consideremos los espacios C|0,27] y C'[0,27] con la norma del supremo.
Sea T : C'0, 27| — C0, 2] definida por

T(f)(E) = f'(t) + f(2).

(a) T es lineal (pruébelo).
(b) T'NO es continua.
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En efecto, observemos que para
fn(z) = sennz

se tiene que

[fnll = sup [sennz| =1,
z€(0,27]
pero por otro lado tenemos que
\T(f)|| = sup |ncosnx+ sennz| > n.
z€[0,27]

Luego T no es continua.
(c) T es cerrada.

En efecto, sea {f,}n>1 C' [0, 27] tal que
lim f, = f, lim T(f,) =g
uniformemente en [0, 27].
Por la Proposicién anterior basta ver que T'(f) = g.
Por la convergencia uniforme en [0, 27| tenemos que

/0 t gs)ds = /O i T(f,)(s)ds

n—00
t

= lim T(fn)(s)ds

n—oo fq
t

= lim [ (f.(s)+ fu(s))ds

n—oo 0

Por el segundo teorema fundamental del calculo

[ atas = i (50 - 50+ [ uteras)
) = )+ tim [ fa(s)ds.

n—oo 0

Nuevamente por la convergencia uniforme

[ atsas = 0 - 500+ [ sisyas
Usando el primer teorema fundamental del calculo obtenemos
g(t) = f'(t) + f(1).
De donde
T(f)=g

Luego T es cerrada.
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4. El principio de acotacion uniforme y el teorema de Banach-Steinhaus.

DEFINICION 7.34. Sean X, Y espacios normados. Sea F' C L(X,Y’) decimos que F es
equicontinuo cuando

sup ||| < oo.
TeF
TEOREMA 7.35 (Principio de acotacién uniforme, Uniform boundedness principle).
Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y F' C L(X,Y). Si

sup ||T(x)|ly < oo  para cada x € X
TeF

entonces

sup ||T|| < oo,
TeF
es decir, F' es equicontinuo.
DEMOSTRACION. Sea
A, ={z € X :|T(z)|]ly <n paratodo T € F}.
Entonces A,, es cerrado y

= (),
n=1

Como X es de Banach por el Corolario [7.19 (este es uno de los corolarios del Teorema

de Categoria de Baire), existe n, tal que A, no es nunca denso, es decir,
int (A,,) # 0.
Luego existe D abierto tal que
DC A, =A,,
Luego existen z, € X y r > 0 tales que
B(z,,1r) C Ay,

Es decir,
IT(2)[ly < nq

para todo T' € F, si x € B(z,,T).
Sean T' € F'y x € X tal que ||z|| = 1, luego

gx +z, € B(x,,7).

De donde
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Ademaés como x, € B(x,,r) se tiene que

1T (o) |ly < 7o
Luego
2
rony =2 oo
7@y == [ 57w
2
= 2\ i1@) + T(x,) — T(x,)
r 2 Y
2 2
< —|57(x) + T(wo)|| + =[IT(x0) |y < 4no/r.
r 12 y T
De donde

1T} = sup [[T(x)]ly < 4no/r.

llzll=1

Por lo tanto

sup ||T]| < 4n,/r < 0.
TeF

COROLARIO 7.36 (Teorema de Banach - Steinhaus).

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado.

117

Sea {T,}n>1 C L(X,Y) tal que lim, .o T,(z) existe para todo x € X entonces

{T,}n=1 es equicontinuo, es decir sup,; ||T,| < +oo.

Ademds st llamamos

T(x) = lim T, (z)

n—oo

para todo x € X entonces T es lineal, acotado y
17| < lim ||T,].

DEMOSTRACION. Claramente T es lineal.

Como toda sucesion convergente es acotada resulta que

sup || T (z)]ly < o0
n>1

para cada x € X.

Por el principio de acotacién uniforme {7},},>1 es equicontinuo, es decir, existe M > 0

tal que

IT.|| < M para todo n € N.
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De donde

I7@)ly = | fim To(@)|| = lim |7y < (n_m ||Tn||y) Jellx < Mlallx

n—oo

para todo x € X, por lo tanto T es acotado y

17| < lim || T,]].

n—o0

(Notar que aunque no se sabe si esta sucesion tiene limite, por ser acotada su limite

inferior es finito). O



Ejercicios 7.

(1) Dar un ejemplo de una familia decreciente {F),},>1 de subconjuntos cerrados no

vacios en un espacio métrico completo tal que

ﬂﬂzﬂ

n=1

(2) Sea X un espacio normado. Demuestre que las siguientes condiciones son equiva-

lentes
(a) X es completo
(b) toda sucesién decreciente de bolas cerradas tiene interseccién no vacia.

(3) (*) Demostrar o dar un contraejemplo:
Si X es un espacio métrico completo y {F,},>1 es una familia decreciente de

subconjuntos cerrados no vacios de X tales que diam(F}) < oo entonces
+oo
() Fn # 0.
n=1

(4) Demostrar que un espacio de Banach de dimensién infinita no puede tener una base

de Hamel numerable.

(5) Sea o = {a,} una sucesién acotada de nimeros reales y sea M, : Il — Iy definido

por

Ma(l'l, T, ) = ((1/11'1, Qodo, ... )

;Bajo qué condiciones sobre la sucesién {«,} existe el operador M ! ?

. Es siempre continuo este operador ?
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(6) Dar un ejemplo de un operador lineal continuo de un espacio normado a otro espacio

normado que es biyectivo y su inverso no es continuo.

(7) (a) Dar un ejemplo de un operador lineal discontinuo de un espacio de Banach a
un espacio normado cuyo gréafico es cerrado.
(b) Dar un ejemplo de un operador lineal discontinuo de un espacio normado a un

espacio de Banach cuyo gréfico es cerrado.

(8) Sea {an}n>1 C R una sucesién de nimeros positivos tal que la serie >~ a, con-

verge.
Demuestre que existe una sucesion {y, },>1 C (0,00) tal que

lim y,, = oo

n—oo

> > anyn converge.

(9) Sea 1 < p < o0, sea q el indice conjugado de p.

Sea (X, F, ;1) un espacio de medida o-finita. Sea f una funcién medible.
Demuestre que si f-g € L' (X, ) para cada g € LP(X, u) entonces f € LI(X, u).

(10) Sean X, Y, Z espacios de Banach. Sean T': X — Z, U : Y — Z lineales y

continuas. Supongamos que para cada x € X la ecuacién

tiene solucion unica y € Y.
Demuestre que la ecuacién V(z) = y define un operador lineal y continuo.

(11) Dar un ejemplo de una familia {7, } de operadores lineales continuos de un espacio

normado X en un espacio normado Y tal que
sup,, || 7w ()| < oo para cada x € X

y sin embargo

sup [|T,|| = oo.
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(12) Sea {y,}n>1 C R tal que

> TpYy, converge

para cada {z,},>1 € ¢,.
Demuestre que {y, }n>1 € 1.

(13) Sea a = {a,}n>1 C R tal que la serie

o0 d- . 1
> o anx, converge condicionalmente

para cada sucesién z = {z, },>1 € [°.
Demuestre que a € [3/2.

(14) Sea X un espacio de Banach. Sea F' un subespacio cerrado de X. Sea ¢ : X — X/F

definida mediante

Demuestre que ¢ es continua y abierta.

(15) Consideremos el operador A : C[0, 1] — C[0, 1] definido por

/f )du + f(t).

(a) Demostrar que Niicleo(A) = {0}, y por lo tanto A es inyectivo.
(b) (Es A acotado?
)
)

L.Es A sobreyectivo?
(d) En caso de que la respuesta anterior sea afirmativa, hallar A=! y decir si A™!

es acotado o no.
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EJERCICIOS 7.

PROYECCIONES

Sea X un espacio vectorial. Una proyeccién es un operador lineal P : X — X
tal que P? = P.

(16) Sea P : X — X una proyeccién. Demostrar:
(a) x € Rango (P) si y sélo si Px = x.
(b) Nucleo(P) = Rango(I — P).
(c) I — P es una proyeccion.
)

(d) X = Rango (P) & Nucleo (P).

(17) Demostrar que si X = X; @ Xy (X7 y X, variedades lineales) entonces existe una
proyeccion P : X — X tal que Rango(P) = X; y Nucleo(P) = Xo.

(18) Supéngase que X es un espacio normado. Demostrar que si P : X — X es una

proyeccién continua, entonces Rango(P) y Rango(/ — P) son subespacios de X.

(19) Sea X un espacio de Banach y sea P : X — X una proyeccion tal que Rango(P) y

Rango(I — P) son cerrados. Demostrar que P es continua.

(20) Sea X un espacio de Banach y sea {P,},>1 C L(X) una sucesién de proyecciones
tales que para cada x € X existe lim,,_.o, P, (). Demostrar que existe una proyecciéon

continua P : X — X tal que para cada x € X se tiene que

Pz = lim P,(x).

n—oo



CAPITULO 8

Dualidad. Topologias débiles.

1. Dualidad.

Sea X un espacio normado sobre el cuerpo de escalares K (donde K es R 6 C).

Para cada x € X sea 2 la funcion z : X* — K dada por

para cada f € X*.

PROPOSICION 8.1. Para cada x € X

(a) T es lineal.
(b) 12N < =l A1l para cada f e X
(c) &€ X™ y |2 < [|l=].

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
PROPOSICION 8.2. Para cada v € X
2] = [|=[-

DEMOSTRACION. Por un corolario del teorema de Hahn-Banach, para cada x € X existe
fo € X* tal que ||fo| =1y fo(z) = ||z||. Para esta f, tenemos

2(fo)| = | fo(2)| = ||z[-
Luego

2] = sup |2(f)] = |2(fo)] = [l]].
=1

DEFINICION 8.3. Sea @ : X — X** la aplicacién definida mediante
O(z) =17,
Esta aplicacion es llamada la inmersion natural de X en X**.

PROPOSICION 8.4. La inmersion natural de X en X** es una isometria lineal.
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La demostraciéon de esta proposicion queda como ejercicio.

DEFINICION 8.5. Sea X un espacio normado. Decimos que X es reflerivo cuando ® es

sobreyectiva, es decir, cuando ®(X) = X**.

EJEMPLO 8.6. Si 1 < p < 00, [, es reflexivo. Sabemos que Iy ~ I, si 1/p+1/q=1. Asf
que
L=l =1,
Para probar que [, es reflexivo basta verificar que al componer el isomorfismo natural de
I, en 7 con el isomorfismo natural entre [; y [;* obtenemos la inmersién de [, en [;*, lo cual

queda como ejercicio.

OBSERVACION 8.7. Puede ocurrir que X sea isomorfo a X** y que X NO sea reflexivo.
. Por qué?

2. Topologia débiles.

DEFINICION 8.8. Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial X sobre un
cuerpo K con una topologia 7 tal que las funciones suma (s: X x X — X) y producto por

un escalar (p: K x X — X)) son continuas en los espacios correspondientes.

Se puede probar que todo espacio vectorial topoldgico de dimensién finita n es isomorfo
a K" donde K es el cuerpo de escalares.

Sabemos que todo espacio normado es un espacio vectorial topoldgico.

DEFINICION 8.9. Sea X un espacio normado, diremos que la sucesién {z,} ,>1 converge
en norma a x € X cuando

lim ||z, — x| = 0.

n—oo

La definicién anterior es la tinica definicién de convergencia que hemos usado hasta ahora.

DEFINICION 8.10. Sea X un espacio normado. Se define la topologia fuerte en X como

la topologia inducida por la norma.

Como ya sabemos en cualquier espacio normado existe la topologia inducida por la norma.
Vamos a topologizar los espacios normados con una topologia diferente. Para eso sera nece-
sario definir la base de esa nueva topologia.

Recordemos algunos conceptos topologicos.

DEFINICION 8.11. B es una base de la topologia 7 de X si para cada D € 7, x € D existe
BeBtalquexe BCD.
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DEFINICION 8.12. Sea X un espacio vectorial y sea F' una familia de funcionales lineales
definidos en X.
En X, se define la topologia débil generada por F' como: la menor topologia en X que

hace que cada funcional de F' sea continuo.

OBSERVACION 8.13. La mayor topologia en X que hace que cada funcional de F sea
continuo es aquella en la que todos los subconjuntos de X son abiertos. Con esta topologia
cada funcional de F' es continuo, pero también lo es cualquier funcién y por lo tanto no es

interesante.

Claramente la topologia débil generada por F' es la topologia generada por los subcon-

juntos de X que tienen la forma:
()
donde f € F'y U es un abierto en el cuerpo de escalares K.

Una base de la topologia débil generada por F' son los conjuntos de la forma

N(Zo, f1y- s fms€1y e vem) = {x € X i |fi(x) — fu(z,)| < er parak=1,...,m}

donde z, € X, meN, fi,...,fm € F,e1,...,6,, > 0.

Una subbase de la topologia débil generada por F' son los conjuntos de la forma

L(.Io,f,éf):{l’EX:|f($)—f(]}o)| <€}
donde x, € X, fe€ F,e>0.

Obsérvese que
L(xo, f,€) = fTH(B(f(x,),€)),
N(zo, fro- - fnnets - Em) = () L(@o, frr€)-
k=1
Sea X un espacio normado.

DEFINICION 8.14. La topologia débil en X es la topologia débil generada por X*.

PROPOSICION 8.15. La topologia débil tiene menos abiertos que la topologia de la norma.

(por eso es llamada débil).

DEMOSTRACION. Para k =1,...,m sea f; continua en X*. Como

L(xm fkagk) - f];l(B<f(xo)75>>

entonces L(z,, fr,cx) es abierto en X con la topologia de la norma.
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Por lo tanto cada conjunto N(z,,f1, ..., fm, €1,-..,Em) es abierto en X con la topologia
de la norma.
Es decir, los elementos de la base de la topologia débil en X son abiertos en la topologia

de la norma.

O

TEOREMA 8.16. Sean z, € X y {x,} n>1 C X. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) {xn}tn>1 converge a x, en la topologia débil.
(b) lim,, . f(x,) = f(x,) para todo f € X*.

DEMOSTRACION.
(a) = (b) Dados f € X* y € > 0 consideremos

L(xo, f,e) = {x € X+ [f(x) = f(wo)| < e}

L(z,, f,) es un abierto en la topologia débil porque es un elemento de la subbase, ademés
contiene a x,, asi que es un entorno (en la topologia débil) de x,.
Como {z,} »,>1 converge a z, en la topologia débil entonces existe n, tal que si n > n,

entonces x, € L(z,, f,€), es decir

[f(zn) = flzo)| <e.

Luego
lim f(zn) = f(2o)-

(b) = (a) Sea V un entorno de z, en la topologia débil entonces existen m € N,

fi,--s fm € X*, € > 0 tales que
N(zo, f1y- s frnn &y o ye) ={x € X @ fulx) — fr(z,)| <eparak=1,....m}CV

(porque esos conjuntos forman una base de la topologia).

Como fr € X* para k=1,...,m usando la hipdtesis tenemos que
lim fk(l’n) = flc(]:o)-
n—oo

Es decir, existe ny tal que
| fr(zn) = fr(zo)] <&
para todo n > ny.
Sea

Nne = max{ny,..., Ny}
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Sea n > n, entonces
| fr(@n) — fulzo)| <e.
Luego
Tp € N(Xo, f1y- oy fny €y vy E).
De donde z,, € V.

Hemos probado que {z,},>1 converge a z, en la topologia débil.
O

DEFINICION 8.17. Sean z € X, {x,,},>1 C X. Diremos que {z, },>1 converge débilmente

a x cuando para todo f € X*:

lim f(z,) = f(z).

n—oo

Esto lo denotaremos mediante:

w— lim z, = x.
n—oo

En este caso diremos que: {z,},>1 es débilmente convergente y que x es el limite débil
de {xn}nZI'

PROPOSICION 8.18. El limite débil de una sucesion es 1inico.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

PROPOSICION 8.19. Si lim,,_.o0 T, = = entonces w-lim,_,o T, = .

Es decir, la convergencia fuerte implica la convergencia débil.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
Esto es consecuencia de que dado A C X, A abierto en la topologia débil entonces A es

abierto en la topologia de la norma. Por lo tanto toda sucesién (o reticulado) convergente

en norma es débilmente convergente.

OBSERVACION 8.20. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto. Consideremos

la sucesién

donde el 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.
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Evidentemente e € [, y ||e"||, = 1 para 1 < p < oo, para todo n € N, por lo tanto " no

puede converger en norma a 0. Sin embargo se puede ver que

w- lim e" = 0.

n—oo

TEOREMA 8.21. Si {z,},>1 es débilmente convergente entonces {||xn||}n>1 €s acotado.

DEMOSTRACION. Por la convergencia débil tenemos que lim,, .., f(z,) existe para todo
feXr .

Sea K el cuerpo de escalares. Consideremos los funcionales x,, : X* — K definidos
mediante

Tn(f) = f(2n)

para f € X*.

Entonces lim,, . 7, (f) existe para todo f € X*. Por el teorema de Banach-Steinhaus
{2, }n>1 es equicontinuo, es decir,

sup || %, || < oo.

n>1
Se sabe que
[l = llznll,
luego
sup ||z, || < oo.
n>1
De donde {||z,|| }n>1 es acotado. O

TEOREMA 8.22. St x = w — lim,,_. x,, entonces x pertenece al subespacio generado por

{n}n>1 en la topologia de la norma.

DEMOSTRACION. Sea M el subespacio generado por {x, }n>1.

Supongamos que x ¢ M entonces
dist(xz, M) > 0.
Por uno de los corolarios del teorema de Hahn Banach tenemos que existe f € X* tal que
f(M) = {0}, flz) =1.

Como z, € M se tiene que f(z,) = 0.

Por otro lado x = w — lim,,_., ,,, de donde

fl) = lim f(2,) =0,

y esto es una contradiccion. 0
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PROPOSICION 8.23. Sea A un subconjunto de X. Si A es débilmente cerrado entonces

A es cerrado.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

PROPOSICION 8.24. Sea M C X wuna variedad lineal. M es débilmente cerrado si y sélo

st M es cerrado.

DEMOSTRACION.
(=) Esta parte es consecuencia de la proposicién anterior.

(<) Supongamos que M es cerrado. Si z, ¢ M entonces
dist(x,, M) > 0.
Por uno de los corolarios del teorema de Hahn Banach tenemos que existe f € X* tal que

f(M) = {0}, f(zo) = 1.
Sea,
A ={z € X tales que f(z) # 0}
= 7 ((=00,0) U (0, 00)).
Es decir, A es la imagen inversa de un abierto en R.
Como en la topologia débil los f € X* son continuos se sigue que A es débilmente abierto.

Ademads
MnNA=0.

Tenemos pues
z, € Ac MC.

De donde M es débilmente abierto. Por lo tanto M es débilmente cerrado.

3. La topologia débil*.
Sea X un espacio normado. Resulta que X™* también es un espacio normado.

DEFINICION 8.25. Sea ® : X — X** la inmersién natural. La topologia débil* en X* es
la topologia débil generada por ®(X).

Por lo tanto en X™* tenemos

(a) la topologia de la norma,

(b) la topologia débil (que es la topologia débil generada por X**).
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(c) la topologia débil* (que es la topologia débil generada por ®(X)).

PROPOSICION 8.26. Una base de la topologia débil* es la formada por los conjuntos

D(fo, 1y Tmy €1y oyem) ={f € X*/|f(xr) — folzr)| < er para k=1,...,m}
donde f, e X*, meN, xq,...,x,, € X, €1,...,6, > 0.

La demostraciéon de esta proposicion queda como ejercicio.

PROPOSICION 8.27. Sean f € X*, {fu}u>1 C X*. Las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(a) {fu}n>1 converge a f en la topologia débil*.
(b) lim, o fu(x) = f(x) para todo x € X.

Por lo tanto la topologia débil* es la topologia de la convergencia puntual.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

PROPOSICION 8.28. Si X es reflexivo entonces la topologia débil en X* y la débil* en X*

coinciden.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.
A continuacion daremos el Teorema de Bourbaki - Alaoglu. Este resultado a veces aparece

en la literatura como el Teorema de Banach - Alaoglu. Se refiere a la compacidad de la bola

cerrada en un espacio dual con la topologia débil*.

Antes de proceder a la demostracion de este teorema repasaremos algunos conceptos de
topologia. Comenzaremos con un caso particular.

Consideremos los conjuntos [—1,1] y (0, 00) tenemos que

[—1,1] x (0,00) = {(x1,22)} tales que z; € [—1,1], 25 € (0,00)}
={h:{1,2} — [-1,1] U (0, 00) tales que h(1) € [—1,1],h(2) € (0,00)}

Extenderemos esta definicién a una familia méas grande de conjuntos.
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DEFINICION 8.29. Sea { Q4} aca una familia de conjuntos. El producto cartesiano de la

familia es:

9) :HQa

acA

= {{za}aca tales que z,, € Q, para todo o € A}

= {h A — U , tales que h(a) € Q, para todo «a € A} :

acA
EJemPLO 8.30.
Ql X QQ = {(al,aQ),al € Ql y a9 c QQ}

DEFINICION 8.31. Para cada 3 € A se define la (-ésima proyeccion Ps : Q@ — Qg por
Ps(x) = g

para = {Z }aca. Es decir,

para h € €.

DEFINICION 8.32. Sea { Q,} aca una familia de espacios topoldgicos. Si 7, es la topologia
de Q, , la topologia producto en ) es aquella que tiene por base los conjuntos de la forma

Hae 4 Wa , donde wy € T, ¥ wq = ), salvo para una cantidad finita de indices.

OBSERVACION 8.33. Otra manera de definir la topologia producto es diciendo que es la

menor topologia de €2 con respecto a la cual son continuas las proyecciones.

TEOREMA 8.34 (Teorema de Tychonoff). El producto de una familia de espacios to-

pologicos compactos es un espacio topologico compacto.

No demostraremos este teorema sélo indicamos que ella se basa en un lema de teoria de
conjuntos cuya demostracion requiere del lema de Zorn. Un prueba de este teorema puede

encontrarse en el libro de Kelley.

TEOREMA 8.35 (Teorema de Banach - Bourbaki - Alaoglu).

Sea X un espacio normado y sea S* la bola unitaria cerrada, es decir,
S*={f € X" tales que || f|| < 1}.

Entonces S* es compacta en la topologia débil* de X*.
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DEMOSTRACION. Consideraremos el caso real, el caso complejo es andlogo.
Sea f € S*, entonces |f(z)| < ||z|| para todo x € X, es decir f(x) € [—||z|, ||z]|]-

Para cada x € X, sea I, = [—||z||,||x]|] y sea
P=]]%
zeX

Entonces S* C P y, como consecuencia de la definicién de la topologia producto y de la

definicién de la topologia débil*, la topologia inducida por P en S* es la topologia débil*.

Por lo tanto para probar que S* es compacto basta probar que S* es un subconjunto

cerrado de P.

Sea f un elemento de la clausura de S* en P.

Como f € P se tiene que |f(x)| < ||z|| para todo z € X.
Veamos que f es lineal.

Sean z,y, z € X tales que z = ax + By donde a y 3 son reales.

Para cada € > 0 el conjunto

Ne={ge P:lglax) = fa)l <e l9(y) = f(W)l <&, lg9(z) = F(2)| < e}

es abiertoen Py f € N.
Como f es un elemento de la clausura de S* existe g € N.[]S*.

Como g es lineal tenemos que g(z) = g(x) + g(y), por lo tanto

1f(2) = af(z) = Bf )] < [f(2) = 9(2)| + [9(2) — af(z) = Bf(y)]
<e+allglz) = f(@)[ +[Bllg(y) — Fy)]
< (L4 laf+[6])e.

Como ¢ es arbitrario, f(z) = af(x) + Gf(y).
Luego f es lineal, y por lo tanto f € S*.



Ejercicios 8.

(1) Para cada x € X sea & la funcién z : X* — K dada por

para cada f € X*. Demuestre que
(a) & es lineal.
(b) [Z()] < [lz[l | f]] para cada f € X*.

(c) 2 € X*y [l2] < [l]].

(2) Sea X un espacio normado de dimensién finita. Demostrar que:

(a) dim X* = dim X.

(b) X es reflexivo.

(3) Sea X un espacio de Banach. Demostrar que X es reflexivo si y sélo si X* lo es.

(4) Sean X un espacio normado y C' C X. Demostrar que son equivalentes las siguientes

condiciones:

(a) C es acotado

(b) f(C) es acotado para todo f € X*,

(5) Demostrar que: Si lim,, .., x, = x entonces w-lim,, ., =, = .

(6) Demostrar que: El limite débil de una sucesién es tnico.
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(7) Sea X un espacio normado. Demostrar que si {z,},>1 C X es una sucesién que

converge débilmente a x € X entonces

2]l < lim [z,

n—oo

(8) Sea X un espacio normado, separable. Demostrar que toda sucesién acotada en X*

contiene una subsucesion débilmente convergente.

(9) (a) Sea A un subconjunto de X. Demostrar que: Si A es débilmente cerrado
entonces A es cerrado.
(b) Demostrar que el reciproco de la condicién (a) NO es cierto (dar un contra-

ejemplo).

(10) Sea X un espacio normado y sea M denso en X*. Sea {x,},>1 C X, una sucesiéon

acotada tal que

lim f(x,) = f(x) paratoda f & M.

n—oo

Demostrar que

w- lim z, = z.
n—oo

(11) ;Qué quiere decir convergencia débil para los siguientes espacios X 7
(a) X =R" paran € N.

(b) X =1, para 1 < p < 0.

(d) X = LP[a,b] para 1 < p < 0.
(e) X = L'[a,b] para 1 < p < co.

(f) X = LP(X, F,u) para 1 < p < oo, donde (X, F, 1) es un espacio de medida.
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(g) X = LY(X,F,p) , donde (X, F, ;1) es un espacio de medida.
(12) Sean = = {zp}m>1 v 2" = {2}, }m>1 para cada n > 1.
Sea 1 < p < 0o, y supongamos que x € l, y 2" € l, para cada n > 1.
Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) {z"},>1 converge débilmente a x
(b) { ||=™]|}n>1 es acotada y para cada m se tiene que lim, . @

n __
= Ty

(13) Sea f € X*, {fu}n>1 C X*. Demuestre que las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(a) {fn}n>1 converge a f en la topologia débil*.
(b) lim,, o fu(z) = f(x) para todo z € X.
(14) Pruebe que:
Si X es reflexivo entonces la topologia débil y la débil* en X* coinciden.
(15) Sea X un espacio normado. Demostrar que:
X* es un espacio de Hausdorff con respecto a la topologia débil*.
(16) ;Qué querra decir convergencia débil* en X* para los siguientes espacios X7
(a) X =R" paran € N.
(b) X =1, para 1 < p < 0.

(c) X =1;.
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(d) X = LP[a,b] para 1 < p < 0.
(e) X = L'[a,b] para 1 < p < co.
(f) X = LP(X, F, u) para 1 < p < oo, donde (X, F, 1) es un espacio de medida.

(g) X = LY X, F,p) , donde (X, F, ;1) es un espacio de medida.
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