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CAPITULO 1

Campos escalares.

Funciones de R? en R y de R?® en R. Dominio y rango de estas funcio-
nes. Gréfico y representacién grafica de funciones de R? en R. Curvas y

superficies de nivel.

1. Funciones de R? en R y de R? en R
Queremos darle sentido a expresiones tales como
flaety), fly), f@+y°), flz/y),
donde f es identidad, seno, coseno, In. También queremos darle sentido a expresiones como
flo—y+2), flay—2), f@®+y*+2%), flzz/y),
donde f es como antes.

Sean =2 6 n = 3. Consideraremos funciones f definidas en un conjunto D C R™ y que

toman valores en R. D podria ser todo R".

DEFINICION 1.1. Sea D C R™. Un campo escalar o funcién f : D — R es una asociacién
que a cada vector @ de D le asigna un ntimero real f(@) y ese nimero es unico (a ese nimero

se le llama la imagen del vector).

El conjunto D se llama el dominio de la funcién f y a veces lo denotaremos mediante
Dom(f).

EJEMPLO 1.2.

(a) f:R?®— R definida por
fl@y,z)=2"+y" +2°

para todo (z,y,2) € R3. En este caso f es el cuadrado de la norma (o distancia al

origen) del punto (x,y, z).
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(b) f:R3 — R definida por
fz,y,2) = cos(x +y)+ 2

para todo (z,y, 2) € R3.

(¢) f:R™ — R dada por
f(@) =c

para todo & € R" (funcién constante).

(d) El drea de un rectangulo de lados z e y es la funcién de (x,y) dada por
fla,y) = zy.

(e) El volumen de una caja de medidas z,y, z es la funcién de (z,y, z) dada por

fz,y,2) = zyz.
(f) Sea f: R — R dada por
fz,y) = Vy,
es decir, la media geométrica.
(g) Sea f:R3> — R dada por
fx,y,2) = Bz +4y — In(y)) /52

para todo (z,y,2) € R3 tal que z # 0.
(h) La expresién fxy f(t)dt depende de x y de y, por lo tanto define una funcién de (z,y),
dada por

ow) = [ " Ftydt.

2. Dominio y rango de funciones de R? en R y de R? en R.

A continuacién daremos algunos ejemplos de funciones de R” en R (con n =2 6 n = 3).
A partir de la férmula que las definen indicaremos cuél es el dominio més grande en el que

pueden ser consideradas.

EijEMmpLO 1.3.

(a) La férmula
1
f(z,y) = 211

define una funcién en el conjunto {(z,y) € R? : 2% + y* # 1}.
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(b) La férmula
1

Vaz+y?—1

define una funcion en el conjunto {(z,y) € R? : 2% + y* > 1}.

flz,y) =

(c) La férmula
Ty — O

2\/y — a?

define una funcion en el conjunto {(z,y) € R? : 2? < y}.

flz,y) =

(d) La férmula
flz,y,2) = z/a? +y* = 25

define una funcién en el conjunto {(z,y,2) € R®: 22 + ¢y* > 25}.
EJercicio 1.4. Dibuje el dominio de z = /y cosz.

El rango o imagen de f es el conjunto de todos los ntimeros reales w € R tales que

w = f(&) para algin @ € D C R™.
EJEMPLO 1.5. Sea f : R® — R definida por
flz,y,2) = 2® + 9> + 22
para todo (z,y,z) € R3. Entonces
Rango(f) ={w € R:w > 0}.
3. Grafico y representacién grafica de funciones de R? en R.

Consideraremos funciones que toman valores en R. Igual que con funciones de una
variable, se puede definir la grafica de una funcién de dos variables. La gréfica de una
funcién de una variable es un subconjunto de R?, y la gréfica de una funcién de dos variables

es un subconjunto de R3.

DEFINICION 1.6. Sea f: D C R* — R . El grdfico de f es el conjunto
Graf(f) = {(z,y,2) € R*: (x,9) € Domf, z = f(x,y)},

Observemos que
Graf(f) C R* x R = R®.

El grafico de f es una superficie que puede ser visualizada en casos particulares.
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EJEMPLO 1.7.

(a) Sea f(z,y) = /1 —a? -y
Veamos que su grafico es la parte de arriba de una esfera de radio 1.

El domino de f es el conjunto
{(z,y) e R* : 2 + > < 1}.
Si consideramos z = /1 — 22 — 32 para 22 + 3? < 1 entonces

z2>0 2 =1

FIGURA 1.1. gréfico de f(z,y) = /1 — 22 — ¢?

(b) Sea f(x,y) = x?+y* . El gréifico de f es un paraboloide de revolucién, obtenido al

rotar z = y? alrededor del eje z (justifique).

FIGURA 1.2. grifico de f(z,y) = z* + 2

Si una funcién tiene dominio contenido en R?, no podemos representarla gréaficamente.
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4. Curvas de nivel y superficies de nivel.

Existe otro método 1til para representar geométricamente una funcion de dos variables.
Esto es un método semejante al de representar un paisaje tridimensional por un mapa to-

pografico bidimensional.

DEFINICION 1.8. Seanc € Ry f: D C R?> — R. La curva de nivel de f, correspondiente

al valor ¢ es:
Ye ={(z,y) € D: f(z,y) = c}.

La curva de nivel 7. de f no es mds que el conjunto de puntos de R? para los cuales f

toma el mismo valor c.

Al considerar diferentes valores de ¢ : ¢1,cs,... obtenemos un conjunto de curvas de

nivel, que llamaremos mapa de contorno.

Si tratamos con funciones de tres variables la nociéon analoga a la de curva de nivel es la

de superficie de nivel.

Por ejemplo, si f : R® — R nos da la distribucién de temperaturas en un espacio tridi-
mensional, entonces las superficies de nivel satisfacen f(x,y, z) = ¢y se llamarian superficies

isotérmicas.

DEFINICION 1.9. Sean c € Ry f: D C R3> — R. La superficie de nivel de f, correspon-

diente al valor c es:
Se=A{(x,y,2) € D: f(x,y,2) = c}.

EJjeEmprLO 1.10.
(a) Sea f(x,y) =2+ 1y, las curvas de nivel de f son circunferencias con centro en el
origen.
Tenemos que
flr,y)=c siysélosi c¢>0yaz*+y?=c
Por lo tanto, debe ser ¢ > 0.
La curva de nivel que corresponde a ¢ es una circunferencia con centro en el

origen y radio /c.
La siguiente figura ilustra las curvas de nivel de f.
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<Y

FIGURA 1.3. curvas de nivel de f(z,y) = 2% + ¢?

(b) Si f(z,y,2) = 2% + y* + 2? entonces las superficies de nivel son esferas (justifique).

(c) Sea f(z,y) = /1 —a* -y
Como no se define el dominio explicitamente, se entiende que es el mayor sub-
conjunto de R? para el cual la férmula tiene sentido.

Sea ¢ > 0. Tenemos que
flr,y)=c siysolosi a?+y*=1-c%

Por lo tanto, debe ser 0 < ¢ < 1. La curva de nivel que corresponde a ¢ es una
circunferencia con centro en el origen y radio 1 — c2.

La siguiente figura ilustra las curvas de nivel de f.

FIGURA 1.4. curvas de nivel de f(z,y) = /1 — 22 — y?



4. CURVAS DE NIVEL Y SUPERFICIES DE NIVEL. 7

(d) Sea f(x,y) = x? — y? entonces las curvas de nivel de f son los conjuntos en los que

2? — y? = c. Estos conjuntos nos dan una idea de como es el grafico de f.

i,
/,/,4;:3%

IR i
\ N

FIGURA 1.5. curvas de nivel y gréfico de f(x,y) = 2% — ¢/?

Esta superficie es el paraboloide hiperbdlico o “silla de montar”

El conocimiento de las curvas de nivel ayuda a resolver muchos problemas interesantes

en el plano y en el espacio.
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Ejercicios.

Campos escalares.

(1) Sea f:R* — R dada por f(z,y) =z +y+ 2.
(a) Describa el grafico de f.

(b) Dado ¢ € R describa la curva de nivel correspondiente a c.

(2) Determinar las curvas de nivel y las graficas de las siguientes funciones
(a) f:R? — R dada por f(z,y) =z —y+ 2.
(b) f:R?* — R dada por f(z,y) = 2 + 4y>.
(c) f:R* — R dada por f(z,y) = xy.

(3) Dibujar las curvas de nivel (en el plano xy) para la funcién dada f y los valores de
f dados.

(a) f(z,y) 100 — 22 —y?> parac=0,2,4,6,8,10.
(b) f(x,y) =2*>+y*> parac=0,1,2,3,4,5.

(¢) f(z,y) =3x—T7y parac=0,1,2,3,—1,—2, 3.
(d) f(z,y) =x/y parac=0,1,2,3,—1,—2, —3.

(4) Determinar las superficies de nivel de f

(a’> f([E,y,Z) = —1% — y2 — 22

(b) f(z,y,2) = 4a® + y* + 922
(¢) flz,y,2) =2+ ¢



CAPITULO 2

Limites de campos escalares.

Limite a lo largo de una curva de una funcién de R? en R. Introduccién al
concepto de limite en un punto a través del concepto de limite a lo largo

de una curva. Nocion de continuidad. Limites iterados.

1. Limite a lo largo de curvas para una funcién de R? en R.

1.1. Punto de acumulacién en R2.
Sean 7, € R? y D C R2%. Se dice que 7, es un punto de acumulacién de D cuando en

cada disco de centro 7z, hay al menos un punto de D, distinto de z,.

En forma més precisa se tiene:

DEFINICION 2.1. Sean 7, € R%, D C R?. Se dice que 7, es un punto de acumulacién de

D cuando para cada r > 0 se tiene que existe ¥ € D tal que ¥ # @, y [T — 2| < r.

EJEMPLO 2.2.

(a) Los vectores (4,5), (4,4) y (2,4) son puntos de acumulacién de
{(r,y) eR*:2< 2 <6,4<y<T}
(b) El vector (1,7) es un punto de acumulacién de
{(z,y)) eR*:0<x<1,2<y <}
(c) El vector (0,0) es un punto de acumulacién de
{(1/n,1/n?) para algtin n € N}.
(d) EL vector (0,—1) es un punto de acumulacion de

{(0,(=1)" 4+ 1/n) para algun n € N}.
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1.2. Limite a lo largo de una curva para una funcién de R? en R.

Recordemos que si se tiene una funcién de R en R, en un punto se puede calcular el limite
por la derecha y por la izquierda. Y al hacer esto estamos considerando todas las maneras
posibles de acercarse a ese punto. Para que el limite exista debe ocurrir que el limite por la

derecha sea igual al limite por la izquierda.

El procedimiento que vamos a desarrollar a continuacion, en el plano, es andlogo. Pero
debemos tomar en cuenta que en un punto del plano no existen sélo dos maneras de acercarse,

existen infinitas maneras de acercarse, ademas puede hacerse a través de diferentes curvas.

Sean D C R? y (x,,%,) un punto de acumulacién de D. Sea I un intervalo abierto, sea

g : I — D una curva tal que

(a) existe t, € I tal que g(t,) = (%o, Yo),
(b) g(t) # (20, yo) sl t # to ,

(c) g es continua.

Consideremos una funcién f : D — R, el limite de f cuando (x,y) tiende a (x,,y,) a lo largo

de la curva g es

i f(g(1)).
EJEMPLO 2.3. Sea
)
f(m,y) - $2+y2'

Supongamos que queremos averiguar si existe el limite de f cuando (z,y) tiende a (0, 0)
a lo largo de la recta y = mz. Notemos que (0,0) estd en esta recta.

Lo primero que debemos hacer es dar una parametrizacién de esta recta. Tomamos
g : R — R? dada por

g(t) = (&, mt).

Luego averiguamos si existe lim;_o f(g(t)).
Tenemos que
mt? m

f(g(t)) = f(t’mt> = 12 + m2¢2 - 14+ m?

Luego
m

l f(9(6) =l f(t,mt) = 1.

Note que en este ejemplo esta expresion depende de m.
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FEJEMPLO 2.4. Sea

_ Yy
f<$’y)_$2+y2'

Vamos a averiguar si existe el limite de f cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de la
pardbola y = 2. Notemos que (0, 0) estd en esta parabola.

Lo primero que debemos hacer es dar una parametrizacién de esta parabola. Tomamos
g : R — R? dada por

g(t) = (t,1%).
Averiguaremos si existe lim;_. f(g(t)).

Tenemos que
t3 t

f(g(t)) :f(t>t2) = 2 44 - 1+¢2

t
. _ . 2 _ . _
grnof(g(t)) = }Lmof(t,t ) = lim e

FEJEMPLO 2.5. Sea

21

xr,y) = —"7o.
flay) = — oy
Vamos a averiguar si existe el limite de f cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de las
pardbolas (a) y = 22, (b) x = y?. Notemos que (0,0) estd en ambas parabolas.
(a) Damos una parametrizacién de la parabola y = 2. Tomamos ¢ : R — R? dada por
gi(t) = (¢, ).

Tenemos que

lim f(g1()) = lim f(#,#”) = lim

(b) Damos una parametrizacién de la pardbola z = y*. Tomamos g : R — R? dada por

g (t) = (12, 1).

Tenemos que
20t 2t

Floa®) = S 1) = s = 57 =

limn £(ga(1)) = lim (2, ) = 1.
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1.3. Comparacién de limites a lo largo de varias curvas para una funcién de
R? en R.
En diversas situaciones uno puede querer acercase a un punto por varias rectas, por

parabolas o por cualquier otra curva.

FEJEMPLO 2.6. Sea
2 _ y2
flz,y) = 2

Calcularemos el limite a lo largo de cualquier recta que pase por el origen.

Tomemos la recta y = mx. Tenemos que

22— 22
S me) =
Luego
22— 22 22(1—m?) 1-—m?
Yy f(, mar) = liny Zrmia? eo(ltm?)  L+m?

En este ejemplo el limite que hemos encontrado depende claramente de la pendiente de
la recta: m. Es decir el resultado es diferente si colocamos diferentes valores de m. En otras

palabras si nos acercamos por diferentes rectas obtenemos diferentes resultados.

EJEMPLO 2.7. Sea
222y

f(iﬂ,y):m-

Calcularemos

(1) el limite a lo largo de la recta y = max.
2

(2) el limite a lo largo de la pardbola y = z*.

2x2max . 2mzx

oy e ma) = o e e~ AR e

En este ejemplo el limite buscado no depende de la pendiente de la recta: m.

Pero si nos acercamos por la pardbola y = 22 obtenemos:

20222 21t
1 2 pr— 1 ———————————— 1 —
ilﬂ%f(x’x ) = ili% 2+ (22)? 26 oph L.
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2. Limite en R2.

DEFINICION 2.8. Sean D C R?, 7, € R? un punto de acumulacién de D, f : D — R una
funcién y L € R. Decimos que el limite de f(Z) cuando Z tiende al punto 2, es L si para
cada e > 0 existe > 0tal quesi ¥ € Dy si 0 < || — z,|| < d entonces |f(Z) — L| < e.

Abreviado:

lim f(7) =

T—To

Las propiedades del limite, ya conocidas para funciones reales de variable real se extienden

de manera natural a las funciones reales de variable en el plano, més precisamente:

TEOREMA 2.9 (Propiedades del limite para campos escalares).
Sean A € R, D C R?, 2, un punto de acumulacién de D, sean f,g: D — R funciones

tales que
lim f(Z) y  lim g(2)

T—ay, T—ay,

existen y son finitos. Entonces

(a) lim Af(@) = A lim f(@).

T—To

(b) lim (f(Z) + ¢(7)) = lim f(Z) + lim g(z).

T—xy T—x, T—x,

(¢) lim (f(Z) g(7)) = (lim, f(Z)) (lim g(7)).

T—Ty T—Ty T—Ty

(d) Si lim ¢g(Z) # 0 entonces

lim (ﬂf)

T—x,

lim f(Z)
)‘maa'

T—To

DEMOSTRACION. Probaremos (a) y (b). Las pruebas de las propiedades (c) y (d) estdn
en la lectura adicional.

Como limgz .z f(Z) y limz_z g(¥) existen y son finitos, existen L1 € Ry Ly € R tales
que
=lm f(@ vy L= lim ¢(@)

xx

(a) Si A = 0 se cumple la igualdad. Supongamos A # 0, dado £ > 0 sea v = ¢/|]|
entonces v > 0. Usando la definiciéon de limite se sigue que existe 6 > 0 tal que si ¥ € D y
si 0 < ||& — 25| < 0 entonces |f(Z) — Ly] < 7.

Entonces

IA(Z) = ALy = [A[f (%) = La| < [Aly =e.
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De donde
IAf(Z) — ALy| < e.
Hemos probado que: dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si ¥ € D y si 0 < || — 7] < §
entonces
IAf(Z) — ALq| < e.
Es decir,

lim Af(Z) = AL,

(b) Dado € > 0 sea 7 = /2 entonces v > 0. Usando la definicién de limite se sigue que:
Existe 01 > 0 tal que si © € D y si 0 < ||& — 25| < 01 entonces | f(Z) — L1| <y
Y existe 62 > 0 tal que si ¥ € D ysi0 < ||& — 2,|| < d2 entonces |g(Z) — La| < 7.

Sea § = min{dy,d2}. Sea & € D tal que 0 < || — 73| < §. Entonces
|(f(@)+9(2) = (LatLe)| = [f(Z) = La+g(L) = La| < |f(Z)=La|+]g(Z))—Lo| = 27 = 2¢/2 = ¢

De donde
[(f(Z) + 9(%)) — (L1 + Lo)| < e.

Hemos probado que: dado € > 0 existe 6 > O tal quesi# € Dy si0 < || — 2| <6

entonces
[(f(Z) + g(F)) — (L1 + La)| < e.
Es decir,

lim f(Z) + g(2) = L1 + Lo.

T—Ty

3. Relacién entre limite en R? y limite a lo largo de curvas.

En esta seccién veremos la relacién entre limite en R? y limite a lo largo de una curva

para una funcién de R? en R.

PROPOSICION 2.10. Sean D C R2?, a, un punto de acumulacion de D, I un intervalo

abierto y g : I — D tales que:
(a) existe t, € I tal que g(t,) = T,

(b) g(t) £ 7 sit £1, |

(c) g es continua.
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Sea f: D — R una funcion. Si existe limz_z f(Z) entonces

lim f(g(t)) = lim f(7).

i
t—to — Ty
Es decir: Si ¥ se acerca al punto ¥, a lo largo de g entonces f(ZT) se tiene que acercar a

—

limf_mj) f(ac)

Tal como muestran los siguientes ejemplos, esta Proposicion es muy til para demostrar

que un limite no existe.
EJjempPLO 2.11.

(a) Supongamos que queremos averiguar si existe

(z,y)—(0,0) 2= + Y

Ponemos y = max para

x
f(z,y) = a:Q—fy?
Entonces tenemos que
ma? m
flw,ma) = 22+ m2z2 1+ m?
Luego
. m
ili%f(:v,mx) = Tim

Pero esta expresion varia con m, asi que

T
lm
(z,9)—(0,0) T° + Y
no existe.

(b) Estudiemos

2 9
o
(z,y)—(0,0) = + Yy

A lo largo de la recta y = max, tenemos

i -mP? . 2P(1-m?)  1—-m?
hm = [1m — .
=0 22 +m2x? =0 22(1+m?) 1+ m?

Claramente el limite depende de la recta, por lo tanto no existe el limite.
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4. Limites iterados

Los limites iterados son:

lim (lim f(z,v)), hm(hm f(z,y))

T—a y—b y—b r—a

EJEMPLO 2.12. Sea

T—y .
T,Y) = si x+ 0.
f(z,y) Ty y#

Entonces

r—y Y
hm x,y) = lim — =1,
fz,y) = %ﬂx+y "

Iim f(x = hm - =
y—0 f< W)= y—=0 x + y x

Asi que

hm(hm flx,y)) =1,

x—0 y—0

lim(lim f(z,y)) = —1.

y—0 x—0

TEOREMA 2.13. Sea D C R? y sea (a,b) € R? tal que existe un entorno de (a,b) contenido

en D. Sea f: D — R una funcion. Si existe

lim T L,
- [z, y) =

st existen los siguientes limites unidimensionales

lim f(z,y) Y ?lJlifll) f(x,y)

entonces
hm(hm f(z,y)) = linll)(lim f(z,y)) = L.
y—b z—a

T—a y—b

El Teorema 2.13 puede ser 1til para demostrar que ciertos limites en R? no existen, tal

como lo ilustra el siguiente ejemplo.

FEJEMPLO 2.14. Consideremos nuevamente la funcién

flz,y) =

r—y
r+y

si x+y#0,

ya estudiada en el ejemplo previo.
Se observa que los limites iterados son diferentes, el teorema anterior nos permite asegurar

que f(x,y) no tiene limite cuando (z,y) tiende a (0, 0).
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Las hipétesis del Teorema anterior pueden ser debilitadas.

El reciproco del Teorema 2.13/ no es cierto. Puede ocurrir que los limites iterados existan

y sean iguales, y que no exista el limite en R2. El siguiente ejemplo ilustra esta situacién.

FEJEMPLO 2.15. Sea

fla,y) = xziy? si (z,) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

Usando limite a lo largo de una curva ya probamos que

lim —Y
(z,9)—(0,0) 2 + 32

no existe. Sin embargo

. . vy 0

}CLI%f($Jy> _ill%xg_i_yg - yg - 07
luego

lim lim f(z,y)) = 0.
También

. . Ty

}g%f(x,y) = lim — il 0,
luego

lim lim f(x,y)) = 0.

z—0 y—0

5. Limite a lo largo de curvas para una funcién de R? en R.

5.1. Punto de acumulacién en R3.
Sean 7, € R* y D C R3. Se dice que 7, es un punto de acumulacion de D cuando en

cada esfera de centro x, hay al menos un punto de D, distinto de z,,.

En forma mas precisa se tiene:

DEFINICION 2.16. Sean 7, € R3, D C R3. Se dice que 7, es un punto de acumulacion

de D cuando para cada r > 0 se tiene que existe ¢ € D tal que U # z, y ||V — z,|| < 7.
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5.2. Limite a lo largo de una curva para una funcién de R? en R.

El procedimiento que vamos a desarrollar a continuacién, en el espacio, es analogo a lo
hecho para la recta y para el plano. Pero debemos tomar en cuenta que en un punto del
espacio existen infinitas maneras de acercarse, ademas puede hacerse a través de diferentes

curvas que podrian no estar contenidas en ningin plano.

En diversas situaciones uno puede querer acercase a un punto por varias rectas, por
parabolas o por cualquier otra curva. Lo mas sencillo es tratar de acercarse por curvas que

estén contenidas en los planos generados por los ejes cartesianos.

Sean D C R® y (x,,¥s, 2,) un punto de acumulacién de D. Sea I un intervalo abierto,

sea g : I — D una curva tal que

(a) existe t, € I tal que g(t,) = (Z0, Yo, 20),
(b) g(t> % (':C07 yO? ZO) Si t % tO ?

(c) g es continua.

Consideremos una funcién f : D — R, el limite de f cuando (x,y, z) tiende a (x4, Yo, 2,) a lo

largo de la curva g es

lim f(g(t)).

t—t,
EJEMPLO 2.17. Sea
2 2 2
rr -yt —z
T,Y,2) = 5.
Calcularemos el limite en (0,0,0) a lo largo de algunas rectas que pasan por el origen.
La interseccién del plano z = max con el plano y = 0 da una recta. Sobre esa recta

tenemos que

22— m2e2
f(ZL’,O,me’) = m
Luego
22— 22 22(1—=m?) 1—m?
zlgtl)f(x’ ) 200 22 4 m2a? | 20 ?(14+m?)  1+m?

En este ejemplo el limite que hemos encontrado depende claramente de la pendiente de
la recta: m. Es decir el resultado es diferente si colocamos diferentes valores de m. En otras

palabras si nos acercamos por diferentes rectas obtenemos diferentes resultados.

Por supuesto que también podriamos acercarnos por parabolas y por otras curvas.
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6. Limite en R3.

Para R3 la definicién es andloga a la que dimos para R2.

DEFINICION 2.18. Sean D C R?, 7, € R? un punto de acumulacién de D, f : D — R
una funcién y L € R. Decimos que el limite de f(Z) cuando Z tiende al punto z, es L si
para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si ¥ € D y si 0 < ||Z — || < § entonces |f(Z) — L| < e.

Abreviado:

lim f(Z) = L.

T—xy
Las propiedades del limite, ya conocidas para funciones reales de variable real y para

funciones reales de variable en el plano se extienden para funciones reales de variable en el

espacio, mas precisamente:

TEOREMA 2.19 (Propiedades del limite para campos escalares).
Sean A € R, D C R3, 7, un punto de acumulacién de D, sean f,g: D — R funciones

tales que

lim f(Z) Y lim ¢(%)

T—x, T—a,

existen y son finitos. Entonces

(a) lim Af(#) = A lim /().

(b) lim (f(Z) + g(¥)) = lim f(&) + lim g(Z).

e iy
Tr—x, T—xT, T—x,

(¢) lim (f(Z) (7)) = (lim f(Z)) (lim g(7)).

T—Ty T—Ty T—Ty

(d) Si lim g(Z) # 0 entonces

T—To

La demostracién para R? es andloga a la de R2.

7. Relacién entre limite en R? y limite a lo largo de una curva.

En el espacio también hay una relacién entre limite y limite por curvas. Es decir, existe

un relacién entre limite en R? y limite a lo largo de una curva para una funcién de R3 en R.

PROPOSICION 2.20. Sean D C R3, &, un punto de acumulacién de D, I un intervalo

abierto y g : I — D tales que:
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(a) existe t, € I tal que g(t,) = 7,
(b) g(t) # @5 sit # 1, ,
(c) g es continua.

Sea f: D — R una funcion. Si ezxiste limz_ f(Z) entonces

lim f(g(t)) = lim f(Z).

t—to T—xy
Es decir: Si T se acerca al punto T, a lo largo de g entonces f(¥) se tiene que acercar a

—

Esta Proposicion es muy 1util para demostrar que un limite no existe.

8. Continuidad.

DEFINICION 2.21. Sean D C R", 7, € D, f : D — R una funcién. Decimos que f es

continua en T, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si ¥ € D y si ||@ — 2,|| < 0 entonces
[F(%) = f(zo)] <e.

OBSERVACION 2.22. Notar que si 7, es un punto de acumulacién de D entonces f es

continua en z, si y sélo si limg . f(Z) = f(2,).

DEFINICION 2.23. Sean D C R" y f: D — R una funcién . Decimos que f es continua

en D cuando f es continua en x, para todo x, € D.

OBSERVACION 2.24. Una funcién de dos variables puede ser continua en cada variable
separadamente y, sin embargo, no ser continua como funcién de dos variables, tal como lo

muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.25. Sea
T

flay) =3 2z +y°

si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

Tenemos que para un y fijo

. . Ty 0

i f(ey) = i s = 0 /(0,9)

asi que f es continua en la primera variable.

Tenemos que para un z fijo

. ) Ty 0

ylg%f(m v) yl—r% 2?2+y? 2240 f(@,0)

asi que f es continua en la segunda variable.
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Sin embargo, tal como ya lo probamos

lm
(e0)—(00) 72 + y

no existe. Asi que f no es continua en (0,0) (como funcién de dos variables).

Las propiedades ya conocidas de las funciones continuas de R en R se extienden de
manera natural a las funciones de varias variables. Como ejercicio demostrar los siguientes

resultados.

PROPOSICION 2.26.

(a) La suma de funciones continuas es una funcion continua.
(b) El producto de funciones continuas es una funcion continua.
(c) El cociente de una funcion continua entre otra funcion continua que no se anula

también es una funcion continua.

PROPOSICION 2.27. Sean =2 én =3. Sean ACR"yBCR. Sif:A—Ry
g : B — R son continuas y f(A) C B entonces la funcion go f : A — R es una funcion

continua.

EJEMPLO 2.28. Las siguientes funciones son continuas:

(a) flz,y) = (z+y)*

(b) f(z,y) = sen*(z +y) + xy cosy.

(c) flz,y) = e+,
PROPOSICION 2.29. Sea D C R™. Si f : D — R™ es continua entonces la funcion

g: D — R definida por g(Z) = || f(Z)]| es continua.

9. Lectura adicional: Demostraciones de algunos teoremas de limites.
Sean=2046n=23.
LEMA 2.30. Sean D C R", f: D — R una funcion y x, un punto de acumulacion de D.

Silimg_. f(Z) existe entonces existe 6, > 0 tal que f es acotada en D N (B(z,,9,) \ {75}).
Donde B(z,,0,) = {Z € R" : |7 — || < d,}.

DEMOSTRACION. Sea L = limz_, f(Z). Considerando ¢ = 1 en la definicién de limite

obtenemos que existe 6, > 0 tal que si Z € D y 0 < || — 2| < 0, entonces

If(&) — LI < 1.
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Como
LF@I = ILI < TIF@I = ILN < (@) = LI,
tenemos que
IF@1 < L) +1

para ¥ € DN B(2,,d,) vy & # ©,. O

TEOREMA 2.31 (Producto de limites).

Sean D C R", x, un punto de acumulacion de D, sean f,qg: D — R funciones tales que

lim f(Z) y lim ¢(7)

T—x, T—a,

existen y son finitos. Entonces

DEMOSTRACION.
Como limgz_z f(Z) y limz_ g(Z) existen y son finitos, existen L; € Ry Ly € R tales

que
L, = lim f(%) y Ly = lim g(%).

T—Ty T—Ty

Por el lema 2.30) existe d, > 0 tal que f es acotada en D N B(,,d,). Sea M la cota, es
decir, |f(Z)| < M si & € DN B(2,,0,).

Dado € > 0 sea v = ¢/(M + | Ls|) entonces v > 0. Usando la definicién de limite se sigue
que:

Existe 01 > 0 tal que si ¥ € D y si 0 < ||& — 25| < 01 entonces | f(Z) — L1| <~y

Y existe 62 > 0 tal que si ¥ € D y si 0 < ||& — 2,|| < 2 entonces |g(Z) — Lo| < 7.

Sea & = min{d,, 01,02}. Sea & € D tal que 0 < || — 7| < 6. Entonces
[f(@)g(T) — Ly Lo| = | f(Z)g(Z) — f(Z) L2+ f(Z) L2 — L1 Lo
< |f@)lg()) — La| + |Lo|[f(Z) — Li|
< My + [Loly = (M + |Lo|)y = &

De donde
|f(2)9(Z) — LiLs| < e.
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Hemos probado que: dado € > 0 existe 6 > O tal quesi ¥ € Dy si0 < || — 2| <6
entonces
|f(2)g(Z) — L1 Lsy| < e.
Es decir,
lim f(2)g(Z) = L1 Lo.

T—T,

O

LEMA 2.32. Sean D un subconjunto de R™, g : D — R una funcion y x, un punto de
acumulacion de D.

Silimg_z, g(Z) = L # 0 entonces existen m > 0 y 6, > 0 tales que |g(Z)| > m para todo
e DN (B(z,,0,) \ {7,}). Donde B(z,,d,) = {F € R": || — 2| < I}

DEMOSTRACION. Considerando ¢ = ||L||/2 en la definicién de limite obtenemos que
existe 9, > 0 tal que si 7 € Dy 0 < || — Z,|| < 0, entonces

lo(@) — Lj < 1 ”

Supongamos que & € D N (B(z,,0,) \ {#,}) entonces

Hg@ =L < llg(Z) = LIl <

por lo tanto

IZ| . |

=0 L i}

S < @)l = 1B < 15,
de donde .
. L]
lo@) > 5"

TEOREMA 2.33 (Cociente de limites).

Sean D C R", x, un punto de acumulacion de D, sean f,qg: D — R funciones tales que

lim f(z) y  lim g(Z)

T—Ty T—Ty

existen y son finitos. Entonces
Si hm g(Z) # 0 entonces
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DEMOSTRACION.
Como limg .z f(Z) y limgz . g(¥) existen y son finitos, existen L1 € Ry Ly € R tales
que
Ly = lim f(¥) y L= lim g(2).
Por el lema 2.32] existen m > 0y d, > 0 tales que si ¥ € D N (B(z,,9,) \ {2,}) entonces

|g(Z)| > m y por lo tanto
1

l9(7)]

1
< —.
m
Dado € > 0 sea
y = m|Ls|
|Lo| + | L4 |
entonces v > 0.
Usando la definicién de limite se sigue que:
Existe §; > 0 tal que si ¥ € D y si 0 < ||& — 2,|| < §; entonces |f(Z) — Ly]| < v
Y existe 9y > 0 tal que si & € D ysi 0 < || — || < 2 entonces |g(Z) — Lao| < 7.

Sea § = min{d,,d1,02}. Sea ¥ € D tal que 0 < ||& — 2| < J. Entonces
| f@) L — 9(2) La
a ‘ 9(Z) Lo
|f(Z)Ly — LiLy + L1Ly — g(%) Ly |
|9(Z) L]
< [L2|[f(@) = Lol + [In ]| L — 9(7))]
B m|L|
|[La|y + | L1]y
m| Lo
B |Lo| + |L1]
— m|Ly|

De donde

<e&.

'f(i“’) L
9(&) Ly
Hemos probado que: dado € > 0 existe 0 > O tal quesi# € Dy si0 < |7 — 2| <6

entonces

() Ly

= <.
9(%) Lo
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10. Lectura adicional: Continuidad de la norma y del producto interno.

Sid=(ay,...,a,) € R"lanorma de @ es:

CLk,.
k=1

TEOREMA 2.34 (Continuidad de la norma). Sea 2, € R" entonces
lim [|Z]] = [lzo]|-

DEMOSTRACION. Dado e >0sead =c. SiZ € Dy 0 < ||Z— 2,]| < entonces

IZ] = Nlzolll < 17— 5| <6 =e.
Luego
lim [|Z]] = [[z5]]-
O
Sid=(a,...,an), b= (b1,...,b,) € R™ el producto interno usual es:
n
<C_i7 > = Zakbk
k=1

La desigualdad de Cauchy-Schwarz sigue siendo cierto para cualquier nimero natural n

y la demostracion es la misma que en el caso de n =2 6 n = 3.
(1) Si @, b € R™ entonces

(@, B)| < [lall|1b]]

Es decir, si ay,...,a, v by,..., b, son nimeros reales arbitrarios entonces

(S0 = (£4) (£%)

(2) Si algin a; # 0 entonces:

(E) - (829 (59

si y solo si existe z, € R tal que agz, + by =0 para k=1,...,n.
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TEOREMA 2.35 (Continuidad del producto interno). Sean z,,7 € R" entonces

Jim (7,7) = (5, ).
DEMOSTRACION. Si ||7]| = 0 entonces (Z,7) = 0 para todo £ € R". Supongamos
|7]| # 0. Dado & > 0 sea d = ¢/||7]|. Sea & € D tal que 0 < ||#—,|| < d. Por la desigualdad

de Cauchy-Schwarz:
I, 0) — (0, O)|| = (& — 25, D)|| < || = 5|[[|9]] < o]|7]| =e.
Luego

lim (7, ) = (), 7).

T—x,



EJERCICIOS. LIMITES DE CAMPOS ESCALARES.

En lo que sigue usaremos [z] para denotar a la parte entera de x.

Ejercicios.

Limites de campos escalares.
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(1) Para las siguientes funciones f : R — R, dibuje su gréfica e indique los puntos en

los que no es continua.

(a) f(z) = [x]

(b) f(z) =[]

(¢) f(x) = [z] + [-]
(d) f(z) = [senz]

(2) Hallar los siguientes limites (en caso de que existan)

. x? =P

(a) lim
T—Zo T — Lo
xd — a3

(b) lim

T—To L — 1‘0

sen? x

(3) Hallar los siguientes limites (en caso de que existan)

(a) iiir(l)(x?’,cos x)
(b) Tim (e®, [—x])

z—0

(¢) lim(z® — 7, tan )

x—0

(d) lim(senz, [sen z])

x—0

(4) Hallar los siguientes limites (en caso de que existan)

(a) lim 2y

(z,y)—(0,1)

(5) Calcular

lim

(b) lim e%y

(z,y)—(0,1)

2% + 3y?

(2,9,2)—(0,00) T+ 1

(6) Determinar si el siguiente limite existe

lim

sen(z? + y?)

(zy)—(00) 224 y?
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(7) Demuestre que no existe
22
(z,y)—(0,0) T° + Y
(8) Demuestre que:

(a) Jy| < va%+y?

2

x
b) —— <1
) 5
2y
<
© || <
%y

d)  lim —7_
(@) (@,9)—(0,0) 22 + 32

(9) Para (x,y) # (0,0) sea

2
fla,y) = PO

(a) Hallar el limite de f(z,y) cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de la recta
Yy = max.

(b) Hallar el limite de f(z,y) cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de la curva
y = 2°.

(c) {Existe (z,yl)lir%o,o) f(z,y)?

(d) Diga si es posible definir f(0,0) de modo que f sea continua en (0,0).

(10) Para (x,y) # (0,0) sea
22—y
flx,y) = 2y
Hallar el limite de f(x,y) cuando (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de la recta y = ma.
Diga si es posible definir f(0,0) de modo que f sea continua en (0, 0).



CAPITULO 3

Diferenciacion de campos escalares.

Diferenciabilidad de un campo escalar en un punto. Derivadas parciales y
direccionales. Concepto de gradiente. Interpretacion geométrica del gra-
diente: Direccién de méximo crecimiento para una funcién de R? en R.
Condicién suficiente de diferenciabilidad. Regla de la cadena para la com-
posicién de un campo escalar con una aplicaciéon de R en R? y de R en R3.

Diferenciacién de funciones definidas en forma implicita.

1. Diferenciabilidad de un campo escalar en un punto.

Motivacion.
Sea f : R — R una funcién y sea x, € R. Recordemos que f es diferenciable en z, si

existe
lim f(xo+h) — f(aro)‘
h—0 h,

Este limite se llama la derivada de f en el punto x, y se denota por f'(x,).

La generalizacion de este concepto a funciones de dos o tres variables no es nada inme-
diato. La primera dificultad que encontramos al tratar de extenderlo es que no podemos
dividir entre un vector, sin embargo, vamos a tratar de reescribir la definicién de derivada

de manera tal que podamos generalizarla a funciones de varias variables.

Sea f: R — R una funcién diferenciable en z, € R y sea a = f'(x,), es decir

limf(xo+h)_f<xo) —a
h—0 h

Entonces tenemos que

0, lo que es equivalente

29
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La funcién T': R — R dada por T'(h) = a h es una transformacion lineal. Por lo tanto
tenemos el siguiente resultado:

Sea f: R — R una funcion y sea x, € R. f es diferenciable en x, si y solo si existe una
transformacion lineal T : R — R tal que

o LG h) = () = T()|
h—0 |h|

=0.

Concepto de diferenciabilidad.

La discusion previa motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 3.1. Sean D C R™ un abierto, f : D — R una funcién y 7, € D.
Decimos que f es diferenciable en I, si existe una transformacion lineal 7' : R” — R tal

que

(3.1) lim 2 —0
im0 |7]

OBSERVACION 3.2. Se puede demostrar (ver [6]) que si f es diferenciable en x, entonces

existe una unica transformacién lineal 7" que satisface (3.1).

DEFINICION 3.3. Si f es diferenciable en T, el diferencial de f en T, es la tinica trans-

formacién lineal que satisface (3.1)), y se denota por dfz, .

Resumiendo:

Si f es diferenciable en 7,, entonces existe una tnica transformacion lineal, que
denotaremos por dfz,, tal que

i L Fo ) = f(7o) — dfz, ()] _
o al

Al igual que en el caso de una variable, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.4. Si f es diferenciable en Z,, entonces f es continua en Z,.
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DEMOSTRACION. Por ser f diferenciable en Z,, existe una transformacién lineal
T :R"™ — R tal que
[ (& + 1) = [(Z,) = T(h)]
h—0 12

como toda transformacién lineal es continua, tenemos que

I

lim 7'(h) = 0,
h—0
luego
e B oo (1@ + h) = f(Z) = T(h) +T(h
llnl|f(xo+h>_f($o)|:Llnlnhn | ( ) ( _’) ( ) ( >|
o o Il
< lim ||| (o h) = J(E) =T gy, T(h)|
h—0 |12l h—0
de donde

lim f(Z, +h) = f(7,).

h—0

0

OBSERVACION 3.5. Tal y cémo era de esperarse en el caso n = 1, la definicién que hemos
dado de diferenciabilidad, coincide con la definicién usual de derivada. En efecto, en este

caso la transformacién lineal 7" es de la forma
T(h)=ah

para algin a € R.

Luego
h—0 |h
de donde
i £ @o 1) = flzo) _ o
h—0 h

Es muy importante notar que, en este caso, el diferencial de f en x, es la funcién lineal

definida por
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OBSERVACION 3.6. Tal como ocurre en el caso de una variable, se cumple lo siguiente:

(1) Si f y g son funciones diferenciables en #, y A € R, entonces A f + g es diferenciable

en T,y
dz,(\ f + 9) = Nz, [ + dz,g.
(2) Si f es diferenciable en un abierto “conexo” D (de manera informal conexo quiere
decir que estd formado por una sola pieza) y dzf = 0 para todo Z € D, entonces f
es constante en D.

2. Derivadas parciales y direccionales.

Caso n = 2.

DEFINICION 3.7. Sean D C R? un abierto, f : D — R un campo escalar y (x,,%,) € D.

La derivada parcial del campo escalar f con respecto a x en (z,,vy,) se define por

8 0y Yo 70 - 0y Yo
U ) =ty [ (Eot) + (0D = Sl
_%%f(xo+t>yoi_f($07yo)j

en caso de que el limite exista.

Esta derivada se calcula de la siguiente manera: se considera la variable y como constante

y se deriva con respecto a x usando las reglas usuales de derivacion.

EJEMPLO 3.8. Sea f(x,y) = ¢*"¥senz. Entonces

of

—(z,y) = " ¥senx + " cos z.

Ox
Si (%0, Y,) = (7/3,2) tenemos que

8—f(7r/37 2) = ™3 2 sen(1/3) + /32 cos(n/3) =

V341 4 s
— € .
ox

2

La derivada parcial de f con respecto a = en el punto (x,,¥,) la podemos interpretar
geométricamente de la siguiente manera: Intersectamos la superficie z = f(z,y) con el plano

Yy = 1, v obtenemos la curva senalada en el dibujo, la pendiente de la recta tangente a esta

curva en el punto (., Yo, [ (o, Yo)) €s igual a a—(xo, Yo)-
T
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z =f(xy)

FiGurA 3.1. Interpretacién geométrica de la derivada parcial

33

DEFINICION 3.9. Sean D C R? un abierto, f : D — R un campo escalar y (z,,9,) € D.

La derivada parcial del campo escalar f con respecto a y en (z,,¥,) se define por

f((xmyo) + (O7t)) — f(xoyyo)

of

—— (x4, Yo) = lim

y

en caso de que el limite exista.

t—0 t

= lim

J(Zo, Yo +1) = f(T0,Y0)

t—0 t

Y

Esta derivada se calcula de la siguiente manera: se considera la variable z como constante

y se deriva con respecto a y usando las reglas usuales de derivacién.

EJEMPLO 3.10. Sea f(z,y) = e*t¥ senz. Entonces

0
Como ejercicio halle a—f(él, ).
Y

of

y

(z,y) = e"¥senz.
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DEFINICION 3.11. Sean D C R? un abierto, f : D — R, © € R? un vector de norma uno
¥ (Zo,Yo) € D. La derivada direccional del campo escalar f en la direccién del vector ¥/ en el

punto (z,, Y,) €s

0y JOo t_» — 0s Yo

Dﬁf(xoayo):hmf«x Yo) + V) — [ (%o, o)
t—0 t

siempre que el limite exista.

De la definicién sigue que Dgzf(x,,y,) mide la variacién de f en la direccién del vector ¢/

en el punto (x,,y,)-

OBSERVACION 3.12. Notar que

of
%(l’oa yo) = D(1,0)f(33'o,yo),

0
a—i(aso, 4o) = Doy f (0s ).

EJjercicio 3.13. Hacer dibujos, similares a la Figura 3.1, representado geométricamente

la derivada parcial con respecto a y y con respecto a un vector v.
Caso n = 3.

DEFINICION 3.14. Sean D C R3 un abierto, f : D — R un campo escalar y
(o, Yo, 20) € D.

La derivada parcial del campo escalar f con respecto a x en (x,, Yo, 2,) se define por

%@’o, Yoo Zo) = lim f((l‘ou Yo, Zo) + (t, 0, 0)) — f(l’m Yos Zo)
ax t—0 t

f(‘ro + t7 Yo, ZO) - f(xoa Yo, ZO)
t

= lim
t—0

Y

en caso de que el limite exista.

La derivada parcial del campo escalar f con respecto a y en (x,, Yo, 2,) se define por

of (2o, Yo, 20) +(0,2,0)) — f(Zo, Yo, %0)

A Loy Yos 2o = lim ’
8y( Yor 2o) = lim ;

en caso de que el limite exista.
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La derivada parcial del campo escalar f con respecto a z en (x,, Yo, 2,) se define por

g(‘rm Yo, Zo) = lim f((xo’ Yo ZO) + (0’ O’ t)) — f(xm Yo, Zo) )
aZ t—0 t

en caso de que el limite exista.

EJEMPLO 3.15. Sea f(z,y,2) = y(2® + y>x + cos z). Entonces
a_(xvya Z) = ’y(QQZ + y3>>

of 2, 3 2

L2 = 4 ot cos) (o),

0

0

—(z,y,2) = —ysen z.
z

La derivada direccional se define de manera andloga y tenemos que

of
8_$<xo’ Yo, Zo) = D(I,O,O)f(xoa Yo, ZO)7

0
a_‘z];(xm Yo, Zo) = D(O,I,O)f(ajo; Yo, Zo);

of
%(moa Yo, Zo) - D(O,O,l)f(xoa Yo, Zo)~

Derivadas de orden superior.
Si tenemos una funcién f : D — R, donde D C R? es un abierto y f tiene derivadas par-

of
ciales, entonces también es una funciéon de D en R, por lo tanto tiene sentido considerar
x

sus derivas parciales.

Los siguientes ejemplos ilustran la notacién usual

f 9 (of
@‘%(%)’
o*f 9 (0f
8y8x_8_y<8_x)’
*f 0 (of
amay_%<a_y)’

f 0 (0 (0 (0 (of
0220220y oz (£ (5 (& (@)))) .
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Bajo ciertas hipdtesis se cumple que una derivada parcial de orden superior es indepen-
diente del orden de derivacién. Mds precisamente, si todas las derivadas parciales hasta el
orden n son continuas, entonces las derivadas parciales de orden menor o igual que n son
independientes del orden.

Por ejemplo si las derivadas parciales de primer y segundo orden de f son continuas,

entonces
0? f B 0? f
dydxr  0xdy’

En capitulos posteriores estudiaremos mas en detalle las derivadas de orden superior.

3. Concepto de gradiente.

Caso n = 2.
Sean D C R? un abierto y supongamos que f : D — R una funcién diferenciable en
(%o,Yo) € D. Entonces existe una transformacion lineal (que es tnica), que denotamos por

Af (20,50), tal que
po (0 40) + 1) = F((0,90)) = i) ()]

S o - - O
0 172l

En particular, si tomamos h= t(1,0) y hacemos t tender a 0, obtenemos

m ‘f((xmyo) + t(17 0)) - f((xmyo)) - df(xo,yo)(t(L 0))‘

li =0,
t=0 1£(1,0)]
como (1, 0)| = [t ¥ dfieoy) ((1,0)) = ¢ dfia, y(1,0), tenemos que
i |f((T0,Y0) + (£,0)) — f((%0,90)) — tdf(wo,yo)(lv 0)] -
im =0,
o ]
es decir,
0y Jo t,O - 0y Jo
o[£ + (0D = o) g1 gy o]

Este célculo nos muestra que si f es diferenciable en (z,,y,) entonces existe

lim f<($oayo) + (ta O)) - f((xm yo))

t—0 t

y es igual a df(,, ,,)(1,0), o, dicho de otra manera, si f es diferenciable en (z,,y,) entonces

existe la derivada parcial de f con respecto a x en (x,,¥,) y ademas

of
%(-Tm yo) = df(zo,yo) (17 O)
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De igual manera se prueba que si f es diferenciable en (x,,y,) entonces existe la derivada

parcial de f con respecto a y en (x,,%,) y ademas

of
a_y(xoy yo) = df(xo,yo) (07 1)?

y mas generalmente, considerando h= tv, se prueba que si f es diferenciable en (z,,y,) y U

es un vector de norma 1, entonces existe la derivada de f en la direccién de ¢ y ademés

D f(2o; Yo) = df wo,y,)(0)-
Por otra parte, si v = (vy, v9), tenemos que
7=w;(1,0) + vz (0,1)
y, por la linealidad de df ., ,.),

df(xmyo)(ﬁ) =u df(x07yo)<<]" 0)) + vo df(xo,yo)((oa 1))

_of of
=1 %(l'o: yo) + U2 a_y(xov yO)

~ (St G o) )},

DEFINICION 3.16. Sea D C R? un abierto, f : D — R un campo escalar y (z,,¥,) € D.
El gradiente de f en (x,,y,) es

0 0
¥ tea) = (G0 S ) ).

en caso de que las derivadas parciales existan.

El simbolo V que aparece en el gradiente se llama nabla.

Los célculos que hemos hecho los resume el siguiente resultado.
TEOREMA 3.17. Sean D C R? un abierto, (,,9,) € D y f: D — R una funcion.

Si f es diferenciable en (x,,y,) entonces

(a) Ezisten las derivadas parciales %(QJO, Yo) Y g—g(xo, Yo)-

(b) La derivada direccional, Dy f(x,,y,), existe para todo ¥ € R* de norma uno y

Dy f (2o, Yo) = (V f(0,Yo0), V).
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Caso n = 3.

DEFINICION 3.18. Sea D C R3 un conjunto abierto, f : D — R un campo escalar y
(o, Yo, 20) € D.
El gradiente de f en (z,, Yo, 2o) €8

0 0 0
Vf<x07 Yo, Zo) = (a_i(xov Yo, Zo)u a_?J;(xoa Yo, Zo); a_JZC(xm Yo, Zo)) )

en caso de que las derivadas parciales existan.
EJEMPLO 3.19. Sea f(x,y,2) = y(z? + y3x + cos z). Entonces
Vi(z,y,2) = (y(2x + y*), (2° + v’z + cos 2) + y(3y°x), —y sen 2).
Al igual que en el caso bidimensional, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.20. Sean D C R?® un abierto y f : D — R una funcién. Si f es diferenciable

en (Zo, Yo, 20) entonces

0 0
(a) Ezisten las derivadas parciales a—(:vo, Yo, Zo0), —f(xo,yo, 20) Y a—f(xo, Yo, Zo) -
x 2

Ay
(b) La derivada direccional, Dgf (T, Yo, 2,), existe para todo v € R® de norma uno y

Dif(Zo,Yos 20) = (V[ (To, Yo, 20), V).

4. Direccion de maximo crecimiento.

De la definicién de derivada direccional sigue que Dyf(%,) es una medida del crecimiento

de f en Z,, en la direccion del vector v. Ademads tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.21. Sea f : R" — R diferenciable en @, . Si Vf(Z,) # 0 entonces V f(&,)

es un vector que apunta en la direccion de mdzximo crecimiento de f.

DEMOSTRACION. Sea ¥ un vector de norma 1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| Daf (Zo)] = [V (%), )] < [[VF(@)I7]] = IV f(Zo)]-

Ademas la igualdad ocurre si y sélo si U es paralelo a V f(Z,).
Queremos hallar un vector ¢ tal que Dzf(%,) sea lo mas grande posible. Estos valores

estdan acotados por ||V f(Z,)]].
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Como V f(Z,) # 0, el vector

1
V)]

nos da la direccién de maximo crecimiento de f.

—

Vo

V()

5. Condicidén suficiente de diferenciabilidad.

Hemos visto que si f es diferenciable en un punto, entonces existen las derivadas parciales
de f en dicho punto. EIl reciproco no es cierto, puede ocurrir que existan las derivadas
parciales en un punto dado y que la funcién no sea diferenciable en dicho punto. Sin embargo
si las derivadas parciales satisfacen ciertas condiciones adicionales, podemos garantizar la

diferenciabilidad, mas precisamente, se cumple el siguiente resultado.

TEOREMA 3.22. Sean D C R™ un abierto, f : D — R wuna funcion y ¥, € D. Si todas
las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de T, entonces f es

diferenciable en .
Este resultado permite probar que algunas funciones son diferenciables.

EJEMPLO 3.23. Demostrar que la funcién definida por f(z,y) = 3z%y — zy? es diferen-

ciable en todo R?

Tenemos que

0
a—i(x,y) = 6ay — o,
g—g(x,y) = 32% — 2zy.

Las dos derivadas parciales son continuas en todo R2, por el teorema f es diferenciable
en todo R?.

OBSERVACION 3.24. Es importante notar que del Teorema anterior sigue que si D C R
es un abiertoy f: D — R es una funcion, tal que todas las derivadas parciales de f existen

y son continuas en D, entonces f es diferenciable en todo punto de D.
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Lectura adicional: funciones continuamente diferenciables.

DEFINICION 3.25. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcién y &, € D, se dice
que f es continuamente diferenciable en T, si todas las derivadas parciales de f existen y

son continuas en un entorno de Z,.
Por eso en muchos libros el teorema anterior aparece enunciado de la siguiente manera:

TEOREMA 3.26. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcion y ¥, € D. Si f es

continuamente diferenciable en T, entonces f es diferenciable en Z,.

La demostracion de este resultado estd por encima del alcance de estas notas. Una

demostracion detallada se puede encontrar en [6].

6. Regla de la cadena.

La regla de la cadena se extiende para la composicion de una campo escalar con una

trayectoria de la siguiente manera.

TEOREMA 3.27 (Regla de la cadena). Sean D C R™ un abierto y f : D — R una funcion.
Sea a: (a,b) — R™ una funcion y sea t € (a,b) tal que a(t) € D. Supongamos que:
(a) a es diferenciable en t,

(b) f es diferenciable en «(t).

Entonces f o a es diferenciable en t y se tiene

(f e a)'(t) = (Vf(a(t),d (t)).

No daremos la demostracion de este teorema, una version mas general se puede encontrar
en [6]. Es importante adquirir destreza operativa en lo que se refiere al manejo de la regla

de la cadena.

En los siguientes ejemplos supondremos que las funciones involucradas son diferenciables
y que las composiciones estdn todas bien definidas, de manera que aplicaremos la regla de

la cadena sin tener que preocuparnos por las hipétesis.

EJEMPLO 3.28.

Supongamos que tenemos f : R®* - Ry a: R — R3,

La funcién « esta dada por tres funciones coordenadas, es decir, a(t) = (ay(t), aa(t), as(t))
donde o; : R — R, i=1,2,3.
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Por la regla de la cadena
(f o) (t) = (V[f(a(t),a'(t))

<<g£( (), 8_;“(@(75))7 %(a(t))) (A (1), (1), aé(t))>

af / / /
= G (a0 atlt) + 5 (a(t) ab(t) + 5 (a(t) aj (0.

Es usual utilizar la siguiente notacién, que aunque es menos explicita y puede resultar

confusa, nos ayuda a entender mejor como hacer los calculos.

Sea w = f(x,y,2) y x = ay(t), y = as(t), z = as(t), entonces

dw 6wdm+6wdy+8f dz
dt Oz dt Jdy dt 0z dt

EJEMPLO 3.29. Si tenemos f : R?® — Ry ¢ : R? — R3 entonces f o1 : R? — R. Veamos
cémo calcular las derivadas parciales de f o1 en términos de las derivadas parciales de f y
de 1.

Las variables que estén en el dominio de f las vamos a denotar por (z,y, z) y las variables
que estan en el dominio de 1 las vamos a denotar por (s,t), es decir f depende de (x,y, 2)
y ¢ depende de (s,t), ademéds (s, t) = (1(s,t),¥a(s,t),93(s,t)).

Tenemos que

I(f o) _ of Iy of M3
T(37t) - 8_(w<37t)) 8_<57t) + a_y(w(sat» E(&t) + $¢(S, t) g(S,t),

0 oL} of Oy of O3
S s t) = S, 1) a0 + G (s 0) T (s.8) + S5, 1) S s

En la practica se suele usar la siguiente notacién, que aunque es menos explicita porque
no nos indica donde debemos evaluar cada funcién, nos ayuda a aplicar la regla de la cadena.
Sea w = f, es decir w es una funcién de (x,y, z), lo que se suela abreviar de la siguiente

manera

w=w(z,y, z).
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Al hacer la composicién f o 1 estamos poniendo (z,y, z) en funcién de (s,t), lo que se
suele abreviar asi
r = x(s,1) y =1y(s,t) z = z(s,t).

Las férmulas para las derivadas parciales quedan asi

ow_owon oway _ou oz
ds Ox 0s Oy O0s 0z 0s’
Ou_0uds  owdy  owo:
ot Ox 0ot 0Oy ot 0z ot

F
EJEMPLO 3.30. Si f(z,y) = 2% —¢y® y F(u,v) = f(uv,u — v), hallar ?9_
u

Estamos haciendo el cambio
T =uv y=u-—u,

por la regla de la cadena

oF _ojor _0f 0y

ou  Or Ou Oy Ou
=32%v—39°1
=3(uv)?v — 3(u —v)?

=3u*v® - 3(u —v)*

A manera de ejercicio, hallar explicitamente la expresion para F(u,v), derivar directa-

mente y verificar que se obtiene el mismo resultado. Hacer lo mismo con la variable v.

EJEMPLO 3.31. En cierto instante la altura de un cono recto circular es de 30 cm y esta
creciendo a razén de 2 cm/seg. En el mismo instante el radio de la base es de 20 cm y estd
creciendo a razén de 1 cm/seg. (A qué velocidad esta creciendo el volumen del cono en ese

instante?

Sir=r(t) y h = h(t =son el radio y la altura del cono en el instante ¢, respectivamente,

tenemos que

1
V:§7rr2h.
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Por lo tanto

av._ovor oV oh
dt — 9r ot Oh Ot
2 or 1 r28h

En el instante dado

v 2 12000
= S (20) (30) (1) + g 7 (20 (2) = - .

EJEMPLO 3.32. Si f = f(z,y) es una funcién de R? en R, con derivadas parciales de
primero y segundo orden continuas y
F(r,0) = f(rcosf,rsen#),
82

orod

en términos de las derivadas parciales de f.

expresar

Estamos haciendo el cambio

x =rcosf y =rsenb,

por la regla de la cadena

or _ojor o5 oy
20  0x 90 Oy 06
of

= —r = sen9+r—f cosf.

ox dy

Nuevamente, por la regla de la cadena,

=— ——senf —r 82_f@+ an@ sen ¢
orod — Ox 0%x Or ~ Qydx Or
of (82f ox  O0*f 83/)
cos b,

0x 0y ar + 0%y Or

0

ox
substituyendo — = cos#, 9 _ sen ) y usando que las derivadas mixtas de orden 2 son

iguales, obtenemos

2

(cos? @ — sen? ).

O’°F of of o*f  O*f 0
— 9 engr 2L or_YvJ
5700 o sen § + 3y cos@ +r (823/ 82:1:) SengCOSQ+T8yaaj
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7. Teorema fundamental del calculo para integrales de linea.

TEOREMA 3.33. Sea D C R™ un conjunto abierto y sea f : D — R wuna funcion con
derivadas parciales continuas. Sean T, y X1 dos puntos de D y sea G C D una curva lisa a

trozos con extremo inicial T, y extremo final 1. Entonces

[ vs-di= sz - 1@,
G

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la curva G es lisa. Sea g : [a,b] — R™ una
parametrizacién de clase C! de G. Entonces
b
a

/ V- di = / (VF(g(0)), o' () dt

- [ Gty @
= F(9(0) ~ F(g(a))

Supongamos ahora que G es lisa a trozos, entonces G = G; U - - - U Gy donde cada una
de las curvas G; es lisa y el extremo inicial de G; es el extremo final de G;_;. Si por ¥;

denotamos el extremo final de G; tenemos que

/Vf-df:/Vf-d:f+---+/Vf-df
G1 GN

G

Recordemos que se dice que una curva G es cerrada cuando su extremo final coincide con

su extremo inicial.

COROLARIO 3.34. Sea D C R™ un conjunto abierto y sea f : D — R una funcion con

derivadas parciales continuas. La integral de linea de V f sobre cualquier curva cerrada es

tgual a 0.

EJEMPLO 3.35. Calcular

/a:dx—i—ydy,
a
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donde G es el segmento de recta que va del punto (1,2) al punto (3, 3).

| Faz
G

donde F(z,y) = (x,y), como F = Vf, donde f(z,y) = 2%/2 + y*/2, tenemos que

/Gxdx—l—ydy:/GVf-df
:f(373)_f<1’2)

Debemos calcular

9 9 1 4
3t37373
13
=3

8. Diferenciacion de funciones definidas en forma implicita.

Lo que sigue a continuaciéon debe entenderse intuitivamente, pues para que sea correcto
hace falta agregar ciertas hipotesis de continuidad y de diferenciabilidad pedir que ciertos
valores no sean nulos para poder dividir entre ellos.

Consideremos la ecuacién definida por f(z,y) = 0 donde y es una funcién definida
implicitamente por la variable x.

Si f(z,y(x)) =0, entonces ;
4 eyl =0

luego, por la regla de la cadena

Of dz  0f dy

Ordr  Oydr 0.
De donde
of
dy _&
T
dy

EJEMPLO 3.36. Si tenemos 2% + y? = 1 y queremos hallar la derivada de y con respecto

a x podemos usar el resultado anterior.
En efecto sin necesidad de despejar y tenemos la férmula para la derivada de y.

Consideramos la funciéon f dada por
flzy) =2 +y* = 1.

Note que para esta f particular se cumple que f(x,y) = 0. Tenemos que

of _ of _

- =2 — = 2.
Ox “ oy Y
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Luego
dy
dv gy
Es decir
dy x
dr— y(x)

Podemos considerar también una ecuacién definida por f(z,y,z) = 0 donde z es una

funcién definida implicitamente por las variables x, y. En este caso

of of
0= _ar 0= __ay
oz Of oy of°
0z 0z
0z 0z R L
EJeEmMPLO 3.37. Calcularemos 9 y EW para z definida implicitamente como una funcién
T Y

de z y de y, mediante la ecuaciéon
o+t 2+ by =1,

Para hallar la derivada con respecto a x, vemos a y como constante y consideramos a z

como funcion de z. Procedemos asi:

0 0
3% + 322—Z + 6yz + ny—z = 0.
ox ox
Luego
0
(32% + ny)a—; = —32% — 6yz.
De donde

0z =3 —6yz —a®—2yz
Or  322+6xy 22422y

Por otro lado, para hallar la derivada con respecto a gy, vemos a x como constante y

consideramos a z como funciéon de y. Obtenemos:

0 0
32 + 3227 4 622 + 62y = 0.
Ay dy
Luego
0
(32° + ny)a—; = —3y* — 62z.
De donde

0z  —3y*—6zz  —y® —2xz
oy  3224+6zy 22+ 2xy
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Los teoremas que dan un marco tedrico apropiado a lo que hemos estado haciendo son

los siguientes:

TEOREMA 3.38. Si f(x,y) es continua en una region que incluye un punto (Z,,y,) para
0
el cual f(xy,y,) =0, si —f Yy =— son continuas en esa Teqion Y Si
oxr ~ Oy
of

a_y(xo’ yo) 3& 0

entonces existe un entorno de (x,,y,) sobre el que se puede despejar en f(x,y) =0 lay como

una funcion continua diferenciable de variable x, esto es y = ¢(x), con y, = ¢(x,) ¥y

of
dy _ oz
dx af -
dy

Extendiendo este teorema se tiene:

TEOREMA 3.39. Si f(x,y,2) es continua en una region que incluye un punto (o, Yo, 2o)

.of of of . > :
para el cual f(Zo,Yo, 20) =0, st =—, == y == son continuas en esa region y si
ox” Oy ° 0z
of

%(1’07 Yo, Zo) 7& 0

entonces eziste un entorno de (x,, Yo, 2,) sobre el que se puede despejar en f(x,y,z) = 0

la z como una funcion continua diferenciable de variables x e y, esto es z = ¢(x,y), con

Zo = P(To,Yo) Y

of of
9% _ oz 9z oy

0z 0z
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3. DIFERENCIACION DE CAMPOS ESCALARES.

Ejercicios.

Diferenciacion de campos escalares.

(1) Calcular todas las derivadas parciales de primer orden
(a) f(z,y) = tan(a?/y) paray #0.
(b) f(z,y) = arctan(y/z) para x # 0.

(c) f(x,y) = arctan (f * yy) para xy # 1.

(d) f(z,y) =2¥)  paraz > 0.

(e) f(z,y) = arccos/x/y paray #0.

O o= e ey 0

(2) Demostrar que cada una de las siguientes funciones es diferenciable en su dominio.
(a) f(z,y) = wycos(zy).
TYz
b) flz,y,2) = —2L .
() flap.2) = =2
() flw,y,2) =2 + 2,
(3) Sea f:R?* — R definida por
22— o2 .
0 si (z,y) = (0,0).

Hallar el conjunto de los puntos (z,y) de R? en los que f es diferenciable.

(4) Hallar la direccién de maximo crecimiento de la funcién f(x,y) = 22 + 3 en el
punto (1,1).
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(5) Hallar la derivada en la direccién del vector (1,4) de la funcién f(x,y) = x* + ye¥

en el punto (2,1).

(6) Hallar la direccién de maximo crecimiento de la funcién f(x,y) = z* + zy> en el
punto (2, 3).

(7) Hallar la derivada en la direccién del vector (1,1) de la funcién f(z,y) = sen x+cosy

en el punto (7, ).

(8) Siw=f(z,y,2) y

r=Ss-+1t, y=s—1t, z = st,
ow

ow
expresar FRR v en términos de las derivadas parciales de f.
s

Después aplicar la férmula obtenida para el caso particular

flz,y,2) = 2 4y + 22

(9) El cambio a coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf transforma f(z,y) en
g(r,0), es decir g(r,0) = f(rcos@,rsenf). Hallar las derivadas parciales de primero
y segundo orden de g en términos de las derivadas parciales de f (suponer que f

tiene derivadas de primer y segundo orden continuas).

El operador Laplaciano: El Laplaciano de una funcién f : R? — R se define

por
0?f  0*f
2 [ —— —_—
Vif= Ox? * oy?’
analogamente, el Laplaciano de una funcién f : R* — R se define por
0*f  O*f O*f
2p
V= Ox? + oy? 022

Al describir el movimiento del electron del atomo de hidrégeno alrededor de su
nicleo, aparece una ecuacion en derivadas parciales que, salvo ciertas constantes, es

la siguiente:

(9 a?w) v
( o ten )t o Y

ox?  OJy? 022
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es decir
(0
=
Va2 4 y? + 22

En esta ecuacion 1 es una funcion de las variables (z,y, z) v ¢ es la incégnita a

—VZ +

determinar.
El primer paso para resolver esta ecuaciéon es cambiar de coordenadas cartesianas

a coordenadas esféricas, por eso la importancia practica de los siguientes ejercicios.

(10) x Laplaciano bi-dimensional en coordenadas polares. La introduccién de coorde-
nadas polares x = rcosf, y = rsenf, transforma f(x,y) en g(r,0). Demostrar
las siguientes férmulas (suponer que f tiene derivadas de primer y segundo orden

continuas):

dg S| dg 2
2 _ £
(a) ||V f(rcosf,rsend)|* = <8r) + 3 (89) :

Pf 0*f 0%¢ 109%9 10y
®) it oy o T Eae o

Indicacion: Utilizar el ejercicio anterior.

(11) % Laplaciano tri-dimensional en coordenadas esféricas. La introduccién de coorde-

nadas esféricas
x = pcosfsenp, y = psenfsen p, 2z = pcos,

transforma f(z,y, z) en F(p,0,¢). Este ejercicio indica como hay que proceder para
expresar el laplaciano V2 f en funcién de las derivadas parciales de F' (suponer que

f tiene derivadas de primer y segundo orden continuas).:

(a) Introducir primero las coordenadas polares © = rcosf, y = rsenf para trans-
formar f(z,y,2) en g(r, 6, z). Utilizar el ejercicio anterior para demostrar que

Pg 19g 199 Pg

2, 09 2 v9
Vf_67"2+7"2802 ror 022

(b) Luego transformar g(r,0,z) en F(p,0,¢) tomando z = pcose, r = psen.

Observar que, salvo un cambio de notacion, esta es la misma transformacién
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que se utilizé en la parte (a). Deducir que

Vi = 0?F n 20F 10°F cosp OF 1 9*F
=97

pOp  p20p?  pPsenp dp  p?senp 062

(12) Suponga que u = f(z + at,y + bt), donde a y b son constantes. Demostrar que

o ou o
ot~ " ox oy

(13) Una caja rectangular cambia de forma de manera tal que su largo crece a razén
de 3 cm/seg, su ancho decrece a razén de 2 cm/seg y su altura crece a razon de 1
cm/seg. jA qué velocidad crece el volumen de la caja cuando el largo es de 15 cm,
el ancho de 10 cm y la altura de 8 ecm? ;A qué velocidad crece el area de la caja en

ese mismo instante?

(14) Si z = f(y/x), demostrar que

:1c%jL %—0
Ox yay_'

(15) Calcular
/Fl(aja y) dx + FQ(aja y) dy7
G

en los siguientes casos:

(a) Fi(x,y) =y cos(xy), Fo(x,y) = x cos(zy) y G es el segmento de recta que va
del punto (0,0) al punto (1,7/2).

(b) Fi(z,y) =y cos(zy), Fa(x,y) = x cos(zy) y G es una curva cerrada.

(¢) Fi(z,y) =y, Fa(x,y) = x y G es una curva con extremo inicia (0, 1) y extremo

final (3,3).

0z

0z
16) Hallar — y —, si
(16) aar@xy8y781

(a) 2 +2® +y* + 2%y? = 0.

(b) z 4 cos(xyz) =1






CAPITULO 4

Plano tangente a algunas superficies.

Plano tangente a una superficie dada en la forma: (a) F'(z,y,2) =0y (b)
z = f(z,y). Ecuacién del plano tangente en cada uno de estos casos en

términos de las derivadas parciales de F' y f.

Una superficie en R? puede estar dada como un conjunto de nivel, como el grafico de un
campo escalar en dos variables y también en forma paramétrica. Estudiaremos cémo son
los planos tangentes a los dos primeros tipos de superficies, las superficies dadas en forma

paramétrica también pueden ser estudiadas (ver [6]).

Dados (a,b,c), (z,y,2) € R? sabemos que el producto escalar de estos vectores es
<((l, b7 0)7 ('T7 Y, Z)> =ar+ by + cz.

Estos dos vectores son ortogonales cuando este producto escalar es igual a 0, es decir,
cuando

ar 4+ by +cz = 0.

En lo que acabamos de indicar (a,b,c) y (z,y,z) eran dos vectores fijos de R3.
A continuacién (a, b, ¢) seguiré fijo pero (x,y, 2) variard en R3.

Sabemos que la ecuacién del plano es:
(4.1) ar +by+cz=d
donde (z,y, 2) es un vector cualquiera de R3. Por lo tanto
ar +by+cz =0

es la ecuacién de un plano que pasa por el origen y tal que todos sus vectores son ortogonales

al vector (a, b, ¢), esto lo abreviamos diciendo que el plano es ortogonal al vector (a, b, ¢).

Trasladandonos podemos considerar planos que no pasan por el origen.

En efecto

a(r —x,) +b(y — yo) +c(z2 — 2,) =0

53



54 4. PLANO TANGENTE A ALGUNAS SUPERFICIES.

es la ecuacién de un plano que pasa por el punto (x,, ¥, 2,) v tal que todos sus vectores son
ortogonales al vector (a, b, ¢), es decir, el plano es ortogonal al vector (a, b, c).

Si tomamos

d = ax, + by, + cz,

obtenemos la ecuacién 4.1.

1. Plano tangente a una superficie dada como un conjunto de nivel.

Consideraremos el plano tangente a una superficie dada en la forma: F(z,y,z) =0y
daremos la ecuacion de este plano tangente en términos de las derivadas parciales de F'.

Sea F : R? — R una funcién tal que existen sus derivadas parciales y son continuas y
sea Sy la superficie de nivel de F' dada por F(z,y,z) = 0. El plano tangente a la superficie

dada como un conjunto de nivel, en el punto (x,, Yo, 2,) es el plano de ecuacién:

oF oF oF
(ZL’ - ZL‘J@(I’O, Yo, Zo) + (y - yo)a_y(xoa Yo, Zo) + (Z - 20)5(1’07 Yo, Zo) =0.

Es decir
<VF(-77oa Yo, Zo)7 (-73 —ZoyY — Yo, 2 — Zo)> = 07
siempre que VF(x,, Yo, 2o) 7 0.
Y la ecuacién de la recta normal en (z,, Yo, 2,) €s:

T — T o Y —Yo o Z— %20

U0y Yor 20) 2 (%0, Yor20) B (T, Yoy 20)

VF(o(t))

Ny

o'(to)

FiGura 4.1.
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1.1. Lectura adicional: Justificacion.

DEFINICION 4.1. Sea S una superficie en R® y (x,,%,, z,) € S. Decimos que el vector
¥ es ortogonal a S en (z,,¥,,2,) si para cada curva o : I — R3 tal que a(I) C Sy

a(t,) = (To, Yo, 2o) para algun t, € I se tiene que ¥ es ortogonal a o/ (t,).

PROPOSICION 4.2. Sea F : R? — R una funcion tal que existen sus derivadas parciales

y son continuas. Sea S, la superficie de nivel de F' dada por
S, ={(z,y,2) €R®: F(z,y,2) = c}.
Si(T0, Yo, 20) € Se Yy VF (0, Yo, 20) # 0 entonces VF (o, Yo, 20) €S ortogonal a S. en (o, Yo, 2o)-

DEMOSTRACION. Sea a : [ — R3? una curva tal que a(I) C S, y a(t,) = (Zo, Yo, 20) Para
algin t, € I. Entonces tenemos que F'o a = ¢ y por lo tanto (F o «)'(t) = 0.

De la regla de la cadena sigue que
(Froa)(t) = (VF(a(l)),d (1)),
para todo t € I. En particular

1= <VF(a<ta))’O/(to)> = <VF<xoay07Zo>vo/(to)>'

2. Plano tangente a una superficie dada como un grafico.

Consideraremos el plano tangente a una superficie dada en la forma: z = f(x,y) y
daremos la ecuacion del plano tangente en términos de las derivadas parciales de f.

Si f : R? — R una funcién tal que existen sus derivadas parciales y son continuas,
entonces el grafico de f define una superficie en R? .

A partir de esta funcion f construimos una nueva funciéon F' de la siguiente manera,
F : R?® — R est4 definida por

F({L‘,y, Z) = —Z+f(17,y)

Notemos que decir z = f(z,y) es lo mismo que decir F(x,y,z) = 0.
Tal como ya lo hemos indicado la ecuacién del plano tangente a la superficie dada por

F(z,y,z) =0 es:

oFr oF oF
0= (v~ JJO)%(IO,%, Zo) + (Y — yO>a_y($m Yo, Z0) + (2 — ZO)E@OﬁUm Zp)-
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Si buscamos la relacién entre las derivadas parciales de F' y las derivadas parciales de f

encontramos que

OF of
%('x?ya Z) - %(%3/%
OF of
a_y(l‘7ya Z) - 8_y(x7y)a
oF

%(le’,y, Z) =—1
Usando que
Zo = f(xo; yo)

y reemplazando en la ecuacion del plano tangente obtenemos

0 0
= f(xoa yo) + (.’L‘ - xo)a_i(l‘oayo) + (y - yo)a_g(xovyo)'

Esta tltima es la ecuacion del plano tangente a la superficie dada por el grifico z = f(x,y)

en el punto (., Yo, (20, Yo)) -

Este plano es ortogonal al vector

0 0
<a_£<x07 yo)a 8_§(x07 yo>’ _1> :

Hemos dado la ecuacién del plano tangente en términos de las derivadas parciales de f.
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(2)
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Ejercicios.
Plano tangente a algunas superficies.
Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie dada en el
punto que se indica.
(a) z =322 +2y* — 11 en (2,1,3).
(b) F(z,y,2) = 2% + 3y? — 42° + 32y — 10yz + 42 — 52 — 22 =0 en (1,-2,1).

Probar que la ecuacion del plano tangente a la superficie

22 2 2 )
a2 » 2
en el punto P, = (z,, Yo, 2o) €S
o Y o _

Demostrar que las superficies dadas por

F(z,y,2) =2 +4y° — 42 —4 =0

Gz,y,2) =2 +y* + 22— 62— 6y +22+10=0
son tangentes en el punto (2,1, 1).
Sugerencia: (a) Halle los vectores direccionales de las rectas normales de cada
una de las superficies y vea que éstos son proporcionales. (b) Pruebe que ambas

superficies tienen el mismo plano tangente en el punto dado.

Probar que las superficies dadas por

F(z,y,z) =2y +yz—4zx =0

G(z,y,2) =322 =52 4+y=0
se cortan en dngulo recto en el punto (1,2, 1).

Sugerencia: pruebe que los vectores direccionales de las rectas normales de cada

una de las superficies son perpendiculares.






CAPITULO 5

Derivadas de orden superior y desarrollo de Taylor.

Derivadas de orden superior. Polinomio de Taylor para funciones de una

variable. Desarrollo de Taylor para funciones de dos variables.

1. Derivadas de orden superior para funciones de una variable.

Si bien es cierto que la derivada de una funcién f en un punto a es un ntmero real al
que llamamos f’(a), también es cierto que si variamos el punto obtenemos una funcién. A
esa funcién la llamamos f’.

A veces se puede derivar f’.

Si evaluamos en a obtenemos el nimero real (f')'(a). A este valor se le llama la sequnda

derivada de f en a y se denota por f?)(a), es decir,

f@(a) = (f)(a).

Note que derivamos primero y evaluamos después, si lo hubiésemos hecho al revés es-
tarfamos derivando a la constante f’(a), cuya derivada es evidentemente igual a 0.

Repitamos el razonamiento: Si bien es cierto que la segunda derivada de una funcién f
en un punto @ es un nimero real al que llamamos f?(a), también es cierto que si variamos

el punto obtenemos una funcién. A esa funcién la llamamos f). Esto es
f@ ) = (f')(x)

A veces se puede derivar f®.

Asi aparecen las derivadas de orden superior.

En general se usa la siguiente notacion:
fOx) = f(x)
fW(2) = f'(x)

fP (@) = (f& V) ()

Cuando evaluamos en un punto a obtenemos las constantes f(a), f'(a), ..., f*(a).

59
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EJEMPLO 5.1. Sea
f(z) =€".

Entonces f'(x) = e”. Ademés @ (z) = ¢®. En general se tiene que:
f(k) (x) =e€" para todo k € N.

EJEMPLO 5.2. Sea

f(z) =senx.

Entonces f'(z) = cosz. Ademas f?(z) = —senz y f®)(x) = —cosz. En general se
tiene que:
sen x si k =47 para algin j € N
e (2) = cos T s? k= 4j + 1 para algin ] eN
—senx sik=4j+2 paraalgin j € N
—cosx sik=4j5+ 3 para algin j € N

2. Derivadas de orden superior para funciones de dos variables.

Sea f una funcién de dos variables.

Las derivadas parciales de primer orden son

of
fw %7
of
fy a_y
Las derwadas parciales de sequndo orden son

L (o
W oyr o oy \oy )
Asi sucesivamente las derivadas parciales de orden N son de la forma

fa1a2a3...aN
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donde a; puede ser x o y. Vamos a ver que, bajo ciertas condiciones de regularidad, una
derivada parcial de orden N es independiente del orden de derivacion. Bajo estas condiciones
de regularidad una derivada de orden N tiene la forma

kN—k _ oNf _ Nk (O f

zy OyN—kzk — GyN—k \ 9k ) -

TEOREMA 5.3. Sean D C R? un abierto, f : D — R una funcion. Si las derivadas

parciales de primero y sequndo orden de f existen y son continuas en D entonces
*f  of
Oydx  O0x0y’

2.1. Lectura adicional: demostracién del teorema que da una condicién sufi-

ciente para poder cambiar el orden de derivacion.

DEMOSTRACION. Sea & = (z,y) € D. Como D es abierto existe » > 0 tal que
B(Z,r) C D. Sea h = (hy, hs) € R? tal que ||h|| < r. Entonces Z+ h € B(Z,r) C D.

Para ||h|| < r sea

F(h) = (f(x + hi,y + ho) = f(x + h1,y)) = f(z,y + ha) + f(z,y).
(a) Sea G(t) = f(t,y + hy) — f(t,y). Entonces F(h) = G(z + hy) — G(x).

—

Por el teorema del valor medio existe ¢; = ¢1(h) € (x,z + hy) tal que

F(E) =G(r+h)—G(r) = hG'(c1) = hi(fo(cr,y + ha) — Jz(c1,9)).

-

De la misma manera, existe co = co(h) € (y,y + ho) tal que

feler,y + he) — fa(er,y) = hafuy(cr, c2).
Luego
F(E) = h1h2fmy(01, ca) = hthfxy(cl(ﬁ)a 02@))
donde limfﬁa(cl(ﬁ), e(h) = 7.

(b) Analogamente, invirtiendo el orden y usando que

F(h) = (f(x+ hiy+ ha) = f,y+ ho)) = f(z + hay) + f(2,9)
se puede demostrar que
F(R) = hiha fya(d (), da(h))
donde limy_~(dy(h), dy(h)) = .
De lo hecho en (a) y (b) obtenemos:

-

foy(cr(R), ca(h)) = fou(di(h), do(h)).
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Haciendo i — 0 y usando la continuidad de f,, y fy» se obtiene

fzy(f) = fyw(f)
]

OBSERVACION 5.4. El teorema anterior se extiende de manera natural a funciones de R

en R y a derivadas de orden superior.

3. Desarrollo de Taylor para funciones de una variable.

Recordemos que para funciones de una variable se cumple el siguiente resultado.

TEOREMA 5.5 (Taylor). Sea f : [a, 8] — R una funcion tal que f', f",..., fN*Y estin
definidas en |« ], (N un entero positivo).
Sean a y x distintos puntos del intervalo [a,b].

Entonces existe un punto c entre a y x tal que

El polinomio

se llama el polinomio de Taylor de grado N de f en a.

Si a las hipdtesis del Teorema anterior agregamos que existe M > 0 tal que
[f M (@) <M
para todo x € [a, ], entonces tendremos que

(5.1) lim £ 7) — Py (@)

z—a  (x—a)N

=0.

N+1)

En particular, (5.1) se cumple si suponemos que f( es continua.

4. Desarrollo de Taylor para funciones de dos variables.

Para poder introducir el desarrollo de Taylor en el caso de una funciéon de dos variables

debemos recordar el coeficiente binomial:

(1) = mm



4. DESARROLLO DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 63

El coeficiente binomial aparece en la féormula algebraica conocida como el binomio de

Newton:
NN
k=0

DEFINICION 5.6. Sean (z,,9,) € R* y D C R? un entorno de (z,,%,). Sea f: D — R
una funcién de clase CV en D, el desarrollo de Taylor de f de grado N alrededor de (z,,y,)

es el polinomio

PN([L',y) - f(l'myo)
n %«x — 20) fo(Tor Yo) + (4 = o) fy(T0: Y0))

+ %((I - x0)2fm¢<x07yo) +2(2 — 26) (Y — Yo) fay(Tos Yo) + (y — yo)nyy(xo,yO))

N
1 N k N—k rk N—k
el k:()(k)(x 20— 1) L Y )

EJEMPLO 5.7. Sea f(x,y) = y/1+ 22+ y%. Calcularemos el desarrollo de Taylor de
grado 2 alrededor de (0,0). Tenemos que

X

xx> :—7
fol2,y) T

Y

fy(@,y) = —F———,
o) = =
V1422 +y2 — 22(1+ 22 + y?)~ Y2

1+ a2 +y2
foy(m,y) = —zy(1 + 27 + )72,
14+ 22+ y2 _ y2<1 + 72 + yQ)—l/2

Y

fyy(xv y) =

14 22 + 42
Luego
f(0,0) =1,
f2(0,0) =0, f,(0,0) =0,
fe2(0,0) =1, f2y(0,0) =0 gy [, (0,0) = 1.
De donde

1
Paw,y) = 14 50 + ).
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5. Calculos aproximados y errores.

Sea f: R — R una funcién diferenciable. Sea ¢ la funcién cuya grafica es una recta que
pasa por (x,, f(z,)) con pendiente f'(x,). Esto es

9(x) = f(xo) + f'(xo)(x — o).
Resulta que g aproxima bien a f en un entorno de x,. Es decir, si || — z,|| &~ 0 entonces
f(@) = f@o) + [/ (o) (z — o).
Para f : R?2 — R diferenciable tendremos que ||Z — ,| ~ 0 entonces
f(@) = [(Zo) + (V[ (To), (T = To)).

Estas expresiones son muy tutiles para hacer aproximaciones, tal como lo muestra el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.8. Hallar aproximadamente el valor de +/(5.98)% + (8.01)2.
Sea

flz,y) = Va? +y?
queremos hallar f(5.98,8.01). Es facil ver que
=/(6 = V36 + 64 = V100 = 10.

Por lo tanto se aproximaré el punto (5.98,8.01) por el punto (6, 8).
Sean ¥ = (5.98,8.01) y #, = (6, 8) entonces

—

7—Z,=(5.98,8.01) — (6,8) = (—0.02,0.01)

Adems3s
g B 2x B x
or  2\/22+ 2 22+
of 2y

_ Y
dy 2/ 2 2 +y?
_ r Y
Vf($7y) - (\/Z‘2—|—y2, \/[1,"2—|—y2)

Luego Vf(6,8) = (6/10,8/10). De donde

dfz, (T — 7,) = (V[(Z,), T — T,)
= ((6/10,8/10), (—0.02,0.01)) = —0.004.

Por lo tanto

V/(5.98)2 + (8.01)2 ~ 10 — 0.004 = 9.996.
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5.1. Lectura adicional. Sea (7,,,) € R?* y » > 0. Supongamos que tenemos una

funcién que es dos veces derivable y que sus segundas derivadas son continuas

[ B((2o,4o),7) — R.

Sea (hy, hy) € R? tal que ||(hy, he)|| < 7y, para t € [0, 1], sea

o(t) = f((zo, o) + t(h1, ha)).

Entonces ¢ es una funcién de clase C? y, por la regla de la cadena, tenemos que

(0) = 5 (o) 4 801, 1) + () + (0, ),
,0°f o1
@' (t) = o2 5 (%0, Yo) + (1, ho)) + 2h1h2ax—6y((%’y°) + t(h1, h2))
2
128 () + 1, ),

2oy
para todo ¢ € [0, 1].

Aplicando el Teorema de Taylor en el caso N = 1 a ¢ obtenemos que existe £ € (0,1) tal

que

(52) p(1) = (0) + ¢/(0) + 54(€).

Si (¢,d) = (20, Yo) + &(h1, ha) tenemos que (¢, d) € B((2o,Yo),7) y de (5.2) obtenemos
) = £ ar )+ () + ()

(5'3) azf

(h282f( d) + 2hihy—2—

2 0 f
1o (c,d) + h3 =5 (c d)).

91y 2042

(N+1) " obtenemos que ¢ es también de clase CNFD,

Si suponemos que f es de clase C
Por lo tanto podemos considerar los andlogos de (5.2) y (5.3), pero derivando hasta el orden
N + 1. Esto nos lleva a una generalizacion del teorema de Taylor para funciones de dos

variables. Esta generalizacion la vamos a describir a continuacién sin demostraciones.

TEOREMA 5.9. Sea D C R? un abierto y sea f : D — R una funcion de clase CVN+D.
Sean (To,Y,), (x,y) € R? tales que el segmento que los une estd contenido en D. Entonces

existe un punto (c,d) € D tal que

Foan) = Putes) o o (g )= = )
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COROLARIO 5.10. Con las mismas hipotesis que el Teorema anterior tenemos que

1- f(l',y)—PN(l',y)
1m N
(@)= (@owo) [|(T,Y) — (To, Vo) |

=0.

El caso de varias variables. Los casos de tres variables o mas son bastante complica-

dos. Para una lectura sobre estos temas remitimos al lector a [6].
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Ejercicios.

Derivadas de orden superior y desarrollo de Taylor.

(1) Calcular todas las derivadas parciales de primer orden y las derivadas parciales de
segundo orden mixtas, es decir
o f 0% f
oyox’ 0Oxdy

Comprobar que las derivadas parciales mixtas son iguales.

(a) f(z,y) = 2* +y* — 4a®y>.

(b) f(x,y) =log(z* +y*) vpara (x,y) # (0,0).

1

(©) fle.y) = cosa?

para y # 0.

2
(2) Dada z = u(z,y)e®®™ donde u es tal que

manera que

= 0. Hallar valores de a y b de
xy

02z 0z 0z
oxdy Oxr 0Oy

(3) Sea
v(r,t) =tle T,

Hallar un valor de la constante u tal que v satisfaga la siguiente ecuacién
v 10 [ ,0v
—=—=—|r"=—/|.
at  r?or or

(4) Hallar el desarrollo de Taylor de grado 2, alrededor del punto (0, 0), para la funcién
flz,y) =e"v.

(5) Hallar el desarrollo de Taylor de grado 2, alrededor del punto (0, 0), para la funcién
fla,y) =z +y+ay+a®+ a2t +y°

(6) Hallar el desarrollo de Taylor de grado 2, alrededor del punto (7/2,0), para la
funcién f(x,y) = sen(z + ).






CAPITULO 6
Maximos y minimos.

Maximos y minimos. Criterio del Hessiano en dos variables. Método de los

multiplicadores de Lagrange.

1. Maximos y minimos locales.
Sean=246n=3.

DEFINICION 6.1. Sean D C R"™ un abierto y f: D — R una funcién y Z, € D. Decimos

que @, es un punto critico para f cuando Vf(Z,) = 0.

DEFINICION 6.2. Sean D C R™ un abierto y f: D — R una funcién y Z, € D. Decimos
que f alcanza un mdzimo local en Z, si existe un abierto V' C D tal que &, € V' y f(Z,) > f(Z)

para todo ¥ € V.

DEFINICION 6.3. Sean D C R™ un abierto y f: D — R una funcién y Z, € D. Decimos
que f alcanza un minimo local en 7, si existe un abierto V- C D tal que 7, € V'y f(Z,) < f(Z)

para todo ¥ € V.

PROPOSICION 6.4. Si f es diferenciable en T, y f alcanza un mdzimo o un minimo local

en &, entonces V f(Z,) = 0.

DEMOSTRACION. Solamente lo probaremos cuando f alcanza un méximo local en 7,,
para un minimo local la demostracién es analoga.
Sean v € R" y a: R — R" dada por
a(t) = &, + tu.

Entonces a(0) = Z, y o/(t) = v.
Sea [ : R — R definida por § = foa. Como f tiene un maximo local en 7, resulta que

[ tiene un maximo local en ¢t = 0. Asi que

0=3(0) = (f 0 )'(0) = (Vf((0)), ' (0)) = (V f (), V).

Como ¥ es arbitrario, tenemos que V f(Z,) = 0.
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OBSERVACION 6.5. Al igual que en el caso de una variable puede ocurrir que V f(Z,) sea

igual a 0 y sin embargo en 7, no se alcance ni maximo ni minimo para f.

DEFINICION 6.6. Un punto critico en el que f no alcanza ni maximo ni minimo se llama

punto de ensilladura. para f.

OBSERVACION 6.7. La Proposicién 6.4 tiene una interpretacién geométrica muy clara en
el caso n = 2:
Sea f : R? — R una funcién diferenciable. Sabemos que el grafico de f es una superficie

en R3 y el plano tangente a esa superficie en el punto (., ¥,, f(Zo, ¥o)) tiene ecuacién

0 0
= f(xoa yo) + (:E - xo)a_i(l‘oayo) + (y - yo)a_§($ovyo)'

Este plano es ortogonal al vector

d d
U= (%(mo, Yo)s d—J;(xmyo), —1) )

Si suponemos que f alcanza un maximo en (z,,¥,) entonces

V f(2o,9,) = (0,0).
Luego
v =1(0,0,—-1).
Obviamente el plano también es ortogonal al vector (0,0,1).

De donde, el plano tangente a la superficie dada por el grafico de f en el punto (z,, Yo, f (%0, ¥o))

es paralelo al plano z = 0.

VF(xo,Yo0:Z0)

/_ I

X

FIGURA 6.1.
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2. Criterio del Hessiano en dos variables.

El criterio del Hessiano en dos variables nos permite clasificar los puntos criticos en el
caso n = 2.

Consideraremos la matriz

fmf(‘ray> fa:y(x,y)]
fxy(x,y) fyy(x,y>

Ay = [
y su determinante
A(xvy) = detA(%y) = f:r:x(mv y)fyy(x7y) - (fxy(ﬂf, y)>2

TEOREMA 6.8 (Criterio del hessiano). Sean D C R? un abierto y f : D — R una funcion
de clase C?. Sea (x,,Y,) € D un punto critico de f y sea

A(Zo,Yo) = foa(TorYo) fyy(Tor Yo)) = (fay(To, 40))?

(1) St for(To,Y0) > 0 y Axy,y,) > 0 entonces en (x,,y,) se alcanza un minimo.
(i)
)
)

(iii
(iv) St A(zo,yo) = 0, el criterio no decide nada.

St fre(ToyYo) <0y A(Z0,Y,) > 0 entonces en (,,Y,) se alcanza un mdximo.

Si A(xo,y,) < 0 entonces (x,,Y,) es un punto de ensilladura.

EJEMPLO 6.9.
(a) Sea
fla,y) =2 + ¢
Ya vimos que el grafico de f es un paraboloide de revolucion.Tenemos que

Vf(x,y) = (2z,2y).

Por lo tanto Vf(x,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0. Luego (0,0) es un punto

critico. (92f
@(07 0) =2,
0 f
a_y2(07 0) =2,
o*f
axay(o, 0) =0.
Entonces

A0,0) = fr2(0,0)£,(0,0)) = (£, (0,0))* =4 > 0.

Luego f alcanza un minimo en (0, 0).
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(b) Sea
flz,y) = zy.
Tenemos que
Vi(z,y) = (y, ).
Por lo tanto Vf(z,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0. Luego (0,0) es un punto

critico. o
@(07 0) =0,
0 f
8—y2(0, 0) — 0,
0*f
8x8y(0’0) =1.

Luego f posee un punto de ensilladura en (0, 0).

FIGURA 6.2. Gréfico de f(z,y) = zy.

(c) Sea
fla,y) =1-y"
Tenemos que
Vi, y) = (0,-2y).
Por lo tanto V f(z,y) = (0,0) si y s6lo si y = 0. Luego todos los puntos de la forma
(x,0) son un puntos criticos.
%(m,O) =0, giyé(x,O) = -2 é?aajafy

El criterio del hessiano no es aplicable en este caso. Estudiando directamente el

(x,0) = 0.

comportamiento de la funciéon, podemos asegurar que f posee un maximo en cada

punto de la forma (z,0).
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FIGURA 6.3. Gréfico de f(z,y) =1 — 3%

(d) Sea

Fo,y) = 2° — 3aP.
Tenemos que
Vf(z,y) = (32° — 3y, —62y).
Por lo tanto Vf(x,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0. Luego (0,0) es un punto

critico.

0*f _ 0 f B 9% f

El criterio del hessiano no da informacion en este caso. Estudiando directamente el

(0,0) = 0.

comportamiento de la funcién, podemos asegurar que f posee un punto de ensilla-
dura en (0,0)

FIGURA 6.4. Gréfico de f(z,y) = 3 — 3xy?.
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EJEMPLO 6.10. Encontrar las dimensiones de una caja rectangular sin tapa de volumen

méaximo, si se conoce que el drea superficial es igual a 144 m?2.

La funcion a maximizar es
v(x,y, z) = xyz.

Esta es una funcién de tres variables. Sin embargo el dato adicional nos va a permitir

expresarla como una funcién de dos variables. Como zy + 2xz + 2yz = 144 se sigue que

44—y
20+ 2y
(siz+y#0).
Sea
144 — zy
f(x,y) —nym-

Debemos hallar los maximos de esta funcion de dos variables.

Se puede probar que

Vf(a,y) = <2y (144 — 22y — 2*) 22°(144 — 2zy —y ))

(2x 4 2y)? ’ (2x + 2y)?

Por lo tanto (0,0) es un punto critico, pero carece de interés para resolver el problema

planteado. Para buscar otro punto critico resolvemos el sistema.

144 — 2zy — 2? = 0,
144 — 22y — > = 0.

De este sistema se deduce que 22 = y2. Luego y = x 6 y = —x. Pero como deben ser
medidas positivas eliminamos y = —x y sélo queda y = x.

Por lo tanto

3x% = 144.

De donde x = 4+/3. Luego y = 4+/3. Finalmente

144 — (4V3)(4V3)  144—-16-3 96 _i_G_\/g—z\/ﬁ
TR 2B 16V3 163 VB 3
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2.1. Lectura adicional: Justificacién del criterio del hessiano.

DEMOSTRACION. Solamente probaremos la parte (i), el resto queda como ejercicio. Es
decir, probaremos que: Si fo.(Zo,%0) > 0y A(z,,y,) > 0 entonces en (z,,%,) se alcanza un
minimo.

Usando argumentos algebraicos se puede probar (ver [6]) que si fon(20,%) > 0y

A(z,,Y,) > 0 entonces

(6.1) hffm(xo, Yo) + 2h1ha froy (%0, Yo) + h%fyy(:co, Yo) > 0.

Como (z,,,) es un punto critico tenemos que V f(z,,4,) = 0 y por lo tanto

fw(xoa yO) = fy(xm yO) - 0
Usando la férmula (5.3) de los resultados de Taylor sigue que si 7 > 0 es tal que
B((xmyo)ar) C D7 ||(h17h2)|| <r

entonces existe un vector (¢, d) que esté en el segmento que une (x,,y,) v (o + h1, Yo + ho)

tal que

f(xo + hla Yo + h2) = f(xm yo) + % (h%fxz(ca d) + 2h1h2f;ty(cv d) + h%fyy(q d)) .

Por hipdtesis las derivadas parciales de segundo orden son continuas. Luego para ||(hy, k)|

pequeno tenemos que

3 frn(c,d) + 2hihy fuy(c,d) + h3 fy,(c, d)

h%fm(xm Yo) + 2h1h2fwy(7507 Yo) + hgfyy(xm Yo)

tienen el mismo signo.

Por la férmula 6.1 tenemos que ambos son mayores o iguales que 0. De donde

fl@o+h,yo + k) — f(70,9,) >0

para todo (h, k) € V.
Por lo tanto en (z,,¥,) se alcanza un minimo.

U

OBSERVACION 6.11. Usando resultados de dlgebra lineal y el teorema de Taylor es posible

establecer criterios andlogos al anterior para funciones de tres o més variables.
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3. Método de los multiplicadores de Lagrange.

3.1. Maximos y minimos con restricciones. En los problemas de busqueda de
maximos y minimos puede ocurrir que estos valores se alcancen en puntos interiores del
dominio. En ese caso se hallan los puntos criticos usando las primeras derivadas (el gra-
diente), luego usando segundas derivadas (el hessiano) se trata de determinar cudles son
maximos, minimos o puntos de ensilladura.

Sin embargo, cuando el punto en el que se alcanza un maximo o un minimo se encuentra
en la frontera la situacién es muy distinta. La determinacién de esos puntos es un tipico
problema de multiplicadores de Lagrange.

Los griegos antiguos propusieron el problema de hallar la curva cerrada plana de longitud
dada que encerrara mayor area. Este problema es llamado el problema isoperimétrico, y ellos
fueron capaces de demostrar en una manera mas o menos rigurosa que la respuesta correcta
es: el circulo (para mas informacién sobre este aspecto histérico ver Simmons, Differential

Equations, pag 367).

Consideremos el siguiente problema: Hallar los valores méximos y minimos de f(z,y),
sujeta a la restriccion g(z,y) = 0.

Supongamos que g(x,y) = 0 define una curva C en el plano y que f alcanza un maximo
(0 un minimo) en (x,,y,) € C.

Sea « : [a, b] — R? una trayectoria diferenciable de una parte de C' que contiene a (z,, y,)-
Sea t, € (a,b) tal que a(t,) = (x,,¥y,) entonces f o« tiene un maximo (o un minimo) en .

Por lo tanto

0= (foa)(t) = (Vf(alt)),d (o)) = (V[ (w0,10), 0 (£o)).

Es decir, V f(x,,v,) y &(t,) son ortogonales.
Por otro lado, ya sabemos que Vg(z,,y,) es ortogonal a C. Asi que, Vf(Z,,v,) ¥

Vg(zo,,) estan en la misma recta. Esto es, existe A € R tal que

V(@0,90) = AVG(Z0, Yo)-

EJEMPLO 6.12. De todos los rectangulos de perimetro cuatro ;Cudl tiene area maxima?

Para resolver este problema tendremos que considerar las funciones
[l y) =y,

g(z,y) =20+ 2y — 4.
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Entonces

Vi(x,y) = (y,2),

Vg(x,y) = (272)'

Debemos hallar los puntos (z,y) tales que

Vf(r,y) = AVg(z,y).

Esto es, los puntos (z,y) tales que

(y,2) = A(2,2).
Tenemos pues: y = 2\, x = 2\. Y por lo tanto y = .
Pero
0=g(z,y) =20+2y —4=20+2r—4 =4z — 4.
De donde
y=x=1.

Asi que de todos los rectdangulos de perimetro cuatro el cuadrado (de lado uno) es el de

mayor area.

3.2. La funcién de Lagrange.
Cuando hay una restriccién: Sea f : R* — R. Pensemos ahora en el caso de hallar los
méximos o los minimos de f(z,vy, z) sujeta a la restriccién g(z,y, z) = 0.

Definimos la funcion de Lagrange como

F(x,y,2) = f(x,y,2) + A\g(z,y,2).

Luego buscamos los puntos criticos de F'. Entre estos puntos estan los maximos y los minimos
de f sujeta a la restriccién g(z,y, z) = 0.

Cuando hay dos restricciones: Sea f : R® — R. Pensemos ahora en el caso de hallar los
méximos o los minimos de f(z,y, z) sujeta a las restricciones g1(x,y, z) =0y g2(z,y,2) = 0.

Definimos la funciéon de Lagrange como

F(l’,y,2’> = f(m,y,z) + )\191($,y,z) + )\292(~1'7y>z>'

Luego buscamos los puntos criticos de F'. Entre estos puntos estan los maximos y los minimos

de f sujeta a las restricciones gi(x,y,2) =0y go(z,y,2) = 0.
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EJEmMPLO 6.13. Hallar los extremos de f(x,y,2) = x 4+ y + 2z sujeta a las condiciones
24+t =2,0+z2=1.

Sean
gz, y,2) = 2* +1y* — 2,
go(r,y,2) =+ 2z —1.
La funcién de Lagrange es
Flz,y,2) = +y+z+ M@ +y* —2)+ (o +2—1).
Tenemos que
VF(z,y,z) = (1,1,1) + A\ (2z,2y,0) + A2(1,0,1).

Debemos buscar los puntos en los que VF(z,y, z) = (0,0,0).

Por lo tanto debemos resolver el sistema:
(1,1,1) + A\ (22, 2y,0) + A2(1,0,1) = (0,0,0),
z? + y2 =2,
z+z=1.

o equivalentemente

(202 + Ay = —1
2\y =—1
Ao =—1
2?4y =2
r+z=1

Asi que
Ao=—1, 2Mz=0 y 2\y=-—1.
De donde A\; # 0. Y por lo tanto x =0, z = 1.
Se sigue que y = V2 6y = —/2.
Tenemos pues que (0,v/2,1) y (0, —v/2,1) son los puntos a considerar.
Sustituyendo en la féormula para f observamos que el primero es un méaximo y el segundo

es un minimo.
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3.3. Lectura adicional: Teorema de los multiplicadores de Lagrange.

En general vale el siguiente resultado.

TEOREMA 6.14 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion).
Sea D C R3 un abierto y sea g : D — R una funcion de clase C*.

Sea S la superficie definida implicitamente por la ecuacion g(Z) =0, es decir,
S={2e D:gy(¥)=0}.

Sea f : R™ — R diferenciable, si f|s alcanza un mdzimo o un minimo en x, entonces

existe constante A € R tal que

V() = AVg().

TEOREMA 6.15 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange con dos restricciones).
Sea D C R3 un abierto y sea g : D — R? una funcién de clase C* tal que para g = (g1, g2)
los vectores Vg1(Z), Vgo(Z) son linealmente independientes para todo & € D.

Sea C' la curva definida implicitamente por las ecuaciones g1(Z) = 0, g2(Z) = 0, es decir,
C={7e€D:g(¥)=0,g:(Z) = 0}.

Sea f : R™ — R diferenciable, si f|c alcanza un mdzimo o un minimo en T, entonces

existen constantes A1, Ay € R tales que

Vf(l‘_;) = )\1Vgl (l‘_;) + /\Qvgg(f;).

IDEA DE LA DEMOSTRACION EN EL CASO DE DOS RESTRICCIONES.

Sea z, € C tal que f alcanza un maximo o un minimo en z,. Usando la independencia
lineal de los gradientes, se puede probar que existe una parametrizacién derivable de la curva
C alrededor de 7, es decir, existen un intervalo abierto I, una funcién derivable o : I — R?
tal que a(t,) = 7, para algin ¢, € I y la interseccién de C' con un entorno de z;, es «a(I).

Entonces el campo escalar 1, definido en un entorno de 0 por

b(t) = flalt, +1))

alcanza un maximo o un minimo en 0. Por lo tanto ¢'(0) = 0, de donde sigue que

(V(a(to)), a'(to)) =0,

es decir, el vector V f(a(t,)) = Vf(z,) es ortogonal al espacio (recta) tangente a S en .

Por lo tanto V f(z,) estd en el subespacio generado por Vgi(7,) v Vga(2y,).
0
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3.4. Lectura adicional: Caso en el que el método de Lagrange no es aplicable.
Si Vg1 v Vg, son linealmente dependientes el método de Lagrange puede fallar, tal como
lo ilustra el ejemplo que desarrollaremos a continuacion.
Supongamos que intentamos la aplicacion del método de Lagrange para encontrar los
valores extremos de f(z,y,z) = 2? + y* en la curva de interseccién de las dos superficies
z2=0,22—(y—1)3=0.

Sean
gl('xayv’z) =%,
g2(£ay72) = 22 - (y - 1)3

Las dos superficies, un plano y un cilindro, se cortan a lo largo de la recta C' dibujada

en la figura.

) y

FIGURA 6.5.

El problema tiene evidentemente una solucién, debido a que f(x,y, z) representa la dis-
tancia del punto (z,vy, z) al eje z y esta distancia es un minimo sobre C' cuando el punto es
7y = (0,1,0).

Sin embargo, en este punto los vectores gradientes son

V91($_6> = (Oa 07 1)7
v.g?( _6) = (07070)7
Vf(zo) = (0,2,0).

y esta claro que no existen escalares \; y Ay que satisfagan la ecuacién

Vf(20) = MVg1(20) + M\aVga(zp).
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Ejercicios.

Maximos y minimos.

(1) Hallar los puntos criticos de las superficies que tienen las ecuaciones cartesianas que

se dan

(a) z=a2?+4 (y— 1)~ (g) z = a3 = 3zy® + 3.

(b) 2 =2 —(y —1)% (h) 2 =2*y°(6 —z — y).

(c) z=1+z%— 1> (i) z = 2® +y> — 3ay.

(d) z=(z—y—+1)% (j) z =senx coshy.

(e) 2 =22% —xy — 3y® — 3o + Ty. (k) z = ¥ T3 (822 — 6xy + 3y?).
(f) z2=a?—azy+1y*—22+y. (1) z = (5z + Ty — 25)e~ @ Howty®)

m) 2z =senxsenysen(x + ara 0 <z <7 0<y<m.
(m) ysen(z +y), p ,0<y

(n) z=2—2y+1In\/224+ 4%+ 3arctang, para x > 0.
x
(0) 2 = (a2 + y2)e @),

(2) Sea
fz,y) = 32" — 42y + ¢,
(a) Demostrar que sobre toda recta de la forma y = ma la funcién tiene un minimo
en (0,0),
(b) Demostrar que f no tiene minimo relativo en ningtin entorno bidimensional del
origen.
(c) Hacer un dibujo indicando el conjunto de puntos (x,y) en los que f(z,y) > 0

y el conjunto de puntos en los que f(z,y) < 0.

(3) Sea
flr,y) =B —2)B—y)(z+y—3).



6. MAXIMOS Y MINIMOS.

(a) Trazar una figura indicando el conjunto de puntos (x,y) en los que f(z,y) > 0.

(b) Hallar todos los puntos (z,y) del plano en los que

0 0
a—i(x,y) = a—g(m,y) = 0.

0
Indicacién: —f(x, y) contiene (3 — y) como factor.

ox

(¢) Diga cuéles puntos criticos son maximos relativos, cudles son maximos relativos
y cuéles no son ni una cosa ni la otra. Razone sus respuestas.
(d) Diga si f tiene un maximo absoluto o un méaximo absoluto en todo el plano.

Razone su respuestas.

(4) Determinar todos los valores extremos (absolutos y relativos) y los puntos de en-

silladura para la funcién

flay) =ay(l —2* —y?)

enel cuadrado 0 <z <1,0<y<1.
(5) Hallar los valores extremos de z = zy con la condicién = +y = 1.
(6) Hallar las distancias maxima y minima desde el origen a la curva 5z%+6zy+5y* = 8.
(7) Supongamos que a y b son ntimeros positivos fijos.
(a) Hallar los valores extremos de z = z/a + y/b con la condicién z2 + y* = 1.
(b) Hallar los valores extremos de z = 2% + y* con la condicién z/a + y/b = 1.
En cada caso interpretar geométricamente el problema.

(8) Hallar los valores extremos de z = cos? z + cos® y con la condicién z — y = 7/4.

(9) Hallar los valores extremos del campo escalar f(z,y,2) = x — 2y + 2z en la esfera
2+ 422 =1

(10) Hallar los puntos de la superficie 22 — zy = 1 mas préximos al origen.

11) Hallar la minima distancia desde el punto (1,0) a la parabola y? = 4x.
(11) p , p y
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