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Prélogo

Estas notas corresponden al curso “Espacios con métrica indefinida” dictado en el Post-
grado en Matematica de la Universidad Central de Venezuela.

Se da una introduccién a los conceptos basicos relativos a los espacios con métrica inde-
finida, se estudian los resultados béasicos correspondientes a los espacios de Krein y a los de
Pontryagin.

Se incluye el teorema de Naimark, que generaliza el teorema de Stone a espacios con
métrica indefinida.

El requisito fundamental para leer estas notas es un curso basico de analisis funcional
y, para algunas partes, conocimientos basicos de teoria espectral. Se ha tratado de que
sean autocontenidas y se han incluido dos apéndices: el primero de teorfa espectral (sin

demostraciones) y el segundo (desarrollado en detalle) que incluye el teorema de Hille-Yosida.

Ramoén Bruzual
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Capitulo 1

Motivaciéon y preliminares

1. Introduccion informal del concepto de espacio de Krein y algunos ejemplos

A continuacién se da una explicacién, breve e informal, de lo que es un espacio de Krein
Supongamos que K es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros complejos C.

Se dice que R es un espacio de Krein si

(1) Esta definida una funcién
(, ) RxR—-C

que satisface
(a) (@1 + 79, y) = a(z1+,y) + (2,y) para todo a € C, 1,72,y € K.

(b) (x,y) = (y,x) para todo z,y € R.

(2) R admite una descomposicién como suma directa algebraica

R=R"+8/".

(3) (z,y) =0siz e R, ye K.
(4) (R*,(, )) es un espacio de Hilbert.
(5) (R, —(, )) es un espacio de Hilbert.

A todo espacio de Krein se le puede asociar, de manera natural, un espacio de Hilbert
de la siguiente manera: Se consideran los espacios de Hilbert (KT, (, )y (8, —(, )) y se
hace su suma directa ortogonal.

Precisando un poco més y fijando algo de notacién, sea |R| el espacio de Hilbert
(R, —(, )), (el antiespacio de K~ ). El espacio de Hilbert asociado a R es

Rl =R/" © |87

Como |R] es un espacio de Hilbert, entonces tiene una topologia inducida por su norma.

Por lo tanto, podemos definir una topologia en K.
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La terminologia usual en el contexto de la teoria de espacios con métrica indefinida es

llamar a la funcién ( , ) producto interno y lo enunciado en (2) suele abreviarse como
R=R" @ &,
donde la ortogonalidad de los espacios A7 y £~ ha de entenderse con respecto al producto

(o)

Ejemplo 1.1. Sea & = C2, con el producto interno

(@1, 01), (22, 92)) = 2172 — Y172,
es decir si e; = (1,0) y eo = (0, 1) entonces
(er,e1) =1, (e1,e2) =0, (e, e2) = —1.
Si
A ={(z,0): 2z € C},
f& =A{(0,y) : y € C},
entonces (R, ( , )y (R, —(, )) son espacios de Hilbert, (z,y) =0siz € &,y € & y

R =R/ + 8. Por lo tanto C? con este producto es un espacio de Krein.

Si se consideran

A ={\2,1): N e C},
Ry ={)\1,2): A € C},

entonces también tenemos que (85, ( , )y (8, —(, )) son espacios de Hilbert, (z,y) =0
sire Ry, yech, yR=/ + K.

Este ejemplo, que viene siendo el espacio de Krein no trivial mas sencillo que se puede

construir, ilustra que una descomposicién de la forma (descomposicion fundamental )
RA=R" 9 &/
no necesariamente es unica.
Sin embargo se cumplen los siguientes resultados:
Si R es un espacio de Krein y
RA=R @ ",
R=R & K,

son dos descomposiciones fundamentales, entonces:

dim(&]) = dim(£;), dim(8&;) = dim(K;)
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y las topologias de los espacios
R @ []]

R @ %]
son equivalentes.

Esto dltimo es sumamente importante, por lo siguiente: Normalmente un espacio de Krein
aparece como un espacio donde esta definida una forma sesquilineal hermitiana. La condicién
de equivalencia de las topologias permite hablar de una topologia en el espacio de Krein, sin
ningtn tipo de ambigiiedad.

En el contexto de espacios de Krein las nociones de continuidad y convergencia se refieren
a la topologia descrita anteriormente.

Otros conceptos tales como operador simétrico, contractivo, adjunto, etc se dan en térmi-
nos de la forma (, ). Por ejemplo, si R es un espacio de Krein, Mt C 8K es una variedad lineal

y T : 9 — K es un operador lineal entonces se dice que 1" es una isometria si
(Tz, Ty) = (x,y) para todo x,y € M,
se dice que T' es una contraccion si

(Tz,Tx) < (z,z) paratodo x € M.

Ejercicio 1.2. Sea
+o0
f={(z)i CC: Y fanl’ < +ool,
n=1

con el producto interno
+00

(w.y) = > (=) w7,

n=1

para z = ()5, y = (y.),; 25 en K.

n=1

Demostrar que (K, ( , )) es un espacio de Krein. Explicar cudl es la topologia de K.

Ejemplo 1.3. Sea (8&,( , )) el espacio de Krein del ejemplo anterior y sea 9t la variedad

lineal generada por los vectores
(1,1,0,...),(0,0,1,1,0,...),(0,0,0,0,1,1,0,...), -,
es decir 9 es el conjunto de las sucesiones de la forma

()\1a)\17)\27)\27'"7)\N7)\N7070a'")7
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donde N € N, Ay, -+, Ay € C.
Sea T : 9 — K definido por

T, A, Aoy Aas oo AN AN 0,0, = (A, A 229, 200, - .., NAn, Ny, 0,0,. .. ).

Entonces
(Tz, Ty) = (z,y) =0
para todo x,y € 9, por lo tanto T" es una isometria.
Sin embargo T no es continuo ya que la topologia de 8 es la topologia de I*(N) y T no

es acotado como operador de 9 en [*(N).

Es importante notar que en este tltimo ejemplo tenemos que (x,y) = 0 si x y y pertenecen

al dominio de T, es decir, el dominio de 7" es lo que se llama una variedad lineal nula.

Ejercicio 1.4. Dar un ejemplo de un espacio de Krein K, una variedad lineal no nula 9t

contenida en K y un operador lineal 7" : 9t — K que es isométrico y que no es continuo.

Ejercicio 1.5. Dar un ejemplo de un espacio de Krein £, una variedad lineal no nula 9t
contenida en K y un operador lineal T : 9 — K que es contractivo, que no es isométrico y

que no es continuo.

Si un espacio de Krein £ admite una descomposicion de la forma
R=R" 3 &

y uno de los espacios &7 o & es de dimension finita, se dice que K es un espacio de
Pontryagin. Este caso es de particular interés, muchos de los problemas que se presentan en

espacios de Krein generales son mucho mas simples en espacios de Pontryagin.

2. Algunos conceptos basicos y convenciones

Sea § un espacio vectorial (en general sobre el cuerpo de los complejos).

Una wvariedad lineal en § es un subconjunto no vacio £ de § que es estable con respecto
a las operaciones de suma de vectores y producto de un escalar por un vector.

Si en § esta definida una topologia, un subespacio de § es una variedad lineal cerrada.

Si en § estd definida una norma || ||, se dice que un operador T es acotado si existe M > 0
tal que | Tz|| < M|z|| para todo = € §. Se tiene que T es acotado si y sélo si T' es continuo.
Se dice que T es acotado inferiormente si existe m > 0 tal que ||Tz|| > m|z|| para todo
T € g



Capitulo 2

Espacios con producto interno.

A lo largo de estas notas, salvo que se especifique explicitamente los contrario, el término

espacio vectorial se refiere a espacio vectorial sobre el cuerpo C de los niimeros complejos.

1. Producto interno

Definicién 2.1. Sea § un espacio vectorial. Un producto interno en § es una funcion

(, ):dxF—=C
que satisface

(1) (amy + z2,y) = a(z1+,y) + (x2,y) para todo a € C, z1, 22,y € R.

(2) (z,y) = (y,x) para todo z,y € R.

Al par (§,( , )) se le llama espacio con producto interno.

Observacion 2.2. (§, (, )) es un espacio con producto interno, entonces (§, —(, )) también

es un espacio con producto interno . Este espacio se conoce con el nombre de anti-espacio
de §.

Ejercicio 2.3 (Férmula de polarizacién). Si (§,( , )) es un espacio con producto interno,

entonces

1 1 i . . i . _
(x,y) = Z<x+y,w+y> —Z<w—y,w—y>+1<x+2y,x+zy> —Z@—zy,x—w)-

Es importante destacar que la férmula anterior implica que un producto interno esta de-

terminado por sus valores en “la diagonal” {(x,z) : z € §}.

Sea z un elemento del espacio con producto interno (§,( , )), como (z,z) = (x,z) se
tiene que (z,x) es siempre un nimero real.

Se dice que es z es positivo, negativo o neutro si (x,z) > 0, (xr,z) < 06 (x,x) = 0,
respectivamente.

Si el espacio con producto interno (§, (, )) posee tanto elementos positivos como elementos
negativos, se dice que (§, (, )) es un espacio con producto interno indefinido. En caso contrario

se dice que el producto interno es semi-definido.
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Lema 2.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si (F, (, )) es un espacio con producto interno

semi-definido, entonces se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz
[{z.9)|* < (x,2) {y,y)  para todo x,y € F.
La demostracién es la misma que se da para espacios de Hilbert.
Lema 2.5. Todo espacio con producto interno indefinido posee elementos neutros no nulos.

DEMOSTRACION. Sean z e y tales que (z,z) > 0, (y,y) < 0.

La ecuacién
(x,x) + 20Re(z,y) + \*(y,y) = 0

tiene solucién real \,.
Sea z = x + Ay, entonces (z,z) = 0. Si se cumpliera z = 0 entonces se tendria que
(x,2) = |\o|*(y, ), lo que contradice la hipétesis inicial.
|

Un producto interno semi-definido puede ser semi-definido positivo si (xz,x) > 0 para
todo z, semi-definido negativo si si (z,z) < 0 para todo z o neutro si {(x,z) = 0 para todo
x (en este ultimo caso es semi-definido positivo y negativo).

Se dice que un producto interno es definido si (x, ) = 0 implica x = 0. En vista del Lema
23 todo producto interno definido es semi-definido, por lo tanto en este caso se tiene que
(x,z) > 0 para x # 0 (producto interno definido positivo) o (x,z) < 0 para x # 0 (producto
interno definido negativo) .

De manera natural se define variedad lineal definida positiva, definida negativa, etc. Por
ejemplo una variedad lineal A es definida positiva si para x € A se cumple que (x,z) > 0

para x # 0.

+oo

Ejemplo 2.6. Sea (a;,), 2] una sucesién de numeros reales. Sea

+oo
§ = {(@)i% CC: Y o] [zl < 00},
n=1

La férmula
+oo
(@y) =Y anza ¥ (v =(za)i2,0 = (4n)i)
n=1

+o00

21 se ob-

define un producto interno. Dependiendo de como se escoja la sucesién ()

tendra un producto indefinido, semi-definido, definido, etc.
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Ejemplo 2.7. Sea u una medida real (signada) definida en un espacio medible (€2, ¥).

Sea |u| la variacion total de la medida p y sea

szfx%wx/wwwww<w

Se tiene que

<ﬁm=/}wﬁ@Mmm

Q

define un producto interno en §. Dependiendo de las caracteristicas de la medida p se

obtendra un producto indefinido, semi-definido, definido, etc.

Teorema 2.8 (Krein-Smulian). Si el espacio con producto interno § posee un vector positivo

(negativo), entonces todo elemento de § es la suma de dos vectores positivos (negativos).

DEMOSTRACION. Sea x € F y sea x, € F tal que (o, o) > 0.

Para a € R sea
p(a) = (x + ax,, v + ax,) = (x,z) + 2aRe({x, z,)) + a2<xo, To)-
Como (x,,x,) > 0 se tiene que

lim p(a) = +o0,

a——+00

luego para o grande se tiene que
(x + ax,, T + ax,)

es positivo.
Finalmente = = (z 4+ ax,) + (—ax,) y los elementos x + ax, y —ax, son positivos.
El otro caso se obtiene (vector negativo) se obtiene a partir de éste, considerando el
anti-espacio de J, es decir, cambiandole el signo al producto interno.
O
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Si § es un espacio con producto interno, se definen los siguientes conjuntos

B ={ze€F: (r,2) =0}

B ={zreF:(x,z) =0, x #£0}
Bt ={reF: (v,z) >0}

B ={reF:(z,z) >0, 6 =0}
B-={reF:(r,r) <0}

B ={reF:(r,x)<0, 6 z=0}

Corolario 2.9 (Krein-Smulian). Si§ es un espacio con producto interno indefinido entonces

ninguno de los conjuntos BT, BT B~ B~ es una variedad lineal en §.

Ejercicio 2.10. ;Determinar en cudl o cudles casos es B° una variedad lineal?

2. Ortogonalidad

Sea § es un espacio con producto interno y sean z,y € §. Se dice que z e y son ortogonales
si (x,y) = 0 (abreviado: z_Ly).

Si Ay B son dos subconjuntos de § se dice que A y B son ortogonales (abreviado A_LB)
si x Ly para todo z € A, y € B.

La siguiente notacion es bastante comun, si Ay, - - - , A, son subconjuntos de §, la variedad

lineal generada por Ay, --- , A, se denotara por

\/{Ab"' At

Lema 2.11. Sean Lq,--- , L, variedades lineales contenidas en §, ortogonales dos a dos.
Si cada una de las variedades lineales L1, -+ , L, es semi-definida positiva (semi-definida

negativa, neutra, definida positiva, definida negativa), entonces \/ {L1, -, L.} es semi-

definida positiva (semi-definida negativa, neutra, definida positiva, definida negativa), res-

pectivamente.
DEMOSTRACION. Basta notar que si z; € £;, % = 1,...,n entonces
(14 T, T+ ) = (21, 21) (T, T

O

Definicién 2.12. Sea £ una variedad lineal contenida en §. Si £ es la suma de variedades

lineales £, - - - , £,, ortogonales dos a dos, se dice que £ es la suma ortogonal de las variedades
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Ly,---,L, v se escribe

Si ademaés la suma es directa, se dice que £ es la suma directa ortogonal de las variedades

Ly,---,L, v se escribe

Ejercicio 2.13. Dar un ejemplo de un espacio con producto interno no nulo § y variedades
lineales £,L,L, C § tales que £ es la suma ortogonal de £ y Lq, pero la suma no es

directa.

El siguiente concepto viene a generalizar el concepto de complemento ortogonal que
aparece en la teoria de espacios de Hilbert, es importante notar que sus propiedades son
menos agradables que en el caso Hilbert.

Para cualquier conjunto N C §, se define el companero ortogonal (en inglés: orthogonal
companion) de N por

Nt ={zeF: 1N}

Ejercicio 2.14. Sea R el espacio del ejemplo [ y sea £ la variedad lineal definida por
L={(x,z):z € C}.

Demostrar que
L+ =2

Este ejercicio muestra lo siguiente:

(1) Una variedad lineal puede tener interseccién no nula con su compaiiero ortogonal.
(2) Puede ocurrir que el companero ortogonal de una variedad lineal no contenga una
variedad lineal complementaria (ain en el caso finito dimensional).
Es claro que
N C N

Maés adelante se dard un ejemplo que muestra que, aunque N sea una variedad lineal, la

inclusién puede ser propia. El caso N = N+ ser4 caracterizado més adelante.

Ejercicio 2.15. Demostrar que
Nt C N
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3. Vectores isotrépicos

Definicién 2.16. Sea £ una variedad lineal contenida en un espacio con producto interno
§. La variedad lineal £ N £*, que se denotara por £° se llama la parte isotrépica de £
y sus elementos son llamados los wvectores isotrépicos de L. Si £° # {0} se dice que £ es

degenerado, o que el producto interno es degenerado en L.

Notar que todo el espacio § es degenerado si su parte isotrépica §° = §* no es igual a la
variedad lineal nula {0}.

Por ejemplo, si R es el espacio del Ejemplo [T la variedad lineal £ = {(z,z) : x € C}
es un ejemplo de una variedad lineal degenerada contenida en un espacio no degenerado. El
espacio del Ejemplo 28 es degenerado si y sélo si a; = 0 para algun j.

La demostracion del siguiente resultado es sencilla.

Lema 2.17. Si £, L4,..., L, son variedades lineales contenidas en el espacio con producto

interno § tales que L = L1(+) -+ (+)L,, entonces
L0 = LO(F) - (H)Le.

Corolario 2.18. La suma directa ortogonal de variedades lineales no degeneradas es no

degenerada.

Los vectores isotropicos son ortogonales a si mismos y la parte isotrépica de una variedad
lineal es neutra. Por lo tanto toda variedad lineal definida es no degenerada.

En el Ejemplo [ el vector e; + ey es neutro, es isotrépico para £ = {(z,z) : x € C}, pero
no es isotropico para todo el espacio K. El siguiente lema implica que este tipo de vectores

solamente pueden existir en espacios indefinidos.

Lema 2.19. La parte isotropica §° de un espacio con producto interno semi-definido § es

el conjunto de los vectores neutros de §.

DEMOSTRACION. Claramente todo vector isotrépico es neutro. Como en § vale la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz (Lema 24) se tiene que si z € §F y (z,x) = 0, entonces
(z,y) = 0 para todo y € §. O

Como consecuencia de este lema se tiene que un espacio con producto interno neutro es

necesariamente trivial, es decir

Corolario 2.20. Si § es un espacio con producto interno neutro, entonces (x,y) = 0 para

todo x,y € §.
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Observaciéon 2.21. Este ultimo resultado también se puede obtener a través de la férmula

de polarizacién (Ejercicio 23)

Corolario 2.22. Si § es un espacio con producto interno y existen vectores x,y € § tales
que (z,z) =0, (x,y) # 0 entonces \/{z,y} es indefinida.

Lema 2.23. Si £ es una variedad lineal neutra, entonces L+ también es neutra.

DEMOSTRACION. Por el Corolario (r,y) = 0 para todo =,y € L y por lo tanto
L C Lt luego L+ C £+ de donde sigue que Lt c ottt =g,
0]

4. Proyecciones y variedades lineales orto-complementadas

Sea § un espacio con producto interno y sea £ una variedad lineal contenida en §.
Sea z un elemento de §. Si existen y € £, z € L+ tales que & = y + 2, decimos que y es
una proyeccion de x sobre L.

Ni la existencia, ni la unicidad de la proyeccién sobre un espacio esta garantizada.

Ejemplo 2.24. Sea R el espacio del Ejemplo I y £ es la variedad lineal generada por
e1 + eg cualquier elemento de £ es la proyeccion de un elemento de £ y los elementos que no

estan en £ no poseen proyeccién en L.

Lema 2.25. Dos proyecciones del vector x € § sobre la variedad lineal £ difieren en un

vector isotropico de L.
DEMOSTRACION. Supéngase x = y; + 21 = yo + 22, 4; € £ 2z; € L1 i = 1,2, entonces

Y1 — Y2 = 22 — 21.
Por lo tanto 3, —y, € Lo = LN L.
Reciprocamente, si x =y + z cony € £, 2 € L1 y u € £° entonces
r=ytutz—u
vy+tucl,z—ucltyucLe.
O

Corolario 2.26. Si existe un elemento en § que tiene exactamente una proyeccion sobre la
variedad lineal £, entonces £ es no degenerado. Si L es no degenerado los elementos de §

tienen a lo sumo una proyeccion sobre L.
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Teorema 2.27. Sea £ una variedad lineal definida positiva del espacio con producto interno
S. El elemento © € § admite una proyeccion sobre L si y solo si la funcion ¢ : L — R
definida por
ely) =(z—y,x—y)
alcanza un minimo en algun y, € L.
Este elemento y, es unico y es la proyeccion de x sobre L. Para £ definido negativo se

cumple un resultado andlogo, cambiando minimo por mdzimo.

DEMOSTRACION. Sea £ definido positivo. Si x = y, + 2, donde y, € £, z € L, entonces
paray € L, y # y,, se tiene que
(r—yr—y) =+ —y,2+y—y)
=(2,2) + (Yo — ¥, %o — ¥)
> <Z72> = <x_y07x_y0>

Reciprocamente, si para algin y, € £ se satisface

(T = Yo, ® — o) = min(z — y,z — y),
yel

entonces se tiene que, paratodoy € L y A € C
(T = Yo+ Ay, T = Yo + AY) 2 (T = Yo, T — Yo).
Luego
My, & = yo) + Mz = yo, y) + [A*(y,9) > 0.

Tomando )

A= —<.Z' - ymy)?
1
con 4 real y no nulo, se obtiene
2ul(a = Yo, )P + [{& = yo, ) (v, 9) 20 nER u#0,
de donde (x — y,,y) = 0, es decir x — y, L L. O
Ejercicio 2.28. Demostrar el siguiente resultado
Supdngase que la variedad lineal £ es la suma directa ortogonal de n variedades lineales
Li,....0,.
Entonces el vector y € £ es una proyecciéon del vector x € § sobre £ si y sélo si
y=yi+- -+,

donde y; es una proyeccion de x sobre £; 1 =1,...,n.
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Sea £ una variedad lineal contenida en el espacio con producto interno §. Se dice que £

es orto-complementada si
\Vi{c. L4y =35

Es importante notar que si £ es no degenerado, entonces £ es orto-complementada si y sélo

si
L)Lt =35

y por lo tanto cada elemento de F tiene una y soélo una proyeccién sobre L.

Ejercicio 2.29. Demostrar que si § es no degenerado y £ es una variedad lineal orto-

complementada, entonces £ es no degenerado.

Ejercicio 2.30. Demostrar que si £ es una variedad lineal orto-complementada, entonces

L+ también es una variedad lineal orto-complementada.

Ejercicio 2.31. Demostrar que si £,£,...,4L, son variedades lineales tales que
L= Ly(F) - ($)Ln

entonces £ es orto-complementada si y sélo si cada £; lo es (Indicacion: Utilizar el Ejercicio
P2R).

Lema 2.32. Si £ es una variedad lineal orto-complementada y § es no degenerado, entonces
LH =1L,

DEMOSTRACION. Como § es no degenerado, por el Ejercicio L es no degenerado,

luego
F=L(FH)Lt

Como £ C L1 se tiene que L1 es orto-complementado, nuevamente por el Ejercicio 2229,
L+ es no degenerado, es decir £+ N L+ = {0}. Luego

F=LH(H)L
Si se tuviera que £ ; LA+ entonces se tendria que £+ N L+ #£ {0}, por lo tanto

L= L.
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En un espacio de Hilbert la condicion
L =L

es necesaria y suficiente para que la variedad lineal £ sea orto-complementada.
Por el Ejercicio y el Lema 2232, en un espacio con producto interno no degenera-
do, para que la variedad lineal £ sea orto-complementada es necesario que se cumplan las

siguientes condiciones:
LH =0, £nct={0).

El siguiente ejercicio muestra que estas dos condiciones no son suficientes para que £ sea

orto-complementada.

Ejercicio 2.33. Sea § el espacio del Ejemplo P8 con a; = (—1)7, (j =1,2,...).

Sea

2j
L=2(22) 2 €F: oj = —2—w9: 1, j=1,2,... %.
{(.Z' )n—l S x2] 2,] . 1x2J 1 J }

Demostrar que la variedad lineal £ es definida positiva, luego £° = £ N L+ = {0}.

Demostrar que

27 —1 .
L= {(Inﬁ;‘ieg Toj = ]2]. L9515 j:1,2,...}

L=t
Demostrar que £ no es orto-complementada.
Indicacién: Suponga que el elemento z = (z,);2] dado por
0 ! (j=1,2,...)
2951 = VU, Z9; = — ] =1,4,...
J J 27

se puede escribir en la forma z = +y con x € £, y € £L*. Probar que se debe cumplir que

2j—1
Toj—1 = 47 — i
por lo que
+00
Z |In|2 = +OO,
n=1

lo que es una contradiccion.

Lema 2.34. Toda variedad lineal definida y de dimension finita es orto-complementada.
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DEMOSTRACION. Sea £ una variedad lineal definida positiva y de dimensién finita n.
Se puede encontrar una base {ej,...,e,} de £ que es ortonormal, es decir (e;,e;) = J;;

(i,j=1,....n).
Si x € § entonces

es la proyeccion de z sobre L.

El caso de un espacio negativo se obtiene a partir de este, con un cambio de signo.

O

5. Algunos conceptos basicos de operadores en espacios con producto interno

Sea § un espacio con producto interno ( , ). A continuacién se dan unas definiciones que
extienden a las que se suelen dar para operadores en espacios de Hilbert.

Sea D C § una variedad lineal y sea
T:D—>F%

un operador lineal.
A la variedad lineal D se le llama el dominio del operador y se suele denotar con D(T).

Se dice que T es hermitiano (o ( , )-hermitiano si se quiere ser més especifico) si
(Tz,y) = (z,Ty) paratodo x,y € D(T).
Como es usual se dice que el operador lineal P : § — § es una proyeccion si
pr=p

Se dice que el operador lineal P : § — § es una proyeccion ortogonal o un proyector
ortogonal (o una proyeccion ( , )-ortogonal si se quiere ser més especifico) si P es una

proyeccion y P es hermitiano.

Se dice que el operador lineal 7' : D(T') — § es una isometria (o una ( , )-isometria si

se quiere ser mds especifico) si
(Tx,Ty) = (x,y) para todo x,y € D(T).

Se dice que el operador lineal T' es unitario (o (, )-unitario si se quiere ser mas especifico)

si D(T) = 3§, T es una isometria y Rango(T") = §.
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Ejercicio 2.35. Demostrar que el operador lineal T': D(T') — §F es una isometria si y sélo
sl
(Tx,Tx) = (x,z) para todo x € D(T).

El siguiente resultado, que se debe a Pontryagin y que generaliza un resultado similar en

espacios de Hilbert, justifica la definicién dada de proyeccion ortogonal.

Ejercicio 2.36 (Pontryagin). Si P es un proyector ortogonal en el espacio con producto
interno §, entonces el rango de P es orto-complementado y para cada x € § el vector Pz es
una proyeccion de x sobre el rango de P.

Si £ es una variedad lineal orto-complementada contenida en el espacio con producto
interno no degenerado § y P es la aplicacion que manda cada vector z € § a su proyeccién

sobre £, entonces P es un proyector ortogonal con rango £.

6. Descomposiciones y simetrias fundamentales
6.1. Descomposiciones fundamentales.

Definicién 2.37. Sea § un espacio con producto interno. Se dice que § es descomponible si
se puede escribir como suma directa ortogonal de una variedad lineal neutra, una variedad
lineal definida positiva y una variedad lineal negativa definida, es decir, existen variedades
lineales §°, §7 y §~ tales que
§= 3T (5 .
FeCBe, FrCBtt, FTCB . 21)

Toda descomposicién del tipo anterior se llama descomposicion fundamental.
La siguiente proposicién justifica la notacién utilizada en (271).
Lema 2.38. Si §°, §" y & satisfacen (Z3), entonces F° es la parte isotrdpica de §.

DEMOSTRACION. Por el Lema PZI7 se tiene que la parte isotrépica de § es igual a la suma
directa ortogonal de las partes isotrépicas de §°, §© y & . Como §" y § son definidos, su

parte isotrépica es el espacio nulo y como §° es neutro, su parte isotropica es el mismo.
O

Corolario 2.39. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto interno no

degenerado § es de la forma
§=5"(H)%"

(2.2)
Frest g CcB .
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Ejemplo 2.40 (Mackey). El propésito del siguiente ejemplo es mostrar que no todo espacio
con producto interno es descomponible.
Los siguientes resultados, que se presentan como ejercicios seran necesarios en este ejem-

plo.

Ejercicio 2.41. Sea

W = {(2,):>° . C C: z; =0 salvo para una cantidad finita de indices j} .

n=—oo

Demostrar que la dimensién algebraica de W es R, = card(N).

Ejercicio 2.42. Sea
V= {(:z:n)*oo, C C} )

Demostrar que la dimensién algebraica de V es estrictamente mayor que X, = card(N).

Sugerencia:

Un camino es notar que [2(N) C V y utilizar que un espacio de Banach no puede tener
una base de Hamel numerable.

Otro camino (mds elemental) es el siguiente: Como [*(N) C 'V, si la dimensién algebraica
de V fuese X, entonces [?(N) tendria una base de Hamel numerable { f,,}. Aplicando el proceso
de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a {f,,} se obtiene una base ortonormal {e, } de [*(N)
tal que V{f1,...,fn} = V{ei,...,en} para cada N € N. Luego el vector Z:g “ no puede
estar en V{fi, fo,... }.

El ejemplo del espacio no degenerado y no descomponible es el siguiente: Sea

§ = {(@)i= 0 CC: 2y =0 para j < jo(x)}.

es decir, § esta formado por las sucesiones con pardmetro entero, que son finitas a izquierda.

Para = (2,),° oo, ¥ = (Yn), 22 o en F se define

+oo
(r.y) = D wii

j=—00
Es facil verificar que ( , ) es un producto interno no degenerado en §.

Sea T : § — § la aplicacién definida por

r; sig <0,
(Tz); =< j
0 sij > 0.
Si Tx = 0 entonces x_y = x_5 = --- = 0y por lo tanto (x,z) = 0, por lo tanto la

restriccién de T a cualquier variedad lineal definida es inyectiva.
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Supéngase F es descomponible, es decir, que se cumple (22).

Entonces T3+ : §7 — Rango(T) y T|z- : § — Rango(T) son aplicaciones lineales
inyectivas y por lo tanto la dimensién algebraica de §© y la de §~ son menores o iguales
que la dimensién algebraica del rango de T'. Por el Ejercicio 2241 la dimensién algebraica del
rango de T es N,,.

Utilizando dimy para denotar la dimension algebraica de un espacio, se tiene que
dima (F) < dima (FF) + dima (F7) < dimy (Rango(T)) = N,

Como la dimension algebraica de § es mayor igual que la dimension algebraica del espacio
V del Ejercicio 242 la desigualdad anterior es contradictoria, por lo tanto § no puede ser

descomponible.

6.2. Simetrias fundamentales. Sea § un espacio con producto interno no degenerado,

descomponible y sea
F=F"(+H)35
una descomposicién fundamental de §.

Si x € §, entonces x se puede descomponer, de manera inica, como
r=2"4+2" conzteF.xeF .

Se definen los proyectores fundamentales asociados a la descomposicion § = 8’*(4—)3
por
Pty =at, Pzxz=ua".
Por el Ejercicio P* y P~ son proyectores ortogonales.
El operador J : § — § definido por

J=P"— P~

se llama simetria fundamental correspondiente a la descomposicién § = F(+)F .

Ejercicio 2.43. Demostrar que

1 1
Pt=c(+J) P =g(I-J)

JE=1.

Por lo tanto J es un operador invertible y P* y P~ estdn determinadas por J.

Ejercicio 2.44. Demostrar las siguientes afirmaciones:
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(1) J es una isometria, es decir
(Jx, Jy) = (x,y) paratodo x,y € §.
(2) J es hermitiano, es decir
(Jx,y) = (x,Jy) paratodo z,y € §.
(3) Si se define ( , ), por
(£, y)s = {Jz,y),
entonces ( , ); es un producto interno definido positivo en §.

El producto interno ( , ); se conoce con el nombre de J-producto interno. Como este
producto es definido positivo, tiene una norma cuadratica asociada (la J-norma) definida
por

lzlly = ({w,z)s )"

Lema 2.45. Sea J la simetria fundamental correspondiente a la descomposicion
§=3(+)F ", entonces

(1) " y & son (, )j-ortogonales.

(2) El operador J es una || || ;-isometria.

DEMOSTRACION.

(1) Sean z € §*, y € F~, entonces Jx = x y por lo tanto
(z,9)s = (Ja,y) = (z,y) = 0.
(2) Sea x € §, entonces
|Jz||5 = (Jz, Jx); = (J?x, Jx) = (2, Jzx) = (Jx,2) = ||z]|3.
0

Lema 2.46. Sea J la simetria fundamental correspondiente a la descomposicion
§=3"(+)F ", entonces
[z, )| < =]l lylls

para todo x,y € §.
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DEMOSTRACION.
(z, )| = [(Jz, Jy)| = [(z, Jy),|
<zl 1 Tylls = llzlls [|¥lls-

O

Ejercicio 2.47. Sean P* y P~ los proyectores fundamentales asociados a la descomposicién
§ =3 (+)F . Demostrar que

1P ally < lllls v I1P72lls < [lzll; para todo « € §.



Capitulo 3

Topologias en espacios con producto interno

1. Preliminares sobre espacios vectoriales topolégicos

El objetivo de esta seccion es precisar algunos resultados acerca de espacios vectoriales
topoldgicos que seran necesarios posteriormente. Los resultados se dan sin demostracion,
como referencia para esta parte se recomienda el primer capitulo del libro de analisis funcional
de W. Rudin [10].

Tal como ya se preciso, el término espacio vectorial se refiere a espacio vectorial sobre el
cuerpo de los niimeros complejos.

Un espacio vectorial topoldgico (abreviado e.v.t.) es un espacio vectorial F en el que
esta definida una topologia 7 tal que las operaciones de suma de vectores y producto de un

escalar por un vector son continuas con respecto a la topologia 7.

Observaciéon 3.1. Algunos autores agregan el que todo conjunto formado por un solo punto

es cerrado como condicién adicional en la definicién de e.v.t. Esto equivale a que el e.v.t. sea
de Hausdorft.

Se dice que un e.v.t. es localmente convero (abreviado e.v.t.l.c.) si todo entorno de un

punto contiene un entorno convexo.

Definicién 3.2. Sea p una funcién a valores reales definida en un espacio vectorial §. Se
dice que p es una seminorma si
(1) p(z) > 0 para todo z € §.
(2) p(ax) = |a|p(x) para todo a € C, x € §.
(3) p(z +y) < p(z) + p(y) para todo z,y € §.
Se dice que la seminorma p es cuadrdtica si existe un producto interno definido positivo

(, )eng tal que

N|—=

p<$> = <ZE,JI> .

Sea {p, },er una familia de seminormas en el espacio vectorial §. Esta familia induce una

topologia en § de la siguiente manera: El conjunto A C § es abierto si y sélo si para cada

21
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x € A existen una cantidad finita de indices vy,...,7, € I' y € > 0 tales que las condiciones

Yy €T, py,(r—y) <e (j=1,...,n) implican y € A.

Ejercicio 3.3. Sea 7 la topologia inducida por la familia de seminormas {p, }-er en el espacio
vectorial §. Demostrar que 7 es de Hausdorff si y sélo si la condicién p,(z) = 0 para todo

v € I' implica z = 0.
Los siguientes resultados seran utilizados mas adelante.

Teorema 3.4 (Ver Remark 1.38 (b) en [I0]). Toda topologia localmente conveza es inducida

por una familia de seminormas.

Teorema 3.5 (Ver Remark 1.38 (c¢) en [10]). Una topologia localmente convexa y de Haus-

dorff es metrizable si y solo si es inducida por una familia numerable de seminormas.

Observacién 3.6. Un e.v.t.l.c. cuya topologia es inducida por una familia numerable de
seminormas (y por lo tanto es metrizable) y que es completo se conoce con el nombre de

espacio de Frechet.

Sean 11 y T» dos topologias en el mismo espacio §. Se dice que 7 es mds débil que (o que

Ty es mds fuerte que 1) Ty si todo abierto en 7y es abierto en 7y, es decir si 11 C 7

Observacién 3.7. También se cumple el siguiente resultado.
La topologia definida por la seminorma p; es mas débil que la definida por la seminorma

pa siy sélo si existe a > 0 tal que pi(x) < apy(x) para todo z.
Si dos seminormas p; y p2 dan origen a la misma topologia, se dice que son equivalentes.

2. Topologia débil y mayorantes parciales en un espacio de métrica indefinida
Sea § un espacio con producto interno ( , ).

Definicién 3.8. Sea 7 una topologia en §. Se dice que 7 es una mayorante parcial del

producto interno ( , ) o una mayorante parcial sobre § si:

(1) (§,7) es un e.v.t.lc.
(2) Para cada y € §, la funcién lineal ¢, (z) = (z,y) es T-continua.

Observacién 3.9. Cémo el producto interno satisface (x,y) = (y, ), la condicién (B) de la
Definicién B equivale a la continuidad de la funcién ¢, (y) = (z,y) (= fijo).
Por lo tanto una topologia localmente convexa 7 en § es una mayorante parcial si y solo

si el producto interno es 7-continuo por separado en cada una de sus variables.
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Definicién 3.10. La topologia débil T, del espacio § es la topologia inducida por la familia

de seminormas {p, },ez, donde

py(x) = [(z, )]

Ejercicio 3.11. Demostrar que si el espacio con producto interno § es no degenerado,
entonces la topologia débil en § es de Hausdorff.

Indicacion: Utilizar el Ejercicio B=3.

Teorema 3.12. La topologia débil T, en un espacio con producto interno § es una mayorante
parcial sobre §. Una topologia localmente convexa T es una mayorante parcial si y solo si

T, C T.

DEMOSTRACION. Sean ,%,,y € § y € > 0. Entonces |[(z,y) — (x,,y)| < & si y s6lo si x
pertenece al conjunto {u € § : p,(u — x,) < €}; este conjunto es un 7,-entorno de z,. Por lo
tanto 7, es una mayorante parcial y toda topologia localmente convexa 7 tal que 7 O 7, es
una mayorante parcial.

Para el reciproco, sea 7 una topologia localmente convexa que es una mayorante parcial.

Sean z,,y; €§ (j =1,...,n) y € > 0, basta probar que el entorno débil de z,,
A={recF:py,(r—2,) <e, j=1,...,n}

contiene un 7-entorno de x,.

Cémo 7 es una mayorante parcial existen 7-entornos A; de z, tales que x € A; implica
ue py, (z — 0) = [{2, 5) — (v )| < .

Finalmente, basta notar que

Aj

1

n

J
es un 7-entorno de z, contenido en A.

O

Corolario 3.13. Toda mayorante parcial en un espacio con producto interno no degenerado
es de Hausdorff.

Lema 3.14. Sea 7 una mayorante parcial sobre un espacio con producto interno §. Si L C §

es una variedad lineal, entonces L es T-cerrado.
DEMOSTRACION. Sea z, € § tal que x, ¢ L+, entonces

(%0, 50)| > 0
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para algun y, € £. Como 7 es una mayorante parcial se tiene que existe un 7-entorno de x,,
A tal que
[{(z,Yo)| >0 para todo = € A,

es decir
AC(LH)e=3F\ Lt
Por lo tanto (£1)¢ es abierto.

O

Teorema 3.15. Sea 7 una mayorante parcial sobre un espacio con producto interno no

degenerado §. Entonces toda variedad lineal orto-complementada de § es T-cerrada.

DEMOSTRACION. Sea £ C § una variedad lineal orto-complementada. Por el Lema 2232
se tiene que
LLL -0

Por el Lema B4 se tiene que £ es 7-cerrada.
O

Corolario 3.16. Sea 7 una mayorante parcial en un espacio con producto interno descom-
ponible y no degenerado § y sea
F=3"(+H3%

una descomposicion fundamental. Entonces §+ y §~ son T-cerrados.

Teorema 3.17. Sea § un espacio con producto interno no degenerado y supdongase que
existen dos mayorantes parciales 1 y To tales que § con cualquiera de las topologias 11 0 Ty

es un espacio de Frechet. Entonces 71 = To.

DEMOSTRACION. Tanto la topologia 7, como la topologia 7, estan dadas por familias
numerables de seminormas. La union de estas dos familias, que también es una familia
numerable de seminormas, define una topologia localmente convexa y metrizable que se
denotara por 7. Por construccion se tiene que 7, C 7, j = 1,2.

El primer paso es demostrar que § con la topologia 7 también es un espacio de Frechet:

“+oo
n=1 €8

Sea (r,)2] una sucesién de Cauchy con respecto a la topologia 7. Entonces (z,)
de Cauchy con respecto a cada una de las topologias 7;, j = 1, 2. Sea y; el limite de (z,) en
la topologia ;.

Como cada 7; es una mayorante parcial, se tiene que

Jim (20, 2) = (g5, 2)
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para todo z € §, j = 1,2. Como se supone que § es no degenerado, tiene que ser y; = y,. Por
lo tanto la sucesion (z,,) tiene limite en la topologia 7 y es igual al limite en las topologias
Ty Ta.

Para concluir la demostracion se consideran las aplicaciones
Ij : (gv T) - (S> Tj) (3 - 172)'
Como 7; C 7, cada una de estas aplicaciones es continua. Por el teorema de la aplicacion
abierta son abiertas, por lo tanto 7 C 7; (j = 1,2), de donde se concluye que 7 = 75 = 7.
O

3. Topologias mayorantes

Sea § un espacio con producto interno ( , ).

Definicién 3.18. Sea 7 una topologia en §. Se dice que 7 es una mayorante del producto

interno ( , ) o una mayorante sobre § si:

(1) (§,7) es un e.v.t.lc.
(2) El producto interno ( , ) es 7-continuo (considerado como una funcién de dos

variables).

De la definicién sigue que si 7 es una mayorante, entonces la funcion
x> (z,x)
es T-continua.

Ejercicio 3.19. Demostrar que si la topologia 7 esta definida por una tnica seminorma p,

entonces la continuidad de la funcién x — (x, ) implica que existe a > 0 tal que
(2, 2)| < a(p(x))®.

El siguiente resultado muestra que, para una topologia definida por una tinica seminorma,
la continuidad de la funcién x +— (z, x) es una condicién suficiente para que la topologia sea

una mayorante.

Lema 3.20. Sea § un espacio con producto interno { , ) y sea p una seminorma definida

en §. Si existe a > 0 tal que
|(z,2)| < a(p(r))? para todo v € §,

entonces

(1) (z,y)| <2ap(x)ply)  para todo v,y € §
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(2) La topologia definida por p es una mayorante del producto { , ).

DEMOSTRACION.

(1) Por la férmula de polarizacion (ver Ejercicio P23) se tiene que

) + )| = 3 o,z +9) — (o~ g2~ )
< %04 (p(z+y))* + % a(p(z —y))?
< o (p(x) + p(y))?

Sea v € C tal que |y| =1y v (z,y) = [(z,y)|, si en vez de considerar x en la desigualdad
anterior, se considera v x se obtiene
1
[z, 9)] < o (p(x) + p(y)*.

Sip(z) # 0y p(x) # 0, reemplazando = por (1/p(x))x, se obtiene

(o2 < Lo (o(2) +(55)) <20

Si p(z) = 0, reemplazando x con nz (n =1,2,...) se obtiene

nl@ o)l < 50 (6(0)?

y por lo tanto (x,y) = 0. De igual manera se obtiene que si p(y) = 0, entonces (x,y) = 0.
(2) Se debe probar la continuidad de la funcién (z,y) — (z,y).
Sean x,y, T,, Y, € §, entonces
‘<$7 y> - <xoayo>‘ = ’<.’L’ —To,Y — yo> + <xayo> + <$07 y> - 2<xo>yo>|
(
(

2a(p(x — 20)p(y — Yo) + P(x — 20)p(Yo) + P(T0)P(Y — Vo) )-

x_$07y_y0> + <$ _x07y0> + <$Ouy_yO>|
x _xovy_y0>| + |<l’—1’0,yo> + |<$07y_yo>|

IN

IA

Por lo tanto

(T,y) = (T, %0) 51 (,y) = (T, Yo)-

Corolario 3.21. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La seminorma p es una mayorante para el producto { , ).
(2) Existe > 0 tal que |{x,y)| < Bp(x)p(y) para todo x,y € §.
(3) Eziste a > 0 tal que |(z,z)| < a(p(x))? para todo z € §.
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4. Mayorantes y descomponibilidad

Sea § un espacio con producto interno no degenerado y descomponible. Sea J una simetria
fundamental de §. Por el Lema P48 la J-norma define una topologia mayorante en §, que
se denotara por 7; y que recibe el nombre de mayorante de descomposicion.

Por lo tanto todo espacio no degenerado y descomponible posee una mayorante definida
por una norma cuadratica. Puede ocurrir, tal como lo muestra el siguiente ejemplo, que un

espacio con una mayorante definida por una norma cuadratica no sea descomponible.

Ejemplo 3.22. Sea
+oo
§ = {(mn)zz’_o@ CC: zj=0paraj<j,(x)y Z |z,|? < +oo} :
j=1

Para = (2,),2° o, ¥ = (yn), 22 o en F se define

—+00
<:1:,y> = Z TjY—j-1-
Jj=—00

De la misma manera que se hizo en el Ejemplo 2240 se prueba que el espacio § no es

descomponible. Sin embargo § admite una mayorante definida por la norma cuadrética
+oo 1/2
2
b= ( 35 )
j=—0o0

Definicién 3.23. Sea § un espacio con producto interno ( , ) y sea 7 una mayoran-
te. Se dice que 7 es una mayorante de Hilbert si 7 estd dada por una norma cuadratica

|z||* = (z,z), y § con el producto { , ), es un espacio de Hilbert.

Observacién 3.24. Notar que si 7 es una mayorante de Hilbert (como en la definicién

anterior), entonces existe a > 0 tal que

(=, 9)| < ellzllllyll

para todo x,y € §.

Supongamos que el espacio § con producto interno ( , ) posee una mayorante de Hilbert

dada por la norma cuadrdtica ||z||* = (z, z),.

Ejercicio 3.25. Demostrar que en este caso existe un operado lineal G : § — § tal que

(z,y) = (Gz,y)-
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para todo x,y € §.

Demostrar que G también satisface

|G| < aflz|

(Gz,y), = (x,Gy).

Al operador G se le llama el operador de Gram  del producto ( , ) con respecto al

producto ( , ).

Teorema 3.26. Si el espacio con producto interno § admite una mayorante de Hilbert,
entonces § es descomponible.
Ademds la descomposicion puede escogerse de manera que cada una de las tres componen-

tes o la suma directa algebraica de dos de ellas sean cerradas con respecto a esta mayorante.

DEMOSTRACION. Sea 7 la mayorante de Hilbert y ( , ), un producto interno asociado.
Entonces (g, (, )-) es un espacio de Hilbert y

GI({§7<7 >r)—>({§><v >7-)

es un operador autoadjunto.
Sea E la medida espectral de G (ver Apéndice A).
Sean §°, § y § definidos por

§° = E(e(T) N 0)(3)
5" =E(o(T) N (0, +00) )(3)
§ = E(o(T) N (=00,0))(3)
Por las propiedades de la medida espectral se tiene que § es suma directa T-ortogonal de

los subespacios (cerrados) §°, 1+ vy § .

Sean z € §', y € § . Entonces

(z,y) = (z,y)r = /Ad<E(A)E(0(T)ﬂ(0,+OO))$7E(0(T)ﬁ(—00>0))y>f

o(T)
= [ Ad(EW E@).4). =0
o(T)

Por lo tanto §* y § son (, )-ortogonales. De igual manera la (, )-ortogonalidad los espacios

restantes.
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Por lo tanto
F=3(HF(HF .
Supdngase que x € §~ no es nulo, entonces E(o(T) N (—o0,0))z #0
(x,x) = (Grx,x),
= <GE(U(T) N (—OO, O)x> .1'>7-

= / Ad(E(MN)z,z), < 0.
o (T)N(—00,0)
Por lo tanto §~ es definido negativo. De igual manera se prueba que §° es neutro y que
3§t es definido positivo.
La ultima parte del teorema sigue de que la suma § = §° + " +F también es directa

y ortogonal con respecto a { , ).
U






Capitulo 4

Espacios de Krein

1. Preliminares

En esta seccion se repasan algunos resultados vistos en los capitulos anteriores, que seran
necesarios para demostrar algunos de los resultados que se dan en este Capitulo.
Es importante recordar (ver Seccién B2 del Capitulo B) que si § un espacio con producto

interno no degenerado, descomponible y
F=F"(+H)3F

es una descomposicién fundamental de §, se define la simetria fundamental asociada a la

descomposicion por
Jat +az7)=at — 2.
Se cumple lo siguiente:

(1) J es una isometria, es decir

(Jx,Jy) = (x,y) paratodo z,y € §.
(2) J es hermitiano, es decir

(Jx,y) = (x,Jy) paratodo z,y € §.

(3) Si se define ( , ), por
<«T,y>J - <Jl'7y>,

entonces ( , ); es un producto interno definido positivo en §.
(4) " y & son ( , )j-ortogonales.
(5) El operador J es una || || -isometria (donde || ||; es la norma asociada a { , );).

(6) |{z,y)| < |lz|ls|lyll; para todo z,y € § y por lo tanto la topologia inducida por || ||s

es una mayorante cuadratica.

31
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2. Descomposiciones fundamentales y completitud

Teorema 4.1. Sea § un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible.

Sean

F=38(HF, JFTCB . F B

F=3%(HF, JTCB 5B
dos descomposiciones fundamentales de §.
Si (1,60 y(F1,—(,)) son espacios de Hilbert, entonces (3, (,)) y (J5,—(,)) también
son espacios de Hilbert y las normas hilbertianas inducidas por ambas descomposiciones son

equivalentes.

DEMOSTRACION. Para ¢ = 1,2 sea J; la simetria fundamental correspondiente a la
descomposicién
§ =3, (H)3,
y sea 7, la topologia mayorante de descomposicién que corresponde con la Je-norma, || ||, .
Basta probar que las normas || ||, y || ||, son equivalentes.
La demostracion se hara en varios pasos:

Paso 1: Existe una constante ¢; > 0 tal que
|z |ls, < e llxt]s, para todo 2 € .
Por el Lema 2748 se tiene que

{2, 9)| < l[zll.nllylls, para todo z,y € §.

Para y € §, sea ¢, : §7 — C definido por

entonces para cada ™ € Sf se tiene que

sup{[thy (z7)] - y €, [lyll, < 1} < +o0.

Del principio de acotacién uniforme se deduce que

sup{[|¢yll 57 .c) 1 ¥ €T, Myl < 1} < 400,

es decir existe 3 > 0 tal que para todo y € § tal que |ly|lz, < 1y para todo =zt € F; se

cumple que

(&™) = [y (z)] < Blla™ |-
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Si 2t € F, entonces

27l = sup [(z7, )5l
Hy”J2§1

Como Jy es un operador ( , ),-unitario se tiene que

|zt = sup |2, y)p] = sup |[(z", Joy)]

llyll sy <1 llyll sy <1

= sup [(z7, Loy)| = sup [(zT,2)|
7297, <1 |2, <1

< Bl .
Paso 2: Existe una constante c; > 0 tal que
|z~ |, < collx™ ||y, para todo 2~ € §7 .

Se deduce del Paso 1, cambiandole el signo al producto interno.

Paso 3: Existe una constante c3 > 0 tal que
||| 5, < es||x]|s, para todo z € F.

Para x € § sea z = 2+ + 2~ la descomposicién correspondiente a la suma § = §7 (+)37,

entonces
213, < (It + o7 11)” < (llet o + ealle™[1)°
< (mix{er,2})? (et + o [5)°
< 2(méx{er, e2})* ([l l7, + 27113, )
= 2 (max{cr, c2})? [|]]3,
Paso 4: Para v € § sea x = xt + 2~ la descomposicién correspondiente a la suma

§ = 3§71 (+)F,, entonces existe una constante ¢, > 0 tal que

|z F], < e l|z]s, para todo x € F.

Por lo hecho en el Paso 1

12115, < & lat|lf, = o (=™, 2")

- C% <I+=I> < C? Hx+||J2 HxHJw

de donde
2%, < ]| -

Paso 5: Existe una constante c; > 0 tal que

x|l < csllx|s, para todo z € §.
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Para x € § sea v = 27 + 2~ la descomposicién correspondiente a la suma § = F/ (+)37,

entonces
)15, = (S, z) < |zl |25
= 122" — x| 5, ||| 5,
< @lla ™5, + Nzl p) 2] 5

< (2ca + 1)]l]13,-

3. Definicién y caracterizacién basica de los espacios de Krein

Definicién 4.2. Un espacio de Krein es un espacio K con producto interno (, ) que admite
una descomposiciéon fundamental

R=R/"(H)A, RFCB®H /B CB
tal que (R*,(, )) v (R~,—(, )) son espacios de Hilbert.

Notacién. En los textos y trabajos recientes relacionados con el tema de espacios con
métrica indefinida es usual utilizar el stmbolo @ en vez del simbolo (+). De ahora en adelante
se usara esta notacion, del contexto deberd siempre quedar claro con respecto a que producto
se refiere la ortogonalidad. Es importante destacar que en espacios no degenerados no hay

que distinguir entre suma directa ortogonal (& 6 (+) ) y suma ortogonal.
Del Lema y el Teorema BT se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Un espacio de Krein es no degenerado y descomponible.
Si R es un espacio de Krein y
RA=R"p R/
es una descomposicion fundamental, entonces (RY,( , )) y (R~,—( , )) son espacios de
Hilbert.

4. Topologia fuerte de un espacio de Krein

Sea K un espacio de Krein y
RA=RTo R/
una descomposicién fundamental de R.

Si |R7| denota el anti-espacio de K se tiene que

Rl = 8" & |/
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es un espacio de Hilbert. Este espacio de Hilbert tiene un producto interno ( , )g y una
norma || ||;g. Por el Teorema B dos descomposiciones fundamentales dan origen a normas
equivalentes y por lo tanto dan origen a la misma topologia. Esta topologia es la que se

conoce como topologia fuerte del espacio de Krein |[R7]. Ademads se cumple
[z, y)sl < [lzllq [yl para todo z,y € &.

En general, los conceptos de convergencia, continuidad, etc en un espacio de Krein se

refieren a esta topologia.
Ejercicio 4.4. Sea K un espacio de Krein y
RA=R"0 R/

una descomposicién fundamental de K.
Demostrar que la topologia débil del espacio de Hilbert || coincide con la topologia débil
de R segun la Definicién B10.

Ejercicio 4.5. Sea £ un espacio de Krein y
R=R"p R

una descomposicién fundamental de R.
Demostrar que la el operador de Gram y la simetria fundamental asociados a la descom-

posicion anterior coinciden.

5. Indices de un espacio de Krein

Lema 4.6. Sea § un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible y sea
F=3"(HF, FrcB®F B

una descomposicion fundamental de §.

Sea J la simetria fundamental y PT y P~ las proyecciones fundamentales asociadas a
esta descomposicion.

Si L C § es una variedad lineal definida positiva entonces el operador PT|; es acotado
inferiormente con respecto a la norma cuadrdtica || || ;.

De igual manera, S1 L C § es una variedad lineal definida negativa entonces el operador

P~ es acotado inferiormente con respecto a la norma cuadrdtica || || ;.
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DEMOSTRACION. Sea z € § positivo. Entonces
l2l5 = 1P*elf + 1P~ = 2[|Pra|lf - (z,2) < 2(|P* 2.
De manera andloga, si x € § es negativo, entonces
|7 = 2[1P=[|5 + (2, 2) < 2||P7|.

U

Corolario 4.7. Sea § un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible y
sea
F=3"(HF, F OB F B
una descomposicion fundamental de §.
Si L C § es una variedad lineal definida positiva (definida negativa) entonces la dimen-
sion algebraica de £ es menor o igual que la dimensidn algebraica de T+ ().
Si§ es un espacio de Krein y L C § es un subespacio definido positivo (definido negativo)

entonces la dimension (hilbertiana) de £ es menor o igual que la dimension (hilbertiana) de
3T (37)
DEMOSTRACION. Se tiene que
P+|LIL—>P+(L)

es un operador lineal biyectivo. Ademaés es acotado y acotado inferiormente con respecto a
la norma de la descomposicion.
Siempre
dim P*(£L) < dim ™,
donde dim denota la dimensién algebraica o la dimensién hilbertiana.
Como dim £ = dim P (L) se obtiene el resultado para el caso definido positivo. El caso

definido negativo es analogo.
O

Por lo anterior se tiene el siguiente resultado, fundamental en la teoria de espacios de

Krein.

Teorema 4.8. Sea R un espacio de Krein y sean

A=Al o/, A CB™ 8 CB

R=RIaR, RICBT /CB -
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dos descomposiciones fundamentales de K.

Entonces:

(1) La dimensidn algebraica de 8 es igual a la dimensidn algebraica de K5 .
(2) La dimension algebraica de R es igual a la dimension algebraica de K5 .
(3) La dimensidn hilbertiana de &) es igual a la dimension hilbertiana de £ .
(4)

4) La dimension hilbertiana de |R7| es igual a la dimension hilbertiana de |85 |.

Sea K un espacio de Krein, con descomposicion fundamental
RA=RTo ", RTCB™ g CB .

Basdndose en este 1ltimo teorema se define el rango de positividad (o indice positivo)
de un espacio de Krein como la dimensién Hilbertiana de 8% y el rango de negatividad (o

indice negativo) de un espacio de Krein como la dimensién Hilbertiana de [R7].

6. Funcionales lineales continuos

Salvo que se especifique explicitamente lo contrario, en lo que sigue de este capitulo se
supondrd que (&, ( , )) es un espacio de Krein, que se ha escogido una descomposicién

fundamental
RA=RTe A, RTCBTT /B CB T,
J es la simetria fundamental asociada a la descomposicién y ( , ), es el producto hilbertiano

que corresponde con la descomposicion.

Lema 4.9. St M C R es un subconjunto denso, x € R y
(x,y) =0 para todo y € M,
entonces x = 0.

DEMOSTRACION. Es importante destacar que el que M sea denso, lo que quiere decir

que M es denso en |R|. Como el producto en |R| es ( , ), se tiene que si z € Ry
(z,y); = 0 para todo y € R,

entonces z = 0.
Como (z,y) = (Jx,y); se tiene que Jz = 0 y por lo tanto = = 0.
U

El siguiente resultado extiende el teorema de representacion de Riesz a espacios de Krein.
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Teorema 4.10. Sea f : 8 — C un funcional lineal y continuo. Entonces existe un unico
vector y € R tal que
f(z) = (x,y) para todo x € R.

DEMOSTRACION. Por la definicién de la topologia en £ se tiene que f : |&] — C es un
funcional lineal y continuo.

Por el teorema de representacién de Riesz existe z € 8 tal que f(z) = (x, z); para todo
x € R. Como (z,2); = (x,Jz), tomando y = Jz se obtiene el resultado de existencia.

La unicidad sigue de que R es no degenerado. U

7. Adjunto de un operador

Sea D(T) C R una variedad lineal densa y sea T : D(T) — K un operador lineal.

La definicion del adjunto de T' se hace de manera andloga a como se hace en espacios de
Hilbert.

Sea

D(T*) ={y € K : la funcién lineal x — (T'z,y) es continua }.

Sea y € D(T™). Entonces la funcién lineal x — (T'z,y), con dominio D(T), se puede

extender de manera continua a todo K. Por el Teorema BI1 existe z € K tal que
(Tx,y) = (z, 2).
Por la densidad de D(T') z es tnico. Se define T*y = z.
Ejercicio 4.11. Demostrar que, fijado y, el vector z es Uinico y la correspondencia
y—= Ty
es lineal.

Al operador T™ se le llama el adjunto de T.

En resumen, el adjunto de 7" es el tinico operador lineal 7% : D(T*) — K tal que
(T'z,y) = (2, T"y)
para todo x € D(T), y € D(T™)

Ejercicio 4.12. Dar un ejemplo de un operador lineal T tal que D(T*) = {0}.

Ejercicio 4.13. Demostrar las siguientes propiedades del operador adjunto.
(1) 0*=0, I*=1.

(2) T™* siempre es un operador cerrado.
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(3) Si T es continuo, con dominio &, entonces D(T*) = K y T* también es continuo.

Observacion 4.14. Si consideramos a 1" como operador de || en |f], entonces T tiene un

adjunto, que se llamara el J-adjunto de Ty se denotara por 1%/, y que satisface
(Tx,y); = (x,T*y); para todo z € D(T'), y € D(T*),

es decir
(x, T*Jy) = (x, JT*y) para todo z € D(T), y € D(T*).
Por lo tanto D(T*7) = JD(T*), JD(T*7) =D(T*) y
T = JT*J.

Esta ultima igualdad permite trasladar resultados de operadores en espacios de Hilbert a

operadores en espacios de Krein. Los siguientes resultados se pueden obtener de esta manera.

Teorema 4.15. Sea T un operador con dominio denso. Entonces T admite una extension

cerrada si y solo si existe T**. En este caso T** es la clausura de T'.
Teorema 4.16. Sean T y T, operadores con dominio denso. Si Ty C T, entonces Ty C Ty

Teorema 4.17. Sea T un operador con dominio denso. Si D(T) = D(T*) = R entonces T

es continuo.

8. Condiciones para la continuidad de operadores isométricos

Tal como se dijo en el Capitulo B, se dice que el operador lineal V' : D(V) — 8 es una

isometria (o una ( , )-isometria si se quiere ser mas especifico) si
(Va,Vy) = (z,y) paratodo z,y € D(V).

Se dice que el operador lineal U es unitario (o { , )-unitario si se quiere ser mas especifico)
si D(U) = &, U es una isometria y Rango(U) = R.

Lema 4.18. Sea V : D(V) — R un operador isométrico, si D(V') es no degenerado entonces

V' es inyectivo.

DEMOSTRACION. Sea x € D(V) tal que Vo = 0. Entonces
(x,y) = (Vx,Vy) = 0 para todo y € D(V).

Como D(V') es no degenerado, se tiene que x = 0.



40 4. ESPACIOS DE KREIN

Teorema 4.19. Sea V : D(V) — 8 un operador isométrico. Si D(V') es cerrado y no

degenerado y la clausura del rango de V' es no degenerada, entonces V' es continuo.

DEMOSTRACION. Ya que D(V) y la clausura del rango de V' son completos en la topologia
fuerte, por el teorema del grafico cerrado basta demostrar que el grafico de V' es cerrado.
Sea (z,) C D(V) tal que
Tp = To, Vz, = vy
Por el Lema ETI8 V tiene inverso V! : Rango(V) — D(V), por ser D(V) cerrado se
tiene que z, € D(V). Por lo tanto, para z € Rango(V) se tiene que
(Van,2) = {2,V 12) = (2, V12) = (Va,, 2),

como V', — y, también se tiene que

(Yo, 2) = (Vio, 2).
Por lo tanto
(Va, — Yo, 2) = 0 para todo z € Rango(V),
de donde
(Vay — Yo, 2) = 0 para todo z € WG(V).

Como Vz, — y, € Rango(V) y Rango(V') es no degenerado, tiene que ser

Va, =1y,

Corolario 4.20. Todo operador unitario en un espacio de Krein es continuo.
También se cumple el siguiente resultado (se enuncia sin demostracion, ver [&])

Teorema 4.21. Si V' es una isometria con dominio orto-complementado entonces V es

continua si y solo si su rango es orto-complementado.



Capitulo 5

Espacios de Pontryagin

1. Definicion y resultados basicos

Un espacio de Pontryagin es un espacio de Krein tal que uno de sus indices es finito
(para la definicién de indice ver pagina B1).

Por lo tanto un espacio de Pontryagin es un espacio de Krein K con descomposicién
fundamental

RA=RTo A, ATCBT B CB
tal que la dimensién de & o la dimensién de £~ es finita.

Por definicién todo espacio de Pontryagin es un espacio de Krein, todo espacio de Hil-
bert es un espacio de Pontryagin y todo espacio con producto interno no degenerado y de
dimensién finita es un espacio de Pontryagin.

Al hablar de espacio de Pontryagin se supondré que el indice finito es el negativo. Este
indice finito se suele denotar con el simbolo x (la letra griega kappa) y el simbolo II,
denotara un espacio de Pontryagin de indice x. Esto no es nada restrictivo, ya que un
espacio de Pontryagin o es un espacio I, o es el anti-espacio de un II,.

Del Corolario B2 y de otros hechos béasicos se puede deducir el siguiente resultado, su

demostracion queda como ejercicio.

Teorema 5.1.

(1) Si L es una variedad lineal definida negativa de un espacio I1,; entonces dim(L) < k.

(2) Si L es una variedad lineal definida negativa de un espacio 11, entonces £ es mazimal
definida negativa si y sélo si dim(L) = k.

(3) Si L es una variedad lineal k-dimensional y definida negativa de un espacio 11,

entonces existe una descomposicion fundamental
I, =1"Il, It CB|™ I~ CB
tal que 11 = L.

Ejercicio 5.2. Demostrar que si £ es una variedad lineal contenida en un espacio Il y £

contiene una variedad lineal definida negativa de dimension «, entonces £ es no degenerado.

41
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Teorema 5.3. Toda variedad lineal densa en un espacio 11, contiene una variedad lineal

definida negativa de dimension kK.

DEMOSTRACION. El caso x = 0 es inmediato, por lo tanto se puede suponer x > 1.

Sea £ C II, una variedad lineal densa.

Sea

I, =", It CB|™ I~ CB

una descomposicion fundamental y J la simetria fundamental correspondiente.

Sea {ej,...,e.} una base ortonormal de |II7|. Por la densidad de la variedad lineal £
existe {f1,..., f.} C £ tal que

1
1fq = eqll < 612 (¢=1,...,kK).

Siaq,...,aqa. € C satisfacen
K

Z |O‘q|2 =1

g=1

K K
T = g ageq, Y= E oy fqs
g=1 q=1

y si se consideran

entonces

= 1
|z —yll; < Z lag| lleg — foll < Ko = g

q=1

. 1 1
) =l =L s < el <5 (14 55 ) =t g

q=1
Por lo tanto

Ky, ) + 1 = [y, y) — (z,2)| < |[{y,y — 2)| + |(y — 2, 2)|
<Wwllslly = =ll; + |zlls lly — [/

< + L +1 L L + L + L
K4+ — — == —
6K 6k 6 36k%2 Ok

de donde se obtiene que

Finalmente sea
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un elemento no nulo de £, entonces 3% = 22:1 13,/ > 0. Aplicando el argumento anterior

con y = %z se obtiene

(z,2) < 0.
En consecuencia los vectores fi, ..., f. son linealmente independientes y generan una varie-

dad lineal definida negativa.
O

2. Espacios pre-Pontryagin

Definicién 5.4. Sea k un entero no negativo. Un espacio pre-Il,, es un espacio § con
producto interno no degenerado, que contiene una variedad lineal maximal definida negativa
de dimension k.

Un espacio pre-Pontryagin es un espacio con producto interno § tal que § o su antiespacio

es un espacio pre-II,.

Ejercicio 5.5. Sea F un espacio con producto interno y £ C § una variedad lineal definida
negativa de dimensién finita n. Demostrar que existen n vectores eq,...,e, € £ tales que

{e1,...,e,} es una base de £ y
(ej,eq) = —0jq (Jog=1,...,n).
En las mismas condiciones que en el ejercicio anterior, se dice que el conjunto {es, ..., e,}

es una base ortonormal de C.

Teorema 5.6. Sea F un espacio pre-1l, y sea N C § una variedad lineal definida negativa

de dimension k, entonces

(1) Nt es un espacio pre-Hilbert y § es la suma directa ortogonal de N y Nt es decir
F=NoN.

(2) St M C § es una variedad lineal mazimal definida negativa, entonces dim(M) = k.

(3) Si L C§F es una variedad lineal semi-definida negativa, entonces dim(L) < k.

DEMOSTRACION.
Nota: Se hara una demostracién lo mas autocontenida posible. Es importante destacar
que algunos de los argumentos que se dan a continuacion se pueden simplificar u obtener de

resultados ya establecidos, por lo que se podria acortar y simplificar esta prueba.
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Prueba de (1): Sea {ej,...,e.} una base ortonormal de N. Para = € §, sea ™ el vector
definido por i
T =2+ Z(x, ej)e;.
j=1
Entonces .
(27, eq) = (z,eq) + Z(w,ej><ej,eq> = (2, €q) — (@, €4) =0,
j=1
por lo tanto 2+ pertenece a Nt luego §F = N + N+

Como N es definida negativa entonces N N N+ = {0}.

Para terminar la demostracién de (1) sélo falta probar que N+ es un pre-Hilbert es decir,
se debe probar que si x € N+ y 2 # 0 entonces (z,x) > 0.

Sea x € Nt un vector no nulo.

Si se cumpliera que (z,x) < 0 entonces la variedad lineal generada por N y {z} seria una
variedad lineal definida negativa de dimension x + 1, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto Nt es semi-definido positivo. Si se tuviera que (x,z) = 0, por ser N+ semi-
definido positivo se tendria que x LN+ y por lo tanto zL§, lo que implicaria que x = 0 ya
que § es no degenerado.

Luego la unica posibilidad es (z,z) > 0.

Prueba de (3): Por (1) todo vector de § tiene una tnica representacién de la forma
=z +1" (27 €N, 2t e Nh).

Ademads .
r =- Z<x> €j>6j
j=1

por lo tanto la aplicacion x — x~ es lineal.

Para probar (3) basta probar que la aplicacién lineal de £ en N dada por x — x~ es
inyectiva. Sean z,y € £ tales que 2~ =y, entonces v —y = 27 —yT € Nt N L. Como £ es
semi-definido negativo y N+ es un espacio pre-Hilbert, debe ser x — 3 = 0.

Prueba de (2): Por (3) dim(M) < dim(N) = k. Como M es maximal definida negativa,
usando los mismos argumentos anteriores se puede probar que M+ es pre-Hilbert y por lo
tanto dim(N) < dim(M). Luego dim(M) = x.

O

Observacién 5.7 (Una férmula para las J-normas). Sea F un espacio pre-II,;, sea N C §

una variedad lineal definida negativa de dimensién . Entonces N es un espacio pre-Hilbert

FT=NaN..
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Sea J la simetria fundamental correspondiente a esta descomposicién y sea || ||; la norma
correspondiente.

Sea {ej,...,e,} una base ortonormal de N. Si z € § entonces x = zt + z~
(= €N, 2t € N1), donde

Luego
l]5 = (&%, 2™) = (27, 27)
=(z" +z 2t +27)—2(z",27)
= (x,x) — 2(x",x7),

de donde se deduce que

l2]5 = (z,2) +2) [, ep) . (5.1)

Jj=1

Teorema 5.8. Sea § un espacio pre-1l, y sean N1, Ny C § dos variedades lineales definidas

negativas de dimension k. Entonces las topologias que inducen en F las descomposiciones
F=NoNy y F=No®&Ny
son equivalentes, es decir todas las J-normas de F son equivalentes.
DEMOSTRACION. Sea J, la simetria fundamental correspondiente a la descomposicién
F=N,0N; ¢=1,2

y sea || ||;, la norma correspondiente.
Sea {e1,...,e.} una base ortonormal de Ny y sea z € §, por la Férmula (B71) se tiene

que

23, = (@ 2) +2) [, e) P < o) +2) (e
j=1 j=1

K
< ll2li3, +2 ) ll«l3, llesl5,
j=1

= (1 +2) ||€j||32) =115,
j=1
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Como consecuencia de este resultado se tiene que en todo espacio pre-Il,; esta definida,
de manera natural, una topologia que proviene de una norma cuadratica.

Como ejercicio demostrar los siguientes resultados.

Teorema 5.9. Demostrar que st § es un espacio pre-Il,, entonces existe un espacio 11, tal
que § C 1L, (z,y)5 = (x,y)m, para todo x,y € F y § es denso en 11,.

Dicho de otra manera: todo espacio pre-11,, puede ser completado.

Teorema 5.10. Toda variedad lineal densa en un espacio pre-ll,. contiene una variedad

lineal definida negativa de dimension k.
Corolario 5.11. Toda variedad lineal densa en un espacio pre-11,. es un espacio pre-1l,,.

3. Una condicion para la continuidad de operadores isométricos

Lema 5.12. Sean § un espacio pre-1l,, D(V) C § una variedad lineal y V : D(V) — § un
operador isométrico.
Si D(V) contiene una variedad lineal definida negativa de dimension k, entonces V es

continuo.

DEMOSTRACION. Sea N C D(V) una variedad lineal definida negativa de dimensién .
Por el Teorema B8 existe una descomposicion fundamental, con simetria fundamental J, de

la forma
F=NLoN NLC Bt
Sea x € D(V), de acuerdo con la descomposicién anterior
z=2x2"+2" donde 2T € N+, 27 e N,
por lo tanto xt =2 — 2~ € D(V), de donde se concluye que
DV)=MaN,

donde M C D(V) NN+ es una variedad lineal definida positiva.

Como V es una isometria, V(N) es una variedad lineal definida negativa de dimension .
Al igual que antes se tiene la descomposicién fundamental, con simetria fundamental .J’, de
la forma

F=VON)reVvX), VON)rcstt
Ademas
rango(V) = V(M) & V(N),

y V(M) € V(N)* es una variedad lineal definida positiva.
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Sea x € D(V) con J-descomposicién z = ™ + 27, entonces
V|5 = Va* +Var |7 = Va5 + Va5
= Va2t Vat) — (Va~,Va~)
= <LC+,.’L'+> - <xiax7>

= [lI3-

Finalmente de que || ||; y || |- son equivalentes (Teorema BR) se obtiene el resultado.

O

Con las mismas hipdtesis que en el lema anterior, por el Ejercicio B2 D(V') es no dege-
nerado y por el Lema BI8 V' es inyectivo.

Por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.13. Sean Il,, un espacio de Pontryagin de indice k, D(V') C Il una variedad
lineal y V : D(V) — 1l,; un operador isométrico.
Si D(V') contiene una variedad lineal definida negativa de dimension k, entonces V' es

inyectivo y los operadores V y V! son continuos.






Capitulo 6

Teorema de Naimark.
(Extensién del teorema de Stone

a espacios de Krein y de Pontryagin)

En este capitulo se prueba la extension del teorema de Stone a espacios con métrica
indefinida dada por Naimark en [9]. Para la lectura de este capitulo es necesario conocer el

teorema de Hille-Yosida, expuesto en el Apéndice B.

1. El caso de un espacio de Krein general

Proposicién 6.1. Sean & un espacio de Krein con producto interno {, ), D(T) C R una
variedad lineal densa y T : D(T') — K un operador lineal simétrico y cerrado.
Si existe un nidmero complejo X tal que A y \ pertenecen al conjunto resolvente de T

entonces T' es autoadjunto.

DEMOSTRACION. Como A\ — T* extiende a A\I — T se tiene que A\l — T* es sobreyectivo.
Sean z € D(T*), y € R, entonces

Por lo tanto [(A] —T)~'* (A — T*)x = z, luego AI — T* es inyectivo, asi que (ver Definicién
BT0) A pertenece al conjunto resolvente de 7.
Finalmente se tiene que AI — T es una biyeccién entre D(T) y X y su extensién, A\ —T*
es una biyeccién entre D(T*) y X, de donde NI — T = A\ — T*, es decir T = T*.
O
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Teorema 6.2 (Naimark).
Sea K un espacio de Krein. El operador lineal A es el generador infinitesimal de un grupo

fuertemente continuo de operadores unitarios

(Ut) —co<t<too C L(R)

sty solo si iA es un operador autoadjunto y existen constantes M y a positivas tales que el

conjunto {\ € R : |\| > a} estd contenido en el conjunto resolvente de A y
AL = A)~" | < M([A] = a)™™
para todo A tal que |\| > a y para todo entero m > 1.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos que A es el generador infinitesimal de un grupo fuertemente continuo
de operadores unitarios (Us)_—oo<t<too C L(R).

Es claro que (Up)_coct<to00 €s un semigrupo de clase C,, por el teorema de Hille-Yosida
se cumple que existen constantes M y a positivas tales que el conjunto {A € R : |A| > a}

esta contenido en el conjunto resolvente de A y
I(AL =A™ < M(JA] —a)™"

para todo |A| > a y para todo entero m > 1.

Sean x,y € Dom(A), entonces

(Az,y) = lim <w,y> = lim <cc, wy>

t—0+ t—0+ t
, y— Uy

=1 U_
Ji (0 (7))

= —<ZL’,Ay>,

es decir
(iAz,y) = (z,iAy).

Por lo tanto ¢A es un operador simétrico. Como el conjunto {iA : A € Ry |A\| > a}
esta contenido en el conjunto resolvente de iA, de la Proposicion 611 se deduce que 7A es un

operador autoadjunto.

(<) Esta implicacién se deja como ejercicio.
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Indicacion: Si el operador A satisface las hipdtesis correspondientes, entonces genera un
grupo (Uy) —soctcioo C L(R). Para x,y € Dom(A) hallar

d
£<Ut1‘7 Uty>'

2. El caso de un espacio de Hilbert (teorema de Stone)

En esta seccién se verd como el teorema de Stone se puede deducir del teorema de

Naimark.

Teorema 6.3 (Stone). Sea H un espacio de Hilbert. El operador lineal A es el generador

infinitesimal de un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios

(Ut)—co<t<too C L(H)

st y solo si iA es un operador autoadjunto.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que si iA es un operador autoadjunto, entonces exis-
ten constantes M y a positivas tales que el conjunto {\ € R : |A| > a} estd contenido en el

conjunto resolvente de A y
(AL =A™ < M([A] —a)™™

para todo |A| > a y para todo entero m > 1.

Sea A tal que iA es un operador autoadjunto, entonces A es antiadjunto, es decir
A= —-A.

Sea A € R no nulo.

Paso 1: ||(A] — A)z|| > |A|||z| para todo z € Dom(A).

| — A)z|| = (M — A)x, (M — A)z)
= (\z, \z) + (Az, Ax) — (\z, Ax) — (Ax, \x)
= AP|z||* + || Az]|? — Mz, Az) + Xz, Ax)
= [AP[l]* + [ Az|?
> |||

Paso 2: Ran(AI — A) es cerrado.

Sea y € Ran(Al — A), entonces existe una sucesion (z,,) C Dom(A) tal que

(M — A)z,, — .



52 6. TEOREMA DE NAIMARK

Como ||(AM] — A)(zp, — x|l > |M||zn — @m]|| se tiene que (x,,) es de Cauchy y por lo tanto
existe z € H tal que x,, — x. Como A es cerrado, A\ — A también es cerrado y por lo tanto
x € Dom(A) y y = (M — A)x € Ran(A] — A).

Paso 3: Ran(Al — A) es denso en H (y por lo tanto igual a H).

Sea y € H tal que y LRan(AI — A), entonces

(Ml — A)z,y) =0 para todo z € Dom(A),
de donde se deduce que
y € Dom(A) = Dom(A*) y A%y =\y.
Como A* = —A, se tiene que

My, y) = (Ay,y) = (y, A"y) = My, v)

y por lo tanto y = 0.

Finalmente, se ha probado que si A € R y A no es nulo, entonces A pertenece al conjunto
resolvente de A y

1A = A)H < A

por lo que se satisfacen las condiciones requeridas con M =1, a = 0.

3. El caso de un espacio de Pontryagin

Sea k un entero no negativo y sea § un espacio Il,.

Sea Dom(T") una variedad lineal densa en § y sea
T :Dom(T) - §

un operador autoadjunto. Como Dom(7") es denso, existe un subespacio N de § tal que
N C Dom(T), N es definido negativo, la dimensién de N es x y Nt es definido positivo.
Sean J, Py y P_ la simetria y las proyecciones fundamentales asociadas a la descompo-
sicion
F=NtaN.
Como N C Dom(T), se tiene que si z € Dom(7T) entonces . = P,z € Dom(T) y

x_ = P_x € Dom(T), por lo tanto T" se puede descomponer de la siguiente manera

T =P, TP, + P.TP. + P,TP_+ P.TP,.
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Sea T, = P,TP, + P_TP_, entonces (ver Observacién B14 y recordar que P}’ = P, y

P*7 = P_) se tiene que
T;7 = PYT™ P 4 P T P
— P, JT*JP, + P_JT*JP_
— P,T*P, + (—P_)T*(—P.)
= P,TP, + P.TP_
=1T,.

Por lo tanto T, es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert |§| = (§, (, ),).

De manera analoga se prueba que 1 = T,,.

Como dimN = k < oo la restriccion de T' a N es un operador continuo y por lo tanto el

operador T1s = P, TP_ es continuo. Sea Ty; = P_TP,, si z,y € Dom(T) entonces
(Tyw,y) = (P-TPyx,y) = (x, P, TP_y) = (v, Troy) = (T1y2,y),

luego 17, extiende a T5; y por lo tanto T5; también es un operador acotado.
Si T} = Tis + T3, entonces 17 es un operado acotado, con una extension continua a todo

el espacio que se seguira denotando por 17 y 17 = T.

En resumen,
T=1T,+1,
donde
=17, 1y="1T,

T =T,

y T} es continuo.

Sea A un operador tal que iA es autoadjunto, de lo anterior se deduce que
A=A, + A,

donde
Al =—-Ap, Al =-A,
A = —A,

y A; es continuo.
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Sea A € R, no nulo. Por lo hecho en la seccién previa AI — A, es invertible y

1AL = Ao) | < A

Luego
M—-—A=X-A,— A
= (M —A)(I — (M — A,)"Ay)
y
I = A~ < Bl <1y
Sea A € R tal que |\| > ||A;||. Entonces el operador I — (A — A,) ! A; es invertible y

1 N
(AL = Ag) 7 As = [A] = [ Al
Por lo tanto el operador AI — A es invertible y

I = (A = 4,47 < =

1AL = A) ™[ < (I = Ao) I = (M = Ap) 7 A ™|

1 A"
— A (A= (A
B 1
(AL =N A )™

En consecuencia se tiene el siguiente resultado

Teorema 6.4 (Naimark para espacios de Pontryagin). Sea § un espacio de Pontryagin. El

operador lineal A es el generador infinitesimal de un grupo fuertemente continuo de opera-

dores unitarios

(Ut) —soct<t00 C L(T)

sty solo si 1A es un operador autoadjunto.



Apéndice A

Nociones de teoria espectral

para operadores en espacios de Hilbert

Los resultados y definiciones que se dan en este apéndice son necesarios para la lectura
de estas notas. Se dan sin demostracién, una buena referencia para estudiarlos en detalle es
el libro de W. Rudin [10].

1. Medidas espectrales

Sea 2 un espacio de Hausdorff localmente compacto. Sea B(f2) la o édlgebra de Borel de

Q, es decir, la o algebra generada por los abiertos.

Sea p una medida no negativa en €.
Se dice que p es de Borel si p esté definida en B(Q) y u(K) < +oo si K C  es compacto.

Se dice que p es reqular si para cada w € B(€) se tiene que
p(w) = inf{u(A) : w C A, A abierto}
=sup{u(K): K Cw, K compacto}.

Se dice que p es de Radon si p es medida de Borel regular.

Sea p una medida compleja en (2.

Se dice que p es regular si la medida |u| (variacién total de p) es regular.

Es importante destacar que la medida que aparece en el teorema de representacion de

Riesz es regular.

Definicién A.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo, una medida espectral (también

llamada familia espectral o resolucion de la identidad) es una funcién
E :B(Q) — L(H)

tal que:
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C.

A. NOCIONES DE TEORIA ESPECTRAL

(1) E(0) =0, E(Q) = Iy.

(2) Para cada w € B() se tiene que E(w) es una proyeccién ortogonal, es decir se
cumple: E(w)? = E(w), E(w)* = E(w).

(3) Siw,w € B() entonces

Ewnuw') = FEWw)E(W).
(4) Si w,w € B(Q) y wNw = () entonces
FwUuw') = E(w) + E(W).
(5) Si h,h' € H, la funcién de B(2) en C definida por
pin (W) = (E(w)h, 1)

es una medida de Radon.

2. Teorema espectral para operadores normales acotados

Sea H un espacio de Hilbert complejo.
SiT € L(H) el espectro de T' se define como

o(T)={X € C: A\ — T no es invertible}.

Se cumple que el espectro de T' es un subconjunto compacto y no vacio del plano complejo

El teorema espectral para operadores normales acotados en un espacio de Hilbert esta-

blece los siguiente.

Teorema A.2. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea T € L(H) un operador normal.

Entonces existe una medida espectral E en o(T) tal que

T = / NAE()).

o(T)

Un operador S € L(H) conmuta con T si y solo si T conmuta con cada proyeccion E(w),
w e B(a(T)).

Observacién A.3. La igualdad

T / NAE())

o(T)
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quiere decir que
(Th,h') = / ANA(E(N)h, 1y,
o(T)
para todo par h,h' € H.

Observacién A.4. Se cumple que si T € L(H) es un operador autoadjunto (T' = T%)

entonces
o(T) CR.

Observacién A.5 (Calculo funcional para operadores normales). Sean 7'y E como en el
Teorema A=A, Sea M el algebra de las funciones a valores escalares, medibles Borel y acotadas
con dominio o (7).

Si se define la aplicacién f +— f(T') de M en L(H) por

FT) = [ fA)dE(N),
o(T)
es decir
FIm = [ F)dEOR ),
o(T)
para todo par h,h' € H, entonces se cumple
(1) La aplicacion f + f(T') es un homomorfismo de algebras.
(2) F(T) = F(T)
3) |f(D)]| < sup{|f(A\)| : A € o(T)} para f € B y si f es continua se cumple la
igualdad.






Apéndice B

Semigrupos de operadores y teorema de Hille-Yosida

En este apéndice se da una introducciéon a la teoria de semigrupos de operadores en
espacios de Banach. Los resultados aqui expuestos son necesarios para la demostracion del
teorema de Naimark, que se da en el Capitulo B. Una buena referencia para profundizar en
el tema es el libro de K. Yosida [12]

A lo largo de este apéndice X es un espacio de Banach sobre el cuerpo C de los niimeros

complejos, con norma || ||.

1. Semigrupos de operadores y condiciones de continuidad
Definicién B.1. Un semigrupo de operadores es una familia de operadores (T})i>0 C L(X)
tal que

(1) Para cada s,t >0
Tyvs = 11T,
(2) To =1,

Si ademads se cumple que para cadat, >0y z € X,

lim Tyx = T;, x,
t—to

se dice que el semigrupo es de clase C,.

Proposicién B.2. Sea (T})i>0 C L(X) un semigrupo de operadores.
Supongase que se cumple que

Im Tox = x
t—0t

para todo v € X. Entonces:

a) Ezxisten constantes M vy a positivas tales que
yap q
|7 < Me™
para todo t > 0.

(b) (T3)i>0 es un semigrupo de clase C,.
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DEMOSTRACION. Para n > 0, sea

1
cn—sup{HTtH:Ogtg—}.
n

El primer paso es demostrar que existe n > 0 tal que ¢, < 4+00. Pare ver esto, supéngase

lo contrario. Entonces existe una sucesion (,),>1 tal que

0<t,<

S|

y ATl = .
Por el principio de acotacién uniforme tiene que existir z € X tal que
i |1T3,2]| = +oc,
n—oo

lo que es una contradiccion, ya que por hipétesis lim 73 x debe ser igual a x.

Si se escoge n, de manera que c,, < 400 y se define ¢ = ¢} entonces, para t € [0, 1]

Mo

No
<)) < e < e

Si [t] es la parte-entera de t entonces, para ¢t > 0

[t]+1
17 = H<T : ) H < <= et
+1
Para probar que el semigrupo es de clase C, basta notar que si s > 0, entonces
1 Ttss2 — Tx|| < | T Tox — 2| < Me™ || Tow — =]

ysis<0

|Tosse = Tx|| < || Towsllllz — Tosa]| < M| Tz — 2

Observacién B.3. Se puede probar que en la proposiciéon anterior la condicion

lim Tyx =x
t—0t

para todo x € X puede ser reemplazada por

w— lim Thx =x
t—0+

para todo = € X (limite débil).
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2. Generador infinitesimal

Definicién B.4. El generador infinitesimal del semigrupo (7}):>¢ se define por

Az — lim M’
t—0+t t
para x € D(A), donde
Tz —
D(A) = {:c €X: lim # existe }

t—0t

Es claro que D(A) es una variedad lineal y que A : D(A) — X es un operador lineal.

A lo largo de esta seccién, salvo que se especifique lo contrario, se supondra que
(T})t>0 C L(X) es un semigrupo de operadores de clase C, y que A es su generador infi-
nitesimal.

Para continuar es necesaria la nocién de integral de una funcién que toma valores en un
espacio de Banach. Como solamente se consideraran funciones continuas la definicion resulta

muy sencilla. Si f : [a,b] — X es una funcién continua se define

/abf(m) dx

mediante la aproximacion de f por funciones constantes a trozos, es decir, al estilo de la in-
tegral de Riemann. La demostracién de la existencia de la integral es completamente analoga

a la que corresponde con el caso escalar y se tiene que

\ / ey de| < / @)l e

Muchos resultados referentes a la integral de Riemann de funciones a valores reales,

tales como el teorema fundamental del calculo y algunos resultados de cambio de limite
con integral se extienden para integrales a funciones a valores en un espacio de Banach. En

general la demostracién es sencilla y se usaran a lo largo de este apéndice.

Lema B.5. La variedad lineal D(A) es densa en X, D(A) es invariante para cada T; y A

conmuta con (T})¢>0, mds precisamente

para todo t > 0 y ademas

para todo x € D(A) yt > 0.
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DEMOSTRACION. Parax € X y t > 0, sea

t
T = / Tix ds,
0

entonces

=Tx—=x
Por lo tanto z; € D(A) y
Ax, =Tix — x
Como
, Ty
lim — =z,
t—0t+ ©

se tiene que D(A) es densa en X.
Siz e D(A) y t > 0 entonces

T. T —T, T —
limM:h’mTt( L x):TtAx.

s—0t S s—0t

Por lo tanto Tyx € D(A) y Ty Ax = AT

Lema B.6. Sixz € D(A) yt > 0 entonces
t
Tix —x = / T, Ax ds.
0
DEMOSTRACION. Basta demostrar
¢
0 (Ttx —x — / TsAmds> = 0 para todo ¢ € X™.
0
Dada ¢ € X*, sea F' : [0, +00) — C definida por

t
F(t)y=¢ <Ttm—m—/ TSAa:ds)
0

y sea I (t) la derivada por la derecha de F' en el punto ¢.
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Como F' es continua y F(0) = 0, para demostrar que F' = 0 basta demostrar que
F' (t) = 0 para todo t > 0.

FL(t) = lim F(t+u) — F(t)

u—0T (7
Tivyx — T, 1 [ittu
~ lm 90(— ! / TSMS)

T,x —
~ lim o (T (M) _ TtAx)
u—0t u

= lim ¢ (T1Ax — T,Az) =0

u—0t

[l

Lema B.7. Si x € D(A) entonces la funcion x; = Tix es continuamente diferenciable en
[0,+00) y

DEMOSTRACION. Sea D, z; y D_x; las derivadas por la derecha y por la izquierda res-
pectivamente de x;.
En la demostracién del Lema B se probé que D, x; = AT,x = T; Ax. Por otra parte
D_xz; = lim M
u—0t u
Por el Lema B se tiene que

1 t
D_x; = lim —/ T, Axds = T, Ax.

u—0tT U t—u

Teorema B.8. El operador A es cerrado.
DEMOSTRACION. Sea (), C D(A) una sucesién tal que
Ty — T Ax, — .
Por el Lema B4

Tix —x= lim Tiz, —x,
n—-+o0o

t

= lim T, Az, ds

n—-+o0o 0

t
= / Tsyds.
0
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Es importante destacar que la Proposicién B2 justifica este ultimo cambio de limite con
integral.

Por lo tanto

Tix — 1/t
=2~ —lm=- [ Tyds =y,
t—0 t =01 J,
de donde sigue que x € D(A) y Ax = y. O

Ejercicio B.9. Demostrar que si f : [0, +00) — Dom(A) es una funcién que satisface

fi(t) = Af(t)
para todo t € [0, +00), entonces

f(t) =T f(0)
para todo t € [0, +00).

Demostrar que un semigrupo de clase C, estd univocamente determinado por su generador

infinitesimal.

3. Resolventes

Definicién B.10. Sea Z un operador lineal cerrado en X con dominio Dom(Z) y rango
Ran(Z). El conjunto resolvente de Z es el conjunto de los A € C tales que A\ — Z es

inyectivo y tiene rango igual a X.

Ejercicio B.11. Demostrar que si A pertenece al conjunto resolvente de Z entonces el

operador
Ry=(\—-2)""!

(que tiene dominio X) es continuo.

Indicacién: Utilizar el teorema del grafico cerrado.
El espectro de Z es el complemento del conjunto resolvente.

Lema B.12. FEl conjunto resolvente R de un operador cerrado Z es abierto, la resolvente de
Z

Ry=\—-2)7!

es una funcion analitica de X en R y si \,w € R, entonces

Ry— R, = (w— A R\R..
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DEMOSTRACION. Sea A, € Ry sea ¢ = ||Ry,|| 7! Para |\ — \,| < ¢ la serie

—+00

DDA = A) R

n=0
converge en norma y define un operador acotado S).
Si z € Dom(Z), entonces

+o0
S\AL=2) =) (—1)"(A = X" Ry (NI = Z 4+ M = Nz
n=0
“+oo
=) (=1)"A=X)"RY x4+ (A= \)Saw
n=0
+oo
=2+ ) (=1)"(A=XA)"Ry 2+ (A= A\)Shr
n=1
+oo
=2 = (A=) D (=1 A = A)"TRY 2+ (A= Ao) Sz
n=1

= —(A=X)Saz+ (A=) = .

Por otra parte, siz € X y

entonces y,, € Dom(Z7) y
lim y,, = S\z.
m—0o0

Ademads

lfm Zy, = lm Y (=1)"(A = A)"ZRy
m—o0 °

m—oo
n=0

m

= 1im D (=1)"(A = A)"(AoRa, — )RS 2
n=0

_ nn+1 7 _1\n o n pn
_W{%AZ (A= A) R} J%Z( 1™\ = \)"RY. x

n=0
=SS+ A=X)Sha —z
= \S\x — x.

Como Z es cerrado, de lo anterior se deduce que Syx € Dom(Z) y

ZS\r = ANS)x — x,
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es decir
(M — Z)S)x = .

Por lo tanto {A € C: |A = \,| <c} CRy S\ = Ry para |A — )\, < c.
Asi queda establecido que R, es analitica y que

+oo
Ry=) (=D)"(A = A\)"Ry

n=0
para |A — \,| < ||Ry, |7
Size Xy \w e R, entonces

M —=2){Ry— R, — (w—ANR\R,}x =2 — (M — Z)Ryx — (w— N)Ryx
=z — (wl —Z)R,x

Como A\ — Z es inyectivo se concluye que
R)\ - Rw = (w — )\)R)\Rw
0J

Teorema B.13. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo (13)i>0 C L(X) de clase

C, que satisface

|7 < Me.

Entonces el espectro de A estd contenido en el conjunto {A € C : Re(\) < a} y para
Re(\) > a y z € X se tiene que

+oo
Ryxz = / e MTxdt
0
DEMOSTRACION. Por la condicién de acotacién que satisface el semigrupo, la integral

“+o0o
/ e MTx dt
0

converge para Re(\) > a.

Para x € X y Re(\) > a, sea

+oo
Qrxr = / e M dt,
0

se probara que Q) = R).
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Sea r € X, si y = @ x, entonces

Ty — 1 [t 1 [t
lim Y=y _ lim {—/ e_’\tﬂ+sx dt — —/ e M dt}
0 0

s—0t S s—0t | S S

1 [t 1 [t
= lim {— / e M) dt — = / e Mz dt}
s—0 S s S 0

1 s 6)\3 -1 +o0
= lim {—— e / e M dt + / e M dt}
s—0t S 0 S 0

= -+ \Q\r=—x+ \y.

Por lo tanto y € Dom(A) y
(M = Ay =z,

luego el rango de @), esta contenido en el dominio de A y
(M — A)Ran(@,) = X.

Para completar la demostracién basta probar que AI — A es inyectivo en Dom(A).
Sea x € Dom(A) tal que (A — A)z =0, para t > 0 sea

z = e
Entonces z; € Dom(A) para todot >0y

z, = NeMr = A,

Por lo tanto (ver Ejercicio B1)

xy = Tix,
de donde
Tzl = W]
Como Re(A) > a, lo anterior sélo es posible si ||z|| = 0.

4. El teorema de Hille-Yosida

Teorema B.14 (Hille-Yosida). Sea A un operador cerrado con dominio denso en X.
Entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo (T3)¢>0 C L(X) de clase C, que
satisface
IT3|| < Me*
para todo t > 0 si y sélo si el conjunto {\ € R : X\ > a} estd contenido en el conjunto

resolvente de A y
(A =A™ < MA—a)™
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para todo A > a y para todo entero m > 1.

DEMOSTRACION. Si (T})>0 C L(X) satisface
T < Me

para todo t > 0 entonces, para A > a se tiene que

+o00
(M —A) 'z = / e Mz dt.
0

—+00 400
/ o / 6—)\(t1+...tn)ﬂl+mtn dty -~ dt,
0 0

“+oo +00
< / . MeFA=a)tttn) g gy
0 0

Por lo tanto

[(A — 4y~ = ]

+oo m
=M ( / e(—A—a)t dt)
0

=MM\—a)™™.

La demostracion del reciproco da un poco mas de trabajo ya que es necesario construir
el semigrupo (7}):>o. La idea es aproximar A por operadores acotados A, y probar que los
semigrupos

T} = et
convergen a un semigrupo (73):>o cuyo generador es A. Esta prueba se hara en varios pasos.
Para A > a se define el operador acotado A, por

Ay = NAM — A)_l = —MI -\ — A)—l}

y el semigrupo uniformemente continuo (7}});>¢ por

o

n=0

Paso 1: Si x € X, entonces
lim ||AN — A)~ 'z = 0.
A——+00
Si z € Dom(A) entonces
IANT = A) || < | = A)7H|[|Az]| < M(X = a)™! || Az,

que tiende a 0 si A\ — 4o00.
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Por otra parte

M
IAQT = A7 = 1T =AM = A) 7 < —+1
—a
es acotado para A > 2a.
Como Dom(A) es denso se obtiene el resultado.

Paso 2: Si z € Dom(A), entonces

lim A,z = Ax.

A——+00

Dado x € Dom(A), sea b > a, entonces existe y € X tal que x = (bI — A)~'y. Se tiene

Jim |Axz — Az|| = lim [[NAN — A) (6] — Ay — AL — A7y
——400

A——+o00

= M JAA{ = A)7 = (0 = Ao = ATy — AT = A) |

—A A
= Ii — 1) A®WBI - A AN - A
(525 - 1) AT - A+ A5G- )

A——+o00
i —C AT — A) Tyl + Tim || A\ — A) "y
T Ao AN —b y A—=too A — b y
=0.

Paso 3: Existe /\h’m Tt’\ en la topologia fuerte y este limite define un semigrupo de clase
—00

Co.

Se tiene que

=N NN - AT
I = (1> ,
— nl
> t"/\Q”()\I —A)™
R PSY
|l ; n!
— A |(M = A)"
—\t
=° ; n!
0 tn)\Qn(/\ o a)—n
—\t
<e M; .
_ e—)xtMet)\z(/\—a)’l _ Meta)\(k—a)’l

< M€2at
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siempre que A > 2a. Ademas

lim ||} < Me™.
A—400

Sean u>a,t >0y stal que 0 < s <t. Sixz € Dom(A)

d
|5y

‘ = || = AT} [TFe 4+ T) A Th |
= |72 T2~ Asa + Aual
< M2 Ayr — Azl
integrando de 0 a ¢

T2 — T =

t
d
/ AT Ty ds|| < MPteh' || Ave — Aya.
0

Esta tultima expresion converge uniformemente a 0 si A\, 4 — 400 y t varia en un intervalo

acotado. Como ||T2|| estd uniformemente acotada para ¢ variando en un intervalo acotado,

se tiene que existe

lim Tz
A—+00

para todo ¢t > 0 y todo x € X.
Se define (T})¢>0 por

Tiz = lim Tt)‘:v.
A——+o00

De las propiedades de semigrupo de (T}));>o v los resultados recién probados se deduce
que Ty = 1,
T3] < Me®
para todo t > 0,
Tyvs = T,T,
para todot,s >0y
lim Tyx = x

t—0t

para todo x € X.

Paso 4 (y ultimo): El generador infinitesimal de (73);>0 es A.
Sea B el generador de (7})¢>o-

Sea x € X, entonces

¢
T —x = / T Az ds.
0
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Si z € Dom(A) entonces se puede tomar limite cuando A tiende a +oo en la expresién

anterior y se obtiene
t
Tix —x = / T, Ax ds.
0
Dividiendo entre ¢ y tomando limite cuando ¢ tiende a 0 se obtiene Bx = Ax.

Por lo tanto Dom(A) C Dom(B) y Ay B coinciden en Dom(A). Como A\ — Ay A\ — B

son inyectivos y con rango igual a X para A > a entonces
Dom(A) € Dom(B)
y A= B.
U
Considerando el caso M =1, a = 0 y usando que (A\] — A)™™ = (Al — A)™')™ en el

teorema anterior se obtiene.

Corolario B.15. Sea A un operador cerrado con dominio denso en X.
Entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo (13);>0 C L(X) de contracciones

si y solo si el conjunto {\ € R: X\ > 0} estd contenido en el conjunto resolvente de A y
1
M—-A) <<
JO7 =) < §
para todo A > 0.

5. Teorema de Hille-Yosida para grupos de operadores

Definicién B.16. Un grupo de operadores de clase C, es una familia de operadores (1}) _ooct< 100 C
L(X) tal que
(1) Para cada s,t € R
Tiys = T,
(2) Ty =1,
(3) Para cada t, € Ry z € X se tiene que

lim Tyx = T; x.
t—to

El generador infinitesimal del grupo (7}):>o también se define por

Tix —x
Axr = lim ,
t—0t

para x € D(A), donde

D(A) = {x €eX: lim Ttxt_ T existe } :

t—0t
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Ejercicio B.17. Sea (T})_co<t<+00o C L(X) un grupo de clase C,.
(1) Demostrar que (73)o<t<too ¥ (T-t)o<t<+o0 sON semigrupos de clase C,.
(2) Demostrar que si (T})_soct<+00 €8 un grupo de clase C, entonces existen M,a > 0
tales que
I < Met
para todo t € R.
(3) Demostrar que si A es el generador infinitesimal de (7})_oo<i<t0o €ntonces el gene-

rador infinitesimal de (7_¢)o<t<+o00 €S -A.
Utilizar el ejercicio anterior y el Teorema BT para demostrar el siguiente resultado.

Teorema B.18. Sea A un operador cerrado con dominio denso en X.
Entonces A es el generador infinitesimal de un grupo (T}) _soct<io0o C L(X) de clase C,

que satisface
IT3| < Melt

para todo t € (—o0,00) si y solo si el conjunto {\ € R : |\ > a} estd contenido en el

conjunto resolvente de A y
AL = A)™] < M(]A] = a)™™

para todo || > a y para todo entero m > 1.
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