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Prologo

Estas notas fueron escritas especialmente para los Talleres de Formacion Matematica
(TForMa), auspiciadas por la Asociacién Matemética Venezolana. Han sido concebidas

como material de estudio para un primer curso de anédlisis de Fourier.

Se estudian los siguientes temas: Funciones periddicas y series de Fourier. Condiciones
para la convergencia puntual y en media aritmética de una serie de Fourier. Convergencia
en media cuadratica de la serie de Fourier. Desigualdad de Bessel, identidad de Parseval
y aplicaciones. Comportamiento de las series de Fourier. Desarrollo en serie de senos y en

serie de cosenos. Aplicacion a la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales.

Los objetivos fundamentales del curso son motivar a los participantes hacia el estudio del
analisis armoénico y conseguir que apliquen en forma rigurosa los topicos que ya han estudiado,

tanto para comprender resultados clasicos, como para resolver problemas sencillos.

La nocion de integral que usamos es la de Riemann, para un curso de mayor profundidad

seria necesaria la integral de Lebesgue.

El requisito fundamental para la lectura de estas notas es un curso avanzado de calculo
diferencial e integral en una variable. Mas en detalle: los participantes deben dominar
las nociones basicas de los siguientes temas: calculo diferencial en una variable, integral
de Riemann unidimensional, convergencia uniforme de sucesiones y series de funciones. Es
recomendable que el participante posea un minimo de conocimientos de algebra lineal y

rudimentos de calculo en varias variables.
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Finalmente, agradecemos a los organizadores del TForMa la oportunidad de participacién

que nos han brindado.

Ramoén Bruzual.
Marisela Dominguez.

Marzo 2003.
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CAPITULO 1

Funciones periédicas y series de Fourier

1. Funciones trigonométricas

Se supone que el lector esta familiarizado con las propiedades basicas de las funciones
trigonométricas.

En esta seccién repasaremos algunas identidades y enunciaremos algunos resultados
bésicos que seran necesarios mas adelante.

Las funciones sen y cos tienen periodo 27, es decir satisfacen:

sen(z + 2m) = sen(x),

cos(x + 2m) = cos(z)

para todo nimero real x.
Las siguientes identidades seran utilizadas en distintas partes del libro (z e y denotan

nimeros reales).

(1.1) sen(z +y) =senzcosy + senycosx
(1.2) cos(x + y) = cosx cosy F sen x sen y
1-— 2
(1.3) sen’ x = C+S<I)
1 2
(1.4) cos® T = 1+ cos(2z)
2
1
(1.5) senzcosy = §(sen(x —y) + sen(z + y))
1
(1.6) senxseny = §(COS($ —y) —cos(x +y))

1
(1.7) COS T COSY = 5(008(1‘ —y) + cos(z + y))
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PROPOSICION 1.1. Sean m y n enteros positivos. Entonces

2m 2 0, sim=#n,;
senmx sennx dr = cosmx cosnx dr =
0 0 T, S Mm=n.

2
/ senmx cosnx dxr = 0.
0

DEMOSTRACION. Demostraremos que

2m 0, sim#n;
senmx sennx dr =
0 m, sim=n.

Las demostraciones de las igualdades restantes son andlogas y quedaran como ejercicio.

Supongamos m # n, por la identidad (1.6) tenemos que

1
sen mx sen nx = 5( cos((m —n)x) — cos((m +n)x) ),

por lo tanto,

/ cos((m — n)x )d:zs——/ cos((m +n)z) do
[Sen )]2” | [sen((m—l—n)x)]%

2 m-+n

27
/ sen mx sennx dr =
0

2

0 0

O wl»— w|>—l

Supongamos m = n, por la identidad (1.3) tenemos que

1 — cos(2mx)

sen’(mx) = 5 :

por lo tanto,
2w
/ (1—cos(2mz) )dx
0

1

2

1 sen(2ma)]*"
— x _—,_————

2 2m 0

27
/ sen’(mx) dx =
0
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2. Polinomios trigonométricos
Como es usual R denotara el cuerpo de los niimeros reales.

DEFINICION 1.2. Un polinomio trigonométrico es una funcién de R en R de la forma

(1.8) P(x) = % + Zak cos kx + By sen kx,
k=1
donde ay, aq,...,a, y b1, ..., 0, son constantes reales.

DEFINICION 1.3. Si P es un polinomio trigonométrico de la forma (1.8), el grado de P

es el mayor entero k tal que ap # 0 6 G # 0.

PROPOSICION 1.4. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces

1 2m
a, = —/ P(z)dx
0

T
1 2m

ak:—/ P(z)coskxdr para k=1,...,n
T Jo
1 2m

ﬁk:—/ P(z)senkxdx para k=1,...,n.
T Jo

DEMOSTRACION. Demostraremos la primera y la segunda igualdad, la demostracién de
la tercera es analoga y la dejaremos como ejercicio.

Por la Proposicién 1.1 tenemos que, para j =1,...,n,

2 2m
/ sen jrdr = / sen jx cos 0z dr = 0,
0 0

2m 2
/ cos jxdx = / cos jz cos Ox dx = 0,
0 0

luego

2w 2w n 2m 2w
/ P(z)dx = / % dx + Z ozj/ cos jx dx + f3; / sen jr dx = Ta,.
0 0 i 0 0

Esto prueba la primera igualdad, a continuacién probaremos la segunda.

Sea k un entero entre 1 y n. Nuevamente, por la Proposicion 1.1 tenemos que,

2m 27
/ coskr dr = / cos kx cos Ox dz = 0,
0 0

2w
/ sen jx cos kx dr = 0,
0
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0, sij#k

2
/ cos jx cos kx drx =
0 w, sij=k,

para j = 1,...,n. Luego

2w 2w n 2w 2
/ P(zx)coskxdr = % / coskx dx + Z o, / cos jx cos kx dx + [3; / sen jx cos kx dx
0 0 = 0 0

= Q.
U

OBSERVACION 1.5. Como cosO0 = 1 tenemos que las dos primeras férmulas de la

Proposicién 1.4 se reducen a

1 2
ozk——/ P(z)coskxdx para k=0,...,n.
0

e

PROPOSICION 1.6. Sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8). Entonces

1 o 2 2 2
—/0 (P(e) e = %2 + 3 of +

(e

DEMOSTRACION. Notemos que
(P(z))? = %P(m) + 3" arP(x) cos kz + B P(x) sen ki,
k=1

integrando y utilizando la Proposicién [1.4] obtenemos

2
Qo

27 i n 27 27
/ (P(z))*dx = 5 P(z)dx + Z Qg / P(x) coskx dx + by / P(z)senkx dx
0 0 P 0 0

= —7o, + Z apmoy + Bpm B
k=1

a? -
:w<3~+;¥é+@>.
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3. Periodo de una funcién

DEFINICION 1.7. Sea f : R — R una funcién. Decimos que f es peridédica cuando existe
un numero real 7', no nulo, tal que f(x +T) = f(x) para todo z € R. En este caso se dice

que T es un periodo para f.

OBSERVACION 1.8. Si T es un periodo para f entonces £7, 42T, ...,+nT, ... también

son periodos para f.

EJEMPLO 1.9.

(a) Las funciones sen y cos tienen periodo 2.

(b) La funcién u definida por u(z) = cos(2x) tiene periodo .

(

(d) La funcién f definida por f(z) = sen(v/2z) tiene periodo /2.
(e) La funcién g definida por g(x) =

(f) La funcién h definida por h(x)

1 + cos(2z) + sen(3x) tiene periodo 27.

)
)
¢) La funcién v definida por v(z) = sen(3z) tiene perfodo 2.
)
)
)

S
1 + cos(2x) + sen(4x) tiene periodo .

OBSERVACION 1.10.

Es claro que si f : R — R es una funcién de periodo T" entonces f estd determinada por
sus valores en un intervalo semi-abierto de longitud 7.

Supongamos que f es una funcion a valores reales definida en un intervalo I, de la forma
(a,b] 6 [a,b), entonces f puede ser extendida, en forma natural, a una funcién de periodo

T = b — a, definida en todo R mediante la siguiente igualdad:

flx+nT) = f(z),

parax € [ yn € Z.
En particular, cuando se consideran funciones de periodo 27, es usual definirlas en el

intervalo [0,27), o en el intervalo [—m, 7).

PROPOSICION 1.11. Sea f : R — R una funcion de periodo T'. Si f es integrable sobre
un intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier intervalo de longitud T

y para cualquier a € R se tiene que

/_::af(x) dz = /OTf@;) da.
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DEMOSTRACION. Usando que f(u —T) = f(u) para todo u € R y haciendo la substi-

tucién v = x + T obtenemos

0 T T T
[ twie= [ fu-myau= [ fwai= [ g
—a T—a T—a T—a
luego

/Taf(x) ar= [t da:+/0Taf(a:) dx

—a —a

T

_ (z) dz + /0 ) de

_ /OT f(x) da.

O

EJERCICIO 1.12. Sea f : R — R una funcién periédica. El periodo fundamental de f se

define como

To = inf{T > 0: T es un periodo para f}.

Probar:

(a) Si Ty # 0 entonces Ty es un periodo para f.
(b) Si Ty # 0 entonces cualquier otro periodo de f es un miltiplo entero de Tj.

(c) SiTy =01y f es continua entonces f es constante.

EJercicio 1.13. Dar un ejemplo de una funcién no constante con periodo fundamental

igual a cero.

EJERCICIO 1.14. Probar que si una funcién f tiene dos periodos T3 y T3 tales que T3 /T5
es irracional entonces el periodo fundamental de f es 0. Dar un ejemplo de una funcién no

constante con periodos 17 y T5 tales que T1/T5 es irracional.

4. Coeficientes de Fourier

DEFINICION 1.15. Sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo
0, 27].

Los coeficientes de Fourier de f son
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1 2m
(1.9) ar = — (x) cos kx dx (k=0,1,...),
T Jo
1 27
(1.10) b = ;/ f(z)senkx dx (k=1,2,...).
0

La serie de Fourier de f es la siguiente suma formal
(1.11) % + Zakcosl{:$~l—bksenkx
k=1

Uno de los objetivos fundamentales de este curso es estudiar la convergencia de la serie
de Fourier de una funcién.
Los siguientes ejemplos ilustran, a través de graficos, el comportamiento de la serie de

Fourier de una funcién.

FEJEMPLO 1.16. Consideremos la funcién

1, si 0<z<m

-1, si 7w<x <27,

extendida por periodicidad a toda la recta.

La serie de Fourier de f es

4 (senx sen 3z sen(2k + 1)x )

e N R T R T

(verificarlo como ejercicio).

Consideremos la suma parcial S5 de esta serie de Fourier, entonces

4 (senx sen3x sen 5:6)

55(93)2%( I T3 T

Para visualizar el grafico de S5 trazamos primero los gréaficos de las funciones % (w),

1
i () y 4 (smi)
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i a4 5 8 1\/1 3\\/ 5\ 6
-0.5 0.5 0.5
-1 -1 -1
4senz 4 sen 3z
T 1 T 3

Al trazar el grafico de la suma obtenemos

0.5¢

-0. 5¢

Ficura 1.1. S5

Si continuamos hasta S;; obtenemos

0.

-0. 5}

FiGura 1.2. S
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Estos gréaficos sugieren que la serie de Fourier de f converge a f en cada punto de

continuidad.

EJEMPLO 1.17. Consideremos la funcién

g(x)=x para —rm<z<m,

extendida por periodicidad a toda la recta.

La serie de Fourier de g es

senx sen2x sen3x sen kx
2 — cee ()R
( 1 2 + 3 + + ( ) k + )

(verificarlo como ejercicio).

Consideremos la suma parcial S3 de esta serie de Fourier, entonces

senx sen2r  sen 3x>

sg(x)—z(l -t

Para visualizar el grafico de S3 trazamos primero los graficos de las funciones 2sen z,

—sen2x y % sen 3.

2senzx —sen2x % sen 3x

Al trazar el grafico de la suma obtenemos



10 1. FUNCIONES PERIODICAS Y SERIES DE FOURIER

FiGcura 1.3. S

Si continuamos hasta Sg obtenemos

Z1¢

-2t

-3t

FIGURA 1.4. Si

Al igual que en el ejemplo anterior, estos graficos sugieren que la serie de Fourier de g

converge a g en cada punto de continuidad.

En el Capitulo 2 daremos condiciones suficientes para la convergencia de la serie de

Fourier de una funcion.
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PROPOSICION 1.18. Sea f : R — R una funcién de periodo 2w, si la serie de Fourier de
[ converge uniformemente a f en [0,27] entonces
L G = % 03 a4
— x r == a .
T Jo 2 — k k

DEMOSTRACION. Notar que por hipétesis f es continua, ya que es limite uniforme de

funciones continuas. Por lo tanto f? es integrable en [0, 27].

Como .
f(z) = % + Zakcoskm + by sen kx
entonces .
(f(z)? = do f2(a:) + i ap f(x)coskx + by f(x)senkz.
k=1

y la convergencia es uniforme.
Integrando obtenemos
2m a 2m o0 2 2
/ (f(2))? dx = Eo f(z) dx + Z (ak f(z)coskx dm—l—bk/ f(z)sen kz dx) :
0 0 P} 0 0

Luego
2

/Qﬂ(f<x>>2 dr = %77 + i (aiﬂ + biﬂ) .
0 k=1
O

OBSERVACION 1.19. El resultado anterior se conoce como Identidad de Parseval y es

vélida en casos més generales, tal como veremos mas adelante (ver Teorema [3.10)).

PROPOSICION 1.20. Sea f : R — R una funcion continua de periodo 2w y sean aj, iy by

los coeficientes de Fourier de f. Para cualquier entero positivo n
a? - 1 [
S —I—Zai—i—bi < —/ (f(x))? dz.
0

2 T
k=1

DEMOSTRACION. Consideramos las sumas parciales de la serie de Fourier de f, esto es

para n > 1 sea

(1.12) Sn(z) = % + Zak cos kx + by, sen kx.
k=1

Tenemos que
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y por lo tanto

/0 (£ = 2 (@)S0(x) + (S(x)? do = 0.

/0 (f(2))*dx > 2/ f(x da:—/:w(sn(x)f dz.

Calcularemos las integrales que estan a la derecha de esta expresion

Luego

Multiplicando (1.12) por f(x) e integrando de 0 a 27, obtenemos

2 ay 2

f(z)Sp(x)de = — x)dxr + Z (ak ) cos kx dx + by, f(z)sen kx dx) :

0 2 0 0

luego

F(@)S,(x) da (5 > i 62>
Por la Proposicion 1.6 tenemos que
2 o2
/0 (Sn())? dz = (;0 + Zawb?)

por lo tanto

OBSERVACION 1.21. El resultado anterior se conoce como Desigualdad de Bessel y es

vélido en casos més generales, tal como veremos mas adelante (ver Proposicién 3.6).

5. Lema de Riemann-Lebesgue

El siguiente resultado, que dejamos como ejercicio, lo necesitaremos para probar el re-

sultado fundamental de esta seccion.

EJERCICIO 1.22. Sea f una funcién integrable en [a, b].

Demostrar que para cada € > 0, existe una funcién escalonada h, definida en [a, b, tal

/|f x)|dr < e.

que
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LEMA 1.23 (Riemann-Lebesgue). Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces

b
lim / f(z)sen(Az)dr = lim f( ) cos(Az) dx = 0.

A—+too J, A—-+o00

DEMOSTRACION.

Demostraremos que

lim /bf(a:) sen(Az)dx =0,

A—+to0 J,
el otro limite es andlogo.
Consideraremos tres casos.
Caso 1: f es la funcién caracteristica de un intervalo [c, d] contenido en [a, b, es decir
1, z€ledl;

flx) =
0, z¢ [ed].

En este caso

como la funcién coseno es acotada, esta ultima expresion tiende a 0 si A tiende a oo.

Caso 2: f es una funcién escalonada.

En este caso f es una combinacién lineal finita de funciones caracteristicas de intervalos
contenidos en [a, b, por la linealidad de la integral el resultado para este caso se obtiene
inmediatamente del caso 1.

Caso 3: Caso general, sea f integrable en [a, b].

Sea ¢ > 0, por el Ejercicio 1.22 existe una funcién escalonada h, definida en |[a, b], tal

/|f () |dr < 2.

Por lo probado en el caso anterior existe A, € R tal que si A > A, entonces

que

<€
5

/a ’ h(z) sen(\r) da




14 1. FUNCIONES PERIODICAS Y SERIES DE FOURIER

Por lo tanto, si A > A,, tenemos que

/ (F(z) — h(z) + h(z) ) sen(\z) da

/ab f(z)sen(Ax) dz

<

+

/ab h(z)sen(Az) dx

/ (f(x) — h(z) ) sen(Az) da

/a b h(z)sen(\x) dz

< / |( f(x) — h(x))sen(Az) |dx +

/a b h(z)sen(\a) dz

b

< [ 150)~ hia) o+
& €

<§+§:€.

O

COROLARIO 1.24. Sea f : R — R una funcion de periodo 27, integrable en el intervalo

0,27]. Si{ar} y {br} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim ap = lim b, =0.
k——+o0 k——4o0

A continuacién probaremos una férmula de sumacion y aplicaremos el Lema de Riemann-
Lebesgue al calculo de una integral definida que no es posible obtener a través del Teorema

fundamental del célculo.

PROPOSICION 1.25. Siz € R, sen(5) # 0 y n es un nimero natural, entonces

1 sen ((n+ 1)
(1.13) — 4 cosx +cos2x +---+cosnr = (( 2) )
2 2sen (%)
DEMOSTRACION.
x 1
(2361& (§> ) (5 +cosx +cos2x + -+ - + Cosnx) _

x x x
= sen <§> + 2sen (5) cosT + ---+ 2sen (5) COsS NI



5. LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE 15

Por la identidad (1.5) tenemos que, para k = 1,...,n,

2 sen (g) cos kx = sen <§ — k:c) + sen (g + kx)

con{(3-1)2) (1))
(o) em(1))

1
(2sen (g) ) (§+cosx+0082x+--~+cosn:c) =

B <x> (3:) + 3z 3z . 1 n L 1
= sen 5 sen 5 sen 5 sen 5 sen n 5 T sen n 5 T
n 1
= sen n+-)xz|.
2
EJercicio 1.26. El propésito del siguiente ejercicio es calcular el valor de

+oo
sent
/ sent dt.
0 t

(a) Demostrar la convergencia de la integral impropia

“+oo
sent
/ sent g
0 t

(b) Utilizar el Lema de Riemann-Lebesgue para demostrar que

[\]

Por lo tanto

lim : [% — ;)] sen ((n+ %) t) dt = 0.

n—+o00 sen (%

(c) Utilizar la férmula de sumacién (1.13) para demostrar que, para todo entero n > 1

se tiene que
7T

Jrerleado,

son ()

0

(d) Utilizar el cambio de variable u = n + %t para demostrar que

™ 1 +00
lim %“W+Jﬂﬁ:/ sent
n—-+oo t 0
0
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(e) Demostrar que

6. Ejercicios adicionales

(1) Calcular
2m
(a) / (1 + 2cos 3z + cos® 3z) du.
0
2
(b) / (14 2cos3x + 4 cos 5z — 2sen 102)* du.
0

(2) Considerar la funcién f definida por
flz) =2 para —7<z<m,

extendida por periodicidad a toda la recta.
(a) Trazar el grafico de f.
(b) Hallar los coeficientes de Fourier.
(c) Trazar, en forma aproximada, el grafico de las primeras sumas parciales de la
serie de Fourier de f.

3) Considerar la funcién definida por
7(37)—1’2 para —7(<l’<7l,

extendida por periodicidad a toda la recta.

(a) Trazar el gréfico de f.

(b) Hallar los coeficientes de Fourier.

(c) Trazar, en forma aproximada, el grafico de las primeras sumas parciales de la

serie de Fourier de f.



CAPITULO 2

Condiciones para la convergencia puntual y en media aritmética

de una serie de Fourier

1. Condicion suficiente para la convergencia puntual

Sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable en el intervalo [0, 27]. Sea {S,,} la

sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f, es decir

Qo

(2.1) Sule) = 3

+ Z ay cos kx + by sen kx,
k=1

donde a;, y by son los coeficientes de Fourier de f.

Si substituimos las férmulas (1.9) y (1.10) en la expresién (2.1) obtenemos

s =1 [0

de la identidad (1.2) para el coseno de la suma, sigue que

1 n
5 + ; cos kt cos kx + sen kt sen k:x] dt,

1 n
5+ > cos( k(t — x))] dt,
por la férmula de sumacién obtenida en la Proposicion [1.25 tenemos que

$,(x) 1 /O’Tf(t)sen((n+§)(t—:p)) "

T or sen(5(t — x))

Si hacemos el cambio de variable 7 = ¢ — x y usamos la Proposicién 1.11 obtenemos

(2.2) Ry T (U )

= dr.
21 Jo ’

sen(37)

DEFINICION 2.1. El nticleo de Dirichlet es la sucesion de funciones {D,,} definida por

D0 =ty

17
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De la igualdad (2.2) se obtiene que, para f como antes,

(2.3) So(z) = " fa4 0Dt dt= [ flo+0)Du(t) d.

0 —T

OBSERVACION 2.2. De la férmula de sumacién obtenida en la Proposicién 1.25/se deduce
que

1 1
D,(t) = Py +;(cost+0052t+---cosnt).

de esta tultima igualdad se obtiene que

2
Do(t)dt =1,
0

T 0 1
/ Do(t)dt = | Dy(t)dt = -.
O 2

—T

DEFINICION 2.3. Sea I C R un intervalo cerrado y acotado, sea f : I — R una funcién.
Diremos que f es continua a trozos en [ si f tiene una cantidad finita de discontinuidades

de salto, es decir si:

(i) I sepuede dividir en una cantidad finita de sub-intervalos [z,, 21], [#21, 22|, - - -, [2p—1, 2p)

(2o <21 < --- < zp), tales que f es continua en cada uno de los intervalos (zx_1, 2x)-

(ii) Para cada k =1,...,p — 1, los siguientes limites existen y son finitos
lim+ f(x) lim f(z).
T—2zy T2y

(iii) Los siguientes limites existen y son finitos

lim, f(x) lim f(x).
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TEOREMA 2.4. Sea f: R — R una funcion de periodo 2m, tal que:

(i) f es continua a trozos en [0, 27].
(ii) Es posible subdividir [0, 27|, de acuerdo a la Definicién 2.3, en sub-intervalos [zx_1, 2k),
de manera que f sea derivable en (zx_1,2x) y existen las derivadas laterales

lim flz+h) = f(2) lim f(2k+h)—f(2’k_)_
h—0t h h—0— h

Entonces, para cada x € R, la serie de Fourier de f converge a

fat) + f(@)
)

DEMOSTRACION. Sea z € R. Sea {5, ()} la sucesién de sumas parciales de la serie de

Fourier de f, entonces

Su(w) = /_ " Ha+ ODu(t) d.

fE)+f) [T flz 4 t)Dy(t) dt — f(yﬁ)/(;r Dy(t) dt — f(fc_)/

D, (t) dt

0
—r -7

= [ - e [ (- £ D0

—T

_ %/OW (f(9€+t) ;g{<x+)) sen((n+%) t) dt

sen(;

N %/0 (f@”) jt>f<“) sen ((n + 1) #) d.

- sen(;

Para t € [0, 7] sea

claramente

oo - (LoD (Y

2

de las hipdtesis sobre f sigue inmediatamente que existe lim;_ ¢g(t) y que si definimos ¢(0)
como este limite entonces g es continua a trozos en [0, 7).
Por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver Lema [1.23) tenemos que

lim i/ow(f(x+t)_f(xﬂ)sen((n—i—%)t) dt = 0.

sen(5t)
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De manera completamente andloga se prueba que

lim i/o (f(“t)jf(“) sen ((n+ 1)) dt = 0.

n—oo 21 J__ sen(51)

Por lo tanto

i 5, (o) _ L) A

n—oo 2

O

OBSERVACION 2.5. Notar que si f satisface las hipdtesis del Teorema 2.4 entonces su

serie de Fourier converge puntualmente a f en cada punto de continuidad.

COROLARIO 2.6. Si f satisface las hipotesis del Teorema anterior y todos sus coeficientes

de Fourier son iguales a cero entonces f es nula, salvo en una cantidad finita de puntos.

COROLARIO 2.7. Si f y g satisfacen las hipdtesis del Teorema anterior y los coeficientes

de Fourier de f son iguales a los de g entonces f = g, salvo en una cantidad finita de puntos.

EJERCICIO 2.8. Demostrar que

™ _ o4 1+1 1+
2 3 5 7 ‘

Indicacién: Considerar la serie de Fourier de la funcién
f(z) =2z para —7m<z<m.
2. Convergencia de las medias aritméticas

DEFINICION 2.9. Sea Mg, A1,... una sucesiéon de numeros reales. La sucesién de las
medias de Cesaro, o medias aritméticas, de la sucesién {\,} es la sucesién {¢,} definida por

S XA,

&n ]

EJERrcICIO 2.10.

(1) Demostrar que si lim,,—, 1~ A, = L entonces la sucesién de las medias de Cesaro de
{A\.} también converge a L.
(2) Dar un ejemplo de una sucesién {\,} tal que existe

. A+ A1+ + A\,
lim
n—-+o00 n+1

Y

pero sin embargo no existe lim,, o, A,.
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Es muy natural preguntarse qué ocurre con las medias de Cesaro de las sumas parciales
de la serie de Fourier de una funcién. A continuaciéon veremos algunos resultados en esta

direccion.

Al igual que en la Seccién anterior sea f : R — R una funcién de periodo 27, integrable
en el intervalo [0,27] y sea {S,,} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f.

Consideremos sus medias de Cesaro

So(z) + Si(x) + -+ - + Sp(z)

(2.4) on(x) = e

Por la férmula (2.3) tenemos que

(2.5) o () _/_” o+ 1) (Do(t)+D1(t)+...+Dn(t)) "

n+1

DEFINICION 2.11. El nticleo de Fejer es la sucesion de funciones { K, } definida por

Do(t) + D1(t) + - - 4+ Dy(t)

2.6 K, (t) = ,
(26) (" Wt
donde {D,,} es el nicleo de Dirichlet.
OBSERVACION 2.12. Claramente
(2.7) on(x) = / flz+t)K,(t)dt.

PROPOSICION 2.13. Sea {K,} el nicleo de Fejer. Entonces:

(a) /7r K,(t)dt =1,
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DEMOSTRACION.

(a) Es inmediato, ya que |7 Dy(t)dt =1, para k =0,1,2,...
(b) Usando las identidades (1.3) y (1.6), obtenemos que, para k =0, ...,n,

 sen((k + It) B sen(3t) sen((k + 3)t)

Dy(t) = =
(1) 27 sen(51) 2w sen?(3t)

_ 1 (coskt —cos(k + 1)t
o ’

1 —cost

de donde,

Dy(t) + Di(t) + - - - Dy (t)
n+1

1 (1 —cos(n—i—l)t)

2n(n+1) 1 —cost

1 sen (@)
2m(n +1) sen (%)

Kn(t) =

(c) Sigue inmediatamente de (b).

TEOREMA 2.14 (Fejer). Sea f: R — R una funcidn continua de periodo 2w, sea {o,} la

sucesion de las medias de Cesaro de las sumas parciales de la serie de Fourier de f. Entonces

{on} converge uniformemente a f en R.

DEMOSTRACION. Claramente f es uniformemente continua y acotada en el intervalo

[—7, w]. Por la periodicidad f es uniformemente continua y acotada en todo R.
Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € R.
Dado € > 0, sea § > 0 tal que |f(z) — f(2')] < §siz, 2’ € Ry |z —2'| <.
Sea x € R, por la férmula (2.7) y por (b) de la Proposicién 2.13, tenemos que
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o (2 |_‘/ Fla+1) — f(z))Ka(t) dt

< = / K, (t)dt + 2M/ K,(t)dt + QM/ K,(
< / K (1) dt + /ﬂ a1 /(5 L
- 27r(n +1) J5 sen?(%) 2n(n+1) J_, sen?(%)

_€+ 2M /7r 1 dt
2 w(n+1) S5 sen?(L)

La funcién sen (%) es creciente para 0 < z < 7. Luego

1 1

sen?(%) ~ se1r12(g)7

para 0 <t <. Por lo tanto

/‘—i—%ﬁgﬁ—ﬁ L _ T
4

sen?(%) sen?($) ~ sen?($)’

Como

1
lim =0,

n—oon + 1
existe un entero positivo N, tal que, si n > N, entonces

2M <
(n+1)sen?($)

DO ™

Tenemos que si n > N, entonces
lon(z) — f(z)| <e
para todo x € R.

Como ejercicio demostrar los siguientes resultados.

23
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COROLARIO 2.15. Sea f : R — R una funcion continua de periodo 2m. St x € R y existe

lim,, 4 o0 Sn(z) entonces

lim S,(x) = f(x).

n—-+o0o

TEOREMA 2.16 (Teorema de aproximacién de Weierstrass). Toda funcion continua a va-
lores reales, definida en un intervalo cerrado y acotado puede ser aproximada uniformemente

por polinomios.

Indicacién:
(A) Considerar primero el caso en que f estd definida en un intervalo [a,b] y
0<a<b<2m.
(i) Demostrar que en este caso f se puede extender a una funcién continua g con
dominio [0, 27], tal que g(0) = g(2n).
(ii)) Demostrar que g tiene una extensién continua y de periodo 27 definida en todo
R.
(iii) Utilizar el Teorema de Fejer para demostrar que g puede ser aproximada uni-
formemente por polinomios trigonométricos en R.
(iv) Utilizar el Teorema de Taylor para demostrar que g se puede aproximar uni-
formemente por polinomios en el intervalo [a, b].

(B) Obtener el caso general a partir del anterior.

3. Ejercicios adicionales

(1) Sea f: R — R una funcién continua, de perfodo 27. Demostrar que si

27
/ f(z)cos(kx)dr =0 para k=0,1,...,
0
2

f(z)sen(kx)dx =0 para k=1,2,...
0

entonces f(z) = 0 para todox € R.

(2) Demostrar que

7T2

—1+1+1+
8 32 52 '

Indicacion: Ver el Ejercicio 2/ de la Seccion 6/ del Capitulo (1
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(3) Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una funcién

continua. Demostrar que si

b
/xkf(x)dxzo para k=0,1,2,...

entonces f(z) =0 para todoz € [a,b)].

Indicacion: Utilizar el teorema de aproximacion de Weierstrass.
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CAP{TULO 3

Convergencia en media cuadratica de la serie de Fourier

1. Media cuadratica

DEFINICION 3.1. Si f : R — R es una funcién de periodo 27, continua a trozos, se define

= (2 [ pa)

EJERCICIO 3.2. Sea f : R — R una funcién de periodo 27, continua a trozos. Demostrar

que para cada € > 0 existe g : R — R, continua y de periodo 27 tal que

If =gl <e

PROPOSICION 3.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si f,g: R — R son funciones de

periodo 21 y continuas a trozos entonces

< ([Tvw >2da:)% e >2da:)%

DEMOSTRACION. Sea \ € R, entonces

/ 7 @) o) d

/0 (@) — Agle) P da > 0,
de donde,
/0 (f(2))? dz — 2) / f(2)gla) dx + N2 / (9(2) ) d > 0.

La expresion de la izquierda es un polinomio de grado 2 en la variable A, por lo tanto su

discriminante es menor o igual que cero, es decir

ywere d:c)Q —([Tuwras) ([Tuwyar) <o

27
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Como ejercicio establecer el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.4. Si f,g : R — R son funciones de periodo 2w y continuas a trozos

entonces

(i) ||flla =0 si y sdlo si f es nula, salvo en una cantidad finita de puntos.

(i) [/ +gll2 < [[fll2+ llgll2;
(iii) Si A € R, entonces ||A flla = ||| fl]2

2. Aproximacién en media cuadratica

Sea f : R — R una funcién de periodo 27, continua a trozos y sea

ay "
Sp(z) = 5} + Z a, cos kx + by sen kx
k=1
la sucesién de sumas parciales de su serie de Fourier.
Sea N un entero positivo y sea P un polinomio trigonométrico de la forma (1.8)) de grado

N, es decir

N
P(z) = % + Z ay, cos kx + By sen kx.
k=1

Entonces
1 2 1 2 2 21 1 2
[ @ p@rde =1 [ @)= [ f@p@de s - [ (PP do
T Jo T Jo T Jo ™ Jo
Por la Proposicion 1.6 tenemos que
1 21 &2 N
L[ p@yrde = 4 Yot 4 o
T Jo 2 —
por otra parte
1 2
— [ f@)P(r)de =
™ Jo
a1 2 N 1 2 1 2
— oz d — kxd — kx d
27 ), f(x) a:+k2; akﬂ/o f(z) cos kx I—l—ﬁkﬂ_ i f(z)senka dx
ol al
=3 + ) aka + Brbi.

k=1



3. DESIGUALDAD DE BESSEL E IDENTIDAD DE PARSEVAL 29

Luego
2m
%/0 (f(x) — P(x))?dx =
1 o 2 Aol al CY(Q) al 2 9
(3.1) :;/0 (f(z)) dx —2 7 +;akak+5kbk +7+;ak+ﬁk

2 (ao_@o)2 - 2 2 a?, " 2 2
= A3+ ===+ D (o —aw)® + (b = B)* — | 7+ D af +0}
k=1

k=1

TEOREMA 3.5. Sea f : R — R una funcion de periodo 2w, continua a trozos, sea N un
entero positivo y sea P un polinomio trigonométrico de grado N. Sea {S,} la sucesion de

sumas parciales de la serie de Fourier de f. Entonces
If = Snll2 < |If = P2
y hay igualdad si y solo si P = Sy.

DEMOSTRACION. De la férmula (3.1) sigue inmediatamente el resultado. U

3. Desigualdad de Bessel e Identidad de Parseval

PROPOSICION 3.6 (Desigualdad de Bessel). Sea f: R — R una funcidn de periodo 2,

continua a trozos y sean ay y by sus coeficientes de Fourier. Entonces

=z

+) al+ 0 < |13

k=1

oS

para todo entero positivo N.

DEMOSTRACION. Sea {S,} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f,
considerando la férmula (3.1) con P = Sy, obtenemos
2 i < 2, 32 I 2
8= (% + 3 at+t) = = [ (@) = Sla) o >0,
k=

™
1
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COROLARIO 3.7. Sea f : R — R una funcion de periodo 2, continua a trozos y sean a
y by sus coeficientes de Fourier. Entonces la serie
[e.e]
Z az + by
k=

1

es convergente

TEOREMA 3.8. Sea f : R — R wuna funcion de periodo 27, continua a trozos y sea {S,}

la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f. Entonces

dim [ = Sull=0.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f es continua. Sea {o,} la sucesién de las
medias de Cesaro de las sumas parciales de la serie de Fourier de f. Por el Teorema 2.14

{0} converge uniformemente a f en R, por lo tanto

n—-+o00

tin 17 = oulle= tim_ ([ (7(0) = o) 2ae) <o,

Por el Teorema 3.5 || f — Syll2 < ||f — onll2, para cada n € N, luego

li — =0.

Jim [f = Salla =0

Sea f continua a trozos y de periodo 2.

Dado ¢ > 0 existe g continua y de periodo 27 (ver Ejercicio 3.2) tal que

3

\U—ﬂb<2

Sea {S;,} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de g, por lo que acabamos

de probar, existe un entero positivo N, tal que si n > N, entonces

£

Hg - Sg,n||2 < 5

Por el Teorema 3.5 tenemos que, para cada n € N,

1f = Sullz < I1f = Sanll2-
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Sea n > N,, entonces

||f - Sn”Q S ”f_ S 7n||2
<|[f=gll2+ llg — Sgnll2
<S+fo.
2 2 7
O

OBSERVACION 3.9. Se puede probar que el resultado anterior vale para cualquier funcién

de cuadrado integrable, no necesariamente continua a trozos.

TEOREMA 3.10 (Identidad de Parseval). Sea f : R — R wuna funcién de periodo 2,

continua a trozos y sean ay y by sus coeficientes de Fourier. Entonces
oo
S R S
9 ap + O = 2
k=1

DEMOSTRACION. Sea {S,(x)} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f,

considerando la férmula (3.1) con P = S,,, obtenemos

2 n 1 2
171 - (5 5 ai+bi) —+ [ @ -s@ra=ir-s
k=1

™

Tomando limite cuando n tiende a infinito y usando el Teorema 3.8 tenemos que

. al <
lim (Hfl\%— <5+Z ai+bi> ) =0.
k=1

4. Aplicacion a sumacién de series numéricas

EJEMPLO 3.11. Vamos a ver como la identidad de Parseval nos permite establecer que

NI U A
22 32 42 6
Consideremos la funcién
f(x)=2 para —7m<z<m,

extendida por periodicidad a toda la recta.
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Su serie de Fourier es (ver Ejemplo [1.17)

1 2 3 k
Al aplicar la identidad de Parseval obtenemos

11 1 1 ["
4<1+§+§+E+“'>:%/.¢dl‘

5 (senx _sen2z N sen 3z T (_1)k+1sen(k)x 1. > '

de donde se obtiene el resultado.

5. Ejercicios adicionales

(1) Demostrar que

LS T S
24 7 3t 44 90
(2) Hallar el valor de
1 1 1
1+%+§+4_6+""

(3) Hallar el valor de
LI
28 3% 4



CAPITULO 4

Comportamiento de las series de Fourier

1. Fenémeno de Gibbs

La convergencia de la serie de Fourier de una funcion en las cercanias de una disconti-
nuidad de salto muestra ciertas caracteristicas muy particulares que fueron estudiadas por
el matematico J. N. Gibbs alrededor del afio 1899.

Sea f una funcién de periodo 27 y sea {S,} la sucesion de sumas parciales de su serie
de Fourier. Gibbs observé lo siguiente: en un entorno de una discontinuidad de salto S,
siempre difiere de f en un valor que es aproximadamente igual al 9% del tamano del salto.
Esta propiedad se conoce como fenémeno de Gibbs.

Vamos a ilustrar el fenémeno de Gibbs a través de un ejemplo muy sencillo, para mas
informacién y detalles se pueden consultar los textos [1] y [2].

En lo que resta de esta seccién f sera la funcién definida por

fla)=glr—12) (0<z<2m),
extendida por periodicidad a toda la recta.

Si representamos graficamente a esta funcion obtenemos:

=
g P N

FiGURA 4.1. grafico de f

33
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Se observa que f tiene una discontinuidad de salto en los puntos 0, +27, +4m, .. ..

EJERCICIO 4.1. Demostrar que la serie de Fourier de f es igual a

= senkz
>

k=1

Sea

"\ senkx
Sp(x) = Z T
k=1
Si superponemos los graficos de S5 y Sg con el grafico de f obtenemos

2.
1.5

1 5 X0
\ ‘
1 5 %0

FIGURA 4.3. S

En las gréaficas se observa claramente un salto de altura similar alrededor de cada discon-

tinuidad.
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Si consideramos S19, obtenemos

=
a L g N

F1GURA 4.4. Sig

A través de los siguientes ejercicios vamos a formalizar lo que observamos en los graficos.

EJERCICIO 4.2. Demostrar que

i s, (5) = [ e

Indicacién: Identificar S, (Z) con una suma de Riemann para la integral [ 5t dt.

EJERCICIO 4.3. Demostrar que

™ sent
/ SR gt~ 1,85
.1

Indicacién: Usar el desarrollo de Taylor de la funcién sen.

Luego

~1,85 — g ~ 0,28 ~ 0, 097.
Por otro lado, la altura del salto de f en 0 es

fO7) = f(07) =,
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por lo tanto, para n bastante grande,

50 () = 507) = 155(£(0%) = £(0°)).

En conclusion, a la derecha de 0, las sumas parciales .5, difieren del valor de f en apro-

ximadamente un 9% del valor del salto.

2. Integracion y derivacién de series de Fourier

Necesitaremos el siguiente resultado, que dejamos como ejercicio.

EJERCICIO 4.4. Sea I C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : I — R una funciéon

continua a trozos. Sea x, € I y sea F': [ — R definida por

Fla) = / F(t) dt.
Demostrar que F' es continua en I y que F' posee derivadas laterales en cada punto de I.

En general, una serie infinita puede ser integrada término a término, solamente cuando
es uniformemente convergente. Sin embargo para series de Fourier la integracion término a

término es posible, mas precisamente, se tiene.

TEOREMA 4.5. Sea f : R — R wuna funcidn de periodo 2w, continua a trozos en |0, 2],

con serie de Fourier

% + ;ak cos kx + by sen kx.

Entonces, para a,b € R, se cumple

b ay 2. ap(sen kb — sen ka) — by(cos kb — cos ka)
/af(t)dtZE(b—a)Jr; - .

DEMOSTRACION. Sea F la funcién definida por
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Por el Ejercicio 4.4, F' es continua y posee derivadas laterales en cada punto de la recta, mas

aun, por la Proposicion 1.11

Por lo tanto F' tiene periodo 27.
Por el Teorema 2.4/ la serie de Fourier de F' converge a F' en cada punto de la recta, es

decir, si A y By son los coeficientes de Fourier de F', tenemos que, para cada x € R

A, =
F(z)=— + ZAkcosk:C+Bksenkx.

2
k=1

Calculemos Ay v By. Integrando por partes obtenemos que, para k > 1

1 2w
Ay = —/ F(z) cos(kx) dx
T Jo
1 kx]? 1
= - {F(x)ser;{: x]o i (f(x) - %) sen kx dx
_ b
=0
de manera analoga se obtiene
a
By, = Ek
Por lo tanto
A, 2. apsen kx — by cos kx
F(r) = =2
k=1
de donde
r Qo A, 2. apsen kx — by, cos kx
4.1 t)dt = — .
(4.1) G > -

Para obtener el resultado evaluamos la férmula anterior en x = b, en x = a y restamos.

O
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OBSERVACION 4.6. Notar que en el Teorema anterior no se supone la convergencia de la

serie de Fourier de f.

OBSERVACION 4.7. Es importante destacar que la conclusién del Teorema anterior se

puede expresar de la siguiente manera

b b o b b
/Gf(t)dt:/a %dt + ;ak/a cosktdt—l—bk/a sen kt dt,

es decir, la serie se puede integrar término a término.

COROLARIO 4.8. Si f : R — R es una funcion de periodo 27, continua a trozos en [0, 2],
con serie de Fourier

Qo >
— + Zak cos kx + by sen kx,

2
k=1

entonces la serie

>

k

k=1

converge.
DEMOSTRACION. Substituir 2 = 0 en la férmula (4.1). O

OBSERVACION 4.9. Notar que de la férmula (4.1) sigue que
Ay by
Loyt
k=1
EJeERCICIO 4.10.

(i) Demostrar que la serie
o0
sen kx

Ink
k=2

converge para todo x € R.
(ii) Demostrar que no existe ninguna funcién continua a trozos y de periodo 27 cuya

serie de Fourier sea

= sen kx
— Ink ‘
EJjERrcICIO 4.11. Demostrar que
i k +1 senkx kx
k=1

para —m < xr < T.
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TEOREMA 4.12. Sea f : R — R una funcidn de periodo 27, continua a trozos en |0, 27],

con serie de Fourier

% + ;ak cos kx + by sen kx.

Entonces, para —m < x < m,

’ — bi L —bgcoskx + (ay, + (—1)F1a,) sen kx
Hdt =3 2% .
/O () ;:1 R p

k=1

DEMOSTRACION. Para obtener el resultado basta substituir el valor de A,/2 (ver Obser-

vacion 4.9) y el desarrollo de z/2 (ver Ejercicio 4.11)) en la férmula 4.1l
U

TEOREMA 4.13. Sea f : R — R una funcion diferenciable, de periodo 27 con serie de
Fourier
Qo

5 + Zak cos kx + by sen kx.

k=1
Si ' es continua a trozos, entonces la serie de Fourier de f' es

Z k(by cos kx — ay sen kx),

k=1
es decir, la serie de Fourier de [’ se obtiene derivando término a término la serie de Fourier

de f.

DEMOSTRACION. Sean aj}, y b, los coeficientes de Fourier de f’. Entonces

2
=2 [ fleyde = f2m) - £(0) =0,
T Jo
!/ 1 o !
ap = — i f(x) cos kxdx
1

™

1 21

= = [f(:L‘) cos k(lﬁ]gﬁ + k— / f(gj) sen kxdzx
T Jo

= kby,.

De igual manera se obtiene

b;c = —kak.
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3. Orden de magnitud de los coeficientes de Fourier

TEOREMA 4.14. Si f : R — R es una funcion de periodo 27, diferenciable, con serie de
Fourier
Qo

5 + Zak cos kx + by sen kx,

k=1
y [ es continua a trozos, entonces

lim ka, = lim kb, = 0.
k—oo k—oo

DEMOSTRACION. El resultado sigue del Teorema [4.13/y del Corolario [1.24/ aplicado a f’.

O

COROLARIO 4.15. S5t f : R — R es una funcion de periodo 27, p veces diferenciable, con

serie de Fourier
Ao

5 + Zak cos kx + by, sen kx,

k=1

Y f(p) es continua a trozos, entonces

lim kP a;, = klim kP b, = 0.

k—o0

COROLARIO 4.16. S f : R — R es una funcion de periodo 2w, dos veces diferenciable,

con serie de Fourier

a, >
) + ;ak coskx + by sen kx,

y [P es continua a trozos, entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f

en R.

DEMOSTRACION. Por el Corolario [4.15 tenemos que
lim k% a, = lim kb, = 0.
k—o0 k—o0

De lo anterior se deduce facilmente que

S9] o.9]
D larl <oy D |bkl < o0
k=1 k=1

Del teorema M, de Weierstrass sigue que la serie

o0

Z ay cos kx + by sen kx
k=1
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converge absoluta y uniformemente en R.

De lo anterior y el Corolario 2.15 se obtiene el resultado. 0

4. Ejercicios adicionales

(1) Partiendo del desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(z) = § para

—7 < x < 7 (Ejercicio 4.11)), hallar el desarrollo de Fourier de la funcién f(z) = 2?

para —w < T < T.
(2) Sea f : R — R una funcién de periodo 27, tres veces diferenciable. Demostrar que si
f©®) es continua a trozos, entonces la serie de Fourier de f’ converge uniformemente

a f’ en R. jPuede generalizar el resultado anterior?
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CAP{TULO 5

Casos mas generales

1. Notacion compleja

Muchas de las operaciones con funciones trigonométricas se simplifican al pasar a los

nimeros complejos, usando la féormula de Euler
(5.1) ¢ = cosf +isen.

De la férmula de Euler se obtiene

1 . )
cosf = = (e + )
(5.2) ]
senf = — (e — ™)
21
EJERCICIO 5.1. Deducir la féormula de sumacién que aparece en la Proposicién 1.25 a
partir de la férmula para la suma de una progresion geométrica y de la igualdad
L +cos2x + -+ - Zn: e
5 T eosT +cos 2z coSnT = e

k=—n

A continuacién enunciamos algunos resultados que pueden ser verificados sin mayores
dificultades por el estudiante familiarizado con el manejo de niimeros complejos.

Si en un polinomio trigonométrico de la forma
Q n
o
P(x) = £ + kg_l ay, cos kx + By sen kx,

hacemos la substitucién

1, . . 1 . ‘
cos kx = 5(6“” + ek sen ko = i(e”k‘” — ¢k,
i

obtenemos

43
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donde los nimeros complejos 7, estan relacionados con los nimeros «,, ap y [r por la

ecuaciones
1
o = =0,
To =g
1 )
e = 5(0% —ifk),
1 .
Yok = 5(0% + i),
para k = 1,...,n. También se tiene que

Ok = Ve + V—k;

Be = i(V — Y=k)-

Si f:R — R es una funcién de periodo 2, integrable en el intervalo [0, 27], entonces su
serie de Fourier es igual a

+0o0
E : Ckezkac’

k=—o0

donde
1 Qﬂf( ) 7ikxd
Cp = — r)e .
T or 0

En este caso la identidad de Parseval queda asi:

1 2w

+o0
7 (f(@)?de = ) |al”
0 k=—o00

2. Funciones de periodo arbitrario

Sea f : R — R una funcién de periodo 27 (7" > 0), si definimos ¢ : R — R por

p(x) = f (&) :

™

entonces ¢ tiene periodo 27.
Este cambio de variable permite trasladar, en forma muy natural y sencilla, los resultados

que hemos obtenido para funciones de periodo 27 a funciones de periodo 27'.
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Una funcién de periodo 2T, integrable en el intervalo [0,27], tiene una serie de Fourier

(generalizada) de la forma

Qo > kmx kmx
5 + ,;1 aj, cos (T) + by, sen <T) ,
donde
1 [T kmx
= — — =0,1,...
=g [ e () a0

1 [ k
bk:f/_Tf(:U)sen<%x) dx (k=1,2,...).

Los resultados sobre convergencia, integracion, diferenciabilidad, etc... se extienden en
forma completamente natural a funciones de periodo 27 con el tipo de expansion que aca-

bamos de senalar.
EJERCICIO 5.2. Escribir la formula de Parseval para funciones de periodo 27'.

3. Desarrollo en serie de cosenos y en serie de senos

DEFINICION 5.3. Sea I C R un intrevalo simétrico con respecto al origen y sea f : [ — R
una funcion.

Se dice que f es par si
f(z) = f(—x) paratodo zel
y se dice que f es impar si

f(z) = —f(—x) paratodo z € I.

EJERCICIO 5.4. Sea f una funcién de periodo 2T, integrable en el intervalo [0, 277, con

serie de Fourier

Demostrar que si f es par entonces
bp=0 para k=1,...,n,

y ademas
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Demostrar que si f es impar entonces
a,=0 para k=0,...,n,

y ademas

bk:%/Tf(x)sen(kﬂTx> dx (k=1,2,...).
0

Supongamos que tenemos una funcién f, definida en un intervalo de la forma [0, 7],
donde T" > 0.
Si definimos
f(x) siz € [0,17,
f(=a)  size[-T.0)
entonces ¢ es una extension par de f al intervalo [—T,T]. La funcién g tiene una extensién
de periodo 2T a toda la recta. La expansién de Fourier de g es lo que se conoce como el
desarrollo en serie de cosenos de f.
Si definimos
f(x) siz € (0,7,
—f(—ZE) slz € [_Ta 0]7
entonces h es una extensién impar de f al intervalo [T, T]. La funcién h tiene una extensién

de periodo 2T a toda la recta (mdas precisamente la restricciéon de h al intervalo [—T,T)).

La expansion de Fourier de h es lo que se conoce como el desarrollo en serie de senos de f.

Del Ejercicio 5.4 sigue que si f : [0,7] — R es una funcién integrable, entonces su

desarrollo en serie de cosenos es

donde
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Su desarrollo en serie de senos es

ib sen <W—$>
k T ;
k=1
donde
9 [T
bk:?/o f(x)sen(lm%p) dr  (k=1,2,...).

El lector no debe encontrar dificultad en extender los resultados sobre convergencia,

integracién, diferenciabilidad, etc. a los desarrollos en serie de cosenos y en serie de senos.

4. Ejercicios adicionales

(1) Demostrar que
1 n 1 n 1 n % —8
1232 3252 5272 16

Indicacién: Desarrollar f(x) =senx, 0 < x < 7 en serie de cosenos.

(2) Desarrollar la funcién f(x) =z, 0 < x < 2, en serie de cosenos y en serie de senos.

(3) Demostrar que, para 0 < z < 7, se cumplen las siguientes igualdades:

() x( ) w2 0052x+cos4:v+cos6a:+
a) o(r —x) = — — )
6 12 22 32

8 (senx sen3x sendx
(b)x(ﬂ—x)=;< B 33 + 53 +)

(4) Utilizar el ejercicio anterior para demostrar que

g LT

[\

—— n?2 12°
<t a
© 2 2n—173 32
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(5) Demostrar que

5. CASOS MAS GENERALES




CAP{TULO 6

Aplicacion a la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales

1. Introduccién

La idea bésica de las series de Fourier es que, una amplia variedad de funciones periédicas
se puede expresar como una suma de funciones trigonométricas simples, (senos y cosenos)
con un periodo comun.

Esta idea aparece en forma natural en el estudio de fenémenos astrondémicos periddicos.
Ya los Babilonios usaban una forma primitiva de series de Fourier para la prediccion de
eventos relacionados con los astros.

La historia mas reciente de las series de Fourier comienza con D’Alembert en el afio 1747,
quien estudiaba el problema de la descripcion de la oscilacion de una cuerda de violin, para

lo cual debia resolver la ecuacion en derivadas parciales

0’u  0*u

ot

con ciertas condiciones de borde.
La contribucién de Fourier comienza en el ano 1807, cuando estudia el problema de la
transmision del calor, que esta asociado a la ecuacién
PPu  Ou
dx2 ot
En su libro Théorie Analytique de la Chaleur (1822) aparece un intento serio de demostracién
de que toda funcion periddica y suave a trozos puede ser expresada como una serie trigono-
métrica. Las pruebas rigurosas y precisas de este hecho fueron dadas después por Dirichlet
(1829) y por Riemann (1867).
A continuacién vamos a considerar la ecuacién de la cuerda vibrante y la ecuacién del
calor en dos situaciones particularmente sencillas y veremos cémo el método de separacién
de variables, combinado con el método de expansién en series trigonométricas, permite hallar

la solucién de estas ecuaciones.

49
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2. Ecuacion de la cuerda vibrante

2.1. Planteamiento del problema.

Consideremos una cuerda de longitud L, que se encuentra fija en sus extremos. Si
esta cuerda realiza un movimiento de vibraciéon en un plano, entonces este movimiento
se puede describir mediante una funcién de dos variables u(x,t) de la siguiente manera:
Sea zu el plano en el que vibra la cuerda, supongamos que la posicién de equilibrio de
la cuerda queda a lo largo del eje z. La funcién wu(z,t) tiene por dominio el conjunto
{(z,t): 0 <2 < L,t>0}y para cada t > 0 el gréafico de la funcién = — u(z,t) es la forma

de la cuerda en el instante ¢t. La siguiente figura nos ilustra esta situacion.

u=u(x, t)

Fi1GurA 6.1.

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones ideales:

(a) La amplitud de la cuerda es pequena y cada punto de la misma se mueve solamente
en direccion vertical.

(b) Todas las fuerzas de friccién, tanto internas como externas, pueden despreciarse.

(c) La masa de la cuerda, por unidad de longitud, es pequena en relacién con la tensién

en la misma, por lo que la fuerza de gravedad puede ser despreciada.

Entonces la funcién u, que describe el movimiento de la cuerda, satisface la ecuacion en
derivadas parciales
61 Pu 1 0%
donde a es una constante positiva, que depende de la tension y otras caracteristicas fisicas

de la cuerda.
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Como aplicacion de lo que hemos estudiado de series de Fourier, vamos a resolver la

ecuacién (6.1) sujeta a las condiciones de borde:

uw(0,t) =u(L,t)=0, t>0

(62) UJ(CC’ 0) = f(l’),
ou
5(90,0) = g(z),

donde f y g se suponen funciones conocidas.

La interpretacion fisica es sencilla: tal como senalamos anteriormente la funcién u(z,t)
describe el movimiento de una cuerda ideal de longitud L, cuya posicion de equilibrio coincide
con el eje x y cuyos extremos se encuentran fijosen x =0y en z = L.

Suponemos que la forma inicial de la cuerda es conocida y estd dada por el grafico de f,
también supondremos conocida la velocidad inicial de cada punto de la cuerda y que esta

dada por g.

2.2. Separacién de variables.
Vamos a comenzar por buscar soluciones no triviales de la ecuacién (6.1) que tengan la

forma
u(z,t) = ¥ (z)o(t)
y que satisfagan
uw(0,t) =u(L,t)=0 t>0.

En este caso tendremos que

o*u 9%*u
T wwon) T p@eo.

Substituyendo en (6.1) obtenemos

por lo tanto

W(x) 19"
ba) @ oln)

siempre que ¥(x)o(t) # 0. El primer miembro de la ecuacién (6.3) sélo depende de x y el

(6.3)

segundo miembro sélo depende de ¢, por lo tanto cada uno de los miembros de esta ecuacién
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tiene que ser constante. Si llamamos A a esta constante, obtenemos que la ecuacién (6.3)

equivale al par de ecuaciones diferenciales ordinarias
V() = M(z) =0,
(6.4)
¢"(t) — Aa*¢(t) = 0.

Analicemos primero la ecuacion

(6.5) V(@) = Mp(x) = 0.

Como u(0,t) = u(L,t) = 0 para t > 0, se debe cumplir que 1(0) = (L) = 0.
Consideraremos tres casos: A >0, A=0y A <0.

Si A > 0 entonces la solucién general de la ecuacion (6.5) es
P(z) = CreY™ 4 Che™ V7,

donde C; y (5 son constantes reales. FEs facil verificar que si se satisface la condicién
¥(0) = (L) = 0 entonces C; = Cy = 0. Luego, en este caso, sélo obtenemos la solucién
trivial.

Si A = 0 entonces la solucién general de la ecuacion (6.5) es
7/’(33) = Cl + 02 x,

donde C; y C5 son constantes reales. Al igual que en el caso previo, es facil verificar que si
se satisface la condicién ¢(0) = ¢(L) = 0 entonces C; = Cy = 0. Luego, en este caso, solo
obtenemos la solucién trivial.

Si A < 0 entonces la solucién general de la ecuacion (6.5) es
(6.6) Y(x) = Cycos(V—Az)+ Cysen(v —A x),

donde C; y C5 son constantes reales. Como 1(0) = 0 tiene que ser C; = 0. Como ¢(L) =0

tiene que ser Cysen(v/—\ L) = 0, por lo tanto para que la solucién no sea trivial se debe

cumplir
sen(v—\L) =0,
de donde
k2m?

para algtin entero positivo k.
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De la solucién general (6.6) obtenemos que, para cada entero positivo k, la funcién v
definida por
km
r(x) = vy, sen <f x) :
donde v, es una constante real, es una solucién de la ecuacién (6.5).

Reemplazando el valor de A, dado en (6.7), en la segunda ecuacién de (6.4) obtenemos

2.2
k*m*

724 o(t) = 0.

¢”(t) _|_

La solucion general de esta ecuacion es

or(t) = ay, cos (l%at) + B sen <k%at) ,

donde a4, y [ son constantes reales.

En conclusién, para cada entero positivo k, tenemos una solucién de la ecuacién (6.1) de

k k k
ug(x,t) = (Ak coS (%at) + B, sen (%at) ) sen (% a:) ,

donde A, y By son constantes reales.

la forma

Supongamos que la solucién de la ecuacién (6.1) que satisface las condiciones (6.2)), se

puede expresar en la forma

o

(6.8) u(a,t) = ug(x,t)

k=1
y supongamos también que es posible derivar la serie término a término.

Entonces tendriamos que
u(z,0) = f(x)

Yy que

e 11

8uk
W('x>0) = g(l‘),

e
Il

1
es decir

(6.9) 2 Ay sen (’%” :1:) (@)

(6.10) i ]%TaBk sen (k% w) = g(x)

De la férmula para el desarrollo en serie de senos de una funcién (ver Seccién 3 del

Capitulo 5), obtenemos
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2 [F kmx
Ay = z/o f(z)sen (T) dx

9 L
By, = Tra /. g(x) sen <—) dx.
2.3. Validez de la solucion.
Los resultados sobre convergencia y diferenciacién término a término de series de Fourier,
que hemos establecido en la Seccion 2/ del Capitulo 4, se pueden extender a series de dos
variables de la forma (6.8) y se puede probar que, bajo ciertas hipdtesis sobre las funciones

f v g, la serie (6.8) converge a una solucién de la ecuacion (6.1). Mdas precisamente se puede

probar el siguiente resultado (los detalles se pueden encontrar en [4]).

TEOREMA 6.1. Sea L un nimero real positivo y sean f,g : [0,L] — R funciones tales

que

(i) f, f"y " son continuas en [0, L] y

f(0) = f7(0) = f(L) = f"(L) = 0.

(ii) g y ¢ son continuas en [0, L] y

Para k> 1 sean

2 [F k
By = Tora /. g(x)sen (ﬂ) dx.

Entonces la serie

)= 55 s (1) o (1)) 8
k=1

converge uniforme y absolutamente a una solucion de la ecuacion

*u 1 0%u

dxr a2 0t
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con condictones de borde

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

u(ac,O) = f(l’),
ou
5(3770) = g(z).

3. Ecuacion del calor

3.1. Planteamiento del problema.

Consideremos una barra homogénea de longitud L, delgada y aislada en forma tal que su
calor no puede perderse a través de su superficie. Supongamos ademés que la temperatura
de la barra es constante en cada una de sus secciones transversales. Entonces la temperatura
en la barra se puede describir mediante una funcién u(z,t), donde 0 <z < Ly t > 0.

Se puede probar que la funcién u(zx,t) satisface la ecuacién

*u  ,0u

donde a es una constante positiva que depende de la naturaleza del material.

Vamos a resolver la ecuacién (6.11) sujeta a las condiciones de borde

u(0,t) =u(L,t)=0, t>0
u(z,0) = f(),

(6.12)

donde f es una funcién que se supone conocida.
La interpretaciéon fisica es la siguiente: Vamos a describir la distribucién de tempe-
ratura en un barra, cuyos extremos se mantienen a temperatura constante igual a 0 y cuya

distribucién inicial de temperatura esta dada por la funcién f.

3.2. Separacion de variables.
Al igual que en el ejemplo anterior comenzamos buscando soluciones no triviales de la

ecuacién (6.11) que tengan la forma

u(z,t) = P(2)e(t)

y que satisfagan

u(0,t) =u(L,t)=0 t>0.
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En este caso tendremos que

Ta= @) o= v,

Substituyendo en (6.11) obtenemos

V" (2)g(t) = a*(x)d (1),
por lo tanto

(6.13) Y’ (x) _ a2¢,(t)

b(x) o(t)’

siempre que ¥ (z)¢(t) # 0.
Al igual que en el ejemplo de la cuerda se prueba que cada uno de los miembros de esta
ecuacién tiene que ser constante. Sillamamos \ a esta constante, obtenemos que la ecuacion

(6.13) equivale al par de ecuaciones diferenciales ordinarias

() — Mo(a) =0,
&) — 2o(t) = 0.

a?

(6.14)

Con consideraciones similares a las correspondientes al caso de la cuerda se obtiene que

para que la solucién no sea trivial debe ser A < 0 y que ¥ tiene la forma
(6.15) W(z) = Creos(V—Az)+ Cysen(vV—Ax),

donde C; y C5 son constantes reales. Como t(0) = 0 tiene que ser C; = 0. Como ¢(L) =0
tiene que ser Cysen(v/—A L) = 0, luego

sen(v—A L) =0,
de donde
(6.16) A= ——r

para algtin entero positivo k.
De la solucién general (6.15) obtenemos que, para cada entero positivo k, la funcién

definida por
km
Yr(x) = Yk sen <f 37) )

donde v, es una constante real, es una solucién de la primera ecuacién de (6.14).
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Reemplazando el valor de A, dado en (6.16), en la segunda ecuacién de (6.14) obtenemos
k22

L2a?

¢'(t) + ¢(t) = 0.

La solucion general de esta ecuacion es

k22
or(t) = agexp <_L2a2 t>

donde ay, es una constante real.

En conclusién, para cada entero positivo k, tenemos una solucién de la ecuacién (6.11)

k2m? k
ug(x,t) = Agexp (— LQZQt) sen (% .7:) ,

donde A; es una constante real.

de la forma

Supongamos que la solucién de la ecuacién (6.11) que satisface las condiciones (6.12), se

puede expresar en la forma
(6.17) u(z,t) = Z ug(x,t)

Entonces tendriamos que

es decir

(6.18) i Ay sen (%ﬂ x) = f(x)

De la férmula para el desarrollo en serie de senos de una funcién (ver Seccién 3 del

Capitulo [5), obtenemos

(6.19) Ay = %/OL F(z) sen (“%") da.

Al igual que en el caso de la cuerda se puede probar que, si los coeficientes A, se definen
mediante la formula (6.19) y f satisface ciertas condiciones, la serie (6.17) converge a una
solucién de la ecuacién (6.11), que satisface las condiciones de borde (6.12) (ver [4] para més

detalles).
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