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por su apoyo incondicional. A mi amada esposa Yenny Cerveleón le doy gracias infinitas por

todo su amor brindado, por ser mi ayuda idónea.
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Resumen

Se consideran familias multiplicativas de contracciones en un espacio de Hilbert sepa-

rable, con parámetro en los racionales diádicos no negativos y menores que 1 y se da un

resultado de dilatación para este tipo de familias. A partir de este resultado y, usando técni-

cas de discretización del parámetro, se prueba que todo semigrupo local de contracciones

fuertemente continuo en un espacio de Hilbert separable, con parámetro en los elementos

no negativos y menores que 1, de un subgrupo aditivo de los números reales que contiene

a los racionales diádicos, posee una dilatación unitaria con parámetro en el conjunto de los

números reales y a valores en un espacio de Hilbert mas grande. Como aplicación se dan re-

sultados de extensión de funciones definidas positivas en la recta, que generalizan el teorema

de extensión de Krĕın.

También se obtienen resultados análogos de dilatación para familias multiplicas de con-

tracciones a dos parámetros, uno de los cuales vaŕıa en un grupo abeliano y el otro en un

subconjunto de la recta real. Como aplicación se da un resultado de extensión de funciones

definidas positivas en una banda.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de éste caṕıtulo es presentar algunas definiciones, teoremas y proposiciones

que servirán de herramienta para la lectura de los siguientes caṕıtulos.

A continuación se fija algo de la notación que se utilizará en el desarrollo de este trabajo.

Como es usual N,Z,Q,Q+,R,R+,C representan el conjunto de los números naturales,

enteros, racionales, racionales positivos, reales, reales positivos y complejos, respectivamente.

En lo que sigue H será un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario se su-

pondrá que H es complejo) con producto interno ⟨, ⟩H y norma ∥∥H.

Si no hay lugar a confusión se usará simplemente ⟨, ⟩ y ∥∥.

1. Distintos tipos de convergencia en espacios de Hilbert.

Definición 1.1. Sean {hn}n≥1 ⊂ H una sucesión y h ∈ H.

(i) {hn}n≥1 converge fuertemente a h si

ĺım
n−→∞

∥hn − h∥ = 0.

(ii) {hn}n≥1 converge débilmente a h si

ĺım
n−→∞

⟨hn, g⟩ = ⟨h, g⟩

para todo g ∈ H.

De la desigualdad de Cauchy Schwartz se obtiene que la convergencia fuerte implica la

convergencia débil, sin embargo el rećıproco no es cierto como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea l2 = {{an}∞n=1 ⊂ C :
∑∞

n=1 |an|2 <∞} .

Considérese la sucesión

e(n) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)

donde el 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.

2



1. DISTINTOS TIPOS DE CONVERGENCIA EN ESPACIOS DE HILBERT. 3

Evidentemente e(n) ∈ l2 y ∥e(n)∥ = 1 para todo n ∈ N, por lo tanto e(n) no puede

converger fuertemente a 0. Sin embargo

ĺım
n−→∞

⟨e(n), h⟩ = 0

para todo h ∈ l2.

Definición 1.3. Una sucesión {hn}n≥1 ⊂ H es débilmente de Cauchy si la sucesión {⟨hn, g⟩}∞n=1

es de Cauchy para todo g ∈ H.

Proposición 1.4. Todo espacio de Hilbert es débilmente completo, es decir toda sucesión

débilmente de Cauchy es débilmente convergente.

Demostración.

Sean H un espacio de Hilbert y {hn}∞n=1 una sucesión débilmente de Cauchy en H,

entonces la sucesión

{⟨hn, g⟩}∞n=1

es de Cauchy para toda g ∈ H.

Como C es completo se tiene que la sucesión {⟨hn, g⟩}∞n=1 es convergente para toda g ∈ H.

Dado g ∈ H, sea

L(g) = ĺım
n−→∞

⟨g, hn⟩.

Se tiene que L es un funcional lineal y acotado, por ser ĺımite fuerte de funcionales lineales

y acotados.

Por el teorema de representación de Riesz existe un único h ∈ H tal que

L(g) = ⟨g, h⟩,

por lo tanto

⟨g, h⟩ = ĺım
n−→∞

⟨g, hn⟩.

De donde {hn}∞n=1 converge débilmente a h. �

Proposición 1.5. Sean H un espacio de Hilbert separable y {gn}∞n=1 ⊂ H una sucesión

acotada, entonces {gn}∞n=1 contiene una subsucesión débilmente convergente.
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Demostración.

Sea {hn}∞n=1 ⊂ H denso.

Por la desigualdad de Cauchy Schwartz se tiene que la sucesión {⟨gn, h1⟩}∞n=1 ⊂ C es

acotada y por lo tanto contiene una subsucesión convergente {⟨g1n, h1⟩}∞n=1.

Análogamente {⟨g1n, h2⟩}∞n=1 contiene una subsucesión convergente {⟨g2n, h2⟩}∞n=1.

Continuando de esta manera se obtiene una subsucesión convergente {⟨gkn, hk⟩}∞n=1 para

todo k ∈ N.

Sea {fn}∞n=1 ⊂ H la sucesión definida por fn = gnn.

A partir del lugar k, la sucesión {fn}∞n=1 es una subsucesión de {gkn}∞n=1. Por lo tanto la

sucesión

{⟨fn, hk⟩}∞n=1

converge para todo k ∈ N.

Por otro lado se tiene que existe M > 0 tal que ∥fn∥ ≤M para todo n.

Sean h ∈ H y ε > 0. Como {hn}∞n=1 es denso en H existe k0 ∈ N tal que ∥h−hk0∥ < ε
3M
.

Además, la sucesión

{⟨fn, hk0⟩}∞n=1

converge.

Por lo tanto existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N entonces

|⟨fn − fm, hk0⟩| <
ε

3
.

Luego, si n,m ≥ N se tiene que

|⟨fn, h⟩ − ⟨fm, h⟩| = |⟨fn, h− hk0⟩+ ⟨fn, hk0⟩ − (⟨fm, h− hk0⟩+ ⟨fm, hk0⟩)|

≤ |⟨fn − fm, hk0⟩|+ |⟨fn, h− hk0⟩|+ |⟨fm, h− hk0⟩|

≤ ε

3
+ ∥fn∥∥h− hk0∥+ ∥fm∥∥h− hk0∥

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

De donde la sucesión {⟨fn, h⟩}∞n=1 es de Cauchy para todo h ∈ H.

De la Proposición 1.4 sigue que {fn}∞n=1 converge débilmente. �



2. OPERADORES ACOTADOS EN ESPACIOS DE HILBERT. 5

2. Operadores acotados en espacios de Hilbert.

Definición 1.6. Sea T : H −→ H decimos que T es un operador lineal si

(i) T (h+ g) = T (h) + T (g) para todo h, g ∈ H,

(ii) T (λh) = λT (h) para todo h ∈ H, para todo λ ∈ C.

Definición 1.7. Sea T : H −→ H un operador lineal. Decimos que T es un operador acotado

cuando existe M > 0 tal que

∥T (h)∥ ≤M∥h∥ para todo h ∈ H.

Es fácil probar que un operador lineal es acotado si y solo si es continuo.

Definición 1.8. Sea

L(H) = {T : H −→ H tal que T es un operador lineal continuo }.

Proposición 1.9. L(H) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

(λT )(h) = λT (h),

(T1 + T2)(h) = T1(h) + T2(h).

Definición 1.10. Para T ∈ L(H) definimos la norma de T por

∥T∥L(H) = sup
∥h∥=1

∥T (h)∥

Observación 1.11. Se puede probar que:

(i) ∥T∥L(H) = sup
∥h∥≤1

∥T (h)∥

(ii) ∥T∥L(H) = sup
h̸=0

∥T (h)∥
∥h∥

(iii) ∥T∥L(H) = ı́nf {M : ∥T (h)∥ ≤M∥h∥ para todo h ∈ H}
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De aqúı se deduce que: Si T ∈ L(H) entonces

∥T (h)∥ ≤ ∥T∥L(H)∥h∥ para todo h ∈ H.

Proposición 1.12. Sea T ∈ L(H), si

⟨T (h), h⟩ = 0 para todo h ∈ H

entonces T = 0.

Demostración.

Sean h, g ∈ H, por hipótesis

0 = ⟨T (h+ g), h+ g⟩ = ⟨T (h) + T (g), h+ g⟩

= ⟨T (h), h⟩+ ⟨T (h), g⟩+ ⟨T (g), h⟩+ ⟨T (g), g⟩

= ⟨T (h), g⟩+ ⟨T (g), h⟩ .

Es decir

⟨T (h), g⟩ = −⟨T (g), h⟩ . (1.1)

Como H es un espacio vectorial complejo, se puede cambiar g por ig, obteniendo que

− i ⟨T (h), g⟩ = −i ⟨T (g), h⟩ . (1.2)

De las ecuaciones (1.1) y (1.2) se obtiene que

⟨T (h), g⟩ = 0.

Si se toma g = T (h), entonces

⟨T (h), T (h)⟩ = 0.

Por lo tanto T (h) = 0 para todo h ∈ H. �
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Observación 1.13. En el caso de un espacio vectorial real la Proposición anterior no es

cierta. Por ejemplo, considere una rotación de noventa grados en R2, es decir T : R2 −→ R2

definido por

T (x, y) = (−y, x).

Se tiene que

⟨T (x, y), (x, y)⟩ = 0 para todo (x, y) ∈ R2.

Sin embargo T ̸= 0.

Corolario 1.14. Sean S;T ∈ L(H) tales que

⟨S(h), h⟩ = ⟨T (h), h⟩ para todo h ∈ H

entonces S = T.

Proposición 1.15. Sean H un espacio de Hilbert separable y {Tn}∞n=1 ⊂ L(H) una suce-

sión de operadores uniformemente acotada. Sea {hk}∞k=1 ⊂ H denso. Si {Tnhk}∞n=1 converge

débilmente para todo k, entonces {Tnh}∞n=1 converge débilmente para todo h ∈ H.

Demostración.

Sea h ∈ H. En virtud de la Proposición 1.4, basta probar que la sucesión {Tnh}∞n=1 es

débilmente de Cauchy.

Sea ε > 0.

Como {Tn}∞n=1 es uniformemente acotada existe M > 0 tal que ∥Tn∥ ≤ M para todo

n ∈ N.

Sea g ∈ H. Como {hk}∞k=1 denso en H existe k0 ∈ N tal que ∥h− hk0∥ < ε
3M∥g∥ .

Además, se tiene que la sucesión

{Tnhk0}∞n=1

converge débilmente. Por lo tanto existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N entonces

|⟨Tnhk0 − Tmhk0 , g⟩| <
ε

3
.

Luego, si n,m ≥ N se tiene que
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|⟨Tnh, g⟩ − ⟨Tmh, g⟩| = |⟨Tn(h− hk0), g⟩+ ⟨Tnhk0 , g⟩ − (⟨Tm(h− hk0), g⟩+ ⟨Tmhk0 , g⟩)|

≤ |⟨Tnhk0 − Tmhk0 , g⟩|+ |⟨Tn(h− hk0), g⟩|+ |⟨Tm(h− hk0), g⟩|

≤ ε

3
+ ∥Tn∥∥h− hk0∥∥g∥+ ∥Tm∥∥h− hk0∥∥g∥

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

De donde {Tnh}∞n=1 es una sucesión débilmente de Cauchy. �

3. Adjunto de un operador.

Teorema 1.16. Si T ∈ L(H) entonces existe un único operador T ∗ ∈ L(H) tal que

⟨T (h), g⟩ = ⟨h, T ∗(g)⟩

para todo h, g ∈ H.

Además se tiene que ∥T∥ = ∥T ∗∥.

Demostración.

Se probará la existencia.

Dado g ∈ H, sea Λg : H −→ C la función definida por

Λg(h) = ⟨T (h), g⟩ .

Claramente Λg es una función lineal. Además

|Λg(h)| = | ⟨T (h), g⟩ | ≤ ∥T (h)∥∥g∥ ≤ ∥T∥∥h∥∥g∥,

por lo tanto Λg es un funcional lineal continuo.

Por el teorema de representación de Riesz existe un único δg ∈ H tal que

Λg(h) = ⟨h, δg⟩ .

Definiendo T ∗ : H −→ H mediante

T ∗(g) = δg,

se obtiene que
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⟨T (h), g⟩ = Λg(h) = ⟨h, T ∗(g)⟩ .

Ahora se probará que T ∗ es lineal.

Sean h, g1, g2 ∈ H y λ ∈ C entonces

⟨h, T ∗(λg1 + g2)⟩ = ⟨T (h), λg1 + g2⟩

= λ ⟨T (h), g1⟩+ ⟨T (h), g2⟩

= λ ⟨h, T ∗(g1)⟩+ ⟨h, T ∗(g2)⟩

= ⟨h, λT ∗(g1) + T ∗(g2)⟩ .

Por lo tanto

T ∗(λg1 + g2) = λT ∗(g1) + T ∗(g2).

T ∗ es continuo. En efecto, sea g ∈ H entonces

∥T ∗(g)∥2 = | ⟨T ∗(g), T ∗(g)⟩ | = | ⟨T (T ∗(g)) , g⟩ | ≤ ∥T∥∥T ∗(g)∥∥g∥.

De aqúı se obtiene que

∥T ∗(g)∥ ≤ ∥T∥∥g∥.

Luego T ∗ ∈ L(H) y ∥T ∗∥ ≤ ∥T∥.

Ahora se probará la igualdad para las normas.

Aplicando lo hecho antes a T ∗ se obtiene que

T ∗∗ = T,

y por lo tanto

∥T∥ = ∥T ∗∗∥ ≤ ∥T ∗∥.

De donde

∥T∥ = ∥T ∗∥.

La unicidad de T ∗ se obtiene del siguiente hecho: Si ⟨h, f⟩ = 0 para todo h ∈ H entonces

f = 0.

�

Definición 1.17. El operador T ∗ es llamado el adjunto de T.
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4. Operadores de contracción y unitarios.

IH denotará el operador identidad en H.

Definición 1.18. Sea T ∈ L(H), decimos que T es:

(a) Una contracción si ∥Th∥ ≤ ∥h∥, para todo h ∈ H.

(b) Una isometŕıa si ∥Th∥ = ∥h∥, para todo h ∈ H.

(c) Unitario si es una isometŕıa sobreyectiva.

Observación 1.19. Sea T ∈ L(H).

(a) T es una contracción si y sólo si ⟨ (IH− T ∗T )h, h⟩ ≥ 0 para todo h ∈ H, es decir, si

IH − T ∗T es un operador positivo.

(b) T es una isometŕıa si y sólo si T ∗T = IH.

(c) T es unitario si y sólo si T ∗T = TT ∗ = IH. En este caso T−1 = T ∗.

Proposición 1.20. Sean H0 un subespacio denso en H y T0 : H0 −→ H una contracción,

entonces existe una única contracción T : H −→ H que extiende a T0.

Demostración.

Sea h ∈ H. Como H0 es denso en H existe una sucesión {hn}∞n=1 ⊂ H0 tal que

ĺım
n−→∞

hn = h.

Como T0 es un operador acotado, sigue que

{T0(hn)}∞n=1

es una sucesión de Cauchy en H.

Por la completitud de H existe g ∈ H tal que

ĺım
n−→∞

T0(hn) = g.

Sea T : H −→ H, definido por T (h) = g. Es decir

T (h) = ĺım
n−→∞

T0(hn).

Es fácil probar que:
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(1) T está bien definido

(2) T es lineal

(3) T es una contracción

(4) T (h) = T0(h) para todo h ∈ H0.

�

5. Distintos tipos de convergencia de operadores en L(H).

Definición 1.21. Sean {Tn}n≥1 ⊂ L(H) una sucesión y T ∈ L(H).

(i) {Tn}n≥1 converge uniformemente a T si

ĺım
n−→∞

∥Tn − T∥ = 0.

(ii) {Tn}n≥1 converge fuertemente a T si

ĺım
n−→∞

∥Tn(h)− T (h)∥ = 0

para todo h ∈ H.

(iii) {Tn}n≥1 converge débilmente a T si

ĺım
n−→∞

⟨Tn(h), g⟩ = ⟨T (h), g⟩

para todo h, g ∈ H.

Proposición 1.22.

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(a) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

Observación 1.23. Los rećıprocos de la proposición anterior no son ciertos, tal como lo

muestran los siguientes ejemplos.
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(a) La convergencia fuerte no implica la convergencia uniforme.

En l2(N), para N ∈ N sea PN el operador definido por

PN({x1, x2, x3, . . .}) = {x1, x2, x3, . . . , xN , 0, 0, . . .}.

Entonces

ĺım
n−→∞

Pn(x) = x

para todo x ∈ l2(N), es decir {Pn}n≥1 converge fuertemente a I (operador identidad

en l2(N)).

Sin embargo

∥Pn − I∥ = 1

para todo n ∈ N, por lo tanto {Pn}n≥1 no converge uniformemente a I.

(b) La convergencia débil no implica la convergencia fuerte.

En l2(N), sea S el operador definido por

S({x1, x2, x3, . . .}) = {0, x1, x2, x3, . . .},

entonces

Sn({x1, x2, x3, . . .}) = {0, 0, . . . , 0, x1, x2, x3, . . .},

donde x1 se encuentra en el lugar n+ 1 (En el término de la derecha).

Sean x, y ∈ l2(N). Se tiene que

⟨Sn(x), y⟩ = ⟨{0, 0, . . . , 0, x1, x2, x3, . . .}, {y1, y2, y3, . . .}⟩ =
∞∑
k=n

xk−n+1yk+1.

De donde

|⟨Sn(x), y⟩|2 ≤

(
∞∑
k=n

|xk−n+1|2
)(

∞∑
k=n

|yk+1|2
)

= ∥x∥2
(

∞∑
k=n

|yk+1|2
)
.

Por lo tanto

ĺım
n−→∞

⟨Sn(x), y⟩ = 0

para todo x, y ∈ l2(N), es decir {Sn}n≥1 converge débilmente al operador nulo.
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Sin embargo, es imposible que ĺımn−→∞ Sn(x) sea 0 para todo x ∈ l2(N), ya

que ∥S(x)∥ = ∥x∥ para todo x ∈ l2(N), lo que implica que {Sn}n≥1 no converge

fuertemente al operador nulo.

Proposición 1.24. Sea {Tn}n≥1 ⊂ L(H) una sucesión de operadores lineales de contracción

tal que {Tn(h)}n≥1 converge débilmente para todo h ∈ H, entonces existe un operador lineal

de contracción T : H −→ H tal que {Tn}n≥1 converge débilmente a T .

Demostración.

Para h ∈ H, sea fh el ĺımite débil de {Tn(h)}n≥1. Es decir

⟨fh, g⟩ = ĺım
n−→∞

⟨Tn(h), g⟩ para todo g ∈ H.

Sea T : H −→ H, definido por T (h) = fh. Se probará que T es un operador lineal de

contracción.

Sean h1, h2, g ∈ H y λ ∈ C. Por la linealidad de cada Tn se obtiene que

⟨T (λh1 + h2), g⟩ = ĺım
n−→∞

⟨Tn(λh1 + h2), g⟩

= ĺım
n−→∞

⟨λTn(h1) + Tn(h2), g⟩

= λ ĺım
n−→∞

⟨Tn(h1), g⟩+ ĺım
n−→∞

⟨Tn(h2), g⟩

= λ⟨T (h1), g⟩+ ⟨T (h2), g⟩

= ⟨λT (h1) + T (h2), g⟩.

luego, T (λh1 + h2) = λT (h1) + T (h2).

Sea h ∈ H, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

∥T (h)∥2 = |⟨T (h), T (h)⟩|

= ĺım
n−→∞

|⟨Tn(h), T (h)⟩|

≤ ĺım
n−→∞

∥Tn∥∥h∥∥T (h)∥

≤ ∥h∥∥T (h)∥.

Por lo tanto T es una contracción. Además {Tn}n≥1 converge débilmente a T , ya que

⟨T (h), g⟩ = ĺım
n−→∞

⟨Tn(h), g⟩, para todo h, g ∈ H.
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�

6. Dilatación unitaria de una contracción.

Definición 1.25. Sean F un espacio de Hilbert que contiene a H como subespacio cerrado,

A ∈ L(H) y B ∈ L(F), se dice que B es una dilatación de A si

An = P F
HB

n, para n = 0, 1, 2, . . .

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

Si B1 ∈ L(F1) y B2 ∈ L(F2) son dos dilataciones de A, se dice que B1 y B2 son isomorfas

si existe una transformación unitaria φ : F1 −→ F2 tal que

(i) φh = h, para todoh ∈ H.

(ii) B2 = φB1φ
−1.

La versión discreta del teorema de dilatación de Sz-Nagy establece que toda contracción

posee una única dilatación unitaria minimal. En detalle

Teorema 1.26. Sean H un espacio de Hilbert y T : H −→ H una contracción. Entonces

existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y un operador

unitario U ∈ L(F) tal que

T n = P F
HU

n, para n = 0, 1, 2, . . .

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

Si se pide la condición de minimalidad

F =
∞∨

n=−∞

UnH

entonces U es único, salvo isomorfismo.

La demostración del teorema anterior se puede conseguir en la sección 4 del Caṕıtulo 1

del libro [20].



Caṕıtulo 2

Semigrupos de operadores y funciones definidas positivas

En lo que sigue (Γ,+) denotará un subgrupo aditivo de (R,+) y Γ+ = Γ ∩ R+.

1. Semigrupos de operadores.

Definición 2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo de operadores con parámetro

en Γ+, es una familia de operadores (Tω)ω∈Γ+ ⊂ L(H) que satisface:

(a) Tω1+ω2 = Tω1Tω2 para todo ω1, ω2 ∈ Γ+.

(b) T0 = IH.

Se dice que el semigrupo de operadores es de contracción si Tω es una contracción para

todo ω ∈ Γ+.

Definición 2.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un grupo de operadores con parámetro en Γ,

es una familia de operadores (Uω)ω∈Γ ⊂ L(H) que satisface:

(a) Uω1+ω2 = Uω1Uω2 para todo ω1, ω2 ∈ Γ

(b) U0 = IH.

Se dice que el grupo de operadores es unitario si Uω es un operador unitario para todo

ω ∈ Γ. En este caso,

U∗
ω = U−ω para todo ω ∈ Γ.

Definición 2.3. Sean H un espacio de Hilbert y (Uω)ω∈Γ ⊂ L(H) un grupo de operadores.

Se dice que (Uω)ω∈Γ es:

(a) Débilmente continuo si, para cada h, h′ ∈ H, la aplicación ω 7−→ ⟨Uωh, h
′⟩H de Γ

en C es continua.

(b) Fuertemente continuo si, para cada h ∈ H, la aplicación ω 7−→ Uωh de Γ en H es

continua.

(c) Uniformemente fuertemente continuo si, para cada h ∈ H, la aplicación ω 7−→ Uωh

de Γ en H uniformemente continua.

15
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Observación 2.4. Si en la definición anterior, se cambia Γ por Γ+ y Uω por Tω, se tiene la

definición de semigrupo de operadores débilmente, fuertemente y uniformemente continuo.

Ejemplo.

Sea A ∈ L(H) autoadjunto.

Para t ∈ R sea Ut = eitA.

Entonces (Ut)t∈R es un grupo de operadores unitarios de R en L(H), fuertemente continuo.

Si el grupo de operadores es unitario, las condiciones de continuidad dadas anteriormente

son equivalentes, tal como lo indica el siguiente resultado.

Proposición 2.5. Sean H un espacio de Hilbert y (Uω)ω∈Γ ⊂ L(H) un grupo de operadores

unitarios. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (Uω)ω∈Γ es débilmente continuo en 0.

(b) (Uω)ω∈Γ es fuertemente continuo en 0.

(c) (Uω)ω∈Γ es fuertemente continuo.

(d) (Uω)ω∈Γ es uniformemente fuertemente continuo.

Demostración.

Como el grupo (Uω)ω∈Γ es unitario se tiene que ∥Uω∥ = 1 para todo ω ∈ Γ.

(a) =⇒ (b)

El resultado es consecuencia de la siguiente igualdad,

∥Uωh− h∥2H = 2∥h∥2H − 2Re(⟨Uωh, h⟩H) (h ∈ H, ω ∈ Γ),

(b) =⇒ (c)

Sean ε > 0, ω0 ∈ Γ y h ∈ H.

Por (b), existe δ > 0 tal que si γ ∈ Γ y |γ| < δ, se tiene que

∥Uγh− h∥H < ε.

Luego, si ω ∈ Γ es tal que |ω − ω0| < δ, entonces
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∥Uωh− Uω0h∥H = ∥Uω0(Uω−ω0h− h)∥H

≤ ∥Uω0∥∥Uω−ω0h− h∥H

= ∥Uω−ω0h− h∥H < ε.

(c)=⇒(d)

Sean ε > 0 y h ∈ H.

Por (c), existe δ > 0 tal que si γ ∈ Γ y |γ| < δ, entonces

∥Uγh− h∥H < ε.

Luego si ω, ω′ ∈ Γ son tales que |ω − ω′| < δ, entonces

∥Uωh− Uω′h∥H = ∥Uω′(Uω−ω′h− h)∥H

≤ ∥Uω′∥∥Uω−ω′h− h∥H

= ∥Uω−ω′h− h∥H < ε.

(d)=⇒(a)

Dados h, h′ ∈ H, la aplicación ω 7−→ Uωh es uniformemente continua en Γ, por lo tanto

es continua en 0.

Luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se deduce que la aplicación ω 7−→ ⟨Uωh, h
′⟩H

es continua en 0. �

2. Dilatación unitaria de un semigrupo de contracciones.

Definición 2.6. Sean H,F dos espacios de Hilbert tales que F contiene a H como subespacio

cerrado. Sean (Tω)ω∈Γ+ ⊂ L(H) un semigrupo de operadores y (Uω)ω∈Γ ⊂ L(F) un grupo de

operadores. Se dice que (Uω)ω∈Γ es una dilatación de (Tω)ω∈Γ+ si

Tω = P F
HUω, para todo ω ∈ Γ+.

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

Se dice que la dilatación es unitaria si Uω es unitario para todo ω ∈ Γ.
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Definición 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y (Tω)ω∈Γ+ ⊂ L(H) un semigrupo de opera-

dores. Sean B1 = (Uω)ω∈Γ ⊂ L(F1) y B2 = (Vω)ω∈Γ ⊂ L(F2) dos dilataciones de (Tω)ω∈Γ+ ,

decimos que B1 y B2 son isomorfas si existe una transformación unitaria φ : F1 −→ F2 tal

que

(i) φh = h, para todoh ∈ H.

(ii) V (ω) = φU(ω)φ−1 para todo ω ∈ Γ.

La versión continua del teorema de dilatación de Sz.-Nagy ([21]) establece que todo

semigrupo de contracciones fuertemente continuo en un espacio de Hilbert, con parámetro

en R+, tiene una única dilatación unitaria minimal. En detalle

Teorema 2.8. Sean H un espacio de Hilbert y (Tω)ω∈R+
⊂ L(H) un semigrupo de contrac-

ciones fuertemente continuo, entonces existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como

subespacio cerrado y un grupo (Uω)ω∈R ⊂ L(F), de operadores unitarios fuertemente continuo

tales que

Tω = P F
HUω|H, para todo ω ∈ R+.

Si se pide la condición de minimalidad

F =
∨
ω∈R

Uω(H)

entonces, (Uω)ω∈R es único salvo isomorfismos.

La demostración del teorema anterior se puede conseguir en la sección 8 del caṕıtulo 1

del libro [20].

3. Funciones definidas positivas a valores operadores.

Definición 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y f : Γ −→ L(H). Se dice que F es definida

positiva si ∑
x,y∈Γ

⟨ f(x− y)h(x), h(y)⟩ ≥ 0,

para toda función h : Γ −→ H de soporte finito.
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Proposición 2.10. Sea H un espacio de Hilbert. Sea Fn : Γ −→ L(H) para n ∈ N, una

sucesión débilmente convergente de funciones definidas positivas. Si F : Γ −→ L(H) es el

ĺımite débil de {Fn}∞n=1 entonces F es definida positiva.

Demostración.

Sea h : Γ −→ H una función de soporte finito.

Se cumple que ∑
x,y∈Γ

⟨Fn(x− y)h(x), h(y)⟩ ≥ 0,

para todo n.

Como h tiene soporte finito se tiene que

∑
x,y∈Γ

⟨F (x− y)h(x), h(y)⟩ =
∑
x,y∈Γ

(
ĺım

n−→∞
⟨Fn(x− y)h(x), h(y)⟩

)

= ĺım
n−→∞

(∑
x,y∈Γ

⟨Fn(x− y)h(x), h(y)⟩

)
≥ 0.

�

Proposición 2.11. Sean G y H dos espacios de Hilbert tales que G contiene a H como

subespacio cerrado. Si (Uω)ω∈Γ ⊂ L(G) es un grupo de operadores unitarios, entonces la

función F : Γ −→ L(H), definida por

F (ω) = P G
HUω|H

es definida positiva.

Demostración.

Sea h : Γ −→ H una función de soporte finito. Supóngase que

soporte(h) = {ω1, ω2, . . . , ωn},

se tiene que
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∑
x,y∈Γ

⟨F (x− y)h(x), h(y)⟩H =
∑

x,y∈{ω1,ω2,...,ωn}

⟨F (x− y)h(x), h(y)⟩H

=
n∑

s,j=1

⟨F (ωs − ωj)h(ωs), h(ωj)⟩H

=
n∑

s,j=1

⟨
P G
HUωs−ωj

h(ωs), h(ωj)
⟩
H

=
n∑

s,j=1

⟨
Uωsh(ωs), Uωj

h(ωj)
⟩
G

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

Uωj
h(ωj)

∥∥∥∥∥
2

G

≥ 0.

�

El Teorema de Naimark establece que toda función definida positiva en Γ a valores

operadores es de la forma anterior. En detalle,

Teorema 2.12 (Naimark). Sean H un espacio de Hilbert y F : Γ −→ L(H) una función

definida positiva tal que F (0) = IH.

(a) Existen un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado y un

grupo unitario (Uω)ω∈Γ ⊂ L(G) tal que

F (ω) = P G
HUω|H para todo ω ∈ Γ.

(b) Si adicionalmente se supone que

G =
∨
ω∈∆

Uω(H),

entonces el grupo unitario (Uω)ω∈Γ es único salvo isomorfismos.

(c) Si F es débilmente continua entonces (Uω)ω∈Γ es un grupo de operadores fuertemente

continuo.

La demostración del teorema anterior se puede conseguir en la sección 7 del Caṕıtulo 1

del libro [20].
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Lema 2.13. Sean H un espacio de Hilbert y T : H −→ H una contracción. Entonces la

función F : Z −→ L(H), definida por

F (n) =

 T n si n ≥ 0

T ∗−n si n < 0

es definida positiva.

Demostración.

Se debe probar que ∑
n,m∈Z

⟨F (n−m)h(n), h(m)⟩H ≥ 0

para toda función h : Z −→ H de soporte finito.

Trasladando el soporte, basta probar que∑
n,m∈N

⟨F (n−m)h(n), h(m)⟩H ≥ 0

para toda función h : N −→ H de soporte finito.

Sea

B = {h = (hn)
∞
n=0 ⊂ H : soporte de h es finito } .

Sea h = (hn)
∞
n=0 ∈ B. Tomando

gn =
∑
m≥n

Tm−nhm,

se tiene que

gn − Tgn+1 =
∑
m≥n

Tm−nhm − T

( ∑
m≥n+1

Tm−(n+1)hm

)

=
∑
m≥n

Tm−nhm −
∑

m≥n+1

Tm−nhm = hn.

Por lo tanto, la aplicación (hn)
∞
n=0 ←→ (gn)

∞
n=0 define una biyección de B en B.

De manera que para probar que F es una función definida positiva, basta probar que∑
n,m∈N

⟨F (n−m)(gn − Tgn+1), (gm − Tgm+1)⟩H ≥ 0

para toda sucesión (gn)
∞
n=0 ⊂ H de soporte finito.

Sea (gn)
∞
n=0 ⊂ H de soporte finito.
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Se puede probar que∑
n,m∈N

⟨F (n−m)(gn − Tgn+1), (gm − Tgm+1)⟩H =
∑

n,m∈N

⟨D(n−m)gn, gm⟩H ,

donde

D(0, 0) = F (0) = I.

D(1, 0) = F (1)− F (0)T = 0.

D(0, 1) = F (−1)− T ∗F (0) = 0.

D(n, n) = F (0)− F (−1)T − T ∗F (1) + T ∗F (0)T = I − T ∗T para n ≥ 1.

D(n,m) = F (k)− F (k − 1)T − T ∗F (k + 1) + T ∗F (k)T = 0 para n−m = k ≥ 1.

D(n,m) = F (−k)−F (−k−1)T−T ∗F (−k+1)+T ∗F (−k)T = 0 para n−m = −k ≤ −1.

Luego,∑
n,m∈N

⟨F (n−m)(gn − Tgn+1), (gm − Tgm+1)⟩H = ⟨ g0, g0⟩H +
∞∑
n=1

⟨ (I − T ∗T )gn, gn⟩H ≥ 0,

ya que I − T ∗T es un operador positivo (T es una contracción ).

�

Observación 2.14. Combinando el lema anterior con el Teorema 2.12 se puede probar la

existencia de la dilatación unitaria de una contracción. (Ver, Teorema 1.26)



Caṕıtulo 3

Dilatación unitaria de semigrupos locales de contracciones.

Nuevamente (Γ,+) denotará un subgrupo aditivo de (R,+). Además a ∈ R, a > 0

ó a = +∞.

Sea IΓ = [0, a) ∩ Γ.

Definición 3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia multiplicativa de contracciones

en H con parámetro en IΓ es una familia (T (s),H(s))s∈IΓ tal que:

(i) H(s) es un subespacio de H, T (s) : H(s) → H es un operador de contracción,

H(r) ⊂ H(s) para r, s ∈ IΓ, s < r y H(0) = H, T (0) = IH.

(ii) Si r, s ∈ IΓ son tales que r + s < a entonces T (s)H(r + s) ⊂ H(r) y T (r + s)h =

T (r)T (s)h para todo h ∈ H(r + s).

La familia multiplicativa es fuertemente continua si para cada r ∈ IΓ y h ∈ H(r) se tiene

que la función s 7→ T (s)h es continua en [0, r] ∩ IΓ.

La siguiente definición es una extensión de una definición dada en [1].

Definición 3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo local de contracciones en H

con parámetro en IΓ es una familia multiplicativa de contracciones (T (s),H(s))s∈IΓ tal que∪
r∈(x,a)∩IΓ

H(r)

es denso en H(x) para todo x ∈ IΓ.

Si los operadores T (s) son isometŕıas, se dirá que (T (s),H(s))s∈IΓ es un semigrupo local

de isometŕıas .

Definición 3.3. Sean H un espacio de Hilbert y (T (s),H(s))s∈IΓ un semigrupo local de

operadores en H. Sean F un espacio de Hilbert y (U(s))s∈Γ ⊂ L(F) un grupo de operadores,

se dice que (U(s))s∈Γ es una dilatación del semigrupo (T (s),H(s))s∈IΓ si F contiene a H

como subespacio cerrado y

T (s) = P F
HU(s)|H(s) para todo s ∈ IΓ,

23
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donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

Observación 3.4. Las definiciones 3.2 y 3.3 generalizan respectivamente las definiciones 2.1

y 2.6 , dadas en el Caṕıtulo 2.

1. Familias multiplicativas de contracciones

con parámetro en los racionales diádicos

Sea ∆ el conjunto de los racionales diádicos, es decir

∆ =

{
k

2n
: k ∈ Z, n ∈ N

}
,

y sea ∆+ = {s ∈ ∆ : s ≥ 0}.

Para cada m ∈ N sean

∆m =

{
k

2m
: k ∈ Z

}
y ∆+

m = {s ∈ ∆m : s ≥ 0}.

En esta sección H será un espacio de Hilbert separable, I∆ = [0, 1) ∩ ∆ y

(T (s),H(s))s∈I∆ denotará una familia multiplicativa de contracciones en H con parámetro

en I∆.

Para s ∈ I∆ sea V (s) : H → H el operador de contracción definido por

V (s) = T (s)PH
H(s),

donde PH
H(s) denota la proyección ortogonal de H sobre H(s).

Lema 3.5. Si m, k ∈ N y k < 2m entonces(
V
(

1
2m

))k ∣∣∣H( k
2m ) = T

(
k
2m

)
.

Demostración.

Se procederá por inducción.

Para k = 2.

Sea h ∈ H
(

2
2m

)
. Entonces h ∈ H

(
1
2m

)
y PH

H( 1
2m )

h = h.

Como H
(

2
2m

)
= H

(
1
2m

+ 1
2m

)
se tiene que T

(
1
2m

)
h ∈ H

(
1
2m

)
, lo que implica que

PH
H( 1

2m )
T
(

1
2m

)
h = T

(
1
2m

)
h.
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Por lo tanto (
V
(

1
2m

))2
h =

(
T
(

1
2m

)
PH
H( 1

2m )

) (
T
(

1
2m

)
PH
H( 1

2m )

)
h

= T
(

1
2m

)
T
(

1
2m

)
h

= T
(

2
2m

)
h.

Supóngase que
(
V
(

1
2m

))k ∣∣∣H( k
2m ) = T

(
k
2m

)
y que k+1 < 2m. Sea h ∈ H

(
k+1
2m

)
, entonces

h ∈ H
(

1
2m

)
y V

(
1
2m

)
h = T

(
1
2m

)
h, de donde(

V
(

1
2m

))k+1
h =

(
V
(

1
2m

))k
V
(

1
2m

)
h =

(
V
(

1
2m

))k
T
(

1
2m

)
h.

Como H
(
k+1
2m

)
= H

(
1
2m

+ k
2m

)
, se tiene que T

(
1
2m

)
h ∈ H

(
k
2m

)
.

Por la hipótesis inductiva(
V
(

1
2m

))k
T
(

1
2m

)
h = T

(
k
2m

)
T
(

1
2m

)
h = T

(
k+1
2m

)
h.

De aqúı se obtiene que (
V
(

1
2m

))k+1
h = T

(
k+1
2m

)
h.

�

Para m ∈ N se define V (m) =
(
V (m)(s)

)
s∈∆+

m
por

V (m)
(

k
2m

)
=

(
V

(
1

2m

))k

.

Se tiene que
(
V (m)(s)

)
s∈∆+

m
es un semigrupo de contracciones.

Proposición 3.6. La función F (m) : ∆m → L(H) definida por

F (m)(s) =

V
(m)(s) if s ≥ 0,(
V (m)(−s)

)∗
if s < 0,

es definida positiva.

Demostración.

Considerando el isomorfismo natural entre el grupo ∆m y el grupo de los enteros Z el

resultado se obtiene a partir del Lema 2.13.
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�

Proposición 3.7. Sean Υ un espacio topológico y Λ un conjunto numerable de ı́ndices. Sea

{Xα(n)}∞n=1, α ∈ Λ una familia de sucesiones en Υ tal que para cada α ∈ Λ toda subsucesión

de {Xα(n)}∞n=1 contiene una subsucesión convergente. Entonces existe una sucesión creciente

{b(n)}∞n=1 ⊂ N tal que la sucesión {Xα(b(n))}∞n=1 converge para todo α ∈ Λ.

Demostración.

Como Λ es numerable se tiene que

Λ = {α1, α2, α3, . . .}

donde αk ̸= αj para k ̸= j. Por hipótesis se tiene que

{Xα1(n)}∞n=1 contiene una subsucesión convergente {Xα1(b1(n))}∞n=1.

{Xα2(b1(n))}∞n=1 contiene una subsucesión convergente {Xα2(b2(n))}∞n=1.

{Xα3(b2(n))}∞n=1 contiene una subsucesión convergente {Xα3(b3(n))}∞n=1.

Continuando de esta manera se obtienen sucesiones {b1(n)}n≥1, {b2(n)}n≥1, {b3(n)}n≥1, . . .

tales que {bj+1(n)}n≥1 es una subsucesión de {bj(n)}n≥1 para todo j ∈ N.

Por construcción se tiene que

{Xαj
(bj(n))}∞n=1

converge para cada j ∈ N.

Sea {b(n)}∞n=1, la sucesión de números naturales definida por b(n) = bn(n).

Si j ∈ N entonces se obtiene que a partir del lugar j, la sucesión {b(n)}∞n=1, es una

subsucesión de {bj(n)}∞n=1. Por lo tanto

{Xαj
(b(n))}∞n=1

converge.

�

Lema 3.8. Existe una sucesión creciente de números naturales {nj}∞j=1 tal que para todo

k,m ∈ N y h ∈ H la sucesión {
V (nj)

(
k

2m

)
h

}∞

j=1

converge débilmente.
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Demostración.

Como H es separable existe un conjunto numerable {hi}+∞
i=1 ⊂ H que es denso en H.

Para cada i, k,m ∈ N se tiene que la sucesión
{
V (n)

(
k
2m

)
hi
}
n≥m
⊂ H es acotada.

Como H es separable, por la Proposición 1.5 se obtiene que para cada i, k,m ∈ N, la

sucesión
{
V (n)

(
k
2m

)
hi
}
n≥m

contiene una subsucesión débilmente convergente

Aplicando la Proposición 3.7 con el conjunto Λ = {(i, k,m) : i, k,m ∈ N}, Υ = H

con la topoloǵıa débil y la familia
{
Xα(n) = V (n)

(
k
2m

)
hi;α = (i, k,m) ∈ Λ

}
n≥m

, existe una

sucesión creciente de números naturales {nj}∞j=1 tal que

{
V (nj)

(
k

2m

)
hi

}∞

j=1

converge débilmente para todo i, k,m ∈ N.

Por otro lado se tiene que
{
V (nj)

(
k
2m

)}∞
j=1
⊂ L(H) es uniformemente acotada, ya que los

V (nj)
(

k
2m

)
son contracciones para todo j ∈ N. Además {hi}∞i=1 es denso en H.

Luego de la Proposición 1.15 se obtiene que para todo k,m ∈ N, la sucesión{
V (nj)

(
k

2m

)
h

}∞

j=1

converge débilmente para todo h ∈ H. �

Observación 3.9. En virtud de la Proposición 1.24, dado s ∈ ∆+ existe un operador lineal

de contracción V (o)(s) : H −→ H tal que la sucesión
{
V (nj)(s)

}∞
j=1

converge débilmente a

V (o)(s).

Teorema 3.10. Existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado

y un grupo de operadores unitarios (W (s))s∈∆ ⊂ L(G) tales que

T (s) = P G
HW (s)|H(s), para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).

Demostración.

Para s ∈ ∆+, sea V (o)(s) el operador lineal dado en la observación anterior.

Se tiene que

⟨
V (o)(s)h, g

⟩
H = ĺım

j−→∞

⟨
V (nj)(s)h, g

⟩
H , (3.1)

para todo h, g ∈ H.
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Sea F : ∆→ L(H) definida por

F (s) =

V
(o)(s) si s ≥ 0,(
V (o)(−s)

)∗
si s < 0,

De (3.1) se obtiene que

⟨F (s)h, g⟩H = ĺım
j→∞

⟨
F (nj)(s)h, g

⟩
H

para todo s ∈ ∆ y h, g ∈ H, donde F (nj) es la función definida en la Proposición 3.6, la cual

es definida positiva. De la Proposición 2.10 se tiene que F es una función definida positiva.

Por el teorema de dilatación de Naimark existe un espacio de Hilbert G que contiene a

H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (s))s∈∆ ⊂ L(G) tales que

V (o)(s) = P G
HW (s)|H

para todo s ∈ ∆+.

Por el Lema 3.5 sigue que

V (o)(s)|H(s) = T (s)

para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).

Finalmente, se obtiene que

T (s) = P G
HW (s)|H(s)

para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).

�

Observación 3.11. El resultado anterior es original. Es importante notar que en el mismo

no fue necesario suponer la continuidad fuerte de la familia multiplicativa de contracciones.

Observación 3.12. Note que si en el Teorema 3.10 se supone que (T (s),H(s))s∈∆+∩ [0,1) es

una familia multiplicativa de isometŕıas en H, entonces

T (s) = W (s)|H(s), para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).

Es decir, se obtiene una extensión unitaria de la familia multiplicativa de isometŕıas.
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2. Dilatación unitaria de un semigrupo local

de contracciones fuertemente continuo

Supóngase que ∆ ⊂ Γ. El siguiente resultado es una extensión, para el caso de un espacio

de Hilbert separable, del Teorema 1 de [1].

Teorema 3.13. Sean H un espacio de Hilbert separable y (T (s),H(s))s∈[0,1)∩Γ un semigrupo

local de contracciones fuertemente continuo en H, entonces existe un espacio de Hilbert F

que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios fuertemente

continuo (U(s))s∈R ⊂ L(F) tales que

T (s) = PF
HU(s)|H(s), para todo s ∈ [0, 1) ∩ Γ.

Para la demostración de este Teorema será necesario el siguiente resultado.

Lema 3.14. Sean F un espacio de Hilbert y (V (s))s∈∆ ⊂ L(F) un grupo de operadores uni-

tarios fuertemente continuo. Entonces existe un grupo de operadores unitarios fuertemente

continuo (U(s))s∈R ⊂ L(F) que extiende a (V (s))s∈∆.

Demostración.

Se tiene que, para cada h ∈ F la aplicación s 7→ V (s)h de ∆ en F es uniformemente

continua en ∆.

Como ∆ es denso en R, para cada h ∈ F existe una única aplicación s 7→ U(s)h de R en

F tal que si s ∈ ∆ entonces

U(s)h = V (s)h para cada h ∈ F .

Si s ∈ R y {sn}n≥1 ⊂ ∆ es una sucesión tal que ĺımn→∞ sn = s se cumple que

U(s)h = ĺım
n→∞

V (sn)h para todo h ∈ F .

Claramente (U(s))s∈R extiende a (V (s))s∈∆.

Ahora se probará que (U(s))s∈R es un grupo fuertemente continuo de operadores unita-

rios.

(i) U(0)h = V (0)h = h para cada h ∈ F

(ii) Sean h ∈ F y s, t ∈ R. Existen sucesiones {tn}n≥1 y {sn}n≥1 en ∆ tales que

ĺım
n−→∞

tn = t y ĺım
n−→∞

sn = s.
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Por lo tanto,

ĺım
n−→∞

V (sn)V (tn)h = ĺım
n−→∞

V (sn + tn)h = U(s+ t).

Por otro lado

∥V (sn)V (tn)h− U(s)U(t)h∥F = ∥V (sn)V (tn)h− V (sn)U(t)h+ V (sn)U(t)h− U(s)U(t)h∥F

≤ ∥V (tn)h− U(t)h∥F + ∥V (sn)h− U(s)h∥F .

De donde

U(s)U(t)h = ĺım
n−→∞

V (sn)V (tn)h = U(s+ t)h.

(iii) Sean h, h′ ∈ F y s ∈ R. Existe una sucesión {sn}n≥1 en ∆ tal que

ĺım
n−→∞

sn = s.

De manera que,

⟨U(s)h, h′⟩F = ĺım
n−→∞

⟨V (sn)h, h
′⟩F

= ĺım
n−→∞

⟨h, V (−sn)h′⟩F

= ⟨h, ĺım
n−→∞

V (−sn)h′⟩F = ⟨h, U(−s)h′⟩F ,

Por lo tanto, U(−s) = U(s)∗, lo que implica que U(s) es unitario.

De (i), (ii) y (iii) se tiene que (U(s))s∈R es un grupo unitario. Además (U(s))s∈R es fuertemen-

te continuo, ya que para cada h ∈ F la aplicación t 7−→ U(t)h de R en F es continua. �

Demostración del Teorema 3.13.

Del Teorema 3.10 se deduce que existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como

subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (s))s∈∆ ⊂ L(G) tales que

T (s) = P G
HW (s)|H(s), para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).

Sea F el subespacio cerrado de G generado por {W (s)h : s ∈ ∆, h ∈ H} y sea V (s) la

restricción de W (s) a F , entonces (V (s))s∈∆ ⊂ L(F) es un grupo de operadores unitarios

tal que

T (s) = PF
HV (s)|H(s) (3.2)

para todo s ∈ ∆+ ∩ [0, 1).
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Ahora se probará que (V (s))s∈∆ es fuertemente continuo.

Se tiene que el conjunto

Fo =

{
V (s)h : s ∈ ∆, h ∈

+∞∪
n=1

H
(

1
2n

)}

es denso en F , ya que
+∞∪
n=1

H
(

1
2n

)
es denso en H.

Sea g ∈ Fo, entonces existen so ∈ ∆, un número natural no y ho ∈ H
(

1
2no

)
tales que

g = V (so)ho.

Sea s ∈ I∆ tal que s < 1
2no , entonces

∥V (s)V (so)ho − V (so)ho∥2F = ∥V (s)ho − ho∥2F

= ⟨V (s)ho − ho, V (s)ho − ho⟩F

= 2⟨ho, ho⟩H − 2Re
(
⟨PF

HV (s)ho, ho⟩H
)

= 2⟨ho, ho⟩H − 2Re (⟨T (s)ho, ho⟩H) .

De esta última igualdad, de la continuidad fuerte del semigrupo local y de la densidad

de Fo en F sigue la continuidad fuerte del grupo (V (s))s∈∆ en 0. Como el grupo es unitario,

entonces es fuertemente continuo.

Del Lema 3.14 se deduce que existe un grupo de operadores unitarios fuertemente conti-

nuo (U(s))s∈R ⊂ L(F) tal que

U(s) = V (s) (3.3)

para todo s ∈ ∆.

Falta probar que T (s) = PF
HU(s)|H(s) para todo s ∈ [0, 1) ∩ Γ.

Sean s ∈ [0, 1) ∩ Γ y h ∈ H(s). Como ∆ es denso en R existe una sucesión creciente

{sn}n≥1 en ∆+ ∩ [0, 1) tal que ĺım
n→∞

sn = s y por lo tanto H(s) ⊂ H(sn) para todo n.
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Por la continuidad fuerte del semigrupo local (T (s),H(s))s∈[0,1)∩Γ y del grupo (U(s))s∈R

se tiene que

T (s)h = ĺım
n−→∞

T (sn)h

= ĺım
n−→∞

PF
HV (sn)h

= ĺım
n−→∞

PF
HU(sn)h

= PF
HU(s)h.

�

Observación 3.15. Notar que si (T (s),H(s))s∈[0,1)∩Γ es un semigrupo local de isometŕıas

fuertemente continua en H, entonces

T (s) = U(s)|H(s), para todo s ∈ [0, 1) ∩ Γ.

Es decir, se obtiene una extensión unitaria del semigrupo local de isometŕıas.

Observación 3.16. Para el caso Γ = R, trabajar en el intervalo [0, 1) no es ninguna res-

tricción, ya que el caso general [0, a), con a > 0, se obtiene haciendo un cambio de variable,

como sigue: Sean H un espacio de Hilbert separable y (T (s),H(s))s∈[0,a)∩Γ un semigrupo

local de contracciones fuertemente continuo en H.

Para t ∈ [0, 1) ∩ Γ, sean R(t) = T (at) y E(t) = H(at).

Se tiene que (R(t), E(t))t∈[0,1)∩Γ es un semigrupo local de contracciones fuertemente con-

tinuo en H.

Por el Teorema 3.13 existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio

cerrado y un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo (U(s))s∈R ⊂ L(F) tales

que

R(t) = PF
HU(t)|E(t), para todo t ∈ [0, 1) ∩ Γ.

Sea s ∈ [0, a) ∩ Γ. Tomando t = s
a
se obtiene que

T (s) = R(t)

= PF
HU(t)|E(t)

= PF
HU

(s
a

)
|H(s).
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3. Extensión de funciones definidas positivas

Definición 3.17. Sea (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert. La función f : (−a, a) ∩ Γ → L(E)

es definida positiva si ∑
x,y∈[0,a)∩Γ

⟨f(x− y)h(x), h(y)⟩E ≥ 0

para toda función h : [0, a) ∩ Γ→ E de soporte finito.

Observación 3.18. La definición dada anteriormente generaliza la definición 2.9 dada en el

Caṕıtulo 2.

M. G. Krĕın [12] demostró que toda función continua a valores escalares definida positiva,

en un intervalo de la recta real, se puede extender a una función continua definida positiva

en toda la recta real. Este resultado fue extendido para funciones fuertemente continuas a

valores operadores por M. L. Gorbachuck [10].

Una familia multiplicativa de operadores isométricos se puede asociar, de forma natural,

a una función definida positiva, véase por ejemplo [1, 2, 11, 18] para más detalles. Esta

correspondencia se establece de la siguiente manera.

Supóngase que f : (−a, a)∩Γ→ L(E) es una función definida positiva tal que f(0) = IE ,

donde IE es el operador identidad.

Sea

D = {h : [0, a) ∩ Γ→ E | soporte de h es finito }.

Entonces D es un espacio vectorial. Para h, h′ ∈ D definimos

⟨h, h′⟩D =
∑

x,y∈[0,a)∩Γ

⟨f(x− y)h(x), h′(y)⟩E ,

entonces⟨·, ·⟩D es una forma sesquilineal en D, posiblemente degenerada. Sea H la comple-

tación de D, después del cociente natural.

Para r ∈ [0, a) ∩ Γ definimos

D(r) = {h ∈ D | soporte (h) ⊂ [0, a− r) ∩ Γ}

y S(r) : D(r)→ D por

S(r)h(x) =

h(x− r) si x ∈ [r, a),

0 si x ∈ [0, r).
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Se tiene que S(r) es un operador isométrico y siH(r) es la clausura deD(r) enH, entonces

S(r) puede ser extendido a un operador isométrico de H(r) a H, se denotará esta extensión

por T (r). Se tiene que (T (r),H(r))r∈[0,a)∩Γ es una familia multiplicativa de isometŕıas. Es fácil

comprobar que, si f es fuertemente continua, entonces (T (r),H(r))r∈[0,a)∩Γ es un semigrupo

local de isometŕıas fuertemente continua.

Como f(0) = IE , existe una inmersión natural de E sobre H y se tiene que

⟨f(x)h, h′⟩E = ⟨T (x)h, h′⟩H

para h, h′ ∈ E y x ∈ [0, a) ∩ Γ. Si la familia multiplicativa de isometŕıas (T (r),H(r))r∈[0,a)∩Γ
puede ser extendida a un grupo unitario (U(r))r∈R en un espacio de Hilbert más grande F

se obtendrá que

f(x) = PF
E U(x)|E para x ∈ (−a, a) ∩ Γ.

Aśı, la extensión a un grupo unitario de la familia (T (r),H(r))r∈[0,a)∩Γ es una condición

suficiente para la extensión de la función f a una función definida positiva en toda la recta

real. Para f : (−a, a) ∩∆→ L(E) se procede de manera análoga.

Proposición 3.19. Sea (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert separable.

(a) Si f : ∆ ∩ (−1, 1) → L(E) es una función definida positiva, entonces el correspon-

diente espacio (H, ⟨·, ·⟩H), asociado a f , también es separable.

(b) Si ∆ ⊂ Γ y f : Γ ∩ (−1, 1) → L(E) es una función definida positiva y fuertemente

continua, entonces el correspondiente espacio (H, ⟨·, ·⟩H), asociado a f , también es

separable.

Demostración.

Por ser H la completación de D, basta probar que D es separable.

Caso (a):

Sea h ∈ D, entonces existen n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ ∆ ∩ [0, 1) y ϕ1, . . . , ϕn ∈ E tales que

h =
n∑

k=1

δxk
ϕk,

donde, para r ∈ R, δr : R→ R es la función definida por

δr(x) =

1 si x = r,

0 si x ̸= r.
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Si S es un subconjunto denso y numerable contenido en E , ψ1, . . . , ψn ∈ S y h′ ∈ D es la

función dada por

h′ =
n∑

k=1

δxk
ψk,

se tiene que

∥h− h′∥2D =
n∑

j,k=1

⟨f(xk − xj)ϕk − ψk, ϕj − ψj⟩E .

Por lo tanto, aproximando los elementos ϕ1, . . . , ϕn ∈ E con elementos ψ1, . . . , ψn ∈ S se

logra aproximar a h en D, de donde se concluye que el conjunto

N =

{
n∑

k=1

δxk
ψk : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ ∆ ∩ [0, 1) y ψ1, . . . , ψn ∈ S

}
es denso en D.

Como ∆∩ [0, 1) es numerable, el conjunto N es numerable y por lo tanto D es separable.

Caso (b):

Procediendo de igual manera que en el caso anterior se prueba que el conjunto

M =

{
n∑

k=1

δrkψk : n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ Γ ∩ [0, 1) y ψ1, . . . , ψn ∈ S

}
es denso en D.

Si r ∈ Γ ∩ [0, 1), x ∈ ∆ ∩ [0, 1) y ψ ∈ S se tiene que

∥δrψ − δxψ∥2 = 2⟨f(0)ψ, ψ⟩E − 2Re⟨f(r − x)ψ, ψ⟩E .

Por esta última igualdad, la densidad de ∆ ∩ [0, 1) en Γ ∩ [0, 1) y la continuidad fuerte de

f , se tiene que el conjunto N , considerado en el caso anterior, es denso enM y por lo tanto

también es denso en D. Como N es numerable, se tiene que D es separable.

�

Luego, a partir de los Teoremas 3.10 y 3.13 se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 3.20. Sean (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert separable y f : (−1, 1)∩∆→ L(E) una

función definida positiva tal que f(0) = IE , entonces f puede ser extendida a una función

definida positiva F : ∆→ L(E).
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Teorema 3.21. Supóngase que ∆ ⊂ Γ. Sean (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert separable

y f : (−1, 1) ∩ Γ → L(E) una función definida positiva fuertemente continua tal que

f(0) = IE , entonces f puede ser extendida a una función definida positiva fuertemente

continua F : R→ L(E).

Observación 3.22. Note que no es necesario asumir la continuidad fuerte de la función en

el Teorema 3.20.

Observación 3.23. Para el caso Γ = R, trabajar en el intervalo (−1, 1) no es ninguna

restricción. Procediendo como en la Observación 3.16 se puede mostrar que el resultado es

válido para una función definida positiva f : (−a, a) ∩ Γ→ L(E).



Caṕıtulo 4

Semigrupos locales mixtos de contracciones.

Nuevamente (Γ,+) denotará un subgrupo aditivo de (R,+), a ∈ R, a > 0 ó a = +∞ y

IΓ = [0, a) ∩ Γ.

En lo que sigue (Ω,+) será un grupo abeliano.

Definición 4.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia multiplicativa mixta de contrac-

ciones en H con parámetro en Ω× IΓ es una familia (T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×IΓ tal que:

(i) Para cada s ∈ IΓ se tiene que H(s) es un subespacio cerrado de H y para cada par

(ω, s) ∈ Ω× IΓ se tiene que T (ω, s) : H(s)→ H es un operador de contracción.

(ii) (T (0, s),H(s))s∈IΓ es una familia multiplicativa de contracciones.

(iii) (T (ω, 0))ω∈Ω es un grupo de operadores unitarios en L(H).

(iv) Para cada (ω, s) ∈ Ω× IΓ se tiene que T (ω, 0)H(s) ⊂ H(s) y

T (ω, s) = T (ω, 0)T (0, s) = T (0, s)T (ω, 0)|H(s).

Si Ω es un grupo topológico, se dirá que la familia es fuertemente continua si para cada

r ∈ IΓ y h ∈ H(r) se tiene que la función (ω, s) 7→ T (ω, s)h es continua en Ω× ([0, r] ∩ IΓ).

Definición 4.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo local mixto de contraccio-

nes en H con parámetro en Ω × IΓ es una familia multiplicativa mixta de contracciones

(T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×IΓ tal que (T (0, s),H(s))s∈IΓ es un semigrupo local de contracciones.

Definición 4.3. Sean H un espacio de Hilbert y (T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×IΓ un semigrupo

local mixto de operadores en H. Sean F un espacio de Hilbert y (U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R ⊂ L(F)

un grupo de operadores, se dice que (U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R es una dilatación del semigrupo

(T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×IΓ si F contiene a H como subespacio cerrado y

T (ω, s) = PF
HU(ω, s)|H(s), para todo (ω, s) ∈ Ω× IΓ,

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

37
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Observación 4.4. Las definiciones 4.1, 4.2 y 4.3 dadas anteriormente, generalizan respecti-

vamente las definiciones 3.1, 3.2 y 3.3.

1. Familias multiplicativas mixtas de contracciones

con parámetro en los racionales diádicos

Al igual que en el Caṕıtulo 3 se tiene que

∆ =

{
k

2n
: k ∈ Z, n ∈ N

}
y ∆+ = {s ∈ ∆ : s ≥ 0}.

Para cada m ∈ N,

∆m =

{
k

2m
: k ∈ Z

}
y ∆+

m = {s ∈ ∆m : s ≥ 0}.

En esta sección H será un espacio de Hilbert separable y (T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×I∆ deno-

tará una familia multiplicativa mixta de contracciones en H con parámetro en Ω× I∆.

Proposición 4.5. Si (ω, s) ∈ Ω× I∆ entonces

T (ω, 0)H(s) = H(s) y T (ω, 0)
(
H(s)⊥

)
= H(s)⊥.

Demostración.

Si (ω, s) ∈ Ω × I∆ entonces T (ω, 0)H(s) ⊂ H(s) y T (−ω, 0)H(s) ⊂ H(s). Por lo tanto

T (ω, 0)H(s) ⊂ H(s) ⊂ T (ω, 0)H(s).

Por otro lado, como H = H(s)⊕H(s)⊥ y T (ω, 0) es unitario se tiene que

H(s)⊕H(s)⊥ = T (ω, 0)H(s)⊕ T (ω, 0)H(s)⊥

= H(s)⊕ T (ω, 0)H(s)⊥.

De donde T (ω, 0)
(
H(s)⊥

)
= H(s)⊥. �

Proposición 4.6. Si (ω, s) ∈ Ω× I∆ entonces

T (ω, 0)
(
T (0, s)PH

H(s)

)
=
(
T (0, s)PH

H(s)

)
T (ω, 0).
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Demostración.

Paso 1: Para cualquier par (ω, s) ∈ Ω× I∆ y h ∈ H(s) se cumple que

T (ω, 0)
(
T (0, s)PH

H(s)

)
h =

(
T (0, s)PH

H(s)

)
T (ω, 0)h.

De la Proposición 4.5 se obtiene que

T (ω, 0)
(
T (0, s)PH

H(s)

)
h = T (ω, 0)T (0, s)h

= T (0, s)T (ω, 0)h

=
(
T (0, s)PH

H(s)

)
T (ω, 0)h.

Paso 2: Para cualquier par (ω, s) ∈ Ω× I∆ y h ∈ H(s)⊥ se cumple que

T (ω, 0)
(
T (0, s)PH

H(s)

)
h =

(
T (0, s)PH

H(s)

)
T (ω, 0)h.

Se tiene que PH
H(s)h = 0 y de la Proposición 4.5 se tiene que PH

H(s)T (ω, 0)h = 0, por lo

tanto

T (ω, 0)
(
T (0, s)PH

H(s)

)
h =

(
T (0, s)PH

H(s)

)
T (ω, 0)h = 0.

De los pasos 1 y 2 se obtiene el resultado. �

De manera análoga al Caṕıtulo 3, para s ∈ I∆ se define V (s) : H → H el operador de

contracción definido por

V (s) = T (0, s)PH
H(s).

Lema 4.7. Si ω ∈ Ω, m, k ∈ N y k < 2m entonces

T (ω, 0)
(
V
(

1
2m

))k ∣∣∣H( k
2m ) = T

(
ω, k

2m

)
.

Demostración.

La demostración es completamente análoga a la demostración del Lema 3.5. �

De manera análoga al Caṕıtulo 3, para m ∈ N se define V (m) =
(
V (m)(s)

)
s∈∆+

m
por

V (m)
(

k
2m

)
=
(
V ( 1

2m
)
)k
.

Se tiene que
(
V (m)(s)

)
s∈∆+

m
es un semigrupo de contracciones.



1. FAMILIAS MULTIPLICATIVAS MIXTAS CON PARÁMETRO EN LOS DIÁDICOS 40

Observación 4.8. De la Proposición 4.6 se tiene que si ω ∈ Ω entonces T (ω, 0) conmuta con

V (s) para s ∈ I∆. Por lo tanto T (ω, 0) conmuta con V (m)(s) para s ≥ 0 y con
(
V (m)(−s)

)∗
para s < 0.

Proposición 4.9. La función G(m) : Ω×∆m → L(H) definida por

G(m)(s) =

T (ω, 0)V
(m)(s) si s ≥ 0,

T (ω, 0)
(
V (m)(−s)

)∗
si s < 0,

es definida positiva

Demostración.

Sea F (m) la función definida en la Proposición 3.6. De la Observación 4.8 se tiene que

(T (ω, 0))ω∈Ω es un grupo de operadores unitarios que conmuta con F (m)(s) para todo s ∈ ∆m.

Sean n ∈ N y (ω1, s1), (ω2, s2), . . . , (ωn, sn) ∈ Ω×∆m.

Como F (m) es definida positiva se tiene que

n∑
i,j=1

⟨
G(m)(wi − wj, si − sj)hi, hj

⟩
H =

n∑
i,j=1

⟨
T (ωi − ωj, 0)F

(m)(si − sj)hi, hj
⟩
H

=
n∑

i,j=1

⟨
T (ωi, 0)F

(m)(si − sj)hi, T (ωj, 0)hj
⟩
H

=
n∑

i,j=1

⟨
F (m)(si − sj)T (ωi, 0)hi, T (ωj, 0)hj

⟩
H ≥ 0.

Luego, G(m) es una función definida positiva.

�

Teorema 4.10. Existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado

y un grupo de operadores unitarios (W (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ ⊂ L(G) tales que

T (ω, s) = P G
HW (ω, s)|H(s), para todo (ω, s) ∈ Ω× I∆.

Demostración.

Para s ∈ ∆+, sea V (o)(s) el operador lineal dado en la Observación 3.9.

Se tiene que
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⟨
V (o)(s)h, g

⟩
H = ĺım

j−→∞

⟨
V (nj)(s)h, g

⟩
H ,

para todo h, g ∈ H, donde {V (nj)(s)}∞j=1 es la sucesión del Lema 3.8.

Por lo tanto

⟨
T (ω, 0)V (o)(s)h, g

⟩
H = ĺım

j−→∞

⟨
T (ω, 0)V (nj)(s)h, g

⟩
H , (4.1)

para todo (ω, s) ∈ Ω×∆+ y h, g ∈ H.

Sea G : Ω×∆→ L(H) definida por

G(ω, s) =

T (ω, 0)V
(o)(s) si s ≥ 0,

T (ω, 0)
(
V (o)(−s)

)∗
si s < 0,

De (4.1) se obtiene que

⟨G(ω, s)h, g⟩H = ĺım
j→∞

⟨
G(nj)(ω, s)h, g

⟩
H

para todo (ω, s) ∈ Ω×∆ y h, g ∈ H, donde G(nj) es la función definida en la Proposición

4.9, la cual es definida positiva. De la Proposición 2.10 se tiene que G es una función definida

positiva.

Por el teorema de dilatación de Naimark existe un espacio de Hilbert G que contiene a

H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ ⊂ L(G)

tales que

T (ω, 0)V (o)(s) = P G
HW (ω, s)|H

para todo (ω, s) ∈ Ω×∆+.

Por el Lema 4.7 sigue que

T (ω, 0)V (o)(s)|H(s) = T (ω, s)

para todo (ω, s) ∈ Ω× I∆.

Finalmente, se obtiene que

T (ω, s) = P G
HW (ω, s)|H(s)

para todo (ω, s) ∈ Ω× I∆.

�
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Observación 4.11. Es importante notar que no fue necesario suponer que Ω es un grupo

topológico ni la continuidad fuerte de la familia multiplicativa de contracciones

(T (0, s),H(s))s∈IΓ .

Observación 4.12. Note que si en el Teorema 4.10 se supone que (T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×I∆

es una familia multiplicativa mixta de isometŕıas en H, entonces la misma se puede extender

a un grupo de operadores unitarios con parámetro en Ω×∆.

2. Dilatación unitaria de un semigrupo

local mixto de contracciones

Lema 4.13. Supóngase que Ω es un grupo topológico. Sean F un espacio de Hilbert y

(V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ ⊂ L(F) un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo. Entonces

existe un grupo de operadores unitarios (U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R ⊂ L(F), fuertemente continuo que

extiende a (V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆.

Demostración.

Por el Lema 3.14, existe un grupo de operadores unitarios (Ṽ (s))s∈R ⊂ L(F) fuertemente

continuo que extiende a (V (0, s))s∈∆.

Para (ω, s) ∈ Ω× R, sea

U(ω, s) = V (ω, 0)Ṽ (s).

Se tiene que (U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R es un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo,

que extiende a (V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆.

�

Supóngase que ∆ ⊂ Γ y que Ω es un grupo topológico.

Teorema 4.14. Sean H un espacio de Hilbert separable y (T (ω, s),H(s))(ω,s)∈Ω×IΓ un semi-

grupo local mixto de contracciones en H fuertemente continuo, entonces existe un espacio

de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios

(U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R ⊂ L(F), fuertemente continuo tal que

T (ω, s) = PF
HU(ω, s)|H(s), para todo (ω, s) ∈ Ω× IΓ.

Demostración.
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Del Teorema 4.10 existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio

cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ ⊂ L(G) tales que

T (ω, s) = P G
HW (ω, s)|H(s) para todo (ω, s) ∈ Ω× I∆.

Sea F el subespacio cerrado de G generado por {W (ω, s)h : (ω, s) ∈ Ω×∆, h ∈ H} y

sea V (ω, s) la restricción de W (ω, s) a F , entonces (V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ ⊂ L(F) es un grupo

de operadores unitarios tal que

T (ω, s) = PF
HV (ω, s)|H(s) para todo (ω, s) ∈ Ω× I∆.

Se probará que (V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ es fuertemente continuo.

Se tiene que el conjunto

Fo =

{
V (ω, s)h : (ω, s) ∈ Ω×∆, h ∈

+∞∪
n=1

H
(

1
2n

)}

es denso en F , ya que
+∞∪
n=1

H
(

1
2n

)
es denso en H.

Sea g ∈ Fo, entonces existen (ωo, so) ∈ Ω×∆, un número natural no y ho ∈ H
(

1
2no

)
tales que g = V (ωo, so)ho.

Sean ω ∈ Ω y s ∈ I∆ tal que s < 1
2no , entonces

∥V (ω, s)V (ωo, so)ho − V (ωo, so)ho∥2F = ∥V (ω, s)ho − ho∥2F

= ⟨V (ω, s)ho − ho, V (ω, s)ho − ho⟩F

= 2⟨ho, ho⟩H − 2Re
(
⟨PF

HV (ω, s)ho, ho⟩H
)

= 2⟨ho, ho⟩H − 2Re (⟨T (ω, s)ho, ho⟩H)

De esta última igualdad, de la continuidad fuerte del semigrupo local mixto y de la

densidad de Fo en F sigue la continuidad fuerte del grupo (V (ω, s))(ω,s)∈Ω×∆ en (0, 0). Como

el grupo es unitario, entonces es fuertemente continuo.

Por el Lema 4.13 existe un grupo de operadores unitarios (U(ω, s))(ω,s)∈Ω×R ⊂ L(F),

fuertemente continuo tal que

U(ω, s) = V (ω, s) para todo (ω, s) ∈ Ω×∆.
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Falta probar que T (ω, s) = PF
HU(ω, s)|H(s) para todo (ω, s) ∈ Ω× IΓ.

Sean (ω, s) ∈ Ω × IΓ y h ∈ H(s). Como ∆ es denso en R existe una sucesión creciente

{sn}n≥1 en I∆ tal que ĺım
n→∞

sn = s. Se tiene que H(s) ⊂ H(sn) para todo n.

Por lo tanto, se tiene que

T (ω, s)h = T (ω, 0)T (0, s)h

= T (ω, 0)
(

ĺım
n−→∞

T (0, sn)h
)

= ĺım
n−→∞

T (ω, sn)h

= ĺım
n−→∞

PF
HV (ω, sn)h

= ĺım
n−→∞

PF
HU(ω, sn)h

= PF
HU(ω, s)h.

�

3. Extensión de funciones definidas positivas

Definición 4.15. Sea (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert. La función

f : Ω× (Γ ∩ (−a, a))→ L(E) es definida positiva si∑
x,y∈Ω×([0,a)∩Γ)

⟨f(x− y)h(x), h(y)⟩E ≥ 0

para toda función h : Ω× ([0, a) ∩ Γ)→ E de soporte finito.

Observación 4.16. La definición dada anteriormente generaliza la definición 3.17 dada en

el Caṕıtulo 3.

Análogamente a lo realizado en el Caṕıtulo 3, a una función definida positiva se le puede

asociar, de forma natural, una familia multiplicativa mixta de operadores isométricos con

parámetro en Ω× IΓ y a valores en L(E), donde E es un espacio de Hilbert.

Al igual que en el caso de una sola variable considerado en el caṕıtulo anterior, se de-

muestra el siguiente resultado.

Proposición 4.17.

Sea (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert separable.
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(a) Si Ω es numerable y f : Ω× (∆∩ (−1, 1))→ L(E) es una función definida positiva,

entonces el correspondiente espacio (H, ⟨·, ·⟩H) asociado a f , también es separable.

(b) Si Ω es un grupo topológico separable, ∆ ⊂ Γ y f : Ω × (Γ ∩ (−a, a)) → L(E) es

una función definida positiva y fuertemente continua, entonces el correspondiente

espacio (H, ⟨·, ·⟩H) asociado a f , también es separable.

Por lo tanto, a partir de los Teoremas 4.10 y 4.14 se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 4.18. Supóngase que Ω es numerable. Sean (E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert sepa-

rable y f : Ω × (∆ ∩ (−1, 1)) → L(E) una función definida positiva tal que f(0, 0) = IE ,

entonces f puede ser extendida a una función definida positiva F : Ω×∆→ L(E).

Teorema 4.19. Supóngase que Ω es un grupo topológico separable y que ∆ ⊂ Γ. Sean

(E , ⟨·, ·⟩E) un espacio de Hilbert separable y f : Ω × (Γ ∩ (−1, 1)) → L(E) una función

fuertemente continua definida positiva tal que f(0, 0) = IE , entonces f puede ser extendida

a una función definida positiva fuertemente continua F : Ω× R→ L(E).

Observación 4.20. Note que no es necesario asumir la continuidad fuerte de la función en

el Teorema 4.18.

Observación 4.21. Para el caso Γ = R, trabajar en el intervalo (−1, 1) no es ninguna

restricción. Procediendo como en la Observación 3.16 se puede mostrar que el resultado es

válido para una función definida positiva f : Ω× (Γ ∩ (−a, a))→ L(E).
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