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Resumen

Se consideran familias multiplicativas de contracciones en un espacio de Hilbert sepa-
rable, con parametro en los racionales diddicos no negativos y menores que 1 y se da un
resultado de dilatacién para este tipo de familias. A partir de este resultado y, usando técni-
cas de discretizacion del pardametro, se prueba que todo semigrupo local de contracciones
fuertemente continuo en un espacio de Hilbert separable, con parametro en los elementos
no negativos y menores que 1, de un subgrupo aditivo de los ntimeros reales que contiene
a los racionales diadicos, posee una dilataciéon unitaria con parametro en el conjunto de los
numeros reales y a valores en un espacio de Hilbert mas grande. Como aplicacion se dan re-
sultados de extensiéon de funciones definidas positivas en la recta, que generalizan el teorema
de extension de Krein.

También se obtienen resultados analogos de dilatacion para familias multiplicas de con-
tracciones a dos parametros, uno de los cuales varia en un grupo abeliano y el otro en un
subconjunto de la recta real. Como aplicacion se da un resultado de extensién de funciones

definidas positivas en una banda.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de éste capitulo es presentar algunas definiciones, teoremas y proposiciones
que serviran de herramienta para la lectura de los siguientes capitulos.

A continuacién se fija algo de la notacion que se utilizara en el desarrollo de este trabajo.

Como es usual N, Z,Q,Q,,R, R, C representan el conjunto de los niimeros naturales,

enteros, racionales, racionales positivos, reales, reales positivos y complejos, respectivamente.

En lo que sigue H serd un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario se su-
pondra que H es complejo) con producto interno (, )3, y norma ||||4.

Si no hay lugar a confusién se usard simplemente (,) y |||

1. Distintos tipos de convergencia en espacios de Hilbert.
Definicién 1.1. Sean {h,},>1 C H una sucesién y h € H.
(1) {hn}n>1 converge fuertemente a h si
lim ||y — B = 0.
n—-m:o0
(i) {hn}n>1 converge débilmente a h si

lim (hy,g) = (R, g)

n—aoo

para todo g € H.

De la desigualdad de Cauchy Schwartz se obtiene que la convergencia fuerte implica la

convergencia débil, sin embargo el reciproco no es cierto como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea I, = {{a,}22, CC: Y 77 |a,|* < oco}.
Considérese la sucesién

e™ =(0,...,0,1,0,...)

donde el 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.



1. DISTINTOS TIPOS DE CONVERGENCIA EN ESPACIOS DE HILBERT. 3

Evidentemente ™ € I, y [le™]| = 1 para todo n € N, por lo tanto e™ no puede
converger fuertemente a 0. Sin embargo

lim (™, h) =0

n——~oo

para todo h € ls.

Definicién 1.3. Una sucesion {h, },>1 C H es débilmente de Cauchy sila sucesion {(h,, g) }>2,

es de Cauchy para todo g € H.

Proposicion 1.4. Todo espacio de Hilbert es débilmente completo, es decir toda sucesion

débilmente de Cauchy es débilmente convergente.

DEMOSTRACION.
Sean H un espacio de Hilbert y {h,}>°,; una sucesién débilmente de Cauchy en H,

entonces la sucesion
{ <hn7 g> }701021

es de Cauchy para toda g € H.
Como C es completo se tiene que la sucesion {(h,, g) }52, es convergente para toda g € H.

Dado g € H, sea

L(g) = lim (g, h,).

n—-~o0
Se tiene que L es un funcional lineal y acotado, por ser limite fuerte de funcionales lineales
y acotados.

Por el teorema de representacién de Riesz existe un tnico h € H tal que

L(g) = (g, h),
por lo tanto

(g,h) = lim (g, h,).

n—ao0

De donde {h,}°°, converge débilmente a h. O

Proposicién 1.5. Sean H un espacio de Hilbert separable y {gn}r>, C H una sucesion

acotada, entonces {g,}5°, contiene una subsucesion débilmente convergente.
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DEMOSTRACION.

Sea {h, }22, C H denso.

Por la desigualdad de Cauchy Schwartz se tiene que la sucesién {(g,, h1)}5>, C C es
acotada y por lo tanto contiene una subsucesion convergente {(gin, h1)}oo .

Andlogamente {(g1,, h2)}5°, contiene una subsucesiéon convergente {(gay, ha)}22 ;.

Continuando de esta manera se obtiene una subsucesion convergente {(gin, hx)}52, para
todo k € N.

Sea {fn}r2, C H la sucesién definida por f,, = gnn.

A partir del lugar k, la sucesion {f,,}5°, es una subsucesion de {gx, }> ;. Por lo tanto la

sucesion
{{fns ) }0a

converge para todo k € N.
Por otro lado se tiene que existe M > 0 tal que || f,|| < M para todo n.
Sean h € H y € > 0. Como {h,};2, es denso en H existe ko € N tal que [[h — hy,|| < 35

Ademas, la sucesion

{(fn> o)} o

converge.

Por lo tanto existe N € N tal que si n,m > N entonces

[ = s )| < 5

Luego, si n,m > N se tiene que

|<fnah> - <fmvh>| = |<fn>h - hko) + <fn7hk0> - ((fmah - hk0> + <fm7h'k’0>)|

S|<fn_fm7hkO>|_l_|<fnah_hko>|+|<fm:h_hko>|
g
< g I alllh = I+ [ fin [l = P |
<E+E+E—5
33 3 7

De donde la sucesion {(f,, h)}22, es de Cauchy para todo h € H.

De la Proposicién [ sigue que {f,}52, converge débilmente. O
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2. Operadores acotados en espacios de Hilbert.

Definicién 1.6. Sea T': H — H decimos que T es un operador lineal si

(i) T(h+ g) = T(h) + T(g) para todo h,g € H,
(ii) T(Ah) = AT'(h) para todo h € H, para todo A € C.

Definicién 1.7. Sea T : H — H un operador lineal. Decimos que T es un operador acotado

cuando existe M > 0 tal que
|T(R)|| < M||h|| paratodo h € H.
Es facil probar que un operador lineal es acotado si y solo si es continuo.
Definicién 1.8. Sea
L(H) ={T : H — H tal que T es un operador lineal continuo }.
Proposicién 1.9. L(H) es un espacio vectorial con las operaciones usuales
(AT)(h) = AT'(h),

(Ty 4+ Ty)(h) = Ti(h) + Ty (h).

Definicién 1.10. Para T' € L(#) definimos la norma de T por

TN 2y = sup 1T

Observacién 1.11. Se puede probar que:

©)  MTleen = sup TR

[[R[I<1

17 (R
172l

(i) 7Ly = sup
h=£0

(i) | T||pa = inf {M : |T(h)| < M| para todo h € H}
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De aqui se deduce que: Si T € L(H) entonces

[T < 17| lh] para todo h € .

Proposicién 1.12. Sea T € L(H), si
(I'(h),h) =0 para todo h € H
entonces T' = 0.

DEMOSTRACION.

Sean h, g € H, por hipdtesis

0= (T(h+g),h+g)=(T(h)+T(g),h+g)

= (T'(h), h) +(T'(h),g) + (T(9),h) +(T(9), 9)

Es decir

Como H es un espacio vectorial complejo, se puede cambiar g por ig, obteniendo que

—1(T(h),g) = —i(T(g),h).
De las ecuaciones (ICT) y (IC2) se obtiene que
(T'(h),g) = 0.
Si se toma g = T(h), entonces
(T'(h),T(h)) = 0.

Por lo tanto T'(h) = 0 para todo h € H.

(1.1)

(1.2)
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Observacion 1.13. En el caso de un espacio vectorial real la Proposiciéon anterior no es
cierta. Por ejemplo, considere una rotacién de noventa grados en R2, es decir 7' : R? — R?

definido por
T(z,y) = (=y,2).
Se tiene que
(T(x,y), (x,y)) = 0 para todo (z,y) € R?.

Sin embargo T' # 0.

Corolario 1.14. Sean S;T € L(H) tales que
(S(h),hy = (T'(h),h) para todo h € H
entonces S ="T.

Proposicién 1.15. Sean H un espacio de Hilbert separable y {T,}>>, C L(H) una suce-
sion de operadores uniformemente acotada. Sea {hi}32, C H denso. Si {T,hi}32 | converge

débilmente para todo k, entonces {T,h}>2; converge débilmente para todo h € H.

DEMOSTRACION.

Sea h € H. En virtud de la Proposicién [, basta probar que la sucesion {T,h}°; es
débilmente de Cauchy.

Sea ¢ > 0.

Como {7}, es uniformemente acotada existe M > 0 tal que ||T,,|| < M para todo
n € N.

Sea g € H. Como {hy}52, denso en H existe ky € N tal que ||h — hy,|| < T

Ademas, se tiene que la sucesién

{Tnhko }?zo:l

converge débilmente. Por lo tanto existe N € N tal que si n,m > N entonces
€
|<Tnhk0 — Tmhkm g>| < §

Luego, si n,m > N se tiene que
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[(Tah, ) = (Tnh, 9)| = (Tn(h = hio), 9) + (Tahig, 9) = (T (h = hiy ), 9) + Ty 9)))

De donde {T,,h}22; es una sucesién débilmente de Cauchy.

3. Adjunto de un operador.
Teorema 1.16. Si T € L(H) entonces existe un unico operador T* € L(H) tal que
(T'(h),g) = (b, T"(9))

para todo h,qg € H.
Ademds se tiene que | T|| = ||T7||.

DEMOSTRACION.
Se probara la existencia.

Dado g € H, sea Ay : H — C la funcién definida por

Claramente A, es una funcién lineal. Ademas

1Ay (W] = [(T(h), g) [ < ITR)IIgll < ITN[IIR[HIgll

por lo tanto A, es un funcional lineal continuo.

Por el teorema de representacién de Riesz existe un tnico d, € H tal que
Ay(h) = (h,d,) .
Definiendo 7™ : H — H mediante
T"(g) = g,

se obtiene que
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(T'(h),g) = Ag(h) = (h, T"(g)) -
Ahora se probara que T™ es lineal.

Sean h,g1,92 € Hy A € C entonces

(h, T*(Ag1 + g2))

(T(h), \g1 + g2)
(T(h), g1) + (T'(R), g2)
Ah, T*(g1)) + (B, T*(g2))

= (b, AT"(91) + T"(g2)) -

Il
>

Por lo tanto
T*()\gl + 92) = )\T*(gl) + T*<gg)

T es continuo. En efecto, sea g € ‘H entonces

1T ()II” = [{T"(9). T"(9)) | = [{T(T"(9)), 9} | < ITINT" ()l gl

De aqui se obtiene que

1)l < I T[lllgll-
Luego T" € L(H) y ||| < [T}
Ahora se probara la igualdad para las normas.

Aplicando lo hecho antes a T™ se obtiene que

T**:T

Y

y por lo tanto
[T = ([T < 7).

De donde
|| = ||T™]]-

La unicidad de T™ se obtiene del siguiente hecho: Si (h, f) = 0 para todo h € H entonces

f=0.
O

Definicién 1.17. El operador T™ es llamado el adjunto de T.
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4. Operadores de contraccion y unitarios.

13, denotara el operador identidad en .

Definicién 1.18. Sea T € L(#), decimos que T es:

(a) Una contraccion si ||Th|| < ||h]|, para todo h € H.
(b) Una isometria si ||Th|| = ||h||, para todo h € H.

(¢) Unitario si es una isometria sobreyectiva.

Observaciéon 1.19. Sea T € L(H).
(a) T es una contraccion si y solo si ( (I — T*T)h, h) > 0 para todo h € H, es decir, si
I3 — T*T es un operador positivo.
(b) T es una isometria si y sélo si T*T = I.

(c) T es unitario si y sélo si T*T = TT* = ;. En este caso T~! = T*.

Proposicion 1.20. Sean Hg un subespacio denso en H y Ty : Ho —> H una contraccion,

entonces existe una unica contraccion T : H — H que extiende a Ty.

DEMOSTRACION.

Sea h € H. Como H, es denso en H existe una sucesion {h, }5°, C Hy tal que

lim h,, = h.

n—aoo

Como T} es un operador acotado, sigue que

{jb(hn)}gil

es una sucesion de Cauchy en H.

Por la completitud de H existe g € H tal que

lim Ty(h,) = g.

n—aoo

Sea T : H — H, definido por T'(h) = g. Es decir

T(h) = lim Ty(hy).

n—aoo

Es facil probar que:
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1
2

T estéa bien definido

(1)
(2) T es lineal

(3) T es una contraccién
(4)

4) T'(h) = Ty(h) para todo h € H,.

5. Distintos tipos de convergencia de operadores en L(H).

Definicién 1.21. Sean {7, },>1 C L(H) una sucesién y T' € L(H).

(i) {T5.}n>1 converge uniformemente a T si
lim ||T,, —T| = 0.
n——ao0
(ii) {7}, }n>1 converge fuertemente a T si
i [Z,(h) = T(0)] = 0

para todo h € H.

(iii) {7}, }n>1 converge débilmente a T si

lim (T, (h),g) = (T'(h),g)

n—aoo

para todo h,g € H.

Proposicién 1.22.

(a) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

(a) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.

Observacién 1.23. Los reciprocos de la proposicién anterior no son ciertos, tal como lo

muestran los siguientes ejemplos.
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(a) La convergencia fuerte no implica la convergencia uniforme.

En [?(N), para N € N sea Py el operador definido por

PN({ZL‘l,l’Q,I‘g, .. }) = {$1,ZL‘2,ZL’3, e ,ZL‘N,O,O, .. }

Entonces

lim P,(z) ==
n—-ao0

para todo z € [*(N), es decir {P,},>1 converge fuertemente a I (operador identidad
en [*(N)).
Sin embargo

[P — 1]l =1

para todo n € N, por lo tanto {P,},>1 no converge uniformemente a I.

(b) La convergencia débil no implica la convergencia fuerte.

En [?(N), sea S el operador definido por

S({xthaa’;fﬂa e }) = {O;x17x27x37 . '}7

entonces
Sn({$1,$27$3, .. }) = {0, O, ce ,07 T1,T2,T3, .. .},
donde x; se encuentra en el lugar n 4+ 1 (En el término de la derecha).

Sean x,y € [*(N). Se tiene que

<Sn<x>’y> = <{07 07 cee 707'r17x27 Z3, .. '}7 {y17y27 Ys, .- }) - Zxkz—n—s—lyk—s—l-
k=n

De donde

[(S™ (), y)|* < (Z\fck—n+1|2> (Zlyk+1l2>
= [l (Z |yk+1|2> :

Por lo tanto

lim (S™(x),y) =0

n—aoo

para todo z,y € I*(N), es decir {S"},>1 converge débilmente al operador nulo.
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Sin embargo, es imposible que lim, ., S™(z) sea 0 para todo z € [*(N), ya
que [|S(z)|| = ||z|| para todo z € I*(N), lo que implica que {S"},>1 no converge

fuertemente al operador nulo.

Proposicién 1.24. Sea {T),},>1 C L(H) una sucesion de operadores lineales de contraccion
tal que {T,,(h)}n>1 converge débilmente para todo h € H, entonces existe un operador lineal

de contraccion T : H — H tal que {1, }n>1 converge débilmente a T.

DEMOSTRACION.

Para h € H, sea f, el limite débil de {T},(h)},>1. Es decir

(fn,9) = hHm (T,,(h), g) para todo g € H.

Sea T : H — H, definido por T'(h) = f,. Se probara que T es un operador lineal de

contraccion.

Sean hy, ho,g € Hy X € C. Por la linealidad de cada T,, se obtiene que

(T(Ahy + ha),g) = lm (T,(Ahy + ha), g)

n—aoo

= lim (\T,,(h1) + Ta(h2), g)

n—>00

= (AT'(h1) + T(h2), g)-
luego, T()\hl + hg) = /\T(hl) + T(hg)
Sea h € H, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que
IT(R)|I* = KT'(h), T (h))]
— lim_[{T,(h), T(h)]
< i | AIIT ()|
< [P ()]

Por lo tanto 7" es una contraccién. Ademds {7, },>; converge débilmente a 7', ya que

(T'(h),g) = lim (T, (h),g), para todo h,g € H.

n—aoo
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6. Dilatacion unitaria de una contraccion.

Definicién 1.25. Sean § un espacio de Hilbert que contiene a H como subespacio cerrado,

A€ L(H)y B € L(F), se dice que B es una dilatacion de A si
A" = PfLB”, para n=20,1,2,...

donde Pf[ es la proyeccion ortogonal de § sobre H.
Si By € L(F1) y By € L(§F2) son dos dilataciones de A, se dice que B; y By son isomorfas

si existe una transformacién unitaria ¢ : §1 — §2 tal que
(i) ¢ h = h, para todoh € H.
(11) BQ = gOBlgO_l.

La version discreta del teorema de dilatacion de Sz-Nagy establece que toda contraccién

posee una tunica dilatacién unitaria minimal. En detalle

Teorema 1.26. Sean H un espacio de Hilbert y T : H — H una contraccion. Entonces
existe un espacio de Hilbert § que contiene a H como subespacio cerrado y un operador

unitario U € L(§) tal que
T = PfLU”, para n=0,1,2,...

donde Pg es la proyeccion ortogonal de § sobre H.

St se pide la condicion de minimalidad

5= {7 U"H

n=—oo

entonces U es unico, salvo isomorfismo.

La demostracion del teorema anterior se puede conseguir en la seccién 4 del Capitulo 1

del libro [E20].



Capitulo 2

Semigrupos de operadores y funciones definidas positivas

En lo que sigue (I', 4+) denotara un subgrupo aditivo de (R, +) y I'y =T'NR,.
1. Semigrupos de operadores.

Definicién 2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo de operadores con parametro
en I'y, es una familia de operadores (7.,)uer, C L(H) que satisface:

(a) Ty, 4w, = T, T, para todo wy,wy € T'y.

(b) Ty = Iy.

Se dice que el semigrupo de operadores es de contraccion si T, es una contraccién para

todo w € I'y.

Definicién 2.2. Sea ‘H un espacio de Hilbert. Un grupo de operadores con parametro en I,
es una familia de operadores (U, )wer C L(H) que satisface:

(a) Uyytws = Uy Uy, para todo wy,ws € T

(b) Uy = Iy.

Se dice que el grupo de operadores es unitario si U, es un operador unitario para todo
w € I'. En este caso,

U, =U_, para todow €T

Definicién 2.3. Sean H un espacio de Hilbert y (U, )wer C L(H) un grupo de operadores.
Se dice que (Uy)yer es:
(a) Débilmente continuo si, para cada h,h’ € H, la aplicacién w — (U,h,h')y de T’
en C es continua.
(b) Fuertemente continuo si, para cada h € H, la aplicacion w —— Uyh de I" en H es
continua.
(¢) Uniformemente fuertemente continuo si, para cada h € H, la aplicacién w — U,h

de I' en H uniformemente continua.

15
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Observaciéon 2.4. Si en la definiciéon anterior, se cambia I' por I'y y U, por T, se tiene la

definicion de semigrupo de operadores débilmente, fuertemente y uniformemente continuo.

Ejemplo.
Sea A € L(H) autoadjunto.
Para t € R sea U; = ¢4,

Entonces (Uy)ier s un grupo de operadores unitarios de R en L(H), fuertemente continuo.

Si el grupo de operadores es unitario, las condiciones de continuidad dadas anteriormente

son equivalentes, tal como lo indica el siguiente resultado.

Proposicién 2.5. Sean H un espacio de Hilbert y (U,),er C L(H) un grupo de operadores

unitarios. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) (V)
(b) (V)
(¢) (Uy)wer es fuertemente continuo.
(d) (V)

w)wer €S débilmente continuo en 0.

U
U,)wer €s fuertemente continuo en 0.

U, )wer €s uniformemente fuertemente continuo.

DEMOSTRACION.

Como el grupo (U, )wer es unitario se tiene que ||U,| = 1 para todo w € T'.
(a) = (b)

El resultado es consecuencia de la siguiente igualdad,
|U.h — b3, = 2||h||3, — 2Re({U,h,h)3) (h € H,w €T),
(b) = (¢)
Seane >0, wgel'y heH.
Por (b), existe § > 0 tal que si vy € I' y || < 0, se tiene que

|U,h = hljy < e.

Luego, si w € I es tal que |w — wy| < 4, entonces
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HUwh - UwohHH - “Uwo(Uw—woh - h)HH
< |[Uo MU = B|24
= [[Up—woh — by < e.
(c)=(d)

Seane >0y h e H.
Por (c), existe 6 > 0 tal que si vy € ' y || < J, entonces

|Uh = hlln <e.
Luego si w,w’ € T" son tales que |w — '| < ¢, entonces
HUwh - Uw’hHH = HUw’(Uwfw’h - h)HH
S NUur [1U—eor b = Bl
= HUw,w/h — hHH < E.
(d)=(a)

Dados h,h' € H, la aplicacion w — U,h es uniformemente continua en I', por lo tanto

es continua en 0.
Luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se deduce que la aplicacién w — (U, h, h')y

es continua en 0. [l

2. Dilatacién unitaria de un semigrupo de contracciones.

Definicién 2.6. Sean H, § dos espacios de Hilbert tales que § contiene a H como subespacio
cerrado. Sean (T,,)yer, C L(#H) un semigrupo de operadores y (U, )wer C L(F) un grupo de

operadores. Se dice que (U, )uer es una dilatacion de (1,,)uer, si
T, = Pf[Uw, para todo w € I',..

donde Pft es la proyeccion ortogonal de § sobre H.

Se dice que la dilatacién es unitaria si U,, es unitario para todo w € I'.
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Definicién 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y (7},)uer, C L(#H) un semigrupo de opera-
dores. Sean By = (Uy)wer C L(F1) ¥y B2 = (Vi)wer C L(F2) dos dilataciones de (T3,)wer, ,
decimos que B; y By son isomorfas si existe una transformacion unitaria ¢ : §; — o tal
que

(i) ¢ h = h, para todoh € H.

(i) V(w) = ¢ U(w)p ! para todo w € T

La version continua del teorema de dilatacién de Sz.-Nagy ([E]) establece que todo
semigrupo de contracciones fuertemente continuo en un espacio de Hilbert, con parametro

en R, tiene una unica dilataciéon unitaria minimal. En detalle

Teorema 2.8. Sean H un espacio de Hilbert y (Tw)w€R+ C L(H) un semigrupo de contrac-
ciones fuertemente continuo, entonces existe un espacio de Hilbert § que contiene a H como
subespacio cerrado y un grupo (U,),er C L(F), de operadores unitarios fuertemente continuo

tales que

T, = PfLUw|H, para todo w € R,.

Si se pide la condicion de minimalidad
8: = \/ Uw(H>
weR

entonces, (U, )uer €s Unico salvo isomorfismos.

La demostracién del teorema anterior se puede conseguir en la seccion 8 del capitulo 1

del libro [E20].

3. Funciones definidas positivas a valores operadores.

Definicién 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y f: ' — L(#). Se dice que F' es definida
positiva si

> (fl@—=yh(x),h(y)) =0,

z,yel

para toda funcién h : I' — H de soporte finito.
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Proposicién 2.10. Sea H un espacio de Hilbert. Sea F,, : I' — L(H) para n € N, una
sucesion débilmente convergente de funciones definidas positivas. St ' : I' — L(H) es el

limite débil de {F,}>°, entonces F' es definida positiva.

DEMOSTRACION.
Sea h : I' — H una funcién de soporte finito.

Se cumple que

para todo n.

Como h tiene soporte finito se tiene que

> (Fla = y)h(x),h(y)) = - (i (Fu(e = y)h(z), hly)))

z,yel z,yel’

O

Proposicion 2.11. Sean G y H dos espacios de Hilbert tales que G contiene a H como

subespacio cerrado. Si (Uy)wer C L(G) es un grupo de operadores unitarios, entonces la

funcion F : T' — L(H), definida por
Flw)=PF fLUw|H
es definida positiva.

DEMOSTRACION.

Sea h : I' — H una funcién de soporte finito. Supéngase que
soporte(h) = {w,ws, ..., wn},

se tiene que
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D (Flr—yh(x),hy)y = >, (Flz—y)h(x),h(y)),
z,yel’ z,ye{wi,w2,...,wn }
= > (Flws — wj)h(ws), h(w;))s,

s,j=1

= D (Pl hwn). 1)y
= > (Uah(ws). U hly))g

n 2

> U, h(w))

j=1

> 0.
g

O

El Teorema de Naimark establece que toda funcion definida positiva en I' a valores

operadores es de la forma anterior. En detalle,

Teorema 2.12 (Naimark). Sean H un espacio de Hilbert y F' : I' — L(H) una funcidn
definida positiva tal que F(0) = I.

(a) Ezisten un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado y un

grupo unitario (Uy)wer C L(G) tal que
F(w) = P{U,ly para todo w € T.

(b) Si adicionalmente se supone que

G=\/ U.(H),

wEA

entonces el grupo unitario (Uy)uer €s unico salvo isomorfismos.
(c) Si F es débilmente continua entonces (U, er €s un grupo de operadores fuertemente

continuo.

La demostracion del teorema anterior se puede conseguir en la seccion 7 del Capitulo 1

del libro [2M].
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Lema 2.13. Sean H un espacio de Hilbert y T : H — H una contraccion. Entonces la
funcion F : 7 — L(H), definida por
T stn>0

T stn<0

F(n) =

es definida positiva.

DEMOSTRACION.

Se debe probar que

Z (F(n—m)h(n),h(m)),, >0

nme”Z

para toda funcién h : Z — H de soporte finito.
Trasladando el soporte, basta probar que
> (F(n—m)h(n), h(m)), >0
n,meN
para toda funciéon h : N — H de soporte finito.
Sea

B ={h = (hy);2y C H : soporte de h es finito } .

Sea h = (hy)y>, € B. Tomando

9n = Z Tm_nhm>

m>n

se tiene que

g = Tgnir =Y T "h =T ( > Tm—<”+”hm>

m>n m>n+1
= E T "hy, — E T "hy, = hy,.
m>n m>n+1

Por lo tanto, la aplicacion (h,)5, <— (gn)o>, define una biyeccion de B en B.
De manera que para probar que F' es una funcion definida positiva, basta probar que
Z (F(n—m)(gn — Tgns1), (gm — T9m+1)>7-[ >0
n,meN
para toda sucesion (g,)5, C ‘H de soporte finito.

Sea (gn)y C H de soporte finito.
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Se puede probar que

Z (F(n—m)(gn — Tgnt1), (gm — T9m+1)>7{ = Z (D(n — m)gnagm>7{ )

nmeN n,meN
donde
D(0,0) = F(0) = I
D(1,0) = F(1) = F(0)T = 0.
D(0,1) = F(—1) — T*F(0) = 0
D(n,n) =F(0) - F(-1)T —T*F(1)+ T*F(0)T = I — T*T paran > 1.
D(n,m)=F(k)—F(k—1)T—-T*F(k+1)+T"F(k)T =0 paran—m=Fk > 1.
D(n,m) = F(=k)—F(—k—1)T—-T*F(—=k+1)+T*F(—k)T = 0paran—m = —k < —1.
Luego,

D (e =m)(gn = Tgns1), (9m = Toms1))3 = (9o, g0)n + D _{(I = T"T)gn, gu)u > 0,

n,meN n=1
ya que I — T*T es un operador positivo (7" es una contraccién ).

O

Observacién 2.14. Combinando el lema anterior con el Teorema ET2 se puede probar la

existencia de la dilatacién unitaria de una contraccion. (Ver, Teorema [Z8)



Capitulo 3

Dilatacién unitaria de semigrupos locales de contracciones.

Nuevamente (I',+) denotard un subgrupo aditivo de (R,+). Ademéas a € R, a > 0
6 a = +00.

Sea Ir = [0,a) NT.

Definicién 3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia multiplicativa de contracciones
en ‘H con pardmetro en It es una familia (7'(s), H(s))ser. tal que:
(i) H(s) es un subespacio de H, T'(s) : H(s) — H es un operador de contraccién,
H(r) C H(s) parar,s € Iy, s <ry H(0)=H, T(0) = Iy.
(ii) Si r,s € Ir son tales que r + s < a entonces T(s)H(r +s) C H(r) y T(r + s)h =
T(r)T(s)h para todo h € H(r + s).
La familia multiplicativa es fuertemente continua si para cada r € It y h € H(r) se tiene

que la funcién s — T'(s)h es continua en [0,7] N Ir.
La siguiente definicién es una extensién de una definicién dada en [m].

Definicién 3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo local de contracciones en H
con parametro en I es una familia multiplicativa de contracciones (7'(s), H(s))ser. tal que
U #)
re(z,a)NIr
es denso en H(z) para todo x € Ir.
Si los operadores T'(s) son isometrias, se dird que (T'(s), H(s))ser. €s un semigrupo local

de isometrias .

Definicién 3.3. Sean H un espacio de Hilbert y (7(s), H(s))ser. un semigrupo local de
operadores en H. Sean § un espacio de Hilbert y (U(s))ser C L(F) un grupo de operadores,
se dice que (U(s))ser es una dilatacion del semigrupo (T'(s), H(s))ser. si § contiene a H

como subespacio cerrado y
T(s) = PyU(s)|ns) para todo s € Ir,

23
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donde Pfl es la proyeccion ortogonal de § sobre H.

Observacién 3.4. Las definiciones B2y generalizan respectivamente las definiciones 21

y 3 , dadas en el Capitulo .

1. Familias multiplicativas de contracciones

con parametro en los racionales diadicos

Sea A el conjunto de los racionales diadicos, es decir

A:{Qﬁn ; keZ,neN},

ysea At ={se A : s>0}.

Para cada m € N sean

k
Am:{2—m ; kEZ} vy Al ={seA, : s>0}

En esta seccién H serd un espacio de Hilbert separable, In = [0,1) N A y
(T'(s),H(s))ser, denotara una familia multiplicativa de contracciones en H con pardmetro
en Ia.

Para s € Ia sea V(s) : H — H el operador de contraccién definido por
V(s) = T(s) P,
donde P;f(s) denota la proyeccién ortogonal de H sobre H(s).
Lema 3.5. Sim,k € N y k < 2™ entonces
(VG gy = T ()

DEMOSTRACION.

Se procedera por induccion.

Para k = 2.

Sea h € H (2?”). Entonces h € H (2%) y P;;(%m)h = h.

Como H (2% =H (2%,1 + 2%,1) se tiene que T(%m) h € H (2%,1), lo que implica que
P T R =T ()
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Por lo tanto

s}
=
i,
Q
=
a9
0
03}
@
e}
a
@
—~
<
—~
~—
~—
S
X
—~

%):T( ) que k+1 < 2™, SeahGH(im) entonces
hE’H(%m) (Lm)h:T(QLm) h, de donde

(V ()" h=(V (5:)"V (g=) b= (V ()" T () .

[\

Como H (k+}) =H (2%” + £ ) se tiene que T(im) heH (im)

2m

Por la hipétesis inductiva

De aqui se obtiene que

Para m € N se define V(™) = (V(m)(s))seA+ por

- (/)

Se tiene que (V(™)(s)) oA+ €8 un semigrupo de contracciones.

Proposicién 3.6. La funcion F'™ : A,, — L(H) definida por

V(s if >0,
Fim(s) = (s) >

(V(=s))" if s <0,
es definida positiva.
DEMOSTRACION.

Considerando el isomorfismo natural entre el grupo A,, y el grupo de los enteros Z el

resultado se obtiene a partir del Lema EZT3.
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O

Proposicién 3.7. Sean T un espacio topolégico y A un conjunto numerable de indices. Sea
{Xa(n)} 1, a € A una familia de sucesiones en Y tal que para cada o € A toda subsucesion
de {Xo(n)}22, contiene una subsucesion convergente. Entonces existe una sucesion creciente

{b(n)}22, C N tal que la sucesion {X,(b(n))}2, converge para todo o € A.

DEMOSTRACION.

Como A es numerable se tiene que
A= {041, g, (3, . . }

donde ay, # o, para k # j. Por hipétesis se tiene que

{X4,(n)}22, contiene una subsucesién convergente { X, (b1(n))}o2 .
ba(n)) 11
bs(n)) 1oy

Continuando de esta manera se obtienen sucesiones {b1(n) },>1, {b2(n) }n>1, {b3(n) bo>1, - - -

{Xa,(b1(n))}o2, contiene una subsucesién convergente {X,,

~—~

{Xas(b2(n))}22, contiene una subsucesién convergente {X,,

tales que {b;+1(n)},>1 es una subsucesién de {b;(n)},>1 para todo j € N.

Por construccién se tiene que
(X, (0, () Yoy
converge para cada j € N.
Sea {b(n)}22,, la sucesién de ntmeros naturales definida por b(n) = b,(n).

Si j € N entonces se obtiene que a partir del lugar j, la sucesién {b(n)}>,, es una

subsucesion de {b;(n)}>,. Por lo tanto

{Xa, (b(n)) 154

converge.

O

Lema 3.8. Eriste una sucesion creciente de nimeros naturales {n;}32, tal que para todo

{V(nj) ( k ) h}
2m -
7=1

k,m e Ny h € H la sucesion

converge débilmente.
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DEMOSTRACION.

Como H es separable existe un conjunto numerable {h;}; > C H que es denso en H.

Para cada i, k, m € N se tiene que la sucesion {V(”) (2%) hi}n>m C H es acotada.

Como H es separable, por la Proposicién A se obtiene queipara cada i, k,m € N la
sucesion {V(”) (2%) hi}n>m contiene una subsucesion débilmente convergente

Aplicando la Proposi_ci(’)n B con el conjunto A = {(i,k,m) : i,k,m € N}; T = H
con la topologia débil y la familia {Xa(n) =y® (2%) hi;ao = (i, k,m) € A}n>m , existe una

sucesion creciente de nimeros naturales {n;}22, tal que

()
2m i1

converge débilmente para todo 7, k,m € N.
Por otro lado se tiene que {V(”j ) (2%) };; C L(H) es uniformemente acotada, ya que los
V() (2%) son contracciones para todo j € N. Ademds {h;}°, es denso en H.

Luego de la Proposicion I3 se obtiene que para todo k,m € N, la sucesion

{ij) (ﬁ) h}
2m -
7=1
converge débilmente para todo h € H. O
Observacion 3.9. En virtud de la Proposicién 24, dado s € AT existe un operador lineal

de contraccién V() (s) : H — H tal que la sucesién {V(”J')(s)};i
V(s).

, converge débilmente a

Teorema 3.10. Existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado

y un grupo de operadores unitarios (W (s))sea C L(G) tales que
T(s) = PiW (s)|ns), para todo s € AT N[0, 1).

DEMOSTRACION.
Para s € A*, sea V(©)(s) el operador lineal dado en la observacién anterior.

Se tiene que

(VO(s)h,g), = lm (V) (s)h,g),, (3.1)

Jj—>o0

para todo h,g € H.
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Sea F': A — L(H) definida por

De (B) se obtiene que

(F(s)h, )y, = lm ( F")(s)h, g)

j—o0 H

para todo s € Ay h,g € H, donde F") es la funcién definida en la Proposicién B®, la cual
es definida positiva. De la Proposicién EZI0 se tiene que F' es una funcién definida positiva.
Por el teorema de dilatacién de Naimark existe un espacio de Hilbert G que contiene a

‘H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (s))sea C L(G) tales que
VO(s) = PAW (s)|n

para todo s € AT,

Por el Lema B3 sigue que

para todo s € AT N[0, 1).

Finalmente, se obtiene que
T(s) = PyW (s) )

para todo s € AT N0, 1).
U

Observacién 3.11. El resultado anterior es original. Es importante notar que en el mismo

no fue necesario suponer la continuidad fuerte de la familia multiplicativa de contracciones.

Observacién 3.12. Note que si en el Teorema BT se supone que (T°(s), H(s))sca+no1)

una familia multiplicativa de isometrias en H, entonces
T(s) = W(s)|ss), para todo s € AT N[0,1).

Es decir, se obtiene una extension unitaria de la familia multiplicativa de isometrias.
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2. Dilatacion unitaria de un semigrupo local

de contracciones fuertemente continuo

Supongase que A C I'. El siguiente resultado es una extensién, para el caso de un espacio

de Hilbert separable, del Teorema 1 de [M].

Teorema 3.13. Sean H un espacio de Hilbert separable y (T'(s), H(s)) e 1ynr un semigrupo
local de contracciones fuertemente continuo en H, entonces existe un espacio de Hilbert F
que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios fuertemente

continuo (U(s))ser C L(F) tales que
T(s) = P§U(8)|u(s), para todo s € [0,1)NT.
Para la demostracién de este Teorema sera necesario el siguiente resultado.

Lema 3.14. Sean F un espacio de Hilbert y (V(s))sea C L(F) un grupo de operadores uni-
tarios fuertemente continuo. Entonces existe un grupo de operadores unitarios fuertemente

continuo (U(s))ser C L(F) que extiende a (V($))sen.-

DEMOSTRACION.

Se tiene que, para cada h € F la aplicacién s — V(s)h de A en F es uniformemente
continua en A.

Como A es denso en R, para cada h € F existe una unica aplicacién s — U(s)h de R en

F tal que si s € A entonces
U(s)h =V (s)h paracada h € F.
Sise€ Ry {sp}n>1 C A es una sucesién tal que lim,,_,~, s, = s se cumple que

U(s)h = lim V(s,)h para todo h € F.

n—yoo
Claramente (U(s))ser extiende a (V(s))sen-
Ahora se probara que (U(s))ser es un grupo fuertemente continuo de operadores unita-
rios.
(i) U(0)h = V(0)h = h para cada h € F
(ii) Sean h € F y s,t € R. Existen sucesiones {t,},>1 ¥ {Sn}n>1 en A tales que

lim t,=t y lim s,=s.
n—-:o0 n—-~oo
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Por lo tanto,

lim V(s,)V(t,)h = lim V(s,+t,)h=U(s+1).

n—aoo n——aoo

Por otro lado
[V (sn)V (tn)h = U(s)U )R] 7 = [V (s2)V(tn)h = V(sp)U(@)h + V(sp)U(E)h = U(s)U(t)h| #
< V()b = U@hllz + 1|V (sn)h — U(s)h| 7.
De donde

Us)U(t)h = lim V(s,)V(tn)h =U(s+t)h.

n—oo

(iii) Sean h,h' € F y s € R. Existe una sucesion {s, },>1 en A tal que

lim s, = s.
n—oo

De manera que,

(U(s)h, B)x = lim (V(s2)h, )5

n——aoo

— lim (b, V(=s,)H)r

n—aoo

= (h, lim V(=s,)h)r = (h,U(—=s)h)#,

n—aoo
Por lo tanto, U(—s) = U(s)*, lo que implica que U(s) es unitario.
De (i), (ii) y (iii) se tiene que (U(s))ser €s un grupo unitario. Ademds (U(s))ser es fuertemen-

te continuo, ya que para cada h € F la aplicacion t — U(t)h de R en F es continua. [

DEMOSTRACION DEL TEOREMA BT3.
Del Teorema B0 se deduce que existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como

subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (s))sea C L(G) tales que
T(s) = P§W (s)|ss), paratodo s € AT N[0,1).

Sea F el subespacio cerrado de G generado por {W(s)h : s € A, h € H} y sea V(s) la
restriccién de W(s) a F, entonces (V(s))sea C L(F) es un grupo de operadores unitarios
tal que

T(s) = PLV(S)hue (32)

para todo s € AT N[0, 1).



2. SEMIGRUPOS LOCALES FUERTEMENTE CONTINUOS 31

Ahora se probard que (V(s))sea es fuertemente continuo.

Se tiene que el conjunto

F, = {V(s)h D sEN, hEDOH@Ln)}

n=1

—+00

es denso en F, ya que U H (%) es denso en H.

n=1
Sea g € F,, entonces existen s, € A, un numero natural n, y h, € H (2710) tales que

g =V (8,)ho.
1

Sea s € Ia tal que s < 57, entonces

IV ($)V ($0)ho — V (so)hollF = [V (8)ho — holl%
= (V(s)ho — ho, V(S)ho — ho) r
= 2(ho, ho)w — 2Re ({ Py, V (s)ho, ho)2)

= 2< hOa ho)'H —2Re (< T(S)hm ho>'H) .

De esta ultima igualdad, de la continuidad fuerte del semigrupo local y de la densidad
de F, en F sigue la continuidad fuerte del grupo (V' (s))sea en 0. Como el grupo es unitario,
entonces es fuertemente continuo.

Del Lema BT4 se deduce que existe un grupo de operadores unitarios fuertemente conti-

nuo (U(s))ser C L(F) tal que

para todo s € A.
Falta probar que T'(s) = Pj;U(s)|ys) para todo s € [0,1) N T.
Sean s € [0,1) NIy h € H(s). Como A es denso en R existe una sucesién creciente

{S$n}n>1 en AT N[0,1) tal que lim s, = sy por lo tanto H(s) C H(s,) para todo n.
n—oo
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Por la continuidad fuerte del semigrupo local (T'(s), H(s)) (o 1)nr ¥ del grupo (U(s))ser

se tiene que

T(s)h = lim T(s,)h

n—aoo

= lim PV (s,)h

n—aoo

= lim P} U(s,)h

n—aoo

= PjU(s)h.
O

Observacién 3.15. Notar que si (T'(s), H($)) 1) €8 un semigrupo local de isometrias

fuertemente continua en H, entonces
T(s) = U(s)|n(s), para todo s € [0,1)NT.
Es decir, se obtiene una extension unitaria del semigrupo local de isometrias.

Observacién 3.16. Para el caso I' = R, trabajar en el intervalo [0,1) no es ninguna res-
triccion, ya que el caso general [0,a), con a > 0, se obtiene haciendo un cambio de variable,

como sigue: Sean H un espacio de Hilbert separable y (7'(s), H(s)) [ un semigrupo

s€[0,a)N

local de contracciones fuertemente continuo en H.

Parat € [0,1) NT, sean R(t) = T(at) y E(t) = H(at).

Se tiene que (R(1), £(1));fo.1)r €8 un semigrupo local de contracciones fuertemente con-
tinuo en H.

Por el Teorema B3 existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio
cerrado y un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo (U(s))ser C L(F) tales
que

R(t) = PLU(t)|ew), para todo t € [0,1) NT.

Sea s € [0,a) NI'. Tomando ¢ = 2 se obtiene que

T(s) = R(t)
= P Ut e

S
= PLU (3) o
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3. Extension de funciones definidas positivas

Definicién 3.17. Sea (&, (-, )¢) un espacio de Hilbert. La funcién f : (—a,a) NI — L(E)

es definida positiva si

> (fl@—yh(x),h(y))e >0

z,y€[0,a)NT

para toda funcién h : [0,a) NT" — & de soporte finito.

Observacion 3.18. La definicion dada anteriormente generaliza la definicion 29 dada en el

Capitulo B.

M. G. Krein [[2] demostrd que toda funcién continua a valores escalares definida positiva,
en un intervalo de la recta real, se puede extender a una funcién continua definida positiva
en toda la recta real. Este resultado fue extendido para funciones fuertemente continuas a
valores operadores por M. L. Gorbachuck [I].

Una familia multiplicativa de operadores isométricos se puede asociar, de forma natural,
a una funcién definida positiva, véase por ejemplo [0, B, I, IR| para méas detalles. Esta
correspondencia se establece de la siguiente manera.

Supéngase que f : (—a,a) NI — L(E) es una funcién definida positiva tal que f(0) = I¢,
donde I¢ es el operador identidad.

Sea

D={h:[0,a)NT — £ | soporte de h es finito }.
Entonces D es un espacio vectorial. Para h, h’ € D definimos

(hh)p= > (flx—yhlx),l({y)e,

z,y€[0,a)NI’
entonces(-, -)p es una forma sesquilineal en D, posiblemente degenerada. Sea H la comple-
tacion de D, después del cociente natural.

Para r € [0,a) N I" definimos
D(r) ={h € D| soporte (h) C [0,a—r)NT}
y S(r) : D(r) — D por
hiz —r) sixz€|ra),

S(r)h(z) =
0 size0,r).
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Se tiene que S(r) es un operador isométrico y si H(r) es la clausura de D(r) en H, entonces
S(r) puede ser extendido a un operador isométrico de H(r) a H, se denotara esta extension
por T'(r). Se tiene que (T'(r), H(7))rec[0,a)nr s una familia multiplicativa de isometrias. Es facil
comprobar que, si f es fuertemente continua, entonces (7'(r), H(r))repo,o)nr €5 Un semigrupo
local de isometrias fuertemente continua.

Como f(0) = I, existe una inmersién natural de £ sobre H y se tiene que
(f(@)h, h)e = (T(x)h, h)y

para h,h' € € y x € [0,a) NT. Si la familia multiplicativa de isometrias (7'(7), H(r))re[0,a)nr
puede ser extendida a un grupo unitario (U(r)),cr en un espacio de Hilbert mas grande F
se obtendra que
f(z) = P{U(z)|l¢ paraz € (—a,a)NT.
Asi, la extensién a un grupo unitario de la familia (7'(r), H(7))rejo,a)nr €s una condicion
suficiente para la extension de la funcién f a una funcion definida positiva en toda la recta

real. Para f: (—a,a) N A — L(€) se procede de manera anéloga.

Proposicién 3.19. Sea (&, (-,)¢) un espacio de Hilbert separable.
(a) Si f: AN(=1,1) = L(E) es una funcion definida positiva, entonces el correspon-
diente espacio (H, (-, )y ), asociado a f, también es separable.
(b)y SiACT yf:I'n(=1,1) = L(E) es una funcion definida positiva y fuertemente
continua, entonces el correspondiente espacio (H, (-, ")x), asociado a f, también es

separable.

DEMOSTRACION.

Por ser H la completacion de D, basta probar que D es separable.
Caso (a):
Sea h € D, entonces existen n € N, xq,...,2, € AN[0,1)y ¢1,...,0, € € tales que

h = Z (5xk¢k7
k=1

donde, para r € R, 9, : R — R es la funcién definida por

1 sixz=mr,

op(x) =
0 six#r.
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Si S es un subconjunto denso y numerable contenido en &, 9,...,0, E Sy h' € Desla

funcién dada por

W= 601k,
k=1

se tiene que

Ih=Hp = D {flax—2;)ér — e, b — Uy

Jk=1

Por lo tanto, aproximando los elementos ¢1,...,¢, € £ con elementos ¢1,...,1, € S se

logra aproximar a h en D, de donde se concluye que el conjunto

N:{Z(Smkz/)k:nEN,xl,...,xneAﬂ[O,l)ywl,...,wneé’}
k=1

es denso en D.

Como AN[0,1) es numerable, el conjunto N es numerable y por lo tanto D es separable.

Caso (b):

Procediendo de igual manera que en el caso anterior se prueba que el conjunto

./\/lz{Z(Srkl/)k:nGN,rl,...,rnEFﬂ[O,l)ywl,...,djneS}
k=1

es denso en D.

Sirel'n[0,1),z € AN[0,1) y ¥ €S se tiene que

16,1 = 8.4[* = 2(f(0), )¢ — 2Re(f(r — 2)1), ¥)e.

Por esta tltima igualdad, la densidad de AN [0,1) en I' N [0,1) y la continuidad fuerte de
f, se tiene que el conjunto N, considerado en el caso anterior, es denso en M y por lo tanto
también es denso en D. Como N es numerable, se tiene que D es separable.

O

Luego, a partir de los Teoremas B0 y se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 3.20. Sean (&, (-, )¢) un espacio de Hilbert separable y f : (—1,1)NA — L(E) una
funcion definida positiva tal que f(0) = Ig, entonces f puede ser extendida a una funcion

definida positiva F': A — L(E).
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Teorema 3.21. Supdngase que A C T'. Sean (E,(-,-)e) un espacio de Hilbert separable
y f o (=L, 1)NT — L&) una funcion definida positiva fuertemente continua tal que
f(0) = Ig¢, entonces f puede ser extendida a una funcion definida positiva fuertemente

continua F : R — L(E).

Observacién 3.22. Note que no es necesario asumir la continuidad fuerte de la funcién en

el Teorema B20.

Observacién 3.23. Para el caso I' = R, trabajar en el intervalo (—1,1) no es ninguna
restriccion. Procediendo como en la Observacién B3 se puede mostrar que el resultado es

valido para una funcién definida positiva f : (—a,a) NI' — L(E).



Capitulo 4

Semigrupos locales mixtos de contracciones.

Nuevamente (I',4) denotard un subgrupo aditivo de (R,+), a € R, a > 06 a = +ooy
Ip = [0, a) NnT.

En lo que sigue (2, +) serd un grupo abeliano.

Definicién 4.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia multiplicativa mixta de contrac-
ciones en H con parametro en Q x Ir es una familia (7'(w, s), H(5))(w,s)coxr. tal que:
(i) Para cada s € Ir se tiene que H(s) es un subespacio cerrado de H y para cada par
(w,s) € Q x Ip se tiene que T'(w, s) : H(s) — H es un operador de contraccién.
(ii) (7(0,s),H(s))ser. es una familia multiplicativa de contracciones.
(iii) (T'(w,0))yeq es un grupo de operadores unitarios en L(H).

(iv) Para cada (w,s) € Q x Ir se tiene que T(w,0)H(s) C H(s) y
T(w,s) =T(w,0)T(0,5) =T(0,5)T(w,0)|#(s)-

Si © es un grupo topoldgico, se dird que la familia es fuertemente continua si para cada

r € Ir y h € H(r) se tiene que la funcién (w, s) — T'(w, s)h es continua en Q x ([0,7] N Ir).

Definicién 4.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo local mizto de contraccio-
nes en H con parametro en 2 X It es una familia multiplicativa mixta de contracciones

(T'(w, 5), H(5))(ws)coxr tal que (T(0,5s), H(s))ser. es un semigrupo local de contracciones.

Definicién 4.3. Sean H un espacio de Hilbert y (T'(w,s), H(5))(w,s)coxr un semigrupo
local mixto de operadores en H. Sean § un espacio de Hilbert y (U(w, s))(w,seaxr C L(F)
un grupo de operadores, se dice que (U(w,$))w,scoxr € una dilatacion del semigrupo

(T'(w, s), H(5))(w,s)ecaxr si§ contiene a H como subespacio cerrado y
T(w,s) = P{U(w, 8)|#n(s), para todo (w,s) € Q x Ir,
donde Pfl es la proyeccion ortogonal de § sobre H.

37
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Observacion 4.4. Las definiciones B, B2 y B3 dadas anteriormente, generalizan respecti-

vamente las definiciones B, B2 y B3.

1. Familias multiplicativas mixtas de contracciones

con parametro en los racionales diadicos

Al igual que en el Capitulo B se tiene que

A:{Qﬁn:kez,nEN} y At={seA:s>0}

Para cada m € N,

Am:{Qim : k‘EZ} y At ={seA, :s>0}

En esta seccién H serd un espacio de Hilbert separable y (T'(w, s), H(5))(w,s)cax1, deno-

tara una familia multiplicativa mixta de contracciones en H con pardmetro en €2 X Ia.

Proposicién 4.5. Si (w,s) € Q x I entonces

DEMOSTRACION.

Si (w,s) € Q x Ia entonces T'(w,0)H(s) C H(s) y T(—w,0)H(s) C H(s). Por lo tanto
T(w,0)H(s) C H(s) C T(w,0)H(s).

Por otro lado, como H = H(s) ® H(s)" y T(w,0) es unitario se tiene que

H(s) @ H(s)" = T(w,0)H(s) & T(w,0)H(s)"
= H(s)® T(w,0)H(s)".
De donde T'(w,0) (H(s)*) = H(s)*. O
Proposicién 4.6. Si (w,s) € Q x In entonces

T(w,0) (T(0,5)Ply) = (T(0,s)Pff ) T(w,0).
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DEMOSTRACION.
Paso 1: Para cualquier par (w,s) € Q X In y h € H(s) se cumple que
T(w,0) (T(0,5)Ply) h = (T(0,s)Pff ) T(w, 0)h.

De la Proposicién B23 se obtiene que

T(w,0) (T(0,5)Ply) h = T(w,0)T(0,s)h
=T(0,8)T(w,0)h
= (T(0,5)PJfis)) T(w,0)h.
Paso 2: Para cualquier par (w,s) € Q x I y h € H(s)* se cumple que

T(w,0) (T(0,5)Pfy) h = (T(0,s)Pff,) T(w,0)h.

Se tiene que P;f(s)h = 0 y de la Proposiciéon B3 se tiene que P%(S)T(w, 0)h = 0, por lo
tanto
T(w,0) (T(0,5)Pfy) h = (T(0, s)Plf,y) T(w,0)h = 0.
De los pasos 1 y 2 se obtiene el resultado. (l

De manera analoga al Capitulo B, para s € I se define V (s) : H — H el operador de
contraccion definido por

V(S) — T(O7 S)P’Z[-L(S)
Lema 4.7. Siw € Q, m,k € N y k < 2™ entonces

om

k
T(w,0) (V (50))" [ ) = T (w5 35) -
DEMOSTRACION.

La demostraciéon es completamente analoga a la demostracién del Lema B3. U

De manera analoga al Capitulo B, para m € N se define V("™ = (V(m)(s))seA+ por

Ve () = (Vi(zm)"

2 2m

Se tiene que (V(m)(s))sE A €S Ul semigrupo de contracciones.
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Observacién 4.8. De la Proposicién B8 se tiene que si w € 2 entonces T'(w, 0) conmuta con
V(s) para s € I. Por lo tanto T'(w,0) conmuta con V(™ (s) para s > 0y con (V(m)(—s))*

para s < 0.
Proposicién 4.9. La funcion G : Q x A,, — L(H) definida por

T(w,0) V™ (s si s> 0,
sy = 4 TV

T(w,0) (V™ (=s))" sis<0,

es definida positiva

DEMOSTRACION.

Sea F(™ la funcién definida en la Proposicién B@A. De la Observacién B se tiene que
(T(w,0)),eq es un grupo de operadores unitarios que conmuta con F™ (s) para todo s € A,,.

Sean n € Ny (w1, 81), (W2, 82), -, (Wn, Sn) € QX A,,.

Como F(™) es definida positiva se tiene que

Z <C}(m)(wz — Wy, S; — hz, h Z <T ij (m)(sl - Sj)hi7 h]>7—[

3,j=1 i,j=1

_ Z <T(wi’ O)F(m)(si - Sj)hiaT(wj70)hj>H

i,j=1

_ Z (FU™(s; = 8;)T (w;, 0)hi, T(wj, 0)hy ), > 0.

i,7=1

Luego, G es una funcién definida positiva.

O

Teorema 4.10. Existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado

y un grupo de operadores unitarios (W (w,s))w,s)caxa C L(G) tales que
T(w,s) = P5W(w, s)|us), para todo (w,s) € Q x Ia.

DEMOSTRACION.
Para s € A*, sea V() (s) el operador lineal dado en la Observacién B3.

Se tiene que
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(VO gy, = i (VO ($)hg),

j—o0
para todo h, g € H, donde {V ) (s)}52, es la sucesién del Lema BH.

Por lo tanto

<T(w,O)V(0)(s) h,g>H: lim <T(w,O)V(”j)(s)h,g>H,

Jj—00
para todo (w,s) € Q x AT y h,g € H.
Sea G : 2 x A — L(H) definida por

T(w,0)V (s sis>0,
Glons) — 4 TEOVE)

T(w,0) (V©(=s))" sis<0,

De (E) se obtiene que

(G(w,9)h, g)y, = lm (G (w,5)h, g),,

Jj—00

41

(4.1)

para todo (w,s) € Q x Ay h,g € H, donde G™) es la funcién definida en la Proposicion

B, la cual es definida positiva. De la Proposicién 210 se tiene que G es una funcion definida

positiva.

Por el teorema de dilatacién de Naimark existe un espacio de Hilbert G que contiene a

H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios (W(w, s))w.s)caxa C L(G)

tales que
T(w,0)VO(s) = PﬁW(w, $)|n

para todo (w, s) € Q x A™.
Por el Lema B0 sigue que

T (w, O)V(O)(s)|H(S) =T(w,s)

para todo (w,s) € X Ia.

Finalmente, se obtiene que
T(w,s) = PEW (w, )| 3(s)

para todo (w,s) € 2 X Ia.
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Observacion 4.11. Es importante notar que no fue necesario suponer que 2 es un grupo

topolégico ni la continuidad fuerte de la familia multiplicativa de contracciones

(T<O’ 3)7 H(3>>selr‘

Observacién 4.12. Note que si en el Teorema B0 se supone que (T (w, s), H(S))(w,s)c0xia
es una familia multiplicativa mixta de isometrias en H, entonces la misma se puede extender

a un grupo de operadores unitarios con parametro en €2 x A.

2. Dilatacién unitaria de un semigrupo

local mixto de contracciones

Lema 4.13. Supongase que € es un grupo topologico. Sean F un espacio de Hilbert y
(V(w, 5))(w,s)caxa C L(F) un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo. Entonces
existe un grupo de operadores unitarios (U(w, S))(w,s)caxr C L(F), fuertemente continuo que

extiende a (V(w, 5))(w,s)caxa-

DEMOSTRACION.
Por el Lema B4, existe un grupo de operadores unitarios (17(8))5611& C L(F) fuertemente
continuo que extiende a (V(0, s))sen.

Para (w,s) € Q x R, sea

Ulw,s) =V(w,0)V(s).

Se tiene que (U(w, 5))(w,s)caxr €s un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo,
que extiende a (V(w, 5))(w,s)caxA-

O

Supdngase que A C I' y que 2 es un grupo topoldgico.

Teorema 4.14. Sean H un espacio de Hilbert separable y (T'(w, s), H(S))(w,s)coxim un semi-
grupo local mizto de contracciones en H fuertemente continuo, entonces existe un espacio
de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo de operadores unitarios

(U(w, 5))ws)caxr C L(F), fuertemente continuo tal que
T(w, s) = P{U(w, 8)|us), para todo (w,s) € Q x Ir.

DEMOSTRACION.
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Del Teorema B0 existe un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio

cerrado y un grupo de operadores unitarios (W (w, s))(w,s)caxa C L(G) tales que
T(w,s) = P§W(w, s)|s para todo (w,s) € Q x Ia.

Sea F el subespacio cerrado de G generado por {W(w,s)h : (w,s) € QA x A, h e H}y
sea V(w, s) la restriccién de W(w, s) a F, entonces (V(w, s))w,s)caxa C L(F) es un grupo

de operadores unitarios tal que
T(w, s) = P{V(w,s)|us para todo (w,s) € Q x Ia.

Se probard que (V(w, 5))(w,s)caxa es fuertemente continuo.

Se tiene que el conjunto

Fo = {V(w,s)h D (w,8) € QXA he DOH(Q%)}

n=1

—+00

es denso en F, ya que U H (2%) es denso en H.
n=1

Sea g € F,, entonces existen (w,, s,) € 2 X A, un ntmero natural n, y h, € H (2}10)

tales que g = V(w,, So)h,.
1

2no )

entonces

Sean w € Qy s € Ix tal que s <

IV (w, )V (o, 80)ho = V(wo, o) ol 7 = [V (w, 8)ho — ho|F
= (V(w,8)ho — ho, V(w, s)ho — ho) F
= 2(ho, ho)y — 2Re (( PV (w, 8) o, hoyn)

= 2(ho, ho)y — 2Re ({T(w, $)ho, ho)2)

De esta ultima igualdad, de la continuidad fuerte del semigrupo local mixto y de la
densidad de F, en F sigue la continuidad fuerte del grupo (V(w, 5))(w,s)caxa en (0,0). Como
el grupo es unitario, entonces es fuertemente continuo.

Por el Lema existe un grupo de operadores unitarios (U(w,s))ws)coxe C L(F),

fuertemente continuo tal que

U(w,s) = V(w,s) para todo (w,s) € 2 x A.
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Falta probar que T'(w, s) = Pj;U(w, s)|3s) para todo (w,s) € Q x Ip.
Sean (w,s) € Q@ x Ir y h € H(s). Como A es denso en R existe una sucesién creciente
{sn}n>1 en Ia tal que lim s, = s. Se tiene que H(s) C H(s,) para todo n.

n—oo

Por lo tanto, se tiene que

T(w,s)h =T (w,0)T(0,s)h

= T(w,0) ( lfm 70, sn)h)

n—aoo

= lim T(w,sp)h

n——~oo

= lim P}V (w,s,)h

n—ao0

= lim PjU(w,s,)h

n——oo

= P} U(w, s)h.

3. Extensién de funciones definidas positivas

Definicion  4.15. Sea  (&,(-,-)s) un espacio de Hilbert. La funcién
f:Qx('N(—a,a)) = L(E) es definida positiva si
> (f(z —y)h(z),h(y))e =0
z,y€0x(]0,a)NT)

para toda funcién h : Q x ([0,a) NI") — & de soporte finito.

Observacion 4.16. La definicién dada anteriormente generaliza la definicion BT dada en

el Capitulo B.

Anélogamente a lo realizado en el Capitulo B, a una funcién definida positiva se le puede
asociar, de forma natural, una familia multiplicativa mixta de operadores isométricos con
parametro en € X It y a valores en L(E), donde £ es un espacio de Hilbert.

Al igual que en el caso de una sola variable considerado en el capitulo anterior, se de-

muestra el siguiente resultado.

Proposicién 4.17.

Sea (€, (-,-)¢) un espacio de Hilbert separable.
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(a) SiQ es numerable y f : Q2 x (AN (—1,1)) = L(E) es una funcidn definida positiva,
entonces el correspondiente espacio (H, (-,-)n) asociado a f, también es separable.
(b) Si Q es un grupo topoldgico separable, A C Ty f: Q x (I'N(—a,a)) — L(E) es
una funcion definida positiva y fuertemente continua, entonces el correspondiente

espacio (H, (-, -)n) asociado a f, también es separable.
Por lo tanto, a partir de los Teoremas E10 y EZT4 se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 4.18. Supdngase que €2 es numerable. Sean (&, (-, -)¢) un espacio de Hilbert sepa-
rable y f : Q@ x (AN(=1,1)) — L(E) una funcion definida positiva tal que f(0,0) = Ig,

entonces f puede ser extendida a una funcion definida positiva F: Q x A — L(E).

Teorema 4.19. Supongase que Q0 es un grupo topolégico separable y que A C I'. Sean
(&,(-,")e) un espacio de Hilbert separable y f : Q x (I'n(=1,1)) — L(E) una funcion
fuertemente continua definida positiva tal que f(0,0) = I¢, entonces f puede ser extendida

a una funcion definida positiva fuertemente continua F : Q x R — L(E).

Observacion 4.20. Note que no es necesario asumir la continuidad fuerte de la funcién en

el Teorema EIR.

Observacién 4.21. Para el caso I' = R, trabajar en el intervalo (—1,1) no es ninguna
restriccion. Procediendo como en la Observacién B13 se puede mostrar que el resultado es

vélido para una funcién definida positiva f : Q@ x (I' N (—a,a)) — L(E).
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