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Resumen

Se demuestra que toda familia multiplicativa de isometrias parciales, con parametro en un
intervalo de los racionales y con subespacio generador, se puede extender a una representacién
unitaria con parametro racional. Ademas se prueba que si la familia es fuertemente continua
existe una extension unitaria fuertemente continua.

Este resultado se usa para demostrar que toda familia multiplicativa de isometrias par-
ciales, fuertemente continua, con parametro en un intervalo de la recta real y con subespa-
cio generador, se puede extender a una representacién unitaria fuertemente continua con
parametro real. Como aplicacién, se da una nueva prueba de la version a valores operadores

del teorema de extension de Krein.



Introduccién

Las familias multiplicativas de isometrias parciales aparecen de manera natural en di-
versos problemas de la teoria de interpolacién en andlisis funcional (ver por ejemplo las
referencias [2],[5],[6],[14],[16]).

Usando el teorema de extensién de Arveson combinado con el teorema de representacion
de Stinespring ([15, B, 12]) Se demuestra que toda familia multiplicativa de isometrias
parciales, con pardametro en un intervalo de los racionales y con subespacio generador, se
puede extender a una representacién unitaria con parametro racional. Ademads se prueba
que si la familia es fuertemente continua existe una extensién unitaria fuertemente continua.

Un resultado mas general para grupos abelianos ordenados fue dado por Bruzual y
Dominguez en [8]. Para la prueba utilizaron un resultado de completacién de matrices positi-
vas dado por Arsene, Ceausescu y Constantinescu en [1]. En este trabajo el parametro varia
en una estructura menos general, pero no es necesario recurrir al resultado de completacion
de matrices positivas mencionado.

El Capitulo [1] presenta una breve introduccion sobre algebras C*, teoria espectral y apli-
caciones completamente positivas ([4, [7, [12]).

El Capitulo 2! contiene propiedades y resultados basicos de representaciones unitarias y
familias multiplicativas de isometrias.

El Capitulo 3/ contiene detalladamente un esquema de la prueba del Teorema 3.1:

Se le asocia una aplicacién completamente positiva, definida en un sistema operador a
una familia multiplicativa de isometrias parciales, con subespacio generador y parametro
en un intervalo racional (Lema 2.9). A partir de este resultado se prueba que toda familia
multiplicativa de isometrias parciales, con parametro en un intervalo de los racionales y
con subespacio generador, se puede extender a una representacion unitaria con parametro
racional (Teorema 3.1).

Luego se prueba que si la familia es fuertemente continua existe una extensién unitaria
fuertemente continua (Lema [3.3)).

Finalmente usando este resultado se demuestra que toda familia multiplicativa de isome-

trias parciales, fuertemente continua, con parametro en un intervalo de la recta real y con
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subespacio generador, se puede extender a una representacion unitaria fuertemente continua
con parametro real.
Como aplicacién, en el Capitulo 4, se da una nueva demostracién de la version a valores

operadores del teorema de extensiéon de Krein [11].



CAP{TULO 1
Preliminares.

El objetivo de éste capitulo es presentar algunas definiciones,teoremas y proposiciones
que serviran de herramienta para la lectura de los siguientes capitulos.

A continuacion se fija algo de la notacién que se utilizard en el desarrollo de éste trabajo.

Como es usual N, Z, Q, R, C representan el conjunto de los niimeros naturales, enteros,

racionales, reales y complejos, respectivamente. Ademads, usaremos la siguiente convencion.
T={zeC:|z| =1}
1. Algebras C*.

DEFINICION 1.1. Un dlgebra A es un espacio vectorial sobre C en el que estd definido un
producto . : A x A — A que es distributivo, asociativo y compatible con el producto por
un escalar. Es decir, para todo a,b,c € A y para todo A € K, se tiene que

(i) a.(b.c)=(a.b).c
(i) a.(b+c¢) =a.b+a.c
(ili) (b+c¢).a =b.a+ca
) A(a.b) = (Na).b=a.(\D).

(iv

Si existe un elemento e € A tal que e.a = a.e = a para todo a € A, se dice que A
tiene unidad. En este caso, se dice que a € A es invertible en A si existe b € A tal que

a.b="b.a=e.

Denotaremos b por a~!. Ademds, si a.b = b.a para todo a,b € A, se dice que A es
conmutativa.

DEFINICION 1.2. Sea A un algebra. Una involucidn en A es una aplicacién a — a* de
A en A, tal que para todo a,b € A y para todo A € K se cumple que:
(i) (a+b)* =a*+b*
(i) (a.0)" =b".a"
(iii) (Aa)* =
) (

(iv) (a*)* =



1. ALGEBRAS C*. 5

El elemento a* es llamado el adjunto de a y se tiene que:
e 0*=0

e Si A tiene unidad e, entonces e* = e.

DEFINICION 1.3. Sea A un dlgebra con involucién y B un subconjunto de A, se dice que

B es una subdlgebra con involucion de A si B es una variedad lineal y a.b, a* € B para todo
a,b e B.

DEFINICION 1.4. Un dlgebra de Banach A es un algebra en la que estd definida una

norma ||.||4, tal que (A, ||.]|4) es un espacio de Banach y

la-ll.a < lallallbl 4,

para todo a,b € A.
Si el dlgebra tiene unidad, se supondra que ||e||4 = 1.

Ademas, si A es un dlgebra de Banach con involucion y

la*all.a = llall%

para todo a € A, se dice que A es un dlgebra C*.

OBSERVACION 1.5. Si A es un dlgebra de Banach, la desigualdad

la-blla < [lal|allbl 4

hace del producto una funcién continua en A.
Para a € A se tiene que
lalla = lla*[l.a.
Ademas, si A es un dlgebra C* con unidad entonces la norma en A es tnica
(ver [4, Ejercicio 60,11, pag. 257]).

DEFINICION 1.6. Sea A un &lgebra C* con unidad e, diremos que a € A es:
(i) Normal si a.a* = a*.a.
(ii) Autoadjunto si a = a*.

(i) Unitario si a.a* = a*.a = e.
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A continuacién se dan algunos ejemplos de algebras C* que seran usados a lo largo de
este trabajo.
Ejemplos.
(1) C con el producto usual, con la norma dada por el médulo, con involucién, z* = Z
para z € C, es un algebra C* conmutativa con unidad.
(2) El conjunto

C(T)={f:T — C tal que f es continua},

es un algebra C* conmutativa con unidad, haciendo las siguientes convenciones:

(a) Para f,g € C(T), definimos el producto por
f.g9(z) = f(2)g(2) para todo z € T.
(b) El elemento unidad de C(T) es la funcién
e(z) =1 para todo z € T.
(c) El adjunto de f € C(T), viene dado por
f(2) = f(z) = f(z) para todo z € T.

(d) Para f € C(T), la norma viene dada por

[ flloo = sup £ (2)]

(3) El conjunto
G(R,C)={f:R— C: f es continua y acotada},

es un algebra C* conmutativa con unidad, haciendo las siguientes convenciones:

(a) Para f,g € Cy(R,C), definimos el producto por
f.g(x) = f(x)g(x) para todo z € R.
(b) El elemento unidad de Cy(R, C) es la funcién
eo(z) = 1 para todo = € R.
(c) El adjunto de f € Cy(R, C), viene dado por
f*(x) = f(z) = f(z) paratodo z € R.
(d) Para f € Cy(R,C), la norma viene dada por

[flloe = sup [f ()|
Tz€R
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(4) Sea H un espacio de Hilbert complejo, entonces el conjunto
L(H)={T:H — H:T eslineal y continuo}

es un algebra C* no conmutativa con unidad, haciendo las siguientes convenciones:
(a) Se define el producto como la composicién de operadores.

(b) El elemento unidad es el operador, definido por
I(h) = h para todo h € H (Operador Identidad).
(c) El adjunto de T' € L(H), viene dado por el operador T* que satisface:
(T(h),h Yy = (h,T*(h))y para todo h,h’ € H.
(d) Para T € L(H), la norma viene dada por

17Nz = sup, 17l

DEFINICION 1.7. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H), decimos que T es:

(a) Una contraccion si ||Th|| < ||h|| para todo h € H..
(b) Una isometria si ||Th|| = ||h|| para todo h € H.

(c) Unitario si es una isometria sobreyectiva.

OBSERVACION 1.8. Sea T' € L(H).

(a) T es una contraccion si y sélo si ((I — T*T)h,h) > 0 para todo h € H, es decir, si
I — T*T es un operador positivo.

(b) T es una isometria si y sélo si T*T = I.

(c¢) T es unitario si y sélo si T*T =TT* = I.

DEFINICION 1.9. Sean A y B dos édlgebras C*, con unidad e4 y e respectivamente. Sea

¢ : A — B una aplicacién, diremos que ¢ es un homomorfismo unital™ si:

(i) ¢ es un homomorfismo de algebras
(ii) ¢ es unital; es decir ¢(ey) = eg
(iii) ¢ es una aplicacién®; es decir ¢(a*) = (¢(a))” para todo a € A.

Se dice que ¢ : A — B es una aplicacion isométrica si

l¢(a)lls = [lall4 para todo a € A.
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2. El algebra M,,(A).

Sean A un &lgebra C* con unidad, n € Ny M, (A) el conjunto de las matrices n x n,
cuyas entradas son elementos de A. Para [a;]};_; € M, (A) definimos la involucién dada

por

([aij]ijl)* = [a;z’]?,jzl‘

Con el producto usual de matrices y esta involucién, obtenemos que M, (.A) es un algebra
con involucion.

A continuacién veremos que es posible definir una norma en M,,(.A) con la cual adquiere
estructura de algebra C*. Por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal (ver [4, Teorema 62.1])
existe un espacio de Hilbert complejo H tal que A es isométricamente isomorfa a una
subalgebra con involucién y cerrada G de L(H). Entonces podemos identificar M,,(A) con
M, (G) C M, (L(H)).

Ademas L (@?:1 H) se puede identificar, de manera natural, con el conjunto de las
matrices n X n cuyas entradas son elementos de L(H), esta identificacién induce una norma
en M, (A). Con esta norma M, (A) es un algebra C* no conmutativa con unidad.

Ejemplo.

Sea A = M, (R).

Para A = [a;]};—; € M, (R), podemos escribir

Az = (annz1 + - 4 G1p&ny - oo, 1 T1 + -+ QunTy)

para x = (x1,...,2,) € R™

Sean (,) el producto interno en R"™, definido por
(7,y) =212+ + TnYn
donde z = (z1,...,2,),y = (Y1, .. .,Yn) € R" y la norma
lzlla = (2, 2))"?.
Entonces, M,,(R) es un algebra C*, con la norma

[All = sup [ Azl

[[#]l2=1
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3. Transformada de Gelfand y el calculo funcional para funciones continuas.

En esta seccion se da una breve introduccién a la teoria espectral, lo cual servird de base

en la comprension de la teoria de aplicaciones completamente positivas.
DEFINICION 1.10. Sea A un &lgebra de Banach con unidad e, el espectro de a € A es:
o4(a) ={X € C:a— Xeno es invertible}.
Para la demostracion del siguiente resultado ver [9, pag. 41].

TEOREMA 1.11. Si A es un dlgebra de Banach con unidad e y a € A, entonces o 4(a) es

un espacio de Hausdorff compacto no vacio y
oala) C{A e C: A < lafla}

OBSERVACION 1.12. Sean A un &lgebra de Banach con unidad e y a € A.
(1) a es autoadjunto si y sélo si g4(a) C R.
(2) a es unitario si y sélo si o4(a) C T.
OBSERVACION 1.13. Si A un 4lgebra de Banach con unidad y B es una subélgebra de A,
entonces

e Puede ocurrir que a € B no sea invertible en B pero si sea invertible en A. Por lo
tanto, el espectro de a depende del algebra.

e Siempre se cumple que
OA(G) C 03<a).
e Si A es un algebra C* con unidad e y B es una subdlgebra con involucién y cerrada

de A, tal que e € B, entonces
UA(a) = (TB(CL).

Ejemplos.
(i) Para A = M, (C), sea A € A entonces

oA(A)={AeC:det(A—AI)=0} ={X € C: \es un autovalor de A}.
(ii) Sea X un espacio de Hausdorff compacto no vacio y A = C(X, C), entonces
oalf) ={f(z) :z € X}

para toda f € A.
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(iii) Para A =Cy(R,C) y f € A, se tiene que

oalf) ={f(z) -z € R}.

(iv) Sea H un espacio de Hilbert complejo y A = L(H). Para T' € A tenemos que
o4(T)={X € C:T — X\ no es invertible}.

OBSERVACION 1.14. Sea A un algebra de Banach con unidad. Si A tiene dimensién
infinita puede ocurrir que A € o 4(a) y sin embargo A no sea un autovalor de a.

En efecto, sea

A= {{xn}nZI cC: Z\an < oo}

n=1
Sea ¢ : A — A, definido por ¢({z,}n>1) = {xn/n}n>1-
H
Se tiene que, ¢ es un operador inyectivo, por lo tanto el vector 0 no es un autovalor de

¢, pero por otro lado se puede probar que ¢ no es invertible, lo que implica que 0co A(P).

A diferencia de las dlgebras de Banach complejas, puede ocurrir que un elemento de un

algebra de Banach real tenga espectro vacio.

En efecto, sean A = Ms(R) y
A= 01 .
-1 0

Como A no tiene autovalores reales, entonces o 4(A) = 0.
Notar que si se toma A = M (C) entonces o 4(A) = {—1,i}.

Si A es un dlgebra C* conmutativa con unidad, definimos
My={p: A— C: ¢ es un homomorfismo unital}.

En [13| paginas 277 y 280] se prueba que M4 es un espacio de Hausdorff compacto no

vacio.

DEFINICION 1.15. Sea A es un dlgebra C* conmutativa con unidad. La transformada de

Gelfand, es la aplicacion
' A— C(My,C)

definida por

paratodoa € Ay p € My.
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El teorema de Gelfand-Naimark (ver [13| pag. 289]) establece que la transformada de
Gelfand es un isomorfismo isométrico™*.

Para el caso particular en que A = L(H), donde H es un espacio de Hilbert complejo,
esta transformada da origen a un calculo funcional, para funciones continuas, de la siguiente

manera: Si T € L(H) es normal y f € C(o(T),C), entonces
F(T) =T7Y(f o I(T)).
Ejemplo.
Dado n € N; sea f: C — C, definida por f(z) = 2",
Si T € L(H) es normal, entonces
f(T)y=1".
Para la demostracion del siguiente resultado ver [9, pag. 93].

TEOREMA 1.16. Sean 'H es un espacio de Hilbert complejo y T € L(H) normal, entonces
la aplicacion f+—— f(T) de C(o(T),C) en L(H) es un homomorfismo isométrico*. Ademds

se tiene que

4. Aplicaciones completamente positivas.

DEFINICION 1.17. Sean A un algebra C* y a € A, se dice que a es positivo si a = a* y
oa(a) C [0,00).

Se puede probar que si A un algebra C* y a € A, entonces a es positivo si y sdlo si existe
b e A tal que a = b*.b. Si a es positivos esciribiremos a > 0, con esta notacién diremos que

a < bsib— a es positivo.

PROPOSICION 1.18. Si A es un dlgebra C* con unidad e y a € A. Si a es un elemento

autoadjunto, entonces

—[lalle < a < [lale.

DEMOSTRACION.
Debemos probar que:
(1) [lalle +a =0,
(2) |lalle —a > 0.
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So6lo probaremos que ||alle + a > 0, la demostracién de la otra parte es anéloga.

Como a = a*, tenemos que o(a) C R. En virtud del Teorema [1.11 se deduce que
o(a) C{A eR: A < [lall} = [=lall, [|al],
sea f:o0(a) — R, la funcién definida por
fA) = llall + A,
se tiene que
o(llalle +a) = o(f(a)) = f(o(a)) € f([=llall, [all]) = [0,2]al]] € [0,00).
Por lo tato |lalje +a > 0. O
COROLARIO 1.19. Si A es un dalgebra C* con unidad e, entonces
0 < a*a < |al]?e,
para todo a € A.

DEMOSTRACION.
Dado a € A, sea b = a*a. Por definicién tenemos que b > 0.

Por otro lado, como b es autoadjunto, de la proposicién anterior sigue el resultado. [

OBSERVACION 1.20. Si H es un espacio de Hilbert y A, B € M,,(H) entonces

(1) A es positiva si y s6lo si ( A7, T )y > 0, para todo = € H™.
(2) A< Bsi B — A es positiva.

DEFINICION 1.21. Sean A y B dos 4lgebras C* v ¢ : A — B una aplicacién. Paran € N
definimos ¢,, : M, (A) — M,,(B) por

On ((aij)?,jzl) = (gb(aij))zj':l :

DEFINICION 1.22. Sean A y B dos élgebras C* vy ¢ : A — B una aplicacién.

Se dice que ¢ es positiva si ¢(a) es positivo para todo a en A positivo.

n
i.j=1

n

Se dice que ¢ es completamente positiva si ¢, ((a,-j) ) es positivo para todo (ay)7 -

en M, (A) positivo.

Claramente toda aplicacién completamente positiva es positiva.
A continuacién veremos un ejemplo de una aplicacion positiva que no es completamente

positiva.
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EJEMPLOS 1.23. Sea ¢ : My(C) — M;(C) definida por

es decir ¢ le asigna a cada matriz su transpuesta conjugada.

Se tiene que ¢ es positiva ya que una matriz es positiva si y sélo si su transpuesta
conjugada lo es.

Veamos que ¢ no es completamente positiva, para esto basta ver que ¢9 no es positiva.

Consideremos la siguiente matriz en My(C)

_ O O =
o O O O
o O O O
_ o O =

la cual es positiva, ya que coincide con su transpuesta conjugada y sus autovalores son A = 0
y A = 2. Sin embargo, usando la identificacién natural entre Ma(Mz(C)) y My4(C) tenemos

que

P2

_ o O
o O o O
o O o O
= o O
o o o =
o = O O
o o = O
— o O O

no es positiva, ya que uno de sus autovalores es A = —1.

PROPOSICION 1.24. Sean A y B dos dlgebras C*. Si ¢ : A — B es un homomorfismo*

entonces ¢ es completamente positiva.

DEMOSTRACION.
Sea A = (ai)ij=1 € Mn(A) positivo, entonces existe una matriz B = (bj;);’;—; € M, (A)
tal que A = B*B, por lo tanto

n

J— * .

CLZ'j— E bki'bkjv
k=1
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como @ es un homomorfismo*, se tiene que

en(A) = (play));

k=1 ij=1
= (> w(bii)-w(bm)>
k=1 7,7=1

©
—~
S
I
S,
—
*
S
—~
S
o
<
N~—
SN——
s 3
<
I

de lo cual se deduce que ¢, (A) = D*.D donde D = (¢(b;;)); ._, € M,(B).

ij=1
Luego ¢ es completamente positiva.

O

Como consecuencia del Teorema 1.16 y la Proposicion [1.24/se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 1.25. Sean H un espacio de Hilbert y U € L(H) unitario. Entonces la
aplicacion lineal ® : C(T) — L(H), dada por

o(f) = f(U)  para f €C(T),

es completamente positiva.

PROPOSICION 1.26. Sean A un dlgebra C*, H y F dos espacios de Hilbert, J: H — F
un operador acotado y ¢ : A — L(F) un homomorfismo unital®. Entonces la aplicacion
¢: A— L(H) definida por ¢(a) = J*p(a)J es completamente positiva.

DEMOSTRACION.
Sea A = (ay)i ;=1 € Myu(A) positivo, por lo tanto existe B = (b;;)7';=; € M, (A) tal que
A = B*B, de manera que

n

J— * .

CLZ'j— E bki'bkjv
k=1
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como @ es un homomorfismo*, tenemos que

Pn(A) = (6(ai;));

k=1 i,j=1
= (> T (o))" -@(%)J)

k=1 i,j=1
= [p(bri)J]" -@(bm)J>

k=1 ij=1

I
—~
S
—
S
=
SN—
&~

*
SN—
3

ig=1" (Sp(bij)‘])z‘jzl
= ()] - el D7y

de aqui se obtiene que ¢,(A) = D*.D donde D = (p(b;)J); ,_; -
Falta ver que D € M, (L(H)). Para esto, basta probar que p(a)J € L(H) para todo
a € A. Como ¢ es un homomorfismo unital*, entonces ||¢|| = ||¢(ea)| = 1, lo que implica

que

llp(a)Jh|| < ||J]|||k|| para todo h € H.

O

Sea ‘H un espacio de Hilbert. En general un teorema de dilataciéon es un resultado que
caracteriza alguna clase de aplicaciones en L(H) como compresiones a H de aplicaciones en
L(F) con mejores propiedades, donde § es un espacio de Hilbert que contiene a H.

Uno de los teoremas de dilatacion mas generales es el teorema de representacion de
Stinespring el cual caracteriza las aplicaciones completamente positivas de un algebra C* en
L(H) como compresiones de homomorfismos*.

Segiin el teorema de representacién de Stinespring (ver [15],[12]) toda aplicacién com-
pletamente positiva es de la forma senalada en la Proposicion 1.26, mas precisamente se

tiene.
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TEOREMA 1.27 (Stinespring [15]). Sean H un espacio de Hilbert, A un dlgebra C* con

unidad eq y ¢ : A — L(H) una aplicacion completamente positiva. Entonces existe un

espacio de Hilbert §, un homomorfismo unital®* ¢ : A — L(§) y un operador acotado

J:H —F con ||¢leq)]] = || J]|* tal que ¢p(a) = J*p(a)J para todo a € A.

DEMOSTRACION.

Consideremos el producto tensorial A® H. Para a,b € Ay x,y € H definamos la funcién

simétrica bilineal (,) 447 en este espacio por

<a ® r,b® y>A®H = <¢<b*a)xay>H7

donde () es el producto interno en H.

Veamos que la funcién (, ) g2 €s positiva. Sin € Nyxqy, 29, ... ,2, € Hy aj,as,...

A, se tiene que

n

<Zaj®xj,zai® $z> :Z<aj®$j7ai® 91?i>A®H
j=1 i=1

Agr LIl

= <¢n [(azaj)?,jzl} ) > )

por otro lado, tenemos que la matriz A = (aja;)7;—; € M, (A) es positiva, ya que A =

donde
al 0/2 ... a/n
1 ai az -+ Gy
B = . . . )
Vn : s
CL]_ a2 .. an

ademas, como ¢ es completamente positiva

Ty xq
i) i)

<¢n [(a:aj)ZjZJ : , : > >0,
Lp, Tn

, Qp €

B*B



4. APLICACIONES COMPLETAMENTE POSITIVAS. 17

de aqui se sigue que

<iaj X xj,iai@) l’l> 2 0,
j=1 i=1

sin embargo la forma bilineal definida anteriormente puede ser degenerada. Hagamos la

completaciéon para obtener un espacio con producto interno, sea
N={uc A®H: (u,u) =0},

como

[, 0) 2 < (U, u) aen-(v,0) 401 para todo u,v € AQH,

entonces

N={ue A H : {u,v) =0 para todo v € A® H},

de lo anterior se deduce que N es un subespacio de A ® H. Por lo tanto (,)4g induce un

producto interno en el espacio A ® H/N de la siguiente manera,
(u4+N,v+N)agr/n = (U, V) agn para u,v € A® H.

Sea § la completacion a espacios de Hilbert del espacio con producto interno A ® H/N.
Para a € A, sea pi(a) : A® H — A® H el operador lineal definido por

n

n
ng((Z) (Z a; @ QTZ) = Z(aai) &® X,
i=1 i=1
donde n € N;xy,29,... ,2, € Hy ay,as,...,a, € A. Veamos que p;(a) deja invariante a
N, para esto veamos primero que sin € N;z1,2o,... ,2, € Hy ay,as,... ,a, € A, entonces
(aja*aa;)} ;- = (al B)*al B,
a; Qg - Qp,

al a2 PR an

donde I es la matriz identidad en M,,(A) y B = \/Lﬁ

al az DY an
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En efecto
aja* aja* --- aja* aa, ads - aan,
1| asa* asa™ --- aza” aay aaz -+ QG
(aIB)*(alB) = —
n
aya* aya* - ara’ aa, aas - adn,
n * ok n * ok n * ok
dok—@iataar Yo ajataay - Yo ajataay
n * ok n * ok n * ok
1| Xkoiasa’aar o jajatany oo Y azataan
n * ok n * ok n * ok
Doh1 Opataay Y i anataay - Yo apataa
ko ok k ok k k
aja*aa; aja*aay --- aja*aa,
* ok * ok * ok
| @ataay azataay .- azataay
ko ok ko %k * ok
aya*aa, a,a*aay --- a,a*aa,
_ * ok n
= (aja aa’j)i,j:lv

ademds, por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal (ver [4, Teorema 62.1]) existe un espacio
de Hilbert G tal que A se puede identificar con una subdlgebra C* de L(G).
Siyr, Yo, ..., Yn € G entonces

Y1 Y1 Y1 Y1

@ByarB| |, | " _larB| " | arB| ”
Yn o | g Un o | g

hn n

— (| 4uB Y2 B Y2

Un Un

gn
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En virtud del Corolario 1.19 se tiene que a*a < |a||%e.4. Por lo tanto

Y1 Y1 Y1 Y1
<a*aB yf B yf > §||a||f4<B*B yf , yf >
Un Un 1 gn Un Un 1 gn
hn Y1
=nw&<wmm;ﬂ N >
Yn Yn

De lo anterior se obtiene que (aja*aa;)};_, < |lall%(a;a;)};—;. Ademés ¢ es completamente

positiva, por lo tanto

,L'7j

<901(a) <Z a; ® 95;') yp1(a) (Z a; ® :zc,>> = ((agy) ® @5, (aa;) ® ;) aen
i=1 i=1 A@H

= Z (p(aja*aa;) z;,xi)n

ij=1
a1 T
X2 T2
= <¢n [(az{a*aaj)zrszl} ) >
T Tn
T s}
) i)
snw1<%uﬁ%mFJ S
T Tn

n

= llall% > (lagay)zs, x:),,
ij=1

n

= llallZ D (a5 @ 3,00 ® ) g

ij=1

= ||a||?4<Zaj ® xj’zai ® $z> :
AsH

j=1 i=1
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De lo cual obtenemos que
(1.1)

<s01(a) (Zaj ® my-) ,1(a) (Z a; ® x)> < ||a||?4<zaj ® 15, ) a;® x> .
ARH AQH

j=1 i=1 j=1 =1

De la inecuacién anterior se obtiene qge si b ® y € N entonces

(p1(a)(b® ¥),01(a)(b® Y))asn < [la|Z(b® y,b @ y)asn =0,

lo que implica que ¢1(a)(b ® y) € N, de aqui se sigue que ¢1(a) deja invariante a . Por
lo tanto 1 (a) permite definir un operador lineal p(a) en A ® H/N de la siguiente manera,

¢(a) : AQH/N — A® H/N lo definimos por

pla) (6@ z+c® y) = ¢i(a) (0@ 2) + ¢1(a) (c® y)

donde b@ r € AQH y c® y € N. De la ecuacién (1.1) se tiene que ¢(a) es acotado y
le(a)]] < |lal|. Por lo tanto, ¢(a) se puede extender a A® H/N = §, dicha extensién la
seguiremos llamando ¢(a).

Sea ¢ : A — L(gF), la aplicacién definida por
vla)(c®@ z+d® y) = (ac) @ x + (ad) ® vy,

dondea e A, c® x € AQH yd® y € N. p es un homomorfismo unital*, es decir, si

a,b € A entonces

(1) ¢la+b) = ¢(a) + ¢(b)

(2) p(ab) = p(a)p(b)

(3) ¢(ea) = I (operador identidad)
(4) o)) = pla).

Sélo probaremos (3) y (4). Sean c® x € AQHy d® y € N, entonces

pled)c@rz+d y)=(eqac) @ z+ (ead) @ y=cR z+dR vy,
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lo que implica que p(e4) = I (agn/n) = L1z Por otro lado, si ¢; ® 21,2 ® 22 € AQH y
di ® y1,dy ® 1o € N, se tiene que

(pla)(c1® x1+di ® y1),¢2 @ Ta+do @ Y2) gapy/n

)

1 ® 21, (a"C2) ® T2) 4o
¢ ® 21 +di ® Y1, (a"c2) ® T2+ (a7d2) @ Ya) qgpe
1@ x+d @ y,p(a)(c2® vy +dy ® y2)>A®H//\/’

de lo cual obtenemos que
[p(a)]" (2 ® T2 +dy ® y2) = p(a™)(c2 ®@ T2+ d2 ® yo)

y como el espacio A ® H/N es denso en § se sigue que [p(a)]* = ¢(a*).
Sea J : H — § el operador definido por

Jr=ea® z+ N
Veamos que J es acotado y que ||J||* = ||¢(e4)]]. En efecto

171* = sup 12 e/

[lzll=

= sup (ea® x4+ N,ea ® z+N) aem/n
[l2]]=1

= sup (e4® T, e4 ® T)aan
flz||=1

— HSI||1£)1< ¢(6Z€A)l‘, 5L'>H

= HSlnl_pl( Plea), )n

= [lo(ea)ll
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Para finalizar, dado a € A se tiene que si x,y € H entonces

(J p(a)Jz,y)n = (pla)Jz, Jy) agr/nv
pla)ea® v+ N),ea® y+N)agr/n
p1(a)(ea ® x) +p1(N),ea @ y +N)agrn/nv

{
{
{
(a® z+N,esa® y+N)aem/n
{
(
{

a® T,eq® Y)Aon

pleaa), y)n

¢(a), ).

De lo cual se deduce que
¢(a) = J*p(a)J paratodo a€ A
O

OBSERVACION 1.28. En el teorema anterior como ¢ es un homomorfismo unital, entonces
dlea) = J*J.

Luego, si ¢ es unital se obtiene que J es una isometria y por lo tanto, J : H — J(H)
es un isomorfismo isométrico y como J(H) C §, podemos identificar H con el subespacio

cerrado J(H). Con esta identificacién, tenemos que
J*=Pg,
de donde,
d(a) = Pip(a)ly

para todo a € A.

DEFINICION 1.29. Sea A un algebra C* y S un subconjunto de A, se define
S*={acA:a" € S}.

Se dice que S es autoadjunto si S = S*.
Si ademas A tiene unidad, se dice que S C A es un sistema operador, si S es autoadjunto

y contiene la unidad de A.
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El teorema de extensién de Arveson (ver [3],[12]) se enunciard en detalle y establece
que, bajo ciertas condiciones, una aplicacién completamente positiva definida en un sistema

operador, se puede extender a una aplicacion completamente positiva en toda el dlgebra.

TEOREMA 1.30 (Arveson [3]). Sean A un dlgebras C* con unidad, H un espacio de Hilbert
y S C A un sistema operador. Si ¢ : S — L(H) es una aplicacion completamente positiva,

entonces existe una aplicacion completamente positiva
¢:A— L(H)

que extiende a ¢.



CAPITULO 2

Representaciones unitarias y familias multiplicativas de isometrias

parciales.

En este capitulo introduciremos los conceptos de representaciones unitarias y familias
multiplicativas de isometrias. También daremos algunos lemas que serviran de ayuda para
poder probar el resultado principal de este trabajo, el cual se encuentra plasmado en el
Capitulo 3.

En lo que sigue supondremos que 2 = R6Q.

1. Representaciones unitarias.

DEFINICION 2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una representacion de Q en L(H) es una

aplicacién U : Q@ — L(H), que satisface:

() Uyytws = Uy Uy, para todo wy,ws € .
(b) Up = In.

Se dice que la representacion es unitaria si U, es un operador unitario para todo w € €.

En este caso,

U: =U_, para todo w € (2.

PROPOSICION 2.2. Sea ¢ : Cp(R,C) — L(H) un homomorfismo unital*. Para t € €,
sea e; el elemento de Cy(R, C) definido por ei(x) = e® y sea U, € L(H) definido por

Ut = @(6,5),
entonces (Ut)teg es una representacion unitaria.

DEMOSTRACION.

Como ¢ es un homomorfismo unital*, se tiene que

(i) Uo = ¢(eo) = I

24
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(ii) Sis,t € Q tenemos que

Uprs = ¢ (€145)

~—

= (eses
=@ (er) p(es)
= UtUS

(iii) Sit € €, entonces

Ul = [ple)]" = wle”) = wle—r) = Uy

De (i),(ii) y (iii) obtenemos que (U;);cq es una representacién unitaria. O

DEFINICION 2.3. Sean ‘H un espacio de Hilbert y (U, ),ecq una representacién de 2 en
L(H), se dice que (Uy,)weq es:
(a) Fuertemente continua si, para cada h € H, la aplicaciéon w — U,h de 2 en H es
continua.
(b) Débilmente continua si, para cada h,h’ € H, la aplicacion w —— (U,h, h')y de Q
en C es continua.
(¢) Uniformemente fuertemente continua si, para cada h € 'H, la aplicacién w —— U,h

de Q en H uniformemente continua.

Ejemplo.

Sea A € L(H) autoadjunto.

Para t € R sea U; = ¢4, Entonces (Uy);cr es una representaciéon unitaria de R en L(H),
fuertemente continua en 0.

Si la representacion es unitaria, las definiciones anteriores son equivalentes, tal como lo

indica el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.4. Sean H un espacio de Hilbert y (U,).eq una representacion unitaria

de Q en L(H). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (Uy)weq es débilmente continua en 0.
(b) (U)

(¢) (Uy)wea es fuertemente continua.
(d) (Uo)

U,)weq es fuertemente continua en 0.

U,)weq €s uniformemente fuertemente continua.

DEMOSTRACION.

Como la representacién (U, )weq €s unitaria se tiene que ||U, || = 1 para todo w € €.
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(a) = ()

El resultado es consecuencia de la siguiente desigualdad,
|U.h — b7, < 2||hlj3, — 2Re({U,h, h)y) (h € H,w € Q),

(b) = (c)
Seane >0, wyp € Qy heH.
Por (b), existe § > 0 tal que siy € Qy || < 0, se tiene que

U7 — Ry < e.

Luego, si w € ) es tal que |w — wp| < 0, entonces

[Ush = Usyhllre = Uy (Uis—aro o = h) I3
< U 1 Uao e = Bl
= ||Up—woh — b3 < €.

()= (d)

Seane >0y h € H.
Por (c), existe § > 0 tal que si vy € Qy |y| <, entonces

|Uyh — hly <e.
Luego si w,w’ € €2 son tales que |w — w'| < 6, entonces
|Ush = Usrbllze = U (Uss—er b = ) |14
S NUu U mar e = Rl
= ||Up—wh — hlly < e.

(d)=(a)
Dados h, h' € H, la aplicacién w —— U,h es uniformemente continua en €2, por lo tanto

es continua en 0.
Luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se deduce que la aplicacién w — (U,h, h')x
0

es continua en 0.
2. Familias multiplicativas de isometrias parciales.
En lo que sigue, supondremos que a > 0y A = [0,a) N €.

DEFINICION 2.5. Sea H un espacio de Hilbert. Una familia multiplicativa de isometrias

parciales en H es una familia (T3, Hy),c A » tal que:
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a) Para cada t € A, H; es un subespacio de H y Hy = H.

b) Para cada t € A, T; : H; — H es una isometria lineal y Ty = I.
)
)

(
(
(c) Ht CHssit,se Ay s<t.

(d) Sit,se Ay s+te A, entonces

THet C Hy vy Tsith =T,T;h para todo h € Heyy.

La familia (T}, H;),c o €s fuertemente continua, si para cada s € Ay h € H,, la aplicaciéon

t —— Tih, de [0,s] a H es continua.

OBSERVACION 2.6. La familia (T}, Hy),c 5 » se puede extender a una familia de isometrias

parciales (T3, Hy),ca_a » de la siguiente manera:
T, =T si —teA.

DEFINICION 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y (T3, Hy), o una familia de isometrias
parciales en ‘H. Un subespacio generador de la familia (7}, H;), o es un subespacio N de H

tal que:

(a)
N c () H.

teA
(b)

H, = \/ TN para todo s € A.
teAN(A—s)

PROPOSICION 2.8. Sean M un espacio de Hilbert y (Ti, Hy)yeqrio.a una familia multi-

plicativa de isometrias parciales en H con subespacio generador N.

Sea
K:Qn(—a,a) — L(N),

definida por
K(t) = P3Ti|n, si t €QnJ0,a)

Y

K(t) = (K(~t))", si t € QN (—a,0].

Sis,t € QN0,a) yx,y € N entonces

(s — 1),y = (T, Ty
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DEMOSTRACION.
Sean s,t € QN 0,a).
Si s > t, entonces

(K(s —t)x,y)y = <PX}CTS,t:U,y>N = (T, Tyy)y, -

Si s < t, entonces

LEMA 2.9. Sean H un espacio de Hilbert y (T}, M) eqn

28

U

0,a) UNA familia multiplicativa de

isometrias parciales en H con subespacio generador N'. Sea S el sistema operador en Cy(R, C)

dado por los elementos de la forma:

N
pl) =Y be™* (N eN,b €C,ap € QN (—a,a)).
k=0

FEntonces, la aplicacion L : S — L(N), definida por

L(p) =) bK(ax)

es completamente positiva.

DEMOSTRACION.
Sean n € Ny [pyl, ., € M,(S5) una matriz positiva.
Para cada s,5 = 1,...,n, se tiene que

N
sj)_ial*Pg
pyz) = bpPeie’e,
k=0

donde N € N, b,(fj) € C,oz,(fj) € QnN(—a,a).

Sea

1 sJ sJ
d=min{q:q> = y qes un miltiplo comtin de los denominadores de a7 (s
a

e, QN
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(s4) (s7)

Para cada s,j = 1,...,n existen enteros no negativos v, ..., 5"~ tales que
A (s9)
oz,(;]) = %“T, para k =0,..., N.
Sean

psj: T —C (s,j=1,....n,k=0,...,N.),

definidos por

~ s5) ()

OEDPUSEL

k=0
Tenemos que
Psj(e'd) = py(@),

por lo tanto [@}]Zj:l es una matriz positiva en M,,(C (T)), ya que [psj]gjzl es una matriz

positiva en M,,(S). Por otro lado
N . .
Llpy) = 307 K(0”)
k=0

N
= P]\/—{ Z bl(:])Ta,(:j) |/\/

§—0
N (s)
H N
- RS
§—0

Sean § un espacio de Hilbert que contiene a H y U : § — § una extension unitaria de

T, |n. Por lo tanto

N

o) o (59)

Llpy) = P60
k=0

N

N .
= AEEY
k=0
= P¥py;(U)
= P5®(py)),

donde ® es la funcién definida en el Corolario 1.25. Como ® es completamente positiva y

[Psil; ;—; es una matriz positiva en M, (C(T)) obtenemos que

@ ([5]0,1) = 1@ Goi)]2 s
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es una matriz positiva en M, (L(F)). Ademas,
Lo (Ip)lyms) = £ @)
= [P 3]},
= R[® (Ps)]{ -1 »

donde
Py 0 0
0 P¥ 0
0 0 Py
luego

Ly, ((psj)g,jzl)
es una matriz positiva en M, (L(N)).

De donde L es completamente positiva.

30
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DEFINICION 2.10. Sean H un espacio de Hilbert y (T}, H;),., una familia multiplicativa

de isometrias parciales en H con subespacio generador N. Una extension unitaria de la

familia (73, H¢),co €s una representacion unitaria (Up)ico C L(§), tal que § contiene a H

como subespacio cerrado y
T = Uily, paratodo t € A.

Si se pide la condicién

F=\UN,
teQ
entonces se dice que la extensién unitaria es minimal.



CAP{TULO 3

Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometrias

parciales.

A continuacién se prueba que toda familia multiplicativa de isometrias parciales, con

subespacio generador y pardmetro en QN [0,a), posee una extensién unitaria.

TEOREMA 3.1. Sean 'H un espacio de Hilbert y (T3, Ht)te@m[o,a) una familia multiplicativa
de isometrias parciales en H con subespacio generador N'. Entonces existe un espacio de

Hilbert § que contiene a H como subespacio cerrado y una representacion unitaria (Uy)icg
de Q en L(F) tal que
Ti = Uiln, para todo t € QN [0,a).

DEMOSTRACION.
Sea L la aplicacién del Lema 2.9.

Por el teorema de extension de Arveson existe una aplicacién completamente positiva
L:Cy(R,C) — L(N)

que extiende a L.
Por el teorema de representaciéon de Stinespring existen un espacio de Hilbert §, un

homomorfismo unital* ¢ : Cy(R,C) — L(F) y un operador acotado J : N' — F tal que
L(f)=J¢(f)J paratoda f € CyR,C).
Para t € Q, sea ¢; el elemento de Cp(R, C) definido por
er(z) = e,

La funcién ey, es el elemento neutro de Cy(R, C).

Por lo tanto
J*J = J*oleg)J = L(eg) = K(0) = PEIn|y = Ly

De manera que, J es una isometria y en virtud de la observacién 1.28, se tiene que

L(f) = PRe(f)lx
para toda f € Cy(R, C).

31
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Sea (Ut)ieq, la familia de operadores definida por
Ui = p(er).
Por la Proposicién 2.2] se tiene que (Up)ieq €s una representacion unitaria. Ademds, para
t € QN (—a,a) tenemos que
K(t) = L(e) = P/\&/Utw.
SiteQnN[0,a), se tiene que
(3.1) PYT|y = PYEU -

Sea

v\ TN —3F,
~eQN[0,a)
la aplicaciéon definida por

Y(Tyh+ - + T, hy) =Uy Jhy + -+« + U, Jhy,

donde v, ...,7, € QN [0,a) y hy,....;h, € N.
De la Proposicién 2.8 y de la ecuacién 3.1, para vy, ....,7, € QN[0,a) y hy,...,h, € N,

se obtiene que

||¢(T71h1+"' +T’7nh )Hg ||UW1‘]h1+ +Uvn<]hn||§
= <Z U%JhS,ZUWth>
s=1 j=1 3

= > (UsJh Uy, Thy)

s.4=1

= Z < J*U’YS*'YJ' Jhs’ h]>/\/

s,7=1

—Z — )hss hj)

s,7=1

=D (Tuhs, Tyhy)y,

s,4=1

= HTmhl +o + T'ynhnHi[ .
Por lo tanto, H puede ser identificado con un subespacio de §, ya que

H= \/ TN

v€QN[0,a)
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De la ecuacién 3.1 se deduce que
(3.2) T,h =U,h paratodoy € QnNI0,a) y heN.
Veamos que
T, = Uiy, paratodo t€QnNJ0,a).
Seant € QN [0,a) y h € H,.

Como

~+€QN[0,a—t)
existen vy,...,7% € QN[0,a —1t) y hy,...,h, € N, tales que

h=1T,h+-- +T, hy.
De la ecuacién 3.2 se obtiene que

Tih =T(Ty,ha + -+ + T, hy)
=Thiypha + - + Doy,
= Ui + -+ + Uty
=U(Uy b1 +--- + U, hy)
=Ul(Ty b1+ - + T, hy)
= Uih.

O

OBSERVACION 3.2. Es importante destacar que en el Teorema 3.1 no es necesario suponer

la continuidad fuerte de la familia multiplicativa de isometrias parciales.

LEMA 3.3. Sean 'H un espacio de Hilbert y (T, Hy)iconjo,e) una familia multiplicativa de
isometrias parciales fuertemente continua, con subespacio generador N, que posee extension
unitaria.

St (Up)ieq C L(F) es una extension unitaria minimal de (Ty, Hy)ieqno,a), entonces (Up)ieg

es fuertemente continua.

DEMOSTRACION.

La prueba se hard en tres pasos.

Paso 1: Para cada h € N la aplicaciéon t — Uyh es continua en QN [0,a).

El resultado sigue de que la familia (7}, H)icqnjo,e) €s fuertemente continua y (Uy)ieq es

una extensién unitaria de la misma.
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Paso 2: Para cada h € N la aplicacién t — U,h es continua en Q.
Seat € Q.

Supongamos que t > 0, entonces existe un entero no negativo k tal que
t€Qn [ka, (k+1)a),

por lo tanto
Uih = UoU_oh.
El resultado sigue del Paso 1.

El caso t < 0 es analogo.

Paso 3: Para cada h € § la aplicacion t — U,h es continua en Q.

Como la representacién (Uy)ieq es minimal, entonces
=\ UN.
teQ
Dados h € §y t € Q, existen hy,...,h, e N y ti,...,t, € Q, tales que

h=U,hy+ -+ U, hy,

por lo tanto
Uh = Uy, + -+ + Upgg, o
El resultado sigue del Paso 2. O

COROLARIO 3.4. Sean 'H un espacio de Hilbert y (T}, Hy)ic j0,a) una familia multiplicativa
de isometrias parciales fuertemente continua, con subespacio generador N'. Si (Ty, Ht)ican(o,q)
posee una extension unitaria, entonces (Ty, Hy)ie 0,a) Posee una extension unitaria, fuerte-

mente continua.

DEMOSTRACION.

En virtud del Lema anterior, sea (V;)ieqg C L(§F) una representacién unitaria fuertemente
continua que extiende a (T3, Hi)teon(oa)-

Como (V})ieq es una representacién unitaria fuertemente continua, entonces es uniforme-
mente fuertemente continua.

Luego, para cada h € §, la aplicacién t — V;h de Q en § es uniformemente continua.

Por lo tanto, existe una tnica aplicacion continua t — U;h de R en §, tal que

Uh = Vih
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paratodot € Qy h € §.

Por otro lado, si t € R, existe una sucesién {t,},>1 C Q, tal que

lim t, =t.
De donde,
(3.3) Uh = lim V, h,

para todo h € §.

Se puede probar que (Uy;)ier es una representacion unitaria de R en L(F), fuertemente
continua.

Veamos que (Uy);er extiende a (T}, Hy)ie 0,0)-

En efecto, sit € [0,a) existe una sucesiéon {t,},>1 C QN [0,a) tal que

lim ¢, =t.
Dado h € 'H;, se tiene que
Vi,h =T, h.

Ademas, como (T, H¢)ieqnpo,a) €s fuertemente continua, tenemos que
lim T;, h = Th.
n——-:ao<0
Luego, de la ecuacion 3.3, se tiene que

T,h = Uh

El siguiente teorema es una extension a R del Teorema 3.1.

TEOREMA 3.5. Sean H un espacio de Hilbert y (Tt,Ht)te[D a) UNG familia multiplicativa
de isometrias parciales en H fuertemente continua, con subespacio generador N'. Entonces
existe un espacio de Hilbert § que contiene a ’H como subespacio cerrado y una representacion

unitaria (Up)ier C L(F), fuertemente continua, tal que
Ty = Uiln, para todo t € [0,a).

DEMOSTRACION.
Por el Teorema [3.1, la familia (73, Ht)te@m[o q)» Dosee una extension unitaria.

Luego el resultado sigue del Corolario 3.4.



CAPITULO 4

Extensién de funciones definidas positivas en un intervalo.

En este capitulo como aplicaciéon del Teorema 3.1, se dard una prueba de la versién a
valores operadores del teorema de extensién de Krein [11], dada por Gorbachuck [10].

En lo que sigue supondremos que a >0y T = QN (—a,a).

DEFINICION 4.1. Sean D C € y H un espacio de Hilbert. Se dice que una funcién
K:D — L(H) es definida positiva si:

z,yed

para toda funcién h : D — H con soporte finito y tal que

soporte(h) — soporte(h) C D.

PROPOSICION 4.2. Sean H y § dos espacios de Hilbert y sea J : H — § un operador
acotado. Supdngase (Up)ieq C L(§) es una representacion unitaria, entonces la funcion
F:Q — L(H), definida por

F(t)=JUJ

es definida positiva.

DEMOSTRACION.

Sea h : ) — H una funcién con soporte finito. Supongamos que
soporte(h) = {t1,ta, ..., tn},

tenemos que

36
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29eQ) x,ye{t1,ta, .., tn}

= 3 (Bl — (), )
s,j=1

= Z <J*Uts—tj<]h(ts)’h(tj)>g
s,j=1

= Z <UtSJh<ts)7UtJJh(tJ)>g
s,j=1

Jh()| =o.
5

DEFINICION 4.3. Sea f : Q0 — C una funcién, se dice que f es definida positiva si:

Zf x; — x;)cic; >0

2,7=1

para todo nuimero natural n, x1,...,x, € Q, ¢1,...,¢c, € C.

LEMA 4.4. Sea H un espacio de Hilbert. Si la funcion F : Y — L(H) es definida
positiva y h € H, entonces la funcion Fy, : T — C definida por

Fi(t) = (E()h, h)a
es definida positiva.

DEMOSTRACION.

Sean n un entero positivo, c¢1,...,¢, € Cy t1,...,t, € Q tales que
ti—t; €T para 4,5=1,...,n
Sea p: ) — H, la funcién definida por

Cih sit= ti
p(t) = {

0 en otro caso.

Claramente soporte(p) es finito y soporte(p) — soporte(p) C Y.

Luego, como F' es definida positiva, tenemos que
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n

Z Fi(t; — tj)eic; = Z (F(t; — t;)h, h)neic;

= D _(F (= 1)p(t), p(ts))
= S (Fla - y)pl(). p(y))r = 0
z,y€e)

Para la demostracién del siguiente lema ver ([7],Teorema 1.30 y Corolario 1.31.)

LEMA 4.5. Sea f : Q — C una funcion definida positiva. Si f es continua en 0, entonces

f es continua en €.

COROLARIO 4.6. Sean H un espacio de Hilbert y F : T — L(H) una funcidn definida

positiva. Si F' es débilmente continua en 0, entonces F' es débilmente continua en €.

DEMOSTRACION.

Por el Lema 4.4, tenemos que para cada h € H la funcion F}j, : T — C definida por
Fu(t) = (F(t)h, h)y

es definida positiva.
Como F' es débilmente continua en 0, entonces Fj, es continua en 0, para cada h € H.
Luego, por el Lema 4.5/ se tiene que F}, es continua en €2, para cada h € H.

De la férmula de polarizacién se obtiene la continuidad débil de F' en todo €2. O

El siguiente resultado es una aplicacién del Teorema 3.1.

TEOREMA 4.7. Sea 'H un espacio de Hilbert. Si KC: QN (—a,a) — L(H) es una funcion

definida positiva entonces

(a) K tiene una extension definida positiva a todo Q
(b) Si IC es débilmente continua, entonces toda extension a Q definida positiva de K es

débilmente continua.

DEMOSTRACION.

(a) Sea M el espacio vectorial definido por

M={f:QnN [0,a) — H : soporte de f es finito}.
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Para f,g € M se define
(Lom= > (K@=y)f(z),90)n
z,y€QN[0,a)
Como K es definida positiva, entonces (, ) o es una forma sesquilineal no-negativa en M.

Sea & el espacio de Hilbert obtenido completando M después de tomar el cociente natural.
Parat € QN [0,a), sea

M, ={f € M :soporte(f) CQnN [0,a —t)}

y para f € M, sea

o) = 0 si zeQn [0,%)

(1if)(@) { flx—=1t) sizeQn [t a).

Luego,

ITifllm = sup [[(Tef) (@)l = sup [f(x—=t)lln="sup [[(f(»)llx = [Ifllre

QN [0,a) z€QN [t,a) yeQN[0,a)
De donde, T} : M; — M es un operador isométrico.
Sea &, la clausura de M; en &.

Por lo tanto T; puede extenderse a un operador isométrico de & a £, que también deno-

taremos por T;.

Por otro lado, se tiene que (Tt,é’t)te@m[o q) €8 una familia multiplicativa de isometrias

parciales en £.

En efecto,

(1) Sit € QNJo,a), es claro que & es un subespacio de £ y
Es=My=M=E¢.

(2) Es claro que T} : & — & es una isometria lineal y Ty = I¢.
(3) Sit,s € QN[0,a) y s < t, entonces

QN0,a—t)CcQnNI0,a— s).
Por lo tanto,
E =M, C M, =E&,.
(4) Sit,s,t+s€QnJ0,a), entonces si f € &, tenemos que
soporte(f) CQN[0,a —t —s).

Es decir, f(z) # 0 para todo x € QN [0,a —t — s).
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De donde, f(z —t) # 0 para todo x € QN [t,a — s).
Luego,

soporte(T;f) C QN [0,a — s).

Por otro lado,

(LT f)(z) = (T f)(x — 5) = f(x — s = 1) = (Tsye) ().

Para t; € Q, sea d;, la funcién definida por

1 sit=t
6t0(t>_{ °

o en otro caso.

Sean he Hyte QnNJ0,a), se tiene que hd; es un elemento de M.

Ademas, si [hd;] denota la clase de equivalencia de hé; en £, entonces [hdy] € &; para todo
teQnl0,a)y
Tilhdo] = [hdi).
Sea N la clausura de la variedad lineal {[hdy] : h € H}.

Veamos que N es un subespacio generador para la familia (77, gt)te@ﬂ[o,a) )

En efecto,

(1) Como [hdy] € & para todo t € QN [0,a), entonces

Nc '\ &

teQN[0,a)

(2) Sea s € QN 0,a).

fe \/ TN <= [ ="T,[hdo] + -+ Ty, [hndo] donde t, € QN [0,a — s)yhy € N

teQNlo,a—s)
< f=1[hdy]+ -+ [h.d;,] donde t, € QN [0,a — 8)yhr, € N
= feM,=¢,.

Por el Teorema 3.1, existe un espacio de Hilbert § que contiene a £ como subespacio

cerrado y una representacion unitaria (U;)eq C L(F), tal que
T, =Uye, paratodo t € QnN [o,a).

Sean t,t' € QN (—a,a) y h,h' € H, entonces
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</C(t _ t/)h, h’) = < [hét] [hldt’p
= (Ty[hdo), Tw M o)) ¢
= (U [hdo], Up[W dol) 5
=

Up—v[hdo], [Id0]) 5 -
Sea J : H — §, el operador lineal definido por Jh = [hdy], por lo tanto
1IR3 = (6], [W5ul) 5 = (K(O) . By < 1KC(O) g 111
Por lo tanto, J es un operador lineal acotado y para t € QN (—a,a)
K(t) = J U
Sea F': Q — L(H) la funcién definida por
F(t) = JU.

El resultado sigue de la Proposicion 4.2.

(b) Sea F': Q — L(H) una extensién de K definida positiva.
Como K es débilmente continua, entonces F' es débilmente continua en 0.

Luego, por el Corolario 4.6, F' es débilmente continua. 0

A continuacién vamos a dar una demostracién de un resultado de Gorbachuck (ver [10]),
que establece que toda funcién definida positiva y débilmente continua en un intervalo
simétrico, puede ser extendida a una funcién definida positiva y débilmente continua en

el conjunto de los niimeros reales.

TEOREMA 4.8. Sea H un espacio de Hilbert. Si K : (—a,a) — L(H) es una funcion
definida positiva y débilmente continua entonces existe una funcion, F : R — L(H) definida

positiva y débilmente continua que extiende a K.

DEMOSTRACION.
Sea K:l = K|Qﬁ(—a,a)-
Por Teorema 4.7, tenemos que existe una funcién Fy : Q — L(H) definida positiva y

débilmente continua, tal que
ICl = F1|Qﬁ (—a,a)-

Como F) es débilmente continua, entonces es uniformemente débilmente continua.
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Por lo tanto, para cada h,h’ € H, la aplicacién
t —— (Fi(t)h,h')y de Q en C

es uniformemente continua.
Para cada h,h’ € H, existe una tinica aplicacién continua t — ( F'(t)h, h')s; de R en C,
tal que
F(t) = Fi(t)
para todo t € Q.
Por definicién, se tiene que F' es débilmente continua.

Ademés si t € R, existe una sucesién {t,},>1 C Q, tal que

lim t, =t.

n—auoo

De donde,
F(t)h = n@m Fi(t,)h,
para todo h € 'H.
Por lo tanto F' es definida positiva.
Veamos que F extiende a K.

En efecto, Sea t € (—a, a) entonces existe una sucesién {t, },>1 C QN (—a, a) tal que

lim t, =t.

n——aoo

Luego,

(F(t)h, 1), :< lfm Fi(t,)h, h’>H

Lo que implica que,
F|(_a7a) = K.
O

OBSERVACION 4.9. La demostracién del Teorema 4.8 se puede obtener directamente del

Teorema 3.5, procediendo de manera anéloga a la demostracién del Teorema 4.7.
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