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a la Virgen Maŕıa por su protección y amor hacia nosotros.

Mi sincero agradecimiento al Profesor Ramón Bruzual por haberme asesorado durante la

ejecución de éste trabajo.
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Introducción

El objetivo principal de éste Trabajo Especial de Grado es comprender y desarrollar el

art́ıculo “A Müntz-Szász theorem for C(D)” de Tavan Trent, en el cual se prueba una versión

bidimensional del teorema de Müntz-Szász.

Para lograr el objetivo mencionado se hará un repaso de la parte correspondiente a los

teoremas de Weierstrass y Stone-Weierstrass estudiados en la Licenciatura, aśı como también

el estudio de la demostración (incluyendo sus requisitos previos) del teorema de Müntz-Szász

que aparece en [1].

El teorema de aproximación de Weierstrass dice que toda función continua en el intervalo

[0, 1] puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Este teorema fue generalizado

por Müntz en [4] y Szász en [6], quienes probaron que si nk es una sucesión creciente de

enteros positivos, entonces la variedad lineal generada por

{1, tn1 , tn2 , . . . }

es densa en C[0, 1] con la métrica uniforme, si y sólo si

∞∑
n=1

1

nk

= ∞.

En el Caṕıtulo 2 se demostrará, utilizando teoŕıa de funciones de Hardy, que si nk es una

sucesión creciente de enteros positivos, entonces la variedad lineal generada por

{tn1 , tn2 , . . . }

es densa en L2[0, 1] con la métrica ‖ ‖2, si y sólo si

∞∑
n=1

1

nk

= ∞.

Este resultado será esencial en la demostración del teorema de Müntz-Szász que se puede

encontrar en [1].
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INTRODUCCIÓN 2

Sean

D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} y N = {1, 2, 3, . . . }
En el Caṕıtulo 1 se verá que una consecuencia de la versión compleja del teorema de

Stone-Weierstrass, es que la variedad lineal generada por el conjunto

{1, zn zm : n,m ∈ N}
es densa en C(D), con la métrica uniforme.

Tomando en cuenta el resultado de Müntz y Szász, resulta natural plantearse el siguiente

problema: Sea M un subconjunto de N × N. ¿Qué condición debe cumplir M para que la

variedad lineal generada por el conjunto

{1, zn zm : (n,m) ∈ M}
sea densa en C(D) con la métrica uniforme?

Esta pregunta fue respondida por Tavant T. Trent, en su art́ıculo [7], quien dió una

condición necesaria y suficiente para la densidad del conjunto mencionado anteriormente y

que en el Caṕıtulo 3 se estudiará detalladamente.



CAṔıTULO 1

Preliminares.

El objetivo de éste caṕıtulo es presentar algunas definiciones,teoremas y proposiciones

que servirán de herramienta en la demostración del teorema de Müntz-Szász y del teorema

de Trent que se estudiarán detalladamente es los caṕıtulos siguientes.

A continuación se fija algo de la notación que se utilizará en el desarrollo de éste trabajo.

(1) N = {1, 2, 3, ...}
(2) R2+ = {w = a + i b : b > 0}
(3) D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}

Definición 1.1. Sea X un espacio vectorial complejo. Una seminorma en X es una

función p : X −→ R tal que

(i) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) para cada x, y ∈ X

(ii) p(λx) = |λ|p(x) para cada λ ∈ C, x ∈ X

A continuación enunciamos la versión compleja del teorema de Hahn-Banach (ver [5]).

Teorema 1.2. Sean X un espacio vectorial complejo y p : X −→ R una seminorma. Sea

S una variedad lineal propia de X y sea f : S −→ C una función lineal tal que |f(x)| ≤ p(x)

para cada x ∈ S. Entonces existe un funcional lineal y continuo F : X −→ C tal que

F (x) = f(x) para cada x ∈ S.

Como consecuencia del teorema anterior sigue el siguiente resultado, el cual será utilizado

en la demostración del Teorema 2.3 y del Teorema 3.2.

Teorema 1.3. Sean X un espacio normado sobre C y S un subespacio propio de X,

entonces existe un funcional F : X −→ C lineal y continuo no nulo tal que F (S) = {0}.

Demostración.

Sean x0 ∈ X \ S y S̃ = {s + λx0 : s ∈ S, λ ∈ C}.

3
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Definamos la función f : S̃ −→ C dada por

f(s + λx0) = λ.

Considerando λ = 0, se tiene que f(s) = 0 para cada s ∈ S.

Si s = 0 y λ = 1, entonces f(x0) = 1 de donde

(1.1) f(S) = 0 y f 6= 0.

Además tenemos que f es lineal; en efecto.

Sean x, y ∈ S̃ y λ ∈ C, entonces existen s1, s2 ∈ S y λ1, λ2, α ∈ C tales que

x = s1 + λ1 x0 y y = s2 + λ2 x0.

Por lo tanto, por la definición de f ,

f(α x + y) = f(α[s1 + λ1 x0] + [s2 + λ2 x0])

= f([α s1 + s2] + [α λ1 + λ2]x0)

= α λ1 + λ2

= α f(x) + f(y).

Veamos que f es continua. Para esto definamos

d = distancia(x0, S) = inf
s∈S

‖s + x0‖,

como x0 no está en S y S es cerrado, entonces d > 0.

Si x = s + λx0 con s ∈ S y λ ∈ C, se tiene que |f(x)| = |λ| = |λ| d
d

.

Por otro lado se tiene que d ≤ ‖ s
λ

+ x0‖, ya que s
λ
∈ S.

De donde

|f(x)| ≤ |λ|‖ s
λ

+ x0‖
d

=
1

d
‖s + λx0‖

=
1

d
‖x‖.

Luego f es un funcional lineal continuo.

Consideremos la siguiente seminorma p : X −→ R dada por p(x) = ‖f‖ ‖x‖.
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Como f es continua, se tiene que |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖; luego del teorema anterior se concluye

que existe un funcional lineal y continuo F : X −→ C tal que

F (x) = f(x) para cada x ∈ S̃.

Como S ⊂ S̃, entonces de la ecuación (1.1) se tiene que

F 6= 0 y F (S) = {0}.

¤

1. Funciones de Hardy

La definición y el siguiente teorema que a continuación se presentan fueron extráıdos de

[1] y serán utilizados en la demostración del Teorema 2.3.

Si h : R2+ −→ C es una función, definimos

hb(w) = h(w + i b), para b > 0.

Definición 1.4. Si h : R2+ −→ C es una función anaĺıtica tal que

sup
b>0

‖hb‖2
2 = sup

b>0

∫ ∞

0

|h(a + i b)|2da < ∞,

entonces h es llamada función de Hardy de clase H2+.

Por H2+ denotemos la clase de las funciones anteriores.

Teorema 1.5. Sea h : R2+ −→ C una función anaĺıtica, entonces h es de clase H2+ si

y sólo si

h(w) =

∫ ∞

0

f(x) eiwxdx,

para alguna función f ∈ L2[0, +∞).

Idea de la demostración.

Supongamos que

h(ω) =

∫ ∞

0

f(x)ei wxdx,

donde f ∈ L2[0,∞] y Im(w) > 0.

Supongamos w0 = a0 + i b0 con b0 > 0.
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Entonces

lim
w−→w0

h(w)− h(w0)

w − w0

= lim
w−→w0

∫ ∞

0

f(x)

(
eiwx − eiw0x

w − w0

)
dx

= lim
w−→w0

∫ ∞

0

f(x) e
−b0
2

x e
b0
2

x

(
eiwx − eiw0x

w − w0

)
dx.

Por otro lado se tiene que

∫ ∞

0

|f(x)e
−b0
2

x|dx ≤
(∫ ∞

0

|f(x)|2dx

)1/2 (∫ ∞

0

e−b0x

)1/2

< ∞.

Además por el teorema del valor medio

e
b0
2

x

(
eiwx − eiw0x

w − w0

)
= e

b0
2

x eiw′x,

donde w′ está en el segmento que une a w con w0.

Para w ≈ w0 tenemos que si w′ = a′ + ib′ entonces b′ ≥ b0
2
.

Luego, como x ≥ 0,

|e b0
2

x eiw′x| = |e b0
2

x eia′x e−b′x|
= e(

b0
2
−b′)x ≤ 1.

Sea

hw(x) = f(x)

(
eiwx − eiw0x

w − w0

)
.

Se ha probado que

|hw(x)| ≤ g(x),

donde g es no negativa e integrable en [0, +∞).

Además limw−→w0 hw(x) = i x f(x) eiw0x para todo x ∈ [0, +∞).

Del teorema de convergencia dominada se tiene que

lim
w−→w0

∫ ∞

0

hw(x) dx =

∫ ∞

0

i x f(x) eiw0x dx.

Por lo tanto h es anaĺıtica en R2+.



2. PRODUCTOS INFINITOS 7

Por otro lado tenemos que

hb(a) = h(a + i b)

=

∫ ∞

0

f(x) ei (a+i b)xdx

=

∫ ∞

0

f(x) e−bx ei axdx

De donde hb(a) es la transformada de Fourier de f(x) e−bx.

Como la transformada de Fourier es una isometŕıa, se tiene que

‖hb‖2 = ‖f(x) e−bx‖2.

De aqúı sigue que

sup
b>0

‖hb‖2
2 < ∞,

lo que implica que h es una función de Hardy de clase H2+.

La otra implicación requiere mucha más técnica y se usa el teorema de representación de

Cauchy para obtener la función f a partir de h.

¤

2. Productos Infinitos

Definición 1.6. Sea {uk}∞k=0 una sucesión de números, entonces el śımbolo

∞∏

k=0

uk = u0.u1.u2...,

denota un producto infinito. Además Pn = u0.u1...un, representa el producto parcial del

producto infinito.

Las siguientes proposiciones servirán de gran utilidad en la prueba del Lema 2.2 y se

pueden encontrar en [2].

Proposición 1.7. Sea {uk}∞k=0 una sucesión de números positivos, entonces

(1 + u0)(1 + u1)...(1 + uk) ≤ exp(u0 + u1 + ... + uk)
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Demostración.

Como

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ . . .

Entonces si x ≥ 0 se tiene que 1 + x ≤ ex.

Por lo tanto 1 + un ≤ eun para cada 1 ≤ n ≤ k, de donde

(1 + u0)(1 + u1)...(1 + uk) ≤
k∏

n=0

exp(un)

= exp(u0 + u1 + . . . + uk).

¤

Proposición 1.8. Sea {uk}∞k=0 una sucesión de números, entonces

(1.2) |(1 + uk+1)(1 + uk+2)...(1 + uk+p)− 1| ≤ (1 + |uk+1|)(1 + |uk+2|)...(1 + |uk+p|)− 1

Demostración.

Para demostrar la inecuación (1.2) se hará inducción sobre p.

Para p = 1 se cumple la desigualdad.

Supóngase cierta la desigualdad hasta p y demuéstrese para p + 1. En efecto

|(1 + uk+1)...(1 + uk+p+1)− 1| = |(1 + uk+1)...(1 + uk+p)− 1 + (1 + uk+1)...(1 + uk+p)uk+p+1|
≤ |(1 + uk+1)...(1 + uk+p)− 1|+ |(1 + uk+1)...(1 + uk+p)uk+p+1|
≤ (1 + |uk+1|)...(1 + |uk+p|)− 1 + (1 + |uk+1|)...(1 + |uk+p|)|uk+p+1|
= (1 + |uk+1|)...(1 + |uk+p|)(1 + |uk+p+1|)− 1.

¤

3. Teoremas de Aproximación

A continuación se enuncia el teorema de Weierstrass.

Teorema 1.9 (Teorema de Weierstrass). Sean a, b ∈ R, a < b y f : [a, b] −→ R una

función continua. Dado ε > 0 existe un polinomio P tal que ‖f − P‖∞ < ε.

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.10. Sea f : [0, 1] −→ R una función continua. Dado ε > 0 existe un

polinomio P tal que f(0) = P (0) y ‖f − P‖∞ < ε.
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Demostración.

Sea ε > 0.

Por el teorema de Weierstrass tenemos que existe un polinomio q tal que

‖f − q‖∞ <
ε

2
.

Por lo tanto

|f(0)− q(0)| < ε

2
.

Sea p(x) = q(x)− q(0) + f(0), entonces p(0) = f(0).

Falta probar que ‖f − p‖∞ < ε. Si x ∈ [0, 1], por la definición de p, tenemos que

|f(x)− p(x)| = |f(x)− q(x) + q(x)− p(x)|
≤ |f(x)− q(x)|+ |q(x)− p(x)|
= |f(x)− q(x)|+ |f(0)− q(0)|
≤ ε

2
+

ε

2
= ε;

de donde

‖f − p‖∞ < ε.

¤

Definición 1.11. Sea A una subálgebra de C(X,C), se dice que A separa puntos de X

si para cada x, y ∈ X, x 6= y existe f ∈ A tal que f(x) 6= f(y).

A continuación se enuncia la versión compleja del teorema de Stone-Weierstrass, que

generaliza al teorema de Weierstrass (ver [5]).

Teorema 1.12. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subálgebra de

C(X,C) tal que:

(1) A separa puntos de X

(2) A contiene las constantes

(3) Si f ∈ A, entonces f ∈ A,

entonces A es densa en C(X,C).
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Corolario 1.13. Sea D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, entonces la variedad lineal generada por

{zn zm : n,m = 0, 1, 2, · · · },

es densa en C(D) con la métrica uniforme.

Demostración.

Sea A la variedad lineal generada por {1, zn zm : n, m ∈ N}.

Veamos que A separa puntos de D, en efecto si se toma n = 1 y m = 0 se tiene que

f(z) = z ∈ A.

Por lo tanto si z1, z2 ∈ D con z1 6= z2 entonces f(z1) 6= f(z2).

Tomando a n = m = 0 se tiene que 1 ∈ A, de manera que A contiene las constantes.

Por otro lado, si f(z) ∈ A para cada z ∈ D existen constantes complejas aij tales que

f(z) =
∑
i,j≥0

aij zi zj,

lo que implica que

f(z) =
∑
i,j≥0

bij zj zi donde bij = aij,

de donde f ∈ A.

Luego del teorema anterior se concluye que A es densa en C(D). ¤

El siguiente teorema será utilizado en la demostración del teorema de Müntz-Szász.

Teorema 1.14. C[0, 1] es denso en L2[0, 1], con respecto a la norma ‖ ‖2.

Demostración.

Como el conjunto de las combinaciones lineales de las funciones caracteŕısticas de inter-

valos, es denso en L2[0, 1] con respecto a la norma ‖ ‖2, basta demostrar que las funciones

caracteŕısticas de los intervalos pueden ser aproximadas en ‖ ‖2 por funciones continuas.

Sean ε > 0 y δ = ε2

2
.
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Sea 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.

Consideremos la siguiente función continua en [0, 1] dada por

f(x) =





1 si a ≤ x ≤ b
x−a

δ
+ 1 si a− δ ≤ x ≤ a

b−x
δ

+ 1 si b ≤ x ≤ b + δ

0 en otro caso

Se puede observar que 0 ≤ f(x) ≤ 1.

Por lo tanto

‖X[a,b] − f‖2
2 =

∫ 1

0

|(X[a,b] − f)(x)|2dx

=

∫ a

a−δ

|f(x)|2dx +

∫ b+δ

b

|f(x)|2dx

≤
∫ a

a−δ

dx +

∫ b+δ

b

dx

= δ + δ

= 2δ = ε2.

Luego

‖X[a,b] − f‖2 ≤ ε.

¤

4. Preliminares de Medida

En esta sesión se darán algunas definiciones y teoremas sobre medida que se pueden

encontrar en [5].

Definición 1.15. Sean X un espacio de Hausdorff compacto y G un subespacio de C(X),

decimos que una medida compleja µ en X es ortogonal a G si
∫

X

g dµ = 0 para cada g ∈ G.

Definición 1.16. Sean B una σ-álgebra en un conjunto X y E ∈ B. Una partición de

E es una sucesión {Ei}∞i=1 en B tal que:
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(i) Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j

(ii) E =
∞⋃
i=1

Ei.

Definición 1.17. Una medida compleja en una σ-álgebra B es una función µ : B −→ C
tal que:

(i) µ(∅) = 0

(ii) Si E ∈ B entonces µ(E) =
∞∑
i=1

µ(Ei), para toda partición {Ei}∞i=1 de E.

Definición 1.18. Sea µ una medida compleja en una σ−álgebra B y E ∈ B. La variación

total de µ se define por

|µ|(E) = sup
∞∑
i=1

|µ(Ei)|,

donde el supremo es con respecto a todas las particiones {Ei} de E.

En el siguiente teorema se usará que si {aij} es una sucesión de números positivos,

entonces ∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij =
∞∑

j=1

∞∑
i=1

aij.

Teorema 1.19. Sean B una σálgebra en un conjunto X y µ una medida compleja en B.

Entonces |µ| es una medida positiva.

Demostración.

Por la Definición 1.18 se tiene que |µ| es positiva.

Como la única partición de ∅ es {∅}, entonces |µ|(∅) = µ(∅) = 0.

Para probar que |µ| es una medida falta ver que si E ∈ B y {Ei}∞i=1 es una partición de

E, entonces

|µ|(E) =
∞∑
i=1

|µ|(Ei).

Para esto, consideremos una sucesión de números reales {ti} tales que

ti < |µ|(Ei) para cada i = 1, 2, 3, ...
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Por la Definición 1.18 se tiene que cada Ei tiene una partición {Aij}∞j=1 tal que

∞∑
j=1

|µ(Aij)| > ti (i = 1, 2, 3, ...)

Además {Aij} (i, j = 1, 2, 3, ...) es una partición de E.

Por lo tanto
∞∑
i=1

ti ≤
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|µ(Aij)| ≤ |µ|(E).

Luego
∞∑
i=1

ti ≤ |µ|(E).

Por otro lado se tiene que

sup

{ ∞∑
i=1

ti : ti < |µ|(Ei)

}
=

∞∑
i=1

|µ|(Ei),

de donde

(1.3)
∞∑
i=1

|µ|(Ei) ≤ |µ|(E).

Para demostrar la desigualdad contraria, consideremos una partición {Aj} de E. Entonces

para cada j fijo, {Aj∩Ei} es una partición de Aj y para cada i fijo, {Aj∩Ei} es una partición

de Ei.

Por lo tanto, por la Definición 1.18

∞∑
j=1

|µ(Aj)| =
∞∑

j=1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

µ(Aj ∩ Ei)

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

j=1

∞∑
i=1

|µ(Aj ∩ Ei)|

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|µ(Aj ∩ Ei)|

≤
∞∑
i=1

|µ|(Ei).

De manera que
∞∑

j=1

|µ(Aj)| ≤
∞∑
i=1

|µ|(Ei),
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como {Aj} es una partición de E se tiene que

(1.4) |µ|(E) ≤
∞∑
i=1

|µ|(Ei).

De las ecuaciones (1.3) y (1.4) se deduce que |µ|(E) =
∞∑
i=1

|µ|(Ei).

¤

Observación 1.20. También se puede demostrar que si µ es una medida compleja en

un conjunto X, entonces |µ|(X) < ∞.

Definición 1.21. Sea µ una medida real en una σ−álgebra B. Se define

µ+ =
1

2
(|µ|+ µ) y µ− =

1

2
(|µ| − µ)

como la variación positiva y negativa de µ respectivamente, donde µ+ y µ− son medidas

positivas. Además µ = µ+ − µ−.

A continuación se enuncia el teorema de Radon-Nikodym (ver [5]).

Teorema 1.22. Sean B una σálgebra en un conjunto X y µ una medida compleja en

B. Entonces existe una función h : X −→ C medible tal que |h(x)| = 1 para cada x ∈ X y

dµ = h d|µ|.

El teorema anterior será utilizado en la prueba del teorema de descomposición de Hahn

que a continuación se presenta (ver [5])

Teorema 1.23. Sea µ una medida real en una σ−álgebra B de un conjunto X. Entonces

existen conjuntos disjuntos A1, A2 ∈ B tales que A1 ∪ A2 = X, y tales que para todo E ∈ B
se tiene que

µ+(E) = µ(A1 ∩ E) y µ−(E) = −µ(A2 ∩ E).

Demostración.

Por el teorema anterior se tiene que existe una función h : X −→ C medible tal que

|h(x)| = 1 para cada x ∈ X y dµ = h d|µ|.



4. PRELIMINARES DE MEDIDA 15

Como µ es real entonces h es real, de modo que h =+
− 1.

Sean

A1 = {x : h(x) = 1} y A2 = {x : h(x) = −1}

Por la definición de los conjuntos anteriores se tiene que X = A1 ∪ A2 y

1

2
(1 + h) =

{
h en A1

0 en A2

Además

µ+ =
1

2
(|µ|+ µ).

Sea E ∈ B, por lo tanto

µ+(E) =
1

2

∫

E

(1 + h)d|µ|

=

∫

E∩A1

hd|µ|

=

∫

E∩A1

dµ = µ(E ∩ A1).

Luego µ+(E) = µ(E ∩ A1).

De igual manera

1

2
(1− h) =

{
0 en A1

−h en A2

Como

µ− =
1

2
(|µ| − µ).

Entonces

µ−(E) =
1

2

∫

E

(1− h)d|µ|

= −
∫

E∩A2

hd|µ|

= −
∫

E∩A2

dµ = −µ(E ∩ A2).

De donde µ−(E) = −µ(E ∩ A2). ¤

A continuación se enuncia el teorema de representación de Riesz (ver [5]).
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Teorema 1.24 (Teorema de Representación de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff

compacto, entonces para cada funcional lineal y continuo Φ en C(X), existe una única medida

compleja µ tal que

Φ(f) =

∫

X

fdµ para cada f ∈ C(X).



CAṔıTULO 2

Teorema de Müntz-Szász.

El objetivo principal de éste caṕıtulo es dar una demostración del teorema de Müntz-

Szász. Previamente se estudiarán algunos lemas y teoremas que servirán de ayuda en la

demostración del mismo.

Lema 2.1. Sean h : R2+ −→ R una función anaĺıtica y f ∈ L2[0, 1] tales que para

cada γ ∈ R2+ se tiene que |h1/2(γ)| ≤ ‖f‖2. Supóngase que existe una sucesión creciente de

números enteros {nk}∞k=1 tal que γ = i nk es ráız de h1/2 para cada k ≥ 1 y

∞∑

k=1

1

nk

= ∞,

entonces h1/2 = 0, donde h1/2(γ) = h(γ + i 1
2
).

Demostración.

Consideremos la función

J(γ) = h1/2(γ)
∏

k≤m

γ + ink

γ − ink

.

Como γ = i nk es ráız de h1/2 para cada k ≥ 1, y éstos también representan todos los

polos de
∏

k≤m

γ + ink

γ − ink

,

entonces J(γ) está bien definida.

Veamos que J está acotada por ‖f‖2; en efecto,

|J(γ)| =
∣∣∣∣∣h1/2(γ)

∏

k≤m

γ + ink

γ − ink

∣∣∣∣∣

≤ ‖f‖2

∏

k≤m

∣∣∣∣
γ + ink

γ − ink

∣∣∣∣ ;

17
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además dado ε > 0 existe γ0 tal que si |γ| ≥ |γ0| entonces

∏

k≤m

∣∣∣∣∣
1 + i nk

γ

1− i nk

γ

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + ε,

por lo tanto |J(γ)| ≤ ‖f‖2(1 + ε) para todo ε > 0; lo que implica que

|J(γ)| ≤ ‖f‖2, para todo γ ∈ R2+.

En particular si γ = i b, con b > 0; se tiene que

∣∣h1/2(i b)
∣∣

∣∣∣∣∣
∏

k≤m

i b + ink

i b− ink

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2.

De donde

|h1/2(i b)| ≤ ‖f‖2

∏

k≤m

∣∣∣∣
i b− ink

i b + ink

∣∣∣∣

= ‖f‖2

∏

k≤m

(
nk + b− 2b

nk + b

)

= ‖f‖2

∏

k≤m

(
1− 2b

nk + b

)
;

como 1− x ≤ e−x para todo x ∈ R, entonces se tiene que

|h1/2(i b)| ≤ ‖f‖2

∏

k≤m

exp

( −2b

nk + b

)

= ‖f‖2 exp

(∑

k≤m

−2b

nk + b

)

Por otro lado, tenemos

exp

(∑

k≤m

−2b

nk + b

)
−→ 0 cuando m −→∞, ya que

∞∑

k=1

1

nk

= ∞ y b > 0;

Por lo tanto h1/2(i b) = 0 y como h1/2 es anaĺıtica se tiene que h1/2 = 0. ¤
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Lema 2.2. Sean R ⊆ C un conjunto abierto y gk : R −→ C, k = 1, 2, 3, ..., una sucesión

de funciones anaĺıticas. Supóngase que existe una sucesión de números reales no negativos

{Mk}∞k=1 tal que
∑∞

k=1 Mk < ∞ y |gk(γ)| ≤ Mk para cada γ ∈ R. Si existe una constante c0

tal que |∏n
k=1(1 + gk(γ))| ≤ c0 para cada n ∈ N. Entonces

∞∏

k=1

(1 + gk(γ)) es anaĺıtico en R.

Demostración.

Para demostrar que H(γ) =
∞∏

k=1

(1+gk(γ)) es anaĺıtico en R, probaremos que el producto

converge uniformemente.

Para esto consideremos

m > n, y fk(γ) = 1 + gk(γ), entonces
∣∣∣∣∣

m∏

k=1

fk(γ)−
n∏

k=1

fk(γ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

fk(γ)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1

fk(γ)− 1

∣∣∣∣∣

≤ c0

∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1

fk(γ)− 1

∣∣∣∣∣ .

Por otro lado, por las Proposiciones 1.8 y 1.7, tenemos que
∣∣∣∣∣

m∏

k=n+1

fk(γ)− 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1

(1 + gk(γ))− 1

∣∣∣∣∣

≤
m∏

k=n+1

(1 + |gk(γ)|)− 1

≤ exp

(
m∑

k=n+1

|gk(γ)|
)
− 1

≤ exp

(
m∑

k=n+1

Mk

)
− 1,

ya que |gk(γ)| ≤ Mk.

Como
∞∑

k=1

Mk < ∞, entonces

m∑

k=n+1

Mk −→ 0, cuando n −→∞;

es decir

exp(
m∑

k=n+1

Mk) −→ 1, cuando n −→∞,
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luego ∣∣∣∣∣
m∏

k=1

fk(γ)−
n∏

k=1

fk(γ)

∣∣∣∣∣ −→ 0, cuando n −→∞.

De donde H converge uniformemente. ¤

El siguiente teorema será esencial en la prueba del teorema de Müntz-Szász que más

adelante se estudiará detalladamente. La demostración del mismo fue tomada de [1]

Teorema 2.3. Sea 1 ≤ n1 < n2 < n3 < · · · , una sucesión de números enteros . Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La variedad lineal generada por M = {xnk : k = 1, 2, 3, ...} es densa en L2[0, 1]

(ii)
∞∑

k=1

1

nk

= ∞

Demostración.

(i)=⇒(ii)

Supongamos que
∞∑

k=1

1

nk

< +∞.

La idea de la demostración es encontrar una función f ∈ L2[0, 1] no nula tal que f ⊥M.

Para esto consideremos la función

J(γ) =
+∞∏

k=1

wk − γ

wk + γ
,

donde wk = i(nk + 1
2
).

Si γ = a + ib, con b > 0; se tiene que

∣∣∣∣
wk − γ

wk + γ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
i(nk + 1

2
)− a− ib

i(nk + 1
2
) + a + ib

∣∣∣∣ =

√
a2 + (nk + 1

2
− b)2

√
a2 + (nk + 1

2
+ b)2

como b > 0, entonces a2 + (nk + 1
2

+ b)2 > a2 + (nk + 1
2
− b)2; de donde

1

a2 + (nk + 1
2

+ b)2
<

1

a2 + (nk + 1
2
− b)2

;

de manera que √
a2 + (nk + 1

2
− b)2

√
a2 + (nk + 1

2
+ b)2

<

√
a2 + (nk + 1

2
− b)2

√
a2 + (nk + 1

2
− b)2

= 1;
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por lo tanto

∣∣∣∣
wk − γ

wk + γ

∣∣∣∣ < 1 para todo k ≥ 1;

luego |J(γ)| < 1 para todo γ ∈ R2+, además tenemos que

wk − γ

wk + γ
=

wk − γ

wk + γ
− 1 + 1

= 1− 2γ

wk + γ
.

De donde

J(γ) =
∞∏

k=1

(1 + gk(γ));

donde gk(γ) = − 2γ

wk + γ
es anaĺıtica enR2+ para todo k ≥ 1.

Sean γ ∈ R2+ y M > 0 tales que |γ| ≤ M y sea Mk =
2M

nk

, entonces

|gk(γ)| =
∣∣∣∣

2γ

wk + γ

∣∣∣∣

≤ 2M√
a2 + (nk + 1

2
+ b)2

≤ 2M

nk

= Mk.

También se tiene que
∞∑

k=1

Mk = 2M
∞∑

k=1

1

nk

< +∞.

Luego por el Lema 2.2 se obtiene que
∏∞

k=1(1 + gk(γ)) converge uniformemente en R2+

y por lo tanto es anaĺıtico.

Ahora consideremos, la función h(γ) =
J(γ)

1− iγ
, la cual es anaĺıtica en R2+, ya que

J(γ) y (1− iγ) son anaĺıticas en R2+.
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Si γ = a + ib, con b > 0

‖hb‖2
2 =

∫ ∞

0

|h(a + ib)|2 da

=

∫ ∞

0

|J(a + ib)|2
|1− i(a + ib)|2 da

≤
∫ ∞

0

1

(1 + b)2 + a2
da

=
1

1 + b

[
arctan

(
a

1 + b

)]a=∞

a=0

=
1

1 + b

(π

2
− 0

)

<
π

2
,

entonces h es una función de Hardy de clase H2+. Por lo tanto del Teorema 1.5 se tiene que

h(γ) =

∫ ∞

0

f(e−y) e−y/2 ei γ y dy;

donde f(e−y) e−y/2 es una función en L2[0,∞).

Si f(e−y) e−y/2 = 0 para todo y ∈ [0,∞), tenemos que h(γ) = 0 para todo γ ∈ R2+, por

ende J(γ) = 0 para todo γ ∈ R2+; lo cual es una contradicción, ya que J(γ) 6= 0 para γ 6= wk.

De donde f(e−y) e−y/2 6= 0 para algún y ∈ [0,∞), lo que implica que f(e−y) 6= 0 para

algún y ∈ [0,∞); luego si x = e−y se tiene que f(x) 6= 0 para algún x ∈ [0, 1].

Además se tiene que ‖h‖2
2 =

∫ ∞

0

|f(e−y)|2 e−y dy < ∞, haciendo el cambio x = e−y;

obtenemos que

∫ 1

0

|f(x)|2 dx < ∞, de manera que f ∈ L2[0, 1].

Por otro lado se tiene que

0 = h(wk)

=

∫ ∞

0

f(e−y) e−y/2 ei wk y dy

=

∫ 1

0

f(x) x−i wk− 1
2 dx

=

∫ 1

0

f(x) xnk dx.
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Por lo tanto f⊥M y como f 6= 0 en [0, 1], entonces la variedad lineal generada por M

no es densa en L2[0, 1], lo cual es una contradicción que viene de suponer que la suma de la

serie es finita, luego
∞∑

k=1

1

nk

= +∞.

(ii)=⇒ (i)

Sea f ∈ L2[0, 1] tal que f ⊥M; es decir

∫ 1

0

f(x) g(x) dx = 0 para todo g ∈M.

Para demostrar que la variedad lineal generada por M es densa en L2[0, 1], basta demos-

trar que f = 0; para esto definamos

h(γ) =

∫ 1

0

f(x) x(−iγ− 1
2
) dx,

si hacemos el cambio x = e−y; se tiene que dx = − e−ydy. Luego

h(γ) = −
∫ 0

∞
f(e−y) e−y(−iγ− 1

2
) e−y dy

=

∫ ∞

0

f(e−y) e−y/2 eiγy dy.

Por otro lado

‖f(e−y)e−y/2‖2
2 =

∫ ∞

0

|f(e−y)|2e−y dy

=

∫ 1

0

|f(x)|2 dx

= ‖f‖2
2 < ∞;

por lo tanto f(e−y)e−y/2 ∈ L2[0,∞]; de manera que h es una función de Hardy.

Sea ωk = i(nk + 1
2
), entonces

h(ωk) =

∫ 1

0

f(x) x(−iωk− 1
2
) dx

=

∫ 1

0

f(x) x(−i [i (nk+ 1
2
)]− 1

2
) dx

=

∫ 1

0

f(x) xnk dx = 0 , ya que f ⊥M.
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Luego ωk es ráız de h para cada k ≥ 1. Además

h1/2(γ) = h(γ + i
1

2
)

=

∫ ∞

0

f(e−y) e−y/2 ei(γ+i 1
2
)y dy

=

∫ ∞

0

f(e−y) e−y eiγy dy,

de donde

|h1/2(γ)| ≤
∫ ∞

0

|f(e−y)|e−y dy

=

∫ 1

0

|f(x)| dx.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

∫ 1

0

|f(x)| dx ≤
(∫ 1

0

|f(x)|2 dx

)1/2 (∫ 1

0

dx

)1/2

= ‖f‖2;

por lo tanto |h1/2(γ)| ≤ ‖f‖2.

Por el Lema 2.1 se concluye que h1/2 = 0.

Como h1/2 representa la transformada de Fourier de f(e−y) e−y en [0,∞], se tiene que

f(e−y) e−y = 0 para todo y ∈ [0,∞).

Es decir

f(x) = 0 para todo x ∈ [0, 1].

Luego la variedad lineal generada por M es densa en L2[0, 1] . ¤

Proposición 2.4. Sea f ∈ C[0, 1] tal que f(0) = 0, entonces ‖f‖∞ ≤ ‖f ′‖2

Demostración.

Por el teorema fundamental del cálculo tenemos que

f(x)− f(0) =

∫ x

0

f ′(t) dt .

Como f(0) = 0, entonces

f(x) =

∫ x

0

f ′(t) dt .
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Por lo tanto

|f(x)| ≤
∫ x

0

|f ′(t)| dt .

De donde

‖f‖∞ = sup
x∈ [0,1]

|f(x)| ≤ sup
x∈ [0,1]

(∫ x

0

|f ′(t)| dt

)
=

∫ 1

0

|f ′(t)| dt,

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

∫ 1

0

|f ′(t)| dt ≤
(∫ 1

0

|f ′(t)|2 dt

)1/2 (∫ 1

0

dt

)1/2

= ‖f ′‖2;

luego

‖f‖∞ ≤ ‖f ′‖2.

¤

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.3. De ahora en adelante la

densidad de los conjuntos es con respecto a la métrica uniforme.

Corolario 2.5. Sea 1 ≤ n1 < n2 < n3 < · · · , una sucesión de números enteros tal que∑∞
k=1

1
nk

= ∞, entonces la variedad lineal generada por {xnk : k = 1, 2, 3, ...} es densa en

P0 = {q : q es un polinomio y q(0) = 0}.

Demostración.

Sea q ∈ P0, entonces q(0) = 0.

Como
∞∑

k=1

1

nk

= ∞, tenemos que

∞∑

k=2

1

nk − 1
= ∞.

Por lo tanto, del Teorema 2.3 se concluye que la variedad lineal generada por el conjunto

{xnk−1 : k = 2, 3, ...} es densa en L2[0, 1].

Además q′ ∈ L2[0, 1]; de manera que dado ε > 0 existen enteros c2, c3, ..., cN , tales que
∥∥∥∥∥q′(x)−

N∑

k=2

ck xnk−1

∥∥∥∥∥
2

< ε.

Por otro lado tenemos que

q′(x)−
N∑

k=2

ck xnk−1 =

(
q(x)−

N∑

k=2

ck

nk

xnk

)′
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De donde ∥∥∥∥∥

(
q(x)−

N∑

k=2

ck

nk

xnk

)′∥∥∥∥∥
2

< ε.

Sea g(x) = q(x) −
N∑

k=2

ck

nk

xnk , entonces g(0) = 0. Por la Proposición 2.4 se tiene que

‖g‖∞ ≤ ‖g′‖2.

Luego ∥∥∥∥∥q(x)−
N∑

k=2

ck

nk

xnk∞
∥∥∥∥∥
∞

< ε;

lo que implica que la variedad lineal generada por {xnk : k = 1, 2, 3, ...} es densa en P0 ¤

A continuación se presenta el teorema de Müntz-Zsász, el cual es una generalización del

teorema de Stone-Weierstrass y que será esencial en la demostración del teorema de Tavan

Trent (ver [1]).

Teorema 2.6 (Müntz-Zsász). Sea 1 ≤ n1 < n2 < n3 < · · · , una sucesión de números

enteros . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La variedad lineal generada por el conjunto M = {1, xnk : k = 1, 2, 3, ...} es densa

en C[0, 1]

(ii)
∞∑

k=1

1

nk

= ∞.

Demostración.

(i)=⇒(ii)

Sean g ∈ L2[0, 1] y ε > 0.

Por el teorema 1.14 existe f ∈ C[0, 1] tal que f(0) = 0 y ‖g − f‖2 < ε
2
.

Como la variedad lineal generada porM es densa en C[0, 1], existen constantes c0, c1, ..., cN

tales que ∥∥∥∥∥f − c0 −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
,

entonces |c0| < ε
2
, ya que f(0) = 0.

Lo que implica que ∥∥∥∥∥f −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
.
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Además si h ∈ L2[0, 1], se tiene que

‖h‖2 =

(∫ 1

0

|h(x)|2 dx

) 1
2

≤
(∫ 1

0

‖h‖2
∞ dx

) 1
2

= ‖h‖∞.

De manera que ∥∥∥∥∥f −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥f −

N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

.

Luego
∥∥∥∥∥g −

N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖g − f‖2 +

∥∥∥∥∥f −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖g − f‖2 +

∥∥∥∥∥f −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

de donde la variedad lineal generada por M es densa en L2[0, 1].

Por lo tanto del teorema 2.3 se concluye que

∞∑

k=1

1

nk

= ∞.

(ii)=⇒(i)

Sean f ∈ C[0, 1] y ε > 0.

Por el Corolario 1.10 existe un polinomio p tal que

f(0) = p(0) y ‖f − p‖∞ <
ε

2
.

Además

f(x)− p(x) = f(x)− f(0)− (p(x)− f(0)).

Sea q(x) = p(x)− f(0), entonces q(0) = 0.

Como
∞∑

k=1

1

nk

= ∞,
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del corolario 2.5 sigue que existen constantes c1, c2, ..., cN tales que
∥∥∥∥∥q −

N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
.

Por otro lado, por la definición de q, se tiene que
∥∥∥∥∥f − f(0)−

N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥f − f(0)− q + q −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

≤ ‖f − f(0)− q‖∞ +

∥∥∥∥∥q −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

= ‖f − p‖∞ +

∥∥∥∥∥q −
N∑

k=1

ck xnk

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

de donde la variedad lineal generada por M es densa en C[0, 1]. ¤



CAṔıTULO 3

Extensión del teorema de Müntz-Szász a C(D).

El objetivo principal de éste caṕıtulo es dar una demostración del teorema de Müntz-

Szász extendido a dos dimensiones. Antes de realizar dicha prueba presentaremos un lema

previo.

Lema 3.1. Sea µ : D −→ R una medida de Borel tal que
∫

A

|z|2 dµ = 0,

para todo conjunto de Borel A. Entonces µ(A) = 0 para todo A ⊂ D \ {0} de Borel.

Demostración.

Por el Teorema 1.23, existen conjuntos de Borel disjuntos D1 y D2 tales que D = D1∪D2,

y tales que para todo conjunto de Borel E se tiene que

(3.1) µ+(E) = µ(E ∩ D1)

y

(3.2) µ−(E) = −µ(E ∩ D2);

donde µ+ y µ− son como en la Definición 1.21

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se deduce que µ+(D2) = µ−(D1) = 0, µ+(D1) = µ(D1)

y µ−(D2) = −µ(D2).

Sean

Dn
1 =

{
z ∈ D1 : |z| ≥ 1

n

}
y Dn

2 =

{
z ∈ D2 : |z| ≥ 1

n

}
,

por lo tanto

D1 \ {0} =
∞⋃

n=1

Dn
1 y D2 \ {0} =

∞⋃
n=1

Dn
2 .

29
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Por otro lado, como µ−(D1) = 0, tenemos que

0 =

∫

D1

|z|2dµ

=

∫

D1

|z|2dµ+ −
∫

D1

|z|2dµ−

=

∫

D1

|z|2dµ+,

≥
∫

Dn
1

|z|2dµ+

≥ 1

n2

∫

Dn
1

dµ+

=
1

n2
µ+(Dn

1 ).

Luego µ+(Dn
1 ) = 0, lo que implica que µ+(D1 \ {0}) = 0.

Sea B un conjunto de Borel tal que B ⊂ D1 \ {0}, entonces

0 ≤ µ+(B) ≤ µ+(D1 \ {0}),

de manera que

(3.3) µ+(B) = 0.

También, como µ+(D2) = 0, se tiene que

0 =

∫

D2

|z|2dµ

=

∫

D2

|z|2dµ+ −
∫

D2

|z|2dµ−

= −
∫

D2

|z|2dµ−

≤ −
∫

Dn
2

|z|2dµ−

≤ − 1

n2

∫

Dn
2

dµ−

= − 1

n2
µ−(Dn

2 ).

Lo que implica que µ−(Dn
2 ) = 0, y en consecuencia µ−(D2 \ {0}) = 0.
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Sea C un conjunto de Borel tal que C ⊂ D2 \ {0}, por lo tanto

0 ≤ µ−(C) ≤ µ−(D2 \ {0}),
luego

(3.4) µ−(C) = 0.

Como µ = µ+ − µ−, de las ecuaciones (3.3) y (3.4) se concluye que si A es un conjunto

de Borel tal que A ⊂ D \ {0} entonces µ(A) = 0.

¤

El siguiente teorema es una generalización del teorema de Müntz-Szász a dos dimensiones;

el mismo representa el centro de éste Trabajo Especial de Grado y fue dado por Tavan Trent

en su art́ıculo [7].

Teorema 3.2 (Tavan Trent). Sean M un subconjunto de N× N, j un número entero y

Mj = {m : (m,m + j) ∈ M}. Si consideramos el conjunto M = {1, zn z̄m : (n,m) ∈ M},
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La variedad lineal generada por M es densa en C(D)

(ii) Para cada j,
∑

m∈Mj

1

m
= ∞

Demostración.

(i)=⇒(ii)

Supongamos que
∑

m∈Mj

1

m
< ∞, para algún j ∈ N, entonces

(3.5)
∑

m∈Mj

1

2m + j
< ∞.

La idea de la demostración es construir, a partir del teorema de Müntz-Szász una medida

compleja γ 6= 0 en D tal que γ ⊥M.

De la ecuación (3.5) y del teorema de Müntz-Szász se deduce que la variedad lineal

generada por {1, t2m+j : m ∈ Mj} no es densa en C[0, 1]; por lo tanto, existe una medida

γ0(t) 6= 0 en [0,1] tal que
∫ 1

0

dγ0 = 0 y

∫ 1

0

t2m+jdγ0 = 0, para cada m ∈ Mj.

Definamos la siguiente medida producto,

dγ = dγ0 × eijθdθ, donde dθ denota la medida de Lebesgue en [0, 2π]
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Por el teorema de Fubini tenemos que
∫

D

f(z)dγ =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

f(t eiθ)dγ0

)
eijθdθ, para cada f ∈ C(D).

Luego si k ≥ 0
∫

D

zn zn+kdγ =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(t eiθ)n (t e−iθ)n+kdγ0

)
eijθdθ

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0

tn einθ tn+k e−i(n+k)θdγ0

)
eijθdθ

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0

t2n+kdγ0

)
ei(j−k)θdθ

=

(∫ 1

0

t2n+kdγ0

)(∫ 2π

0

ei(j−k)θdθ

)
.

Por otro lado tenemos que si n ∈ Mj y k = j
∫ 1

0

t2n+kdγ0 = 0,

por otra parte, si k 6= j ∫ 2π

0

ei(j−k)θdθ = 0,

de manera que

(3.6)

∫

D

zn zn+kdγ = 0, para cada k ≥ 0.

Análogamente si k ≥ 1
∫

D

zn+k zndγ =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(t eiθ)n+k (t e−iθ)ndγ0

)
eijθdθ

=

(∫ 1

0

t2n+kdγ0

)(∫ 2π

0

ei(j+k)θdθ

)
.

Como j ∈ N, ∫ 2π

0

ei(j+k)θdθ = 0, para cada k ≥ 1,

luego

(3.7)

∫

D

zn+k zndγ = 0, para k ≥ 1.

De las ecuaciones (3.6)y (3.7) se concluye que
∫

D

zn zmdγ = 0, para cada (n,m) ∈ M.
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Es decir, hallamos una medida γ 6= 0 en D tal que γ⊥M, lo cual contradice que la

variedad lineal generada por M es densa en C(D).

Para el caso −j ∈ N se procede de manera análoga, usando

(3.8)
∑

m∈Mj

1

2m− j
< ∞.

De donde ∑
m∈Mj

1

m
= ∞,

para cada número entero j.

(ii)=⇒ (i)

Sea F : C(D) −→ C tal que F (M) = 0.

Para demostrar que la variedad lineal generada por M es densa en C(D) basta probar

que F ≡ 0. (ver Teorema 1.3)

Por el teorema de representación de Riesz tenemos que existe una única medida compleja

µ en D tal que

F (f) =

∫

D

f dµ, para cada f ∈ C(D).

Por lo tanto∫

D

1 dµ = 0 y

∫

D

zn zm dµ = 0, para cada (n,m) ∈ M.

Luego si j es un entero positivo, se tiene que∫

D

zm zm+j dµ = 0, para cada m ∈ Mj.

Por otro lado tenemos que

zm zm+j = zm zm zj

= |z|2m zj,

de donde

(3.9)

∫

D

|z|2mzj dµ = 0, para cada m ∈ Mj.

Como ∑
m∈Mj

1

m
= ∞.
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Entonces del teorema de Müntz-Szász se concluye que la variedad lineal generada por

{1, t2m : m ∈ Mj} es densa en C[0, 1].

Por lo tanto para cada n ∈ N, t2n se puede aproximar uniformemente en [0, 1] por

combinaciones lineales de t2m con m ∈ Mj.

De igual manera, se tiene que |z|2n se puede aproximar uniformemente en D por combi-

naciones lineales de |z|2m, luego de (3.9) se obtiene

(3.10)

∫

D

|z|2n zj dµ = 0, n = 1, 2, 3, ...

Sean i ∈ Z y m ∈ Mi, con i < 0, entonces F (zm zm+i) = 0 y

zm zm+i = zm+i z m+i z−i

= |z|2(m+i) z−i

= |z|2(m−j) zj, con j = −i

lo que implica ∫

D

|z|2(m−j) zj dµ = 0

De donde

(3.11)

∫

D

|z|2n zj dµ = 0, n = 1, 2, 3, ...,

además

|z|2n zj = |z|2 |z|2n−2 zj

= |z|2 |z|2(n−1) zj

= |z|2 zn−1 z n−1 zj

= |z|2 zn−1+j z n−1,

si hacemos el cambio k = n− 1 + j y k′ = n− 1, entonces, de la ecuación (3.11) se obtiene

(3.12)

∫

D

|z|2 zk zk′ dµ = 0, para cada k, k′ = 0, 1, 2, ... con k ≥ k′.

También se tiene que

|z|2n zj = |z|2 |z|2n−2 zj

= |z|2 zn−1 z n−1 zj

= |z|2 zn−1 z n−1+j,
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por lo tanto, de la ecuación (3.10) se obtiene

(3.13)

∫

D

|z|2 zk zk′ dµ = 0 para cada k, k′ = 0, 1, 2, ... con k′ ≥ k.

Luego de las ecuaciones (3.12) y (3.13) se deduce que
∫

D

|z|2 zk zk′ dµ = 0 para cada k, k′ = 0, 1, 2, 3, ...

de donde ∫

D

P (z, z) |z|2 dµ = 0, para todo polinomio P , en dos variables.

Por el teorema de Stone-Weierstrass se tiene que los polinomios en dos variables son

densos en C(D), lo que implica que
∫

D

f(z) |z|2 dµ = 0, para toda f ∈ C(D),

como las funciones caracteŕısticas se pueden aproximar por funciones continuas, se tiene que
∫

A

|z|2dµ = 0, para todo conjunto A de Borel.

Como µ es una medida compleja entonces µ = µ1 + i µ2, donde µ1, µ2 son medidas reales,

por lo tanto si A es un conjunto de Borel se tiene que
∫

A

|z|2dµ1 = 0 y

∫

A

|z|2dµ2 = 0.

Luego del Lema 3.1 sigue que

µ1(D \ {0}) = 0 y µ2(D \ {0}) = 0

Además ∫

D

dµ = 0,

de donde

µ1(D) =

∫

D

dµ1 = 0 y µ2(D) =

∫

D

dµ2 = 0,

Por lo tanto

µ1({0}) = 0 y µ2({0}) = 0.

Luego µ = 0, lo que implica que F ≡ 0.

¤
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Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3 (Minsker, [3]). Si n y m son enteros positivos tales que su máximo común

divisor es 1, entonces el álgebra generada por {1, zn, zm} es C(D).

Demostración.

Sean A el álgebra generada por {1, zn, zm} y M = {(n0,m0) : zn0 zm0 ∈ A} ⊂ N× N.

Se tiene que A es la variedad lineal generada por el conjunto

{1, zn0 zm0 : (n0,m0) ∈ M}.
Como el máximo común divisor entre n y m es 1, existen enteros positivos k y l tales

que kn− lm = −1, entonces para cada número entero positivo t se tiene que

kn + tmn− tmn− lm = −1;

es decir

(k + tm)n− (l + tn)m = −1.

Por lo tanto

j(k + tm)n− j(l + tn)m = −j,

para cada número entero j.

De manera que

(3.14) j(k + tm)n + j = j(l + tn)m

y

(3.15) − j(l + tn)m + j = −j(k + tm)n

Si j > 0, tenemos que (zn)j(k+tm) (zm)j(l+tn) ∈ A; lo que implica que

(j(k + tm)n, j(l + tn)m) ∈ M,

luego de la ecuación (3.14) se deduce que j(k + tm)n ∈ Mj.

Si j ≤ 0, se tiene que (zm)−j(k+tn) (zn)−j(l+tm) ∈ A; de manera que

(−j(l + tn)m,−j(k + tm)n) ∈ M,

entonces de la ecuación (3.15) se concluye que −j(l + tn)m ∈ Mj.
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Como ∞∑
t=1

1

j(k + tm)n
= ∞ y

∞∑
t=1

1

−j(l + tn)m
= ∞,

del Teorema 3.2 se concluye que A es densa en C(D). ¤
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