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Introduccién

El objetivo principal de éste Trabajo Especial de Grado es comprender y desarrollar el
articulo “A Miintz-Szész theorem for C'(D)” de Tavan Trent, en el cual se prueba una versién

bidimensional del teorema de Miintz-Szasz.

Para lograr el objetivo mencionado se harad un repaso de la parte correspondiente a los
teoremas de Weierstrass y Stone-Weierstrass estudiados en la Licenciatura, asi como también
el estudio de la demostracion (incluyendo sus requisitos previos) del teorema de Miintz-Szasz

que aparece en [1].

El teorema de aproximacién de Weierstrass dice que toda funcién continua en el intervalo
[0, 1] puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Este teorema fue generalizado
por Miintz en [4] y Szész en [6], quienes probaron que si nj es una sucesién creciente de

enteros positivos, entonces la variedad lineal generada por
{1,t™, ™. ..}

es densa en C|0, 1] con la métrica uniforme, si y sélo si

[e.o]

1

En el Capitulo 2 se demostrara, utilizando teoria de funciones de Hardy, que si nj es una

sucesion creciente de enteros positivos, entonces la variedad lineal generada por
niy 4no
{t",t" ...}

es densa en L?[0, 1] con la métrica || |2, si y sdlo si

[e.e]

1
— = 00.

n
n=1 k

Este resultado sera esencial en la demostracién del teorema de Miintz-Szasz que se puede

encontrar en [1].



INTRODUCCION 2

Sean
D={ze€C:|z|<1} y N={1,2,3,...}
En el Capitulo 1 se vera que una consecuencia de la version compleja del teorema de

Stone-Weierstrass, es que la variedad lineal generada por el conjunto
{1,2"z™ :n,m € N}

es densa en C(D), con la métrica uniforme.

Tomando en cuenta el resultado de Miintz y Szész, resulta natural plantearse el siguiente
problema: Sea M un subconjunto de N x N. ;Qué condiciéon debe cumplir M para que la

variedad lineal generada por el conjunto
{1,z"Z™ : (n,m) € M}
sea densa en C'(D) con la métrica uniforme?
Esta pregunta fue respondida por Tavant T. Trent, en su articulo [7], quien di6 una

condicion necesaria y suficiente para la densidad del conjunto mencionado anteriormente y

que en el Capitulo [3 se estudiara detalladamente.



CAPITULO 1

Preliminares.

El objetivo de éste capitulo es presentar algunas definiciones,teoremas y proposiciones
que serviran de herramienta en la demostracion del teorema de Miintz-Szasz y del teorema
de Trent que se estudiaran detalladamente es los capitulos siguientes.

A continuacién se fija algo de la notacion que se utilizard en el desarrollo de éste trabajo.

(1) N={1,2,3,...}
(2) R* ={w=a+1ib:b>0}
(3) D={z€C:|z| <1}

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio vectorial complejo. Una seminorma en X es una
funcion p : X — R tal que

(i) p(x +y) < p(x) + p(y) para cada z,y € X
(ii) p(Az) = |Mp(z) para cada A € C, x € X

A continuacién enunciamos la versién compleja del teorema de Hahn-Banach (ver [5]).

TEOREMA 1.2. Sean X un espacio vectorial complejo yp : X — R una seminorma. Sea
S una variedad lineal propia de X y sea f: S — C una funcion lineal tal que |f(x)| < p(x)
para cada x € S. Entonces existe un funcional lineal y continuo F : X — C tal que
F(z) = f(x) para cada x € S.

Como consecuencia del teorema anterior sigue el siguiente resultado, el cual serd utilizado

en la demostracion del Teorema 2.3/ y del Teorema 3.2.

TEOREMA 1.3. Sean X wun espacio normado sobre C y S un subespacio propio de X,

entonces existe un funcional F : X — C lineal y continuo no nulo tal que F(S) = {0}.

DEMOSTRACION.
Seanzpe X\ S y S={s+Axg:s€ S, eC}



1. PRELIMINARES.

Definamos la funcién f : S — C dada por
f(s+Axzg) = A

Considerando A = 0, se tiene que f(s) = 0 para cada s € S.
Sis =0y A=1, entonces f(zg) =1 de donde

(1.1) fS)=0 v f#o.

Ademas tenemos que f es lineal; en efecto.

Sean x,y € S y A € C, entonces existen si, 5 € Sy A1, Ao, @ € C tales que
T =51+ M\ g y Y = So + Ao xg.
Por lo tanto, por la definicion de f,
flaxz+y) = flafst + A o] + [s2 + A2 2o))

= f(la sy + sa2] + [a A1 + A2)xo)
= Oé)\l + /\2

= a f(z) + f(y).

Veamos que f es continua. Para esto definamos

d = distancia(zg, S) = ing |s 4+ 2ol
s€

como xp no esta en S'y S es cerrado, entonces d > 0.
A d
Sizx=s+AzgconseSyAeC, se tiene que |f(x)] = [N = %
Por otro lado se tiene que d < || + x¢||, ya que { € S.

De donde

Luego f es un funcional lineal continuo.

Consideremos la siguiente seminorma p : X — R dada por p(z) = || f|| ||z]|.
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Como f es continua, se tiene que |f(x)| < || f]| [|z]]; luego del teorema anterior se concluye

que existe un funcional lineal y continuo F': X — C tal que
F(z) = f(z) paracadaz € S.
Como S C S, entonces de la ecuacién (1.1) se tiene que

F£0 vy  F(S)={0}.

1. Funciones de Hardy
La definicion y el siguiente teorema que a continuacién se presentan fueron extraidos de
[1] y seran utilizados en la demostraciéon del Teorema 2.3.
Si h: R?** — C es una funcién, definimos

hy(w) = h(w +ib), para b > 0.

DEFINICION 1.4. Si h : R** — C es una funcién analitica tal que
sup || hy||3 = sup / |h(a +ib)|*da < oo,
b>0 v>0 Jo
entonces h es llamada funcién de Hardy de clase H*".

Por H?* denotemos la clase de las funciones anteriores.

TEOREMA 1.5. Sea h : R** — C una funcion analitica, entonces h es de clase H** si

y solo si
bw) = [ gy e
0
para alguna funcién f € L?[0, +00).

IDEA DE LA DEMOSTRACION.

Supongamos que
hw) = [ s,
0
donde f € L?[0,00] y Im(w) > 0.

Supongamos wy = ag + ¢ by con by > 0.



1. FUNCIONES DE HARDY

Entonces

lim h(w) — h(wo) — lim Oof(x) <M) dr

w—> wo w — Wy w—wo J

Por otro lado se tiene que

o0 fe'e) 1/2 %) 1/2
el ’d ) s
/0 |f(z)e™= *|dx < (/0 | f(x)] :E) (/0 e < 00

Ademas por el teorema del valor medio

LwT LW T
b0 e — € b -’
e2® ( ) e2 T oW ac7

w — Wy

donde w' estd en el segmento que une a w con wy.

Para w ~ wy tenemos que si w’ = a’ + ib’ entonces b’ > %0
Luego, como x > 0,

bo .y bo . /
2x _iw'x 2Lz ia'r —bx
lez e = |e2Te T e Y|

= (e <1
Sea

Se ha probado que
|he(2)] < g(),

donde g es no negativa e integrable en [0, +00).
Ademds lim,, ., hy(z) = iz f(x) e™°? para todo = € [0, +00).

Del teorema de convergencia dominada se tiene que

lim hy(x) de = / iz f(z)e™ d.
0 0

w—> W

Por lo tanto h es analitica en R?T.
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Por otro lado tenemos que

hy(a) = h(a +ib)

/ f z (a+ib) xdl’
= / f(z)e ™ et dy
0

De donde hy(a) es la transformada de Fourier de f(z)e .

Como la transformada de Fourier es una isometria, se tiene que

[o]|2 = || f () "2

De aqui sigue que

sup thﬂg < 00,
b>0

lo que implica que h es una funcién de Hardy de clase H>'.

La otra implicacién requiere mucha mas técnica y se usa el teorema de representacion de
Cauchy para obtener la funcién f a partir de h.
O

2. Productos Infinitos

DEFINICION 1.6. Sea {uj}72, una sucesién de nimeros, entonces el simbolo

00
H U = Up.-U1.U2...,
k=0

denota un producto infinito. Ademas P, = wug.u;...u,, representa el producto parcial del

producto infinito.

Las siguientes proposiciones serviran de gran utilidad en la prueba del Lema 2.2/ y se

pueden encontrar en [2].

PROPOSICION 1.7. Sea {uy}32, una sucesion de nimeros positivos, entonces

(14 up)(1 4+ uq)...(1 4+ ug) < exp(ug +uy + ... +uy)
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DEMOSTRACION.
Como .
k 2 3
e _ r ¥,z
er=> R TR TR
k=0
Entonces si x > 0 se tiene que 1 + z < e”.

Por lo tanto 1 + u,, < e“* para cada 1 < n < k, de donde
k

(1+ o) (1 + ). (L4 up) < ] exp(un)

n=0

:eXp(U0+U1 ++Uk)

PROPOSICION 1.8. Sea {uy}32, una sucesion de nimeros, entonces
(1:2) (U ) (U4 tpgo) (U i) = 1] < (LA Jupga [ (14 [upga]) (1 Jupp|) — 1

DEMOSTRACION.
Para demostrar la inecuacién (1.2) se hard induccién sobre p.
Para p = 1 se cumple la desigualdad.

Supdngase cierta la desigualdad hasta p y demuéstrese para p + 1. En efecto

|(1 4+ wpg1) - (1 + wprprr) — 1] = (1 4+ wprr) o (L 4+ wpprp) — 1+ (1 + wppr) oo (1 4 Wep) Uk pra |
<N+ wpgr) (1 + wprp) = 1 4 (14 trn) (1 + U Uk |
< (L g ) (LA fupap) = T4 (L g ]) - (1A [ugep ) [t pia |
= (4 |ursa ) (L A+ [urgp ) (1 + [tpspaa]) — 1.

3. Teoremas de Aproximacion

A continuacion se enuncia el teorema de Weierstrass.

TEOREMA 1.9 (Teorema de Weierstrass). Sean a,b € R, a < by f : [a,b] — R una

funcién continua. Dado € > 0 eziste un polinomio P tal que || f — P|lo < €.

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 1.10. Sea f : [0,1] — R wuna funcién continua. Dado € > 0 existe un
polinomio P tal que f(0) = P(0) y ||f — Plls < €.
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DEMOSTRACION.
Sea e > 0.

Por el teorema de Weierstrass tenemos que existe un polinomio ¢ tal que

€
—qllso < =.
17 = aloo < 5
Por lo tanto
€
£(0) ~ (0)] < 5.

Sea p(x) = q(x) — q(0) + £(0), entonces p(0) = f(0).

Falta probar que ||f — p|le < €. Si x € [0, 1], por la definicién de p, tenemos que

[f(2) = p(@)] = [f(2) = q(z) + q(z) — p(2)]

< [f(z) — a(z)| + |g(z) — p(z)]|
= |f(z) = q(@)[ + | f(0) — ¢(0)|
<S.f_.
S51T5 ;

de donde
1f = plles <&

DEFINICION 1.11. Sea A una subdlgebra de C(X, C), se dice que A separa puntos de X
si para cada =,y € X, x # y existe f € A tal que f(x) # f(y).

A continuaciéon se enuncia la versién compleja del teorema de Stone-Weierstrass, que

generaliza al teorema de Weierstrass (ver [5]).

TEOREMA 1.12. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subdlgebra de
C(X,C) tal que:
(1) A separa puntos de X
(2) A contiene las constantes
(3) Si f € A, entonces f € A,
entonces A es densa en C(X,C).
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COROLARIO 1.13. Sea D = {z € C : |z| < 1}, entonces la variedad lineal generada por
{z"Z™ :n,m=0,1,2,---},
es densa en C(D) con la métrica uniforme.

DEMOSTRACION.

Sea A la variedad lineal generada por {1,z"z" : n,m € N}.

Veamos que A separa puntos de D, en efecto si se toma n = 1y m = 0 se tiene que
f(z)=z€ A

Por lo tanto si z;, 2, € D con z; # 2z, entonces f(z1) # f(22).
Tomando a n = m = 0 se tiene que 1 € A, de manera que A contiene las constantes.

Por otro lado, si f(z) € A para cada z € D existen constantes complejas a;; tales que
f(z) = Z a2 7,
4,720
lo que implica que
7(2) = Z bz‘j Zj Ei donde bij = ﬂ‘j,

1,j=0

de donde f € A.

Luego del teorema anterior se concluye que A es densa en C(D). U

El siguiente teorema serd utilizado en la demostraciéon del teorema de Miintz-Szasz.
TEOREMA 1.14. C[0,1] es denso en L*[0,1], con respecto a la norma || ||2.

DEMOSTRACION.
Como el conjunto de las combinaciones lineales de las funciones caracteristicas de inter-
valos, es denso en L?[0, 1] con respecto a la norma || ||2, basta demostrar que las funciones

caracteristicas de los intervalos pueden ser aproximadas en || [|; por funciones continuas.

Sean€>0y(5:§.
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Sea0<a<b<l1.

Consideremos la siguiente funcién continua en [0, 1] dada por

1 sia<z<b
=+ sia—0<z<a

€T) =
/() bTTx—I—l sib<zx<b+4

en otro caso

0
Se puede observar que 0 < f(z) < 1.

Por lo tanto

1
|y — £II2 = /O (X — f)(2)Pda

Luego
[ Xap) — fll2 < e

4. Preliminares de Medida

En esta sesion se daran algunas definiciones y teoremas sobre medida que se pueden

encontrar en [5].

DEFINICION 1.15. Sean X un espacio de Hausdorff compacto y G un subespacio de C'(X),

decimos que una medida compleja @ en X es ortogonal a G si

/ gdu =0 paracada g € G.
X

DEFINICION 1.16. Sean B una o-dlgebra en un conjunto X y E € B. Una particién de

E es una sucesién {F;}2, en B tal que:
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(i) E=|JE:
=1

DEFINICION 1.17. Una medida compleja en una o-algebra B es una funcién p: B — C
tal que:
() 1(®) = 0 .
(ii) Si E € B entonces u(F) = Z w(E;), para toda particién {E;}2, de E.

=1

DEFINICION 1.18. Sea p una medida compleja en una o—algebra By E € B. La variacién
total de u se define por

ul(E) = Supz lu(E3),

donde el supremo es con respecto a todas las particiones {F;} de E.

En el siguiente teorema se usard que si {a;;} es una sucesiéon de nimeros positivos,

i=1 j=1 j=1 i=1

entonces

TEOREMA 1.19. Sean B una odlgebra en un conjunto X y p una medida compleja en B.

Entonces || es una medida positiva.

DEMOSTRACION.

Por la Definicion [1.18 se tiene que |u| es positiva.

Como la tnica particién de ) es {0}, entonces |u|(0) = () = 0.
Para probar que |u| es una medida falta ver que si £ € By {E;}32, es una particién de

E, entonces
o0

l(B) = 1ul(E).
i=1
Para esto, consideremos una sucesiéon de ntimeros reales {t;} tales que

t; < |p|(E;) paracadai=1,2,3,...
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Por la Definicién [1.18/ se tiene que cada E; tiene una particién {4;;}52, tal que

S A >t (=1,2,3,..)
j=1

Ademss {A;;} (i,j =1,2,3,...) es una particién de E.

Por lo tanto

o0

thgzz Aij)| < |pl(E).

=1

Luego

Z ti < |ul(E
i=1

Por otro lado se tiene que

mm{Ejt b < |ul(E } §jn4

de donde

(1.3) Z!ul ) < |ul(E).

Para demostrar la desigualdad contraria, consideremos una particién {A;} de E. Entonces
para cada j fijo, {4;NE;} es una particién de A; y para cada i fijo, {A;NE;} es una particién
de E;.

Por lo tanto, por la Definicién [1.18

De manera que

> (4] < 3 Iul(E)
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como {A;} es una particiéon de E se tiene que

(1.4) ul(E) < Z |l (E3).

[e.9]

De las ecuaciones (1.3) y (1.4) se deduce que |u|(F) = Z || (E).
i=1

OBSERVACION 1.20. También se puede demostrar que si j es una medida compleja en

un conjunto X, entonces |u|(X) < oo.

DEFINICION 1.21. Sea u una medida real en una o—algebra B. Se define

1 o
u+:§(|u|+u) y U :§(Iu|—u)

como la variacién positiva y negativa de p respectivamente, donde p* y p~ son medidas

positivas. Ademds u = put — .

A continuacién se enuncia el teorema de Radon-Nikodym (ver [5]).

TEOREMA 1.22. Sean B una odlgebra en un conjunto X y pu una medida compleja en
B. Entonces existe una funcion h : X — C medible tal que |h(x)| = 1 para cada x € X y
dpp = hd|p|.

El teorema anterior sera utilizado en la prueba del teorema de descomposicion de Hahn

que a continuacién se presenta (ver [5])

TEOREMA 1.23. Sea p una medida real en una o—dlgebra B de un conjunto X. Entonces
existen conjuntos disjuntos Ay, As € B tales que Ay U Ay = X, y tales que para todo E € B
se tiene que

pH(E)=p(ANE) y p (EB)=—p(ANE).

DEMOSTRACION.
Por el teorema anterior se tiene que existe una funcién h : X — C medible tal que
|h(z)] = 1 para cada x € X y du = hd|pl.
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Como p es real entonces h es real, de modo que h =" 1.

Sean

Ay ={x:h(x)=1} vy Ay={x:h(x)=-1}

Por la definicién de los conjuntos anteriores se tiene que X = A; U Ay y

1 h e Al
—(1+h)=
2< ) { 0 en A2
Ademas
1
=5 (lul+p).

Sea E € B, por lo tanto

2

— [ i
ENAq

:/ dp = p(E N A).
ENA;

uH(E) = » / (1 + Byl

Luego ut(E) = u(E N Ay).

De igual manera

1 0 A
S(1—h)= o
2 —h en A,
Como
S - )
po= 5 (= p).
Entonces
B 1
p(B) =5 [ @ wd
E
—~ [ ha
ENAs
:_/ dp = —p(E N Ap)
ENAsg
De donde = (E) = —pu(E N As). O

A continuacién se enuncia el teorema de representacion de Riesz (ver [5]).
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TEOREMA 1.24 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff
compacto, entonces para cada funcional lineal y continuo ® en C(X), existe una inica medida

compleja i tal que
O(f) :/ fdu para cada  f € C(X).
b's



CAPITULO 2

Teorema de Miintz-Szasz.

El objetivo principal de éste capitulo es dar una demostracion del teorema de Miintz-
Szész. Previamente se estudiaran algunos lemas y teoremas que serviran de ayuda en la

demostracién del mismo.

LEMA 2.1. Sean h : R** — R wuna funcién analitica y f € L*[0,1] tales que para
cada y € R*T se tiene que [hyyo(7y)| < ||fll2. Supdngase que existe una sucesion creciente de
nimeros enteros {ny}5>, tal que v =iny es raiz de his2 para cada k > 1y
1
g

NE

:()07

i

1

).

D=

entonces hyjo = 0, donde hyo(7y) = h(y + i

DEMOSTRACION.

Consideremos la funcién

v+ ing
ink ’

J(V) = h1/2(7> H

k<m T

Como 7 = iny es raiz de hy/, para cada k > 1, y éstos también representan todos los

polos de

v+ ing
Il =

—1
k<m v

entonces J(7) esta bien definida.

Veamos que J esta acotada por || f||2; en efecto,

hia(7) H T

-
—n
k<m Y k

< Il IT

k<m

Sl =

Y

v+ ing
v =y,

17
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ademés dado € > 0 existe v tal que si |y| > || entonces

11

k<m

;e
1414 -

g Dk
v

<l+eg,

por lo tanto |J(7)| < [/ f]l2(1 + ¢) para todoe > 0; lo que implica que

[7(v)| < [If]l2, para todoy € R**.

En particular si v =i b, con b > 0; se tiene que

— < .
’h1/2(lb)‘ H ib— ing < I fll
k<m
De donde
< —
e < W1 TT |55
k<m
=TT ("0
2b
— 1— ;
i 11 (- 75)

como 1 —x < e ®para todox € R, entonces se tiene que

—2b
hi/2(i0)] <
i1 = 151 TT e (5575)

—2b
= [|f]l2 exp (Z m)

k<m

Por otro lado, tenemos

—2b
exp <Z — b) — 0 cuando m — 00, ya que

k<m
=1
E — =0 y b>0;

n
=1 K

Por lo tanto hy /o (i b) = 0y como hy/2 es analitica se tiene que hy/, = 0. 0
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LEMA 2.2. Sean R C C un conjunto abierto y g, : R — C, k =1,2,3, ..., una sucesion
de funciones analiticas. Supongase que existe una sucesion de numeros reales no negativos

{Mg}e2, tal que > 07 My < 00 y |gk(v)| < My para cada v € R. Si existe una constante cg

[e.o]

tal que | [Tozy (1 + gx(7))] < co para cada n € N. Entonces H(l + gx(7)) es analitico en R.
k=1
DEMOSTRACION. .
Para demostrar que H (7 H (14 gk (7)) es analitico en R, probaremos que el producto
k=1

converge uniformemente.
Para esto consideremos

m>n,y fily) =1+ gkm, entonces

H Ji(v) =

k=n+1

I At -

k=n-+1

||:j:

Por otro lado, por las Proposiciones 1.8y 1.7, tenemos que

IT =1 ={ I] O +a() -1
k=n+1 k=n+1
< I a+lgtn -1
k=n+1
< exp ( > |gk(7)|) -1
k=n+1
§§exp ( jz: A4k> —-1,
k=n-+1
va que |gr(y)| < M.
Como Z M, < oo, entonces
k=1
Z M, — 0, cuando n — o0;
k=n+1
es decir

exp( Z M) — 1, cuando n — oo,
k=n-+1
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luego
ka(’Y) - ka(v) — 0, cuando n — ooc.
k=1 k=1
De donde H converge uniformemente. =

El siguiente teorema serd esencial en la prueba del teorema de Miintz-Szasz que mas

adelante se estudiard detalladamente. La demostracién del mismo fue tomada de [1]

TEOREMA 2.3. Seal < ny <ng <ng<---, una sucesion de numeros enteros . Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La variedad lineal generada por M = {z™ : k =1,2,3,...} es densa en L?[0,1]
Lo L

ii — =

(i) ; -

DEMOSTRACION.
()=(i)
— 1
Supongamos que Z — < 4o00.
=1 'k
La idea de la demostracién es encontrar una funcién f € L?[0,1] no nula tal que f 1 M.
Para esto consideremos la funcién

“+o00

Jo) =[]

kzlwk+7’

donde wy, = i(ny, + 3).

Siy=a+ib, con b > 0; se tiene que

W — 7Y _
W+

1 1
< ;
a+ (ny +1+0)?2 " a2+ (ng + 5 —b)?

de manera que

a4+ (ng + 1 —b)? a?+ (ng + 1 —b)?

< =1,

D
=

a? + (ng + 2 +b)? a? + (ng + 1 —b)?
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por lo tanto

‘wk—’Y

‘ < lpara todok > 1;
wg + 7y

luego |J(y)| < 1 para todo v € R*", ademés tenemos que

wk—’V:wk—’Y

—141
Wg +77  wg -+
2
-
wk+’y

De donde

=[[a+aG
k=1

donde gi(v) = — es analitica en R*" para todok > 1.

wWg + 7y
2M
Sean v € R** y M > 0 tales que |y| < M y sea M}, = —, entonces
ng
2y
0 = | 2
2M
<
V@ (e + 5+ )2
2M
< — = M.
g

También se tiene que Z My, =2M Z — < +00.
k=1
Luego por el Lema 2.2 se obtiene que [[,—,(1 + gx(7)) converge uniformemente en R**
y por lo tanto es analitico.

J
Ahora consideremos, la funcién h(y) = () la cual es analitica en R%**, ya que

11—y’

J(7)y (1 —4v) son analiticas en R*".



donde f(eY)

Siy=a+1ib, conb>0

1713
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= / \h(a +b)|* da
0
0 - 2
:/ |J(a + ib)| da
0

11— i(a+b)

</ ! d
a
— Jo 1+62+a,2

Il
‘H+

| — |
&)
=
o
-+
&)
B

/\

<

22

entonces h es una funcién de Hardy de clase H?*. Por lo tanto del Teorema (1.5l se tiene que

= [ semenraay
0

e~¥/? es una funcién en L2[0, c0).

Si f(e7¥) e ¥/2 = Opara todoy € [0,00), tenemos que h(y) = Opara todoy € R*", por

ende J(v) = O para todo~y € R?T; lo cual es una contradiccién, ya que J(y) # 0 para~y # wy.

De donde f(e™¥)e %2 # Opara algiiny € [0,00), lo que implica que f(e™¥) # 0 para

algin y € [0,00); luego si © = eV se tiene que f(x) # 0para alginz € [0, 1].

Ademis se tiene que ||h|j3 = / |f(e™)|?e ¥ dy < oo, haciendo el cambio z = e7¥;
0

1
obtenemos que / |f(x)|* dz < oo, de manera que f € L?[0,1].
0

Por otro lado se tiene que

0

— / fe™) e~ Y/2 piwry dy
0

0

_ /01 Fx) 2™ da.
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Por lo tanto fLM y como f # 0 en [0, 1], entonces la variedad lineal generada por M
no es densa en L?[0,1], lo cual es una contradiccién que viene de suponer que la suma de la
serie es finita, luego

= 1
Z — = +00.
1 '

(i)= (i)

Sea f € L?[0,1] tal que f L M; es decir

1
/ f(x) g(x)dr = 0 para todo g € M.
0

Para demostrar que la variedad lineal generada por M es densa en L?[0, 1], basta demos-

trar que f = 0; para esto definamos

1
h(y) = / f(x) 27D ar,

si hacemos el cambio x = e7Y; se tiene que dxr = — e Ydy. Luego
0 o
by == [ penert ey

N / fle™) e~ Y/2 oty dy.
0

Por otro lado
1 (e v)e V23 = / Fle ) Pev dy
0

1

- / (@) de
0

— £ < oo

por lo tanto f(e™¥)e™¥/2 € L?[0, 0o]; de manera que h es una funcién de Hardy.
Sea wy, = i(ny + 1), entonces
1 o
e = [ fla)at ) ds
0
1
:/ () 2l bl=D) gy
0

1
:/f(x)x”’“dx:O, ya que f L M.
0
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Luego wy, es raiz de h para cada k > 1. Ademas

hija() = h(vﬂ'%)

_ / fle™) e~ V/2 pilyti gy dy
0

= [ semerenay,
0
de donde

hajal(7)] < / Fe)]e dy

- [rwlar

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

1/2

/Ollf(x)\dx < (/01|f(x)]2dx)1/2 (/01 dx) —1f |l

por lo tanto |hy/2(y)] < || f|l2-

Por el Lema 2.1/ se concluye que hy/, = 0.

Como hy/y representa la transformada de Fourier de f(e™¥)e™ en [0, 00], se tiene que
f(e7¥)e ¥ =0 para todo y € [0, 00).

Es decir

f(z) =0 para todo x € [0, 1].

Luego la variedad lineal generada por M es densa en L?[0,1]. U

PROPOSICION 2.4. Sea f € C[0,1] tal que f(0) =0, entonces || flloo < [I.f']l2

DEMOSTRACION.

Por el teorema fundamental del célculo tenemos que

fa) = £0) = [ 7.
Como f(0) = 0, entonces

f(x) = / Cpwdt.
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Por lo tanto

x)|§/0w|f’(t)|dt.

Il = sup |1 'ii‘fé}(/ 7 |dt) / o

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

De donde

2

[ ([ wwea)” ([a)” =i

1flloe < 11f7l2-

luego

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.3. De ahora en adelante la

densidad de los conjuntos es con respecto a la métrica uniforme.

COROLARIO 2.5. Sea 1 < ny <ng <ng < ---, una sucesion de numeros enteros tal que
S = = oo, entonces la variedad lineal generada por {z™ : k = 1,2,3,..} es densa en
1 7p

Po = {q : q es un polinomio y q(0) = 0}.

DEMOSTRACION.
Sea q € Py, entonces ¢(0) = 0.
[e.e]
Como — = 00, tenemos que
N
k=1

>
=2 kT
Por lo tanto, del Teorema 2.3 se concluye que la variedad lineal generada por el conjunto

{am~t k=23, ...} es densa en L?[0,1].

Ademis ¢' € L*[0, 1]; de manera que dado ¢ > 0 existen enteros cy, cs, ..., ¢y, tales que

N
- § :Ck xnk*1
k=2

2
Por otro lado tenemos que
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De donde
N /
C n
q(a:)—Z—x’“) <e.
||< k=2 " 2
Y e
Sea g(x) = q(z) — Z —% 2™ entonces g(0) = 0. Por la Proposicién 2.4 se tiene que
— Tk
19l < llg'll2-
Luego
Ay
ko .
J— < ;
q(z) ; - " 00 £

lo que implica que la variedad lineal generada por {z™ : k =1,2,3,...} esdensaen P, O

A continuacién se presenta el teorema de Miintz-Zsasz, el cual es una generalizacién del
teorema de Stone-Weierstrass y que serd esencial en la demostracion del teorema de Tavan
Trent (ver [1]).

TEOREMA 2.6 (Miintz-Zsasz). Sea 1 < ny < ny < ng < ---, una sucesion de nimeros
enteros . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) La variedad lineal generada por el conjunto M = {1, 2™ : k=1,2,3,...} es densa
en C10, 1]

Lo L
(11)Zn—:oo.
=1k

DEMOSTRACION.

(1)==(ii)

Sean g € L*[0,1] y € > 0.

Por el teorema [1.14 existe f € C0,1] tal que f(0) =01y [lg — fll2 < 5.

Como la variedad lineal generada por M es densa en C|0, 1], existen constantes g, c1, ..., Cn

tales que
al €
Hf—co—chzn’“ <3
k=1 0o
entonces |co| < £, ya que f(0) = 0.
Lo que implica que
N
€
— x| < <.
p-gan| <
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Ademds si h € L?[0, 1], se tiene que

= [[Alloo
De manera que
N N
Hf—Z || <=3
k=1 2 k=1 e
Luego
N N
9= ™| <llg—=flla+|f =D cra™
k=1 2 2

k=1
N
<llg=flla+ ||f =D cra™

<fif_¢
2 2 7

de donde la variedad lineal generada por M es densa en L?[0, 1].

Por lo tanto del teorema 2.3/ se concluye que
S
=1 'k -

(il)=(1)

Sean f € C[0,1] y € > 0.

Por el Corolario [1.10 existe un polinomio p tal que

F0) =p(0) ¥ [f =Pl < 5

Ademas

Sea q(z) = p(x) — f(0), entonces ¢(0) = 0.
Como

=1
> =

=1 K

27
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del corolario 2.5 sigue que existen constantes cy, ca, ..., cn tales que

N
€
q— Z x| < 3
k=1 00
Por otro lado, por la definicién de ¢, se tiene que
N N
F=FO) =Y aa™| =|f-fO0)—qg+q-> cpa™
k=1 ) k=1 [eS)
N

<= f0) =gl + [|g =D cra™

k=1 00

N
q—E cp x"*
k=1

= If = plle +
<fiio
2 2 7

de donde la variedad lineal generada por M es densa en C[0, 1].

28



CAP{TULO 3

Extensién del teorema de Miintz-Szasz a C (D).

El objetivo principal de éste capitulo es dar una demostracion del teorema de Miintz-
Szasz extendido a dos dimensiones. Antes de realizar dicha prueba presentaremos un lema

previo.

LEMA 3.1. Sea p: D — R una medida de Borel tal que

/ 22 dy =0,
A

para todo conjunto de Borel A. Entonces u(A) = 0 para todo A C D\ {0} de Borel.

DEMOSTRACION.

Por el Teorema [1.23, existen conjuntos de Borel disjuntos Dy y Ds tales que D = D;U Ds,

y tales que para todo conjunto de Borel E se tiene que

(3.1) pH(E) = pu(EN D)
y
(3.2) po(E) = —p(EN Dy);

donde ™ y p~ son como en la Definicién 1.21

De las ecuaciones (3.1) y (3.2)) se deduce que u*(Dy) = p= (D) =0, pt(D;y) = pu(Dy)

y u (D2) = —u(Ds).
Sean

1 1
pi={eenipiztl y pp-feenizi)
n n

por lo tanto

DA{0}y=JDr  w  D\{0} =] D5

29
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Por otro lado, como u~(D;) = 0, tenemos que

o=/'mwu
Dy
= [ et [ e
D1 Dl
:L/’|deu+,
D1

Zl/)IZqu+
DY

1
+
> ) dp
Dy
1 n
= EMJF(Dl)'

Luego u* (D7) = 0, lo que implica que p*(D; \ {0}) = 0.
Sea B un conjunto de Borel tal que B C Dy \ {0}, entonces

0 < p*(B) < p*(Dy\ {0}),
de manera que
(3.3) wH(B) = 0.

También, como u*(Dy) = 0, se tiene que

o=/‘wwu
Do
= [ et [ e
D2 D2
=—/|ﬁw
Do
s—/|ﬁw—
Dy

1 _
< _ﬁ dp
Dy
1 — n
= —ﬁu (D3).

Lo que implica que p~ (DY) = 0, y en consecuencia = (Do \ {0}) = 0.

30
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Sea C' un conjunto de Borel tal que C' C D, \ {0}, por lo tanto
0<p™(C) < p (D2\{0}),
luego
(3.4) p (C)=0.

Como p = pt — ™, de las ecuaciones (3.3) y (3.4) se concluye que si A es un conjunto
de Borel tal que A C D \ {0} entonces pu(A) = 0.
0

El siguiente teorema es una generalizacion del teorema de Miintz-Szasz a dos dimensiones;
el mismo representa el centro de éste Trabajo Especial de Grado y fue dado por Tavan Trent

en su articulo [7].

TEOREMA 3.2 (Tavan Trent). Sean M un subconjunto de N x N, j un nimero entero y
M; ={m: (m,m+ j) € M}. Si consideramos el conjunto M = {1,2"z™ : (n,m) € M},
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La variedad lineal generada por M es densa en C(D)
1

5 p da i _

(ii) Para cada 7, E =00

mGMj
DEMOSTRACION.
(i)==(ii)
1
Supongamos que Z — < 00, para algin j € N, entonces
m
mGMj
(3.5) Yoo
) 2m+j '

meM,;
La idea de la demostracion es construir, a partir del teorema de Miintz-Szasz una medida
compleja v # 0 en D tal que v L M.
De la ecuacion (3.5) y del teorema de Miintz-Szész se deduce que la variedad lineal
generada por {1,t*"* : m € M;} no es densa en C[0,1]; por lo tanto, existe una medida
Y0(t) # 0 en [0,1] tal que

1 1
/ dyo =10 Yy / t*" 1 dryy = 0, para cadam € M.
0 0
Definamos la siguiente medida producto,

dy = dvy x €°df, donde df denota la medida de Lebesgue en [0, 27]
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Por el teorema de Fubini tenemos que

/D f(z)dy = /0 ’ (/o f(t eiﬁ)d%> ¢'%d, para cada f € C(D).

Luego si k>0

2 1
/ o 5n+kd’7 _ / (/ (t ez‘e)n (t €—i9)n+kd70) %10
D 0 0
2 1
:/ (/ 1 pind yntk ei(n+k)0d%> 9% 10
0 0
27 1
:/ (/ t2n+kd%) o=k g9
0 0
1 2
_ </ t2n+kd%) (/ ei(jk)Hdg) )
0 0

Por otro lado tenemos que sin € M; y k=3

1
| =
0

2m
/ e'U=Rqp = 0,
0

(3.6) / 2" 7" dy = 0, para cada k > 0.

D

por otra parte, si k # j

de manera que

Anélogamente si k > 1

2 1
/ Zn+k znd,y — / (/ (t eze)n-‘rk (t e—z@)nd,yo> 62]9d0
D 0 0
1 2
_ (/ t2n+kd")/0) (/ ei(j+k)9d9> )
0 0

Como j € N,
/% eUth0 40 — 0, para cadak > 1,
luego ’
(3.7) / 2" Edy = 0, para k > 1.
D

De las ecuaciones (3.6)y (3.7) se concluye que

/ 2" Z™dy = 0, para cada (n,m) € M.
D
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Es decir, hallamos una medida v # 0 en D tal que LM, lo cual contradice que la

variedad lineal generada por M es densa en C(D).

Para el caso —j € N se procede de manera analoga, usando

(3.8) > ! o

mEMj 2m - j

De donde

para cada nimero entero j.

(i)— (i)
Sea F : C(D) — C tal que F(M) = 0.
Para demostrar que la variedad lineal generada por M es densa en C(D) basta probar
que F' = 0. (ver Teorema [1.3)
Por el teorema de representacion de Riesz tenemos que existe una tnica medida compleja

wen D tal que
F(f)= / f du, para cada f € C(D).

D
Por lo tanto

/ ldp=0 Y / 2" Z™du = 0, para cada (n,m) € M.

D D
Luego si j es un entero positivo, se tiene que

/ 2" 2" dp = 0, para cada m € M;.
D

Por otro lado tenemos que

2 = Mg
= |27,
de donde
(3.9) / |2|*™%7 du = 0, para cada m € M;.
D
Como
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Entonces del teorema de Miintz-Szész se concluye que la variedad lineal generada por
{1,£*™ : m € M,} es densa en C[0, 1].

Por lo tanto para cada n € N, t*" se puede aproximar uniformemente en [0, 1] por
combinaciones lineales de t*™ con m € M;.

De igual manera, se tiene que |z|*" se puede aproximar uniformemente en D por combi-

naciones lineales de |z]*™, luego de (3.9) se obtiene
(3.10) / |22 dy=0,n=1,2,3,...
D

Sean i € Z'y m € M;, con i < 0, entonces F(z"z™) =0y
zm Em—‘rz — Zm—l—z Em—i—z Z—z
_ |Z’2(m+z) P
= |z|2(m_3) 2, con j = —i

lo que implica
/ |2)2m=D) 23 dpy = 0
D

De donde
(3.11) / |2 2 dp=0,n=1,2,3, ...,
D
ademas

|Z|2n zj — |Z’2 |Z|2n—2 Zj
= |2[? 220 &7

— |Z’2 anl Enfl I

— |Z|2 Zn—1+j zn—l’

si hacemos el cambio k =n — 14 j y ¥ = n — 1, entonces, de la ecuacién (3.11) se obtiene
(3.12) / 2|2 ¥ 2¥ dp = 0, para cada k, k' = 0,1,2,...con k > k'.
D
También se tiene que

2P = [a o2

— |Z’2 Zn—l En—l Ej

— |Z|2 Zn—l gn—l-i-j’
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por lo tanto, de la ecuacién (3.10) se obtiene
(3.13) / |2)2 2* 2" dp = 0 para cada k, k' =0,1,2,...con k' > k.
D
Luego de las ecuaciones (3.12) y (3.13)) se deduce que
/ 2|2 2* 2" dp = 0 para cada k, k' =0,1,2,3, ...
D

de donde
/ P(z,%) |z|*dp = 0, para todo polinomio P, en dos variables.
D

Por el teorema de Stone-Weierstrass se tiene que los polinomios en dos variables son

densos en C(D), lo que implica que
/ f(2)|z|*du = 0, para toda f € C(D),
D
como las funciones caracteristicas se pueden aproximar por funciones continuas, se tiene que
/ |z|?du = 0, para todo conjunto A de Borel.
A

Como g es una medida compleja entonces p = 11 + 1 2, donde piq, po son medidas reales,

por lo tanto si A es un conjunto de Borel se tiene que

/ |2?duy =0y / |22y = 0.
A A

Luego del Lema 3.1 sigue que

m(D\{0}) =0 y pu(D\{0})=0

/duz(),
D

u@):/dm:o y u2<ﬁ>:/du2:o,
D D

Ademas

de donde

Por lo tanto
m({0}) =0 y p({0})=0.

Luego p = 0, lo que implica que F' = 0.
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Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.3 (Minsker, [3]). Sin ym son enteros positivos tales que su mdximo comin

divisor es 1, entonces el dlgebra generada por {1,2",z™} es C(D).

DEMOSTRACION.
Sean A el algebra generada por {1,2", 2"} y M = {(ng,mg) : 2™ z™ € A} C N x N.

Se tiene que A es la variedad lineal generada por el conjunto
{1, 2" Z™ : (ng,mg) € M }.

Como el maximo comun divisor entre n y m es 1, existen enteros positivos k y [ tales

que kn — Im = —1, entonces para cada nimero entero positivo ¢ se tiene que
kn +tmn —tmn — Im = —1;
es decir
(k+tm)n — (I +tn)m = —1.
Por lo tanto
Jj(k+tm)n — j(l +tn)m = —j,
para cada nimero entero j.

De manera que

(3.14) Jk+tm)n+j=j(+tn)m
y
(3.15) —jl+tn)m+j=—jk+tm)n

Si j > 0, tenemos que (27)Ik+tm) (zm)ill+tn) ¢ A: 1o que implica que
(j(k 4+ tm)n,j(l + tn)m) € M,

luego de la ecuacion (3.14) se deduce que j(k + tm)n € M,.

Si j <0, se tiene que (™)~ (k+tn) (zn)=i(+m) ¢ A: de manera que
(=il +tn)m,—j(k+tm)n) € M,

entonces de la ecuacién (3.15) se concluye que —j(I 4 tn)m € M,.



3. EXTENSION DEL TEOREMA DE MUNTZ-SZASZ A C(D).

Como
oo

- 1
Z]k;—l—tm -7 ;—j(l—i—tn)m_

t=1

del Teorema 3.2 se concluye que A es densa en C(D).
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