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Resumen

Se considera la definiciéon de entropia dada por Shannon y luego, se hace una deduccién
de la férmula de Shannon basdndonos en el valor esperado de la funcién incertidumbre.
Posteriormente, se extiende la ecuacién de Euler - Lagrange a un intervalo no acotado y
usando esta extension, se resuelven problemas de méxima entropia en la recta considerando

diferentes tipos de restricciones.



Introduccion

Originariamente, la entropia se ligd al segundo principio de la termodindmica o también
principio de degradacién de la energia, ya que, el calor se considera una forma mas baja o
“degradada” de energia, entendiendo por degradacion, al paso de una forma de energia a
otra que no puede ser acompanada de un proceso de inversion completo.

Entre mediados y finales del siglo XIX, surgieron los primeros trabajos alusivos a la en-
tropia, con el fisico francés Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796 - 1832) y el fisico aleman
Rudolf Julius Emmanuel Clausius (1822 - 1888). Siendo el primero, el que di6 una formu-
lacién de la teoria en 1824 y el segundo, una forma matematica rigurosa en 1850. Luego
el fisico austriaco Ludwig Botlzmann (1844 - 1906), logré proporcionar una profunda inter-
pretacion de esta ley, vinculando para ello, la teoria cinética con la termodinamica, llegando
a la conclusion, de que la entropia de un sistema aislado esta ligada a la probabilidad de su
estado actual.

La magnitud asociada con el niimero de distintas formas en que podemos disponer las
particulas de un sistema, es lo que denominamos entropia y matematicamente la definimos
como una cantidad proporcional al logaritmo del nimero de distribuciones posibles de los
estados del sistema.

Formalmente, Claude Elwood Shannon (1916 - 2001), ingeniero eléctrico y matematico,
recordado como “el padre de la teoria de la informacion”, en su articulo “A Mathematical
Theory of Communication” [16], define la entropia, como una funcién que permite medir la
cantidad de informacion asociada a un proceso aleatorio y alli establece que, cuanto mayor
sea la probabilidad de que se produzca, menor sera la informacién que aporta.

Matematicamente, Shannon considera una variable aleatoria X y a partir de ella define
una nueva variable aleatoria I[X] = —log,pi, llamada cantidad de informacion, donde p;

es la probabilidad del i-ésimo evento. Luego, define la entropia como la esperanza de la



cantidad de informacién, es decir
HIX] = E[I[X]] = — ) pilog, .
i=1

Si en la entropia de Shannon, consideramos a X como una variable aleatoria que toma
valores en la recta real y f es la funcién de densidad asociada a X, la entropia de Shannon

se puede definir por el funcional

HI[f] = —JOO f(x) log f(x) dx (1)

—00

Es en este punto donde se centra el presente trabajo. Basicamente, lo que queremos es
determinar las condiciones bajo las cuales podemos garantizar, la existencia y unicidad de
las funciones de densidad que maximizan el funcional dado en (1)), sometiéndolas a diversas
restricciones, para asi, finalmente poder caracterizar estas funciones. Para ello, hacemos uso
de las técnicas que nos proporciona el calculo variacional.

Este trabajo, consta de cuatro capitulos. En el primero, se realiza la construccién ax-
iomatica de la funcién incertidumbre (cantidad de informacién) y con ella se facilita la
definicién de la entropia de Shannon, pasando por otras definiciones de trascendencia a
través de la historia, tales como, la entropia de Boltzmann y la de Gibbs.

El segundo capitulo, estd dedicado al calculo variacional, con la idea de plantear el
problema fundamental del calculo variacional y enfocarnos en la ecuacién de Euler - Lagrange,
pasando por el caso finito dimensional y luego haciendo un enfoque general hasta llegar al
problema isoperimétrico sobre intervalos acotados.

En el tercer capitulo, hacemos la extension de la ecuacién de Euler - Lagrange a toda la
recta, observando las condiciones minimas necesarias para considerar transformaciones que
nos permitan dejar invariante dicha ecuacién, al pasar de un intervalo acotado a toda la
recta.

En el dltimo capitulo, enfocamos el problema de la entropia maxima, buscando carac-
terizaciones de las funciones de densidad, en virtud, de las restricciones a las cuales estan

sujetas, usando las técnicas expuestas en el capitulo 3.



Capitulo 1
Entropia

El concepto basico de entropia en Teoria de la Informacion tiene mucho que ver con la
certidumbre que existe en cualquier experimento o senal aleatoria, o se puede visualizar
también, como la cantidad de “ruido” o “desorden” que contiene o libera un sistema. De esta
forma, podremos hablar de la cantidad de informacién que lleva una senal. Frecuentemente,
al remitirnos a la entropia en la formulacion que hace de ella la Teoria de la informacién,
encontramos que a esta entropia se le llama Entropia de Shannon, en honor de Claude E.
Shannon.

Los procesos irreversibles, son aquellos en virtud de los cuales los sistemas se acercan
al equilibrio. En un proceso irreversible, la entropia del sistema aumenta, mientras que un
proceso reversible la entropia del sistema permanece constante, es decir, dicha entropia no
disminuye nunca. Una vez que se ha alcanzado el estado de equilibrio, los sistemas, no
pueden cambiar sin ser distorsionados por un agente externo.

Parece por tanto, que el predecir la produccion y direccién de algunos cambios es cuestiéon
sencilla, lo tinico que se debe tratar de hacer, es indagar si se cumplen o no los criterios que

conducen a un estado de equilibrio, en vias de establecer caracterizaciones de los mismos.

1.1 Entropia de Shannon

Intuitivamente, la entropia se puede visualizar como una magnitud S, que es una funcién del
estado del sistema, es decir, la entropia de una variable de un sistema es la medida esperada
de la informacion que aportara la realizacién del evento asociado a la variable, no la propia

variable.
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Por tanto, la entropia se puede entender literalmente, como un ntmero asociado a una
variable aleatoria que es igual al valor esperado de la respuesta que recibiriamos al conseguir
una comprension de la variable aleatoria.

Usualmente, la entropia se asocia o esta familiarizada a la quimica, a la termodinamica
o a la teoria de la informacion y quizd de esta tltima, se pueda inferir directamente que la
entropia resulta ser una medida del desorden de un sistema.

Shannon, ofrece una definicién de entropia que satisface las siguientes afirmaciones:

e La medida de informaciéon debe ser proporcional (continua). Es decir, el cambio
pequeno en una de las probabilidades de apariciéon de uno de los elementos de la senal

debe cambiar poco la entropia.

e Si todos los elementos de la senal son equiprobables a la hora de aparecer, entonces, la

entropia sera maxima.

La eleccién de esta funcién inesperada hipotética del estado del sistema, a ser denotada
por S que propone Shannon, la podemos fundamentar en que ella debe satisfacer algunos

axiomas basicos. Estos son:
Axioma 1.1. S(1) =0.

Este axioma deja ver en forma muy clara que, lo inesperado es cero cuando el evento es
seguro.

El segundo axioma establece, que cuando un evento es mas improbable que otro, lo
inesperado debe ser mas grande, es decir, que una entropia alta implica que la propia variable

aporta una informacién pequena. Veamos:

Axioma 1.2. Sip > q, entonces S(p) > S(q). Asi'S, es una funcion estrictamente decre-

ciente.

El tercer axioma, establece que pequenos cambios en la probabilidad de un evento deter-

minan pequenas variaciones en el valor inesperado, a saber:
Axioma 1.3. S(p) es una funcion continua en p.

El axioma final, estd motivado por lo que ocurre cuando observamos que dos eventos
independientes ocurren. Supongamos que el evento E tiene probabilidad p de ocurrir y que

el evento F tiene probabilidad q. Entonces, P(EF) = pq, corresponde con la probabilidad
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de eventos independientes. Por lo tanto, la sorpresa provocada por la ocurrencia tanto de E
como de F es S(pq). Ahora, la sorpresa provocada sélo por la ocurrencia de p es S(p) y por
consiguiente, la sorpresa adicional provocada por q es S(pq) — S(p). Sin embargo, si E y F

son independientes, entonces, esta sorpresa solo debe ser S(q). Veamos
Axioma 1.4. S(pq) = S(p) + S(q), para p,q € (0,1].

Usando estos axiomas podemos derivar la forma funcional de S(p). Notemos que el

Axioma [1.4, usado en forma inductiva establece que
S(p™) = mS(p)

luego para n € Z™", también se cumple que

S(p) = =S(»")
n
por consiguiente,
m/n m
S(p™™) = —S(p)
n
o equivalentemente
S(p*) =xS(p)

cada vez que x € Q.
Ahora, necesitamos la continuidad de S(p). Consideremos una sucesion {qnjn>1 que

converge a (, entonces en forma analoga a la definicion de funciones continuas, tenemos que
n—oo n—oo

Escojamos entonces q = p*, para cualquier x positivo y arbitrario y definamos la sucesién

qn = pl™I/™ Por tanto,
lim g, =q=p~*
y notemos que S(qn) = S(pl™/m) = L“—T?JS(p), luego

[nx|

lim S(qn) = lim S(p™/™) = lim S(p) = xS(p)

n—oo n—oo M

pero por la continuidad sabemos que

lim S(qn) = S(q) = S(p*)

n—oo
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Por consiguiente, para cualquier x positivo tenemos que

S(p*) = xS(p)

Por supuesto, si x = 0 por el Axioma (1.1, obtenemos que S(p°) = S(1) =0 = 0.S(p).
Para cualquier p, tal que 0 < p < 1 y para cualquier a > 0, sea x = —log,p, tal que

S(p)=S ((1>X) =xS (l> =—Clog,p
a a

donde C = S( ) > S(1) = 0 (por los Axiomas 1.1y [1.2). Por lo tanto, estos axiomas

1
a

P = (%l)x, entonces

determinan que la funcién de respuesta inesperada debe ser

1
S(p) =-S§ (E) log,p

y si denotamos por S,(p) a la funcién que resulta de escoger S((ll) =1, tenemos que

Sa(P) = logap

Entonces, la entropia para una variable aleatoria discreta X, la cual tiene probabilidad
Pi, cuando toma el valor x4, es calculada usando la probabilidad de la funcién de masa de la

variable aleatoria, esto es
Ha(X) = ESa(p(X))] = — ¥ p(xi) log, p(x:)

En la practica, las comparaciones de entropia es lo que nos interesa mas que la cantidad

total y el factor constante arbitrario a, no es importante, ya que del hecho que

log,x = logy, x

log, a

obtenemos que, para dos variables aleatorias X e Y, se cumple que

Otra manera de mirar este factor constante, es pensar en la relacién con la unidad de
medida, es decir, la base del logaritmo sélo esté especificando las unidades en la que estamos
midiendo la entropia, entonces, podemos establecer que la unidad de medida es bit, nat, dec,

etc., dependiendo de si es 2, e, 10, etc.
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Necesitamos entonces, hablar de la cantidad de informacién de un suceso. Cuanto mayor
sea la probabilidad de que se produzca, menor sera la informacién que aporta. Si el suceso
es de probabilidad uno, la informacién que nos aporta su conocimiento es cero. En el caso
limite contrario, un suceso de probabilidad cero nos aportaria una informacion infinita.

Precisamente la funcion logaritmo tiene unas propiedades muy buenas para cuantificar
este extremo: logx vale cero para x = 1, y va aumentando (en valor absoluto) hacia infinito
conforme la x va desde la unidad hacia el cero. Definiremos por tanto, la cantidad de

informacion asociada a un suceso aleatorio de la siguiente manera:

Definicién 1.5. Sea xi, el i-ésimo suceso de una variable aleatoria X, entonces la cantidad

de informacién que aporta este suceso estd determinada por la expresion
Ii = — 1Og2 P(Xi)

donde P(x;) es la probabilidad de este evento.

El motivo del signo menos es que el logaritmo de todo niimero comprendido entre 0 y 1
es negativo. La eleccién de la base 2 para los logaritmos es de indole préactica e irrelevante
para la explicacién del concepto. Podriamos en principio poner cualquier base; simplemente

es una cuestién de escala.

Definicién 1.6. Sea X una variable aleatoria, que toma valores {x1, X2, ..., X} con probabil-
idades p1,p2, ..., Pn, que aportan cantidades de informacién Iy, I, ..., I, llamamos variable
aleatoria cantidad de informacion asociada a X a la variable aleatoria I[X] y consideremos
su valor esperado, o esperanza E[I[X]]; nimero que denotaremos por H[X]. A este valor se

le denomina Entropia de Shannon.

Por tanto, el nimero real H[X], es el valor esperado de la cantidad de informacién que
obtendremos al obtener un resultado del experimento expresado por dicha variable aleatoria.
Por consiguiente, la Entropia de Shannon de la variable dada tiene una expresién analitica

dada por:

luego
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Si consideramos entonces, X una variable aleatoria en R, con densidad de probabilidad

f:R — R, tenemos que la entropia de Shannon de X, es justamente

— Joo f(x) log f(x) dx

—00

con la convencion de que Olog0 = 0.

1.2 Otras definiciones de entropia

Supongamos entonces, que tenemos un sistema aislado, por tanto, no puede intercambiar
energia con el resto del universo. Como un sistema de este tipo no tiene alrededores, so-
lamente podemos concluir que la entropia del sistema aislado o bien aumenta o permanece
constante. Es decir, la entropia aumenta al sufrir un cambio irreversible y cuando el sistema
eventualmente alcanza el equilibrio, su entropia permanece constante dejando de aumentar.

Podemos por tanto, decir, que en un sistema aislado en el cual la energia es constante, la
condicion de equilibrio es tal que, la entropia alcanza su valor maximo por encima del cual
no puede aumentar (para mas detalles ver [11]).

Entonces, desde el punto de vista de la termodinamica, se puede establecer un concepto
mas elaborado de la entropia, mediante las interpretaciones de las variaciones de la misma
en funcién del comportamiento molecular, estableciendo las conexiones entre las propiedades
macroscopicas y microcopicas del sistema.

Las propiedades macroscopicas de un sistema en equilibrio son constantes. Esto indica,
que hay un nimero muy elevado de estados microscopicos asociados al estado macroscopico
al que dan lugar. La entropia entonces, es una medida de cémo muchos estados mi-
croscopicos diferentes son compatibles con un particular estado macroscopico, donde estos
estados macroscopicos tienen entropias muy grandes.

Podemos concluir entonces, que el estado de equilibrio de un sistema fisico aislado esta
relacionado con un nimero mayor de estados microscépicos que los estados de no equilibrio.
Por consiguiente, a la larga, el sistema alcanzara el estado de equilibrio, simplemente porque
es mas probable que los estados de no equilibrio.

Ahora bien, a través de los anos la entropia desde el punto de vista definicién, ha tenido
variaciones importantes dependiendo del sistema que se estudie, entonces, consideremos al-

gunas de estas definiciones para ilustrar de alguna manera el concepto establecido.
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Tal es el caso, de la definicién mas sencilla en dinamica de gases, a saber

R
S:NIHQ

donde R representa la constante de los gases, () representa el niimero de estados microscépicos
asociados al sistema y N es el numero de Avogadro, que no es mas que una constante fisica,
que representa el nimero de moléculas existentes en una molécula gramo, ésta es igual para
todas las sustancias, a saber, 6.0235 x 10% moléculas/mol en la escala quimica y 6.025 x 10%
moléculas/mol en la escala fisica.

Otras definiciones que han tenido trascendencia en el mundo cientifico, son la entropia

de Boltzmann y la de Gibbs.

1.2.1 La entropia de Boltzmann

Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906), fué un fisico austriaco que trabajé en la teoria
cinética de los gases (teoria fisica que explica el comportamiento y propiedades macroscépicas
de los gases, a partir de una descripcién estadistica de los procesos moleculares microscépicos).
Boltzmann, emple6 las leyes de la estadistica para estudiar el comportamiento de las moléculas
de un gas, descubriendo la relacién existente entre entropia y probabilidad, para ello con-
sideré un sistema, el cual en un tiempo t, tiene un microestado dado por el vector x(t) en
el espacio de fase I' (el tiempo y el espacio pueden ser tanto continuos como discretos).

Los macroestados (estados observables), estdn definidos por un conjunto A de variables
macroscopicas (las cuales pueden incluir variables termodindmicas tales como: volumen,
niumero de particulas, etc.-pueden también incluir otras variables especificando, por ejemplo,
el nimero de particulas en un conjunto de subvolimenes. Ridderbos (2002), denota a esto
con un nombre colectivo: Variables Supra-termodindmicas-).

Sea {u}A el conjunto de macroestados, entonces, para cualquier ', existe un macroestado
denotado por p(x) y la aplicacién x — p(x) es biunivoca. Cualquier macroestado W, esta
asociado a su volumen v(p) =+v, en I' (cuando " es continuo normalmente v, coincide con
la medida de Lebesgue y si es discreto con el nimero de puntos o particulas de p).

Observemos entonces la aplicaciéon x — p(x) — v,(x) de ' a R" 6 N. La entropia de

Boltzmann esta definida por:

Sg(x) = Kgln r/“(x)}

Vmin
donde Vi, es el volumen del macroestado de minimo volumen y Kg es la constante de

Boltzmann (constante de los gases para moléculas aisladas). En la teoria cinética de gases,
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aparece en la relaciéon que encontré Boltzmann entre entropia y probabilidad y su valor
es 1.3803 x 10723]/molécula-gramo. Luego Sg, es una funcién de fase que depende de la

escogencia de las variables macroscopicas A.

1.2.2 La entropia de Gibbs

Supongamos que tenemos un sistema con N microsistemas, donde el espacio de fase se denota

por I'y. La entropia de Gibbs esta dada por el funcional

Srcalon(t)] = _KBJ pn(x, 1) Infpn(x, )] dI'n
N

donde pn(x,t) es la funcion de densidad de Ty.

Para una medida que mantiene el sistema, en el cual pn(x,t) satisface la ecuacion de
Liouville, Srgglpn(t)] (Fine-Grained Gibbs Entropy-por su nombre en inglés-) se queda
constante en el tiempo.

La resolucion a este problema sugerido por Gibbs en 1902, es considerar al espacio de
fase Iy, como un “graneado” grueso (coarse-grain), en la forma que los macroestados son

usualmente obtenidos en la aproximacién de Boltzmann. [ver [§]]



Capitulo 2

Ecuacion de Euler - Lagrange en un

intervalo acotado

En este capitulo, nos enfocaremos en dejar establecidos todos los requerimientos necesarios
para poder plantear con bases tedricas sélidas el problema fundamental del calculo varia-
cional. A saber, nuestro norte directo consiste en abordar el problema isoperimétrico pasando
inicialmente por el problema en el caso de dimension finita (que lo enfocaremos a manera de
recordatorio), para luego, a partir de esta informacién, considerar en forma analoga el caso

general o infinito dimensional.

2.1 Caso finito dimensional

Necesitamos establecer, las formas que existen de localizacion de valores extremos de una
funcién definida sobre espacios de dimensién finita, sujeta o no a ciertas restricciones, este
estudio lo haremos en forma muy ligera, basandonos en los extremos incondicionados y

seguidamente los extremos condicionados.

2.1.1 Extremos incondicionados

Sea E™ un espacio euclideo n-dimensional y sea D C E™ un conjunto abierto del espacio.
Consideremos x € D, tal que x = (x1,%2,...,%Xn). Sea f(x1,X2,...,Xn) 0 simplemente f(x)
una funcién definida en D.

Diremos que f alcanza su valor méximo en el punto x° € D si f(x) < f(x°), para x € D.

Analogamente, se define el minimo de la funciéon f. Si D es un conjunto cerrado y acotado y

12
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f es una funcién continua, el teorema de Bolzano-Weierstrass nos garantiza la existencia de

los valores maximo y minimo de f en D.

Definicién 2.1. Sea f una funcion definida en un abierto D C E™. Se dice f alcanza un

0 0,0 0

maximo estricto en x° = (x7,%5,...,%5) € D, si existe una entorno Q de x°, tal que la

desigualdad f(x) < f(x°) se cumple para todo x € QN D, con x # x°. A saber,
Af = f(x) — f(x°) < 0

para todo x € Q N D. En forma anédloga se define el minimo estricto.
A los puntos donde f alcanza sus méximos y sus minimos, se les denomina puntos extremos

de f.

Consideremos entonces, a f definida en Q, tal que x° € Q es un punto extremo. Supong-

f - existe para todoi=1,2,...,n. Six%es

af(

amos que f es diferenciable en Q, por lo tanto, a
un punto extremo de f, entonces, se debe cumphr que %) =0, paratodoi=1,2,...,n
A este resultado se le conoce como condicion necesaria de extremo.

A los puntos que cumplen la condicién necesaria de extremo, se les conoce como puntos
criticos y a los puntos x° tales que df(x°) = 0, se les conoce como puntos estacionarios de
la funcién f.

La condicién df(x°) = 0, es equivalente a la condicién

of
aXi

(x°) =0, paratodo i=1,2,...,n

Es importante hacer notar que la existencia de un punto critico no garantiza la existencia
de un extremo, para resolver este problema veamos las condiciones suficientes de extremo

estricto.

Definicién 2.2. Se dice que la forma cuadratica

n
A(X):A(X1,Xz,...,xn):Zainin, Ay = Qji, 1.,,].:],2,...,1’1
i,j=1
es definida positiva si A(x) > 0, para todo x € E™, x # 0 y se anula sélo cuando x = 0, es

decir x; = 0 para todo 1 =1,2,... ,n. (Anédlogo para definida negativa)

Sea entonces f una funcién de clase G2 en Q y sea x° € Q un punto estacionario de f. Si

la forma cuadratica

0%f(x
A(dxy,dxsy,...,dx,) dxldx
) UZ1 0x;0X; ’
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es decir, la segunda diferencial de la funcién f en el punto x°, es definida positiva, el punto
x° es punto de minimo estricto (Andlogo para el méximo estricto). Sila forma cuadrética es

0

indefinida entonces x" no es un punto extremo de f. A estas condiciones se les conoce como

condiciones suficientes de extremo estricto.

2.1.2 Extremos condicionados

Sea z = f(x1,X2,...,Xn) una funcién de n variables definida en un abierto D C E™. Supong-

amos, ademds, que las n variables estan conectadas por m condiciones complementarias,

donde m<nycieRparai=1,...,m, asaber
(
(p1(X1)XZ) cee )Xn) =C
©2(x1,%X2,...,Xn) =C2
. (pm(x1)X2) cee »Xn) =Cm
que se denominan ecuaciones de enlace. Sea x° = (x9,x9,...,x%) un punto interior de D. Se

dice que f tiene maximo condicionado (minimo condicionado, respectivamente) en el punto

x° si la desigualdad
flx) <f(x%) ¢ f(x)>f(x°)

respectivamente, se cumple en un entorno de x°, siempre que los puntos x y x° verifiquen
las ecuaciones de enlace.

Nuevamente, consideremos el caso n = 2 para ilustrar el proceso. Supongamos que se
busca el extremo de la funcién z = f(x,y) sujeta a la restriccién @(x,y) = c¢. Supong-
amos que para los valores determinados de x e y, en virtud del Teorema de la Funcién
Implicita, la ecuacién de enlace @(x,y) = ¢ determina a y como una funcién diferencia-
ble univocamente definida y = {(x), entonces, z = f(x,(x)) = F(x), donde el extremo
incondicionado de la funcion F, serd justamente, el extremo buscado de la funcién f con la
respectiva condicién de enlace. Entonces, para resolver el problema original de hallar los
extremos de la funcion z = f(x1, X2, ..., Xn), sujeta a las ecuaciones de enlace, lo que se hace
es combinar el hecho de que Vf(x) = 0, con el teorema de la funcién implicita obteniendo

como consecuencia el método de los multiplicadores de Lagrange.
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2.1.3 Método de los multiplicadores de Lagrange

Teorema 2.3 (Lagrange). Sea D C E™ un abierto y sean f, @ : D — R, k=1,...,m, con
m < n, funciones suaves dadas. Sea ° € D, tal que @(x°) = ck, con cy = ctte, para cada
k=1,....myseaS ={xecD:ox) =cy. Supongamos que V(x°) son linealmente
independientes, para k = 1,...,m. Si f|s, que denota a f restringida a S, tiene un mdximo
o un minimo en S, alcanzado en x°, entonces existen numeros reales A, k =1,..., m tales
que

n
Vi(z) = ) MVey(a’)
k=1
A estos valores A\ se les conoce como los multiplicadores de Lagrange.
Observacion 2.4. La demostracién del Teorema de Lagrange, la haremos mas adelante uti-

lizando como herramienta un resultado mas general.

Podemos considerar un par de condiciones que se deben satisfacer para hallar los extremos
de funciones dadas. Para ilustrar un poco el método de los multiplicadores de Lagrange,

observemos dichas condiciones y a partir de estas podremos esquematizar el proceso, veamos

1. Las derivadas parciales de las funciones f(x1,X2,...,%n) v @i(x1,X2,...,%Xn), con
i=1,...,m, son continuas en D.
2. m < n, siendo el rango de la matriz <%‘)‘;i>, coni=1,....myj=1,... n,igualam

en todo punto de D.

Consideremos entonces una nueva funcion
m
O(x) = () + > Meor(x)
k=1

conocida como funcion de Lagrange, donde los Ay, son los factores constantes indeterminados
(multiplicadores de Lagrange).
Seguidamente, analizamos los extremos incondicionados de la funcién @, es decir, for-
mamos el sistema de ecuaciones (condiciones necesarias de extremo)
oD od od

=0 2.1
. (2.1)

6x1 - aXZ N
y a partir de este sistema y de las m ecuaciones de enlace, determinamos los valores de
los pardmetros Aq,Az, ..., A v las coordenadas (x7,X2,...,%Xn) de los posibles puntos de

extremo.
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Debido a que las ecuaciones (2.1) son condiciones necesarias de extremo, tanto para la

9 es un punto extremo de f, serd

a la vez, un punto estacionario de @, es decir, en este punto % =0,conj=12...,n
)
0

funcion @, como para la funcién inicial f, tenemos que si x
Para analizar el punto estacionario x® como un extremo condicionado de la funcién @, se

tendria que considerar la forma cuadratica
n—m
B(dx1,dx, ..., dXn-m) = ) _ bydxidx;
ij=1
y de las posibles definiciones de esta forma cuadratica encontraremos los posibles extremos

estrictos de la funcién ©.

2.2 Caso general

En la seccién anterior, se realizé un recordatorio de los extremos de una funcién f a valores
reales, definida en un espacio euclideo de dimensién finita, como lo es en efecto, E™. En esta
seccién, hacemos una entrada formal al calculo variacional, teniendo como primera variante,
el hecho de trabajar en Cla,b] que es un espacio de dimensién infinita, por tanto, traba-
jaremos con funciones de funciones o funcionales. Es relevante hacer notar, que nuestros
funcionales estan definidos sobre trayectorias continuas, en consecuencia, las derivadas par-
ciales no se toman como en el caso anterior con respecto a una variable independiente de un
espacio euclideo, sino con respecto a una trayectoria regular. Para tratar de hacer un poco
mas cémoda la presentacion, esta seccion la divideremos en dos partes fundamentales tales

como el caso abstracto y el calculo variacional propiamente dicho.

2.2.1 Extremos de funcionales
Supongamos que E es una variedad lineal contenida en Cla,b]. Al igual que en el caso de
dimensién finita, se definen méximos, minimos, extremos, etc.

Definicién 2.5. Sea (E,|| - ||[g) un espacio vectorial normado y consideremos M C E. Un
funcional, es una funcion F : M — R. FEl conjunto M formado por las funciones 1 en la

que esta definido el funcional, se denomina campo de definicion del funcional.

Se denomina variacion o incremento AP del argumento P (t) del funcional F(1), a la

diferencia entre dos funciones P (t) y ¢@(t) pertenecientes al subconjunto M, a saber;

Ap =1(t) — (t)
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Supongamos entonces, que las curvas P(t) y @(t) estan definidas en el intervalo [a, b].
De la definicion del incremento del funcional se intuye el hecho de estudiar la proximidad
entre las curvas de una cierta familia, es decir, diremos que las curvas P(t) y @(t) tienen
proximidad de orden cero, si sobre el intervalo [a, b], la magnitud [P (t) — @(t)| e es pequena
desde el punto de vista geométrico, esto significa, que son préximas las ordenadas de las
curvas sobre el conjunto.

Supongamos ahora, que las curvas P (t) v @(t) son al menos de clase €' sobre el intervalo
[a,b]. Entonces, las curvas \(t) y ¢(t), son préoximas de orden 1, si son pequenas sobre
[a, b], las magnitudes

W) —e®)]e  [[W(E)—@(t)]e (2.2)

Denominaremos distancia de orden k, con k = 0,1, a la mayor de las expresiones dadas

en (2.2), entonces representamos dicha distancia de la siguiente manera

pr = plb(t), ()] = max max WV (t) — eV (t)[[g, k=0T

0<i<k a<t<b

Se denomina e-vecindad de orden k de la curva P (t), a < t < b, al conjunto de todas
las curvas @(t) cuyas distancias de k-ésimo orden a la curva 1 (t) son menores que €. Ahora
bien, la e-vecindad de orden cero, se denomina e-vecindad fuerte de \P(t) y la e-vecindad de
primer orden se denomina e-vecindad débil de la curva P(t).

A partir de este resultado, podemos definir la continuidad de un funcional, en forma

andloga a la continuidad de funciones de variable real, veamos

Definicién 2.6. Un funcional F(1) definido en el conjunto M de funciones P (t), se dice
continuo en @(t) en el sentido de proximidad de k-ésimo orden, si para todo € > 0, existe

1 > 0 tal que se verifica que |F()—F(@)| < ¢, para todas las funciones \p € M que satisfacen
prlb (1), @(t)] <.

Supongamos entonces, que tenemos un funcional definido sobre el conjunto M, la mag-
nitud
AF = AF() = F( + AY) — F(Y)
se denomina, incremento o variacion del funcional F(1), correspondiente, al incremento A
del argumento.
Otra forma de medir el incremento del funcional, puede ser, considerar la derivada del

funcional F en la direccion de A en el punto Vg, esto es

0

AF = —F
oo

(Yo + xAY)

=0
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Definicién 2.7. Diremos que el funcional F alcanza su mdzimo local en la curva @, si los
valores que toma F(1{) en cualquier curva proxima a ¢ (en algin orden), no son mayores

que F(@), a saber
AF =F((t)) — Fle(t)) <0

Si AF = 0, sélo cuando P (t) = @(t), diremos que el funcional alcanza un méximo estricto

en la curva @. Analogamente se define el minimo.

Por otra parte, diremos que el funcional F alcanza un mdzimo local fuerte en 1, si
se cumple la desigualdad anterior, para todas las curvas pertenecientes a una e-vecindad
de orden cero de la curva @. Alcanzard un mdzimo local débil, si se cumple la misma
desigualdad, para todas las curvas pertenecientes a una e-vecindad de primer orden de la
curva @. Analogamente, se definen los minimos relativos fuertes y débiles.

Todos estos extremos, se denominan extremos locales del funcional, y resulta relevante
acotar, que todo extremo fuerte es a su vez un extremo débil. El extremo del funcional
referente a la totalidad de las funciones en la que estda definida la misma, se denomina
extremo absoluto, y por supuesto, todo extremo absoluto es a su vez un extremo local fuerte.

Se necesita ahora, evaluar las condiciones para que exista el extremo de un funcional
y para formalizar este hecho, comenzaremos por hacer ver que en esencia la definicién de
diferenciabilidad de funcionales entre espacios normados es la misma que sobre espacios
euclideos, con la excepcion, del requerimiento de que la aproximaciéon se realice por un

funcional lineal continuo, como veremos en la siguiente definicion.

Definicién 2.8. Sean (E,|| - ||g) y (H,]| - |[n) espacios normados. El funcional F: E — H

es diferenciable en x € E si y solo si existe un funcional lineal continuo L : E — H, tal que

lim F(x +h) —F(x) —L(h)
R0 [h[e

=0 (2.3)

Si F: E — H es diferenciable en x € E, entonces al funcional lineal continuo que satisface
(2.3), es llamado la diferencial de F en x y se denota por dF, : E — H.

En el caso de dimension finita, es decir, E = R™ y H = R™ esta diferencial coincide con la
matriz formada por las derivadas parciales, cuando estas estan expresadas en las respectivas
bases canodnicas, pero, estamos principalmente interesados en las correspondencias entre
espacios de dimensién inifinita, donde la diferencial de los funcionales lineales no tienen una

representaciéon matricial.
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Hemos hablado en lineas anteriores de la continuidad de un funcional lineal, en el siguiente
teorema dejamos claro a que hacemos referencia, con la intencién basica de poder dejar las
bases sentadas, para asi, lograr determinar el espacio tangente haciendo uso de la regla de

la cadena sobre espacios normados.

Teorema 2.9. Sea L : E — H un funcional lineal, donde (E,|-|e) v (H,]-|ln) son

espacios vectoriales normados. Entonces las siguientes condiciones sobre L son equivalentes
1. Eziste un nimero ¢ > 0, tal que ||L(v)||n < c|[v||e, para todo v € E.
2. L es continuo en todas partes.
3. L es continuo en 0 € E.

Demostracion. Supongamos primero que (1) se cumple. Entonces, dado xo € E'y € > 0,
tenemos que

£
Ix—xolle < £ = L) = L0l = IL0x—xo)

< cflx —xolle

A

£

luego obtenemos que L es continuo en xq, para cada xo € E, por tanto, tenemos que (1) =
(2).

Evidentemente, (2) = (3). Veamos entonces que (3) = (1). Supongamos que L es
continuo en 0 y escogemos & > 0 tal que [|x|g < & = ||L(x)||n < 1. Entonces, dado
v # 0 € E, obtenemos que

[vl[e 8
ILV) [y = L( . v
6 vl
= ML (LV) tomando x = y Y

5 vi[e vl
< M
5 IVIlE
y tomando ¢ = %, obtenemos la implicacion deseada. Il

El siguiente resultado, permite calcular el diferencial de la composicién de dos funcionales

en términos de los diferenciales de cada uno de los funcionales.
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Teorema 2.10. Sea U y V subconjuntos abiertos de los espacios normados (E,| - |le) v
(H, || - |ln) respectivamente. Si los funcionales F: U — H y g: U — G (un tercer espacio
vectorial normado), son diferenciables en x € U y F(x) € V respectivamente, entonces la

composicion h = g o F es diferenciable en x y se cumple que

dh, = dgF(x) o dFy

Observacion 2.11. Este resultado se da sin demostracion, ya que esta es analoga a la que se

da en el caso finito dimensional.

Consideremos un subconjunto M de un espacio vectorial normado E, el espacio tangente
TM, de M en el punto x € M, es el conjunto de todos aquellos vectores v € E, para los
cuales, existe una trayectoria diferenciable @ : R — M tal que @(0) = x y ¢@’(0) = v.
Por consiguiente, TM, es simplemente el conjunto de todos los vectores velocidad en x de
trayectorias diferenciables en M que pasan por x. Es importante hacer notar, que si M es

abierto, entonces TM, = E para todo x € M.

Teorema 2.12. Sea (E, || - ||e) un espacio normado y F: E — R un funcional diferenciable
y sea M un subconjunto de E y consideremos x € M. Si F es diferenciable en x y Flyg alcanza

un minimo en X, entonces

dFir, =0

Demostracion. Dado v € TMy, sea @ : R — M una trayectoria diferenciable en E, tal que,
@(0) =xy @'(0) = v. Entonces la funcién g : R — R, definida por g = F o @ tiene un

minimo local en 0, tal que g’(0) = 0. Entonces por la regla de la cadena nos queda que
0= g'(0) = dgo(1) = dFg(0)(de@o(1)) = dFx(@’(0)) = dF,(v)
m

Observacion 2.13. Si M es abierto entonces se obtiene directamente que dF, = 0. Si M
es un conjunto cualquiera, entonces, para hallar los extremos es necesario hallar el espacio

tangente a M.

Como un resultado particular del teorema anterior, podemos ahora presentar la demostracion

del Teorema de Lagrange con muiltiples restricciones.
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Teorema 2.14 (Lagrange). Sea D C E™ un abierto y sean f, @ : D — R, k=1,...,m,
con m < n, funciones suaves dadas. Sea ° € D, tal que @i(x®) = cx, con cx = ctte,
para cada k = 1,.... m y sea S = {x € D : @r(z) = cx}. Supongamos que V@y(z°)
son linealmente independientes, para k = 1,...,m. Si fls, que denota a f restringida a S,
tiene un mdzimo o un minimo en S, alcanzado en x°, entonces existen numeros reales Ay,

k=1,...,m tales que

Vi(2) = ) AVei(a’)
k=1

Demostracion. Sea G : D — R™, la funcién definida por G(x) = (@1(x),..., @m(x)),
entonces G(x°) = (¢1,...,cm) ¥ S={x € D :G(x) = C}, donde C = (c1,...,Cm).
El espacio tangente a S en x°, es la interseccién de los hiperplanos tangentes a cada una

de las variedades n — 1 dimensionales definidas por
{x e D:@rx) =cyl, k=1,...,m

Por lo tanto, Syo, el espacio tangente a S, es el complemento ortogonal del conjunto
(Vi(x%),..., Vem(x®)]. Sifls, alcanza un méximo en x°, entonces dfyols , = 0.

Como, df,o(x) = VI(x°) - x, se tiene que, Vf(x°) - x = 0, siempre que x € S,o0, es decir,
x € {V@1(x°),..., Vo (x°)}t, por consiguiente, Vf(x°) € {{V(m (x9),... ,V(pm(xo)}L}L y
como {{V(m (x°),... ,V(pm(xo)}l}L es la variedad lineal generada por V1(x°),..., Vom(x°),

se tiene que existen Aq,..., A, € R, tales que
m
Vix%) =) MVer(x)
k=1

]

Consideraremos a partir de este momento E = €'[a, b], es decir, consideraremos al espacio
normado (€'[a,b], || - ||er), donde

— /
[oller = gglg;cblcp(t)Hgggxblcp (t)]

Sea M el subconjunto formado por todas aquellas funciones 1 € C'[a, b], que satisfacen
las condiciones de borde P(a) = o y P(b) = B. Si F es diferenciable en @ € M y Fly tiene

un extremo local en @, entonces por el teorema anterior tenemos que

dF lrar, =0 (2.4)
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por tanto, decimos que @ € M es una extremal de F sobre M, si se satisface la condicién
necesaria (2.4).

Para poder averiguar si una funcién dada ¢ € M es o no un extremo de F en M, a saber,
si se cumple o no que dFg|ta, = 0, debemos calcular explicitamente dF, y determinar el
espacio tangente TM,,.

El dltimo problema, resulta sencillo de resolver. Si consideramos una trayectoria fija
©o € M, entonces dada @ € M, la diferencia @ — @ es un elemento del subespacio de
C'[a, b] consistentes de aquellas funciones de clase €' sobre [a,b] que se anulan en los

bordes, a saber;
ella, bl = {1 € €'[a,b] : W(a) = p(b) = 0}

Contrariamente, si € Cl[a, b, entonces @o+ P € M. Por tanto, M es un hiperplano
en C'la,b], concretamente, la traslacién por @o de Cj[a,bl, pero el plano tangente de un
hiperplano en cualquier punto, es simplemente, el subespacio del cual es una traslacién, por

consiguiente

™M, = Clla,b]
para cualquier ¢ € M. En el siguiente teorema, observaremos el célculo de dF,,.

Teorema 2.15. Sea F: C'[a,b] — R, definida por

con f:R3> — R de clase C*. Entonces, F es diferenciable y

of of

b
dF@(h)=J {&(cp(t),cp’(t),t)h(tw@(cp(t),cp’(t),t)h’(t) dt (2.5)

para toda @, h € C'[a, b].

Demostracion. SiF es diferenciable en @ € €'[a, b], entonces dF,(h) debe ser la parte lineal
(en h) de la diferencia F(¢@ + h) — F(¢). Para investigar sobre esta diferencia, utilizamos la

expansién de Taylor de segundo orden de f en el punto (@(t), @'(t),t) € R3, veamos
of

fle(t)+h(t), ' (t) + h'(t),t) — f(@(t), @'(t),t) = &(cp(t), @'(t), t)h(t) (2.6)
T %(@(t), (1), (D) + r(h(V))
donde
1 [a% 0% 0%
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para algin punto &(t), del segmento de recta en el espacio R3 que va desde (@(t), @'(t),1)
a (@e(t)+ h(t),@’(t) + h/(t),t). Si B es una bola de radio suficientemente grande tal que
contiene a la imagen de la trayectoria continua t — (@(t), @'(t),t), t € [a,b] y P es el
maximo de los valores absolutos de las derivadas parciales de segundo orden de f en puntos

de B, entonces obtenemos que

r(h(t))] < = (h(t)] + R/ (D)) (2.7)

| o

para toda t € [a,b], si ||h||e es suficientemente pequeno.

De (2.6) obtenemos que
Fl¢ +h) —F(e) =L(h) +R(h)

donde

Para demostrar que F es diferenciable en ¢, con dF,(h) = L(h), como se quiere, es

suficiente notar que L: C'[a,b] — R es una funcién lineal continua y luego verificar que

[R(h)|
im =0 2.8
Infer—0 |[h[er (2:8)

- /
donde, |[hfler = C{Iﬁlggb{lh(t)l,lh (t)[}.
De (2.7), se sigue inmediatamente que

b
R(h)| < J r(h(t))] dt

a

b
< J @) dt = 2P(b — a) ]2

a

lo que demuestra (2.8). O

Este teorema establece claramente que para que F sea diferenciable, necesariamente, se
debe satisfacer que b — a < co. A continuacién, enunciaremos un par de resultados que nos
seran de mucha ayuda mas adelante, en vias de demostrar el teorema que nos garantiza las

condiciones necesarias para encontrar extremales de funcionales.
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Corolario 2.16. Sea F: C'[a,b] — R, definida por

con f 1R3> — R de clase C*. Si @ es de clase % en [a,b] yh € Gé[a,b], entonces

b
aFyln) = | [0l 00,0~ ool o0, 0 [ har (29

Demostracion. Si @ es una funcién de clase G2, entonces g—;((p(t), ¢@'(t),t) es una funcién

de clase @' con t € [a,b]. Integrando por partes, obtenemos

b b
| Ssteemunar = | ot e', i)
a 0y oy a
b d /of .
-| 5 (e emn) nwar
b of
= [ 4 (Sotottnoi0.0) noyar
ya que h(a) = 0 = h(b), por consiguiente (2.9) se obtiene directamente de la férmula

2.5). O

A partir de este momento, My denotara una variedad lineal contenida en el conjunto

¥ € C'la,b] : dh(a) =0 =1(b)}

Lema 2.17. Si My es denso en L'[a,b] y @ : [a,b] — R es una funcion continua tal que

Jb @(t)h(t) dt = 0

a

para cualquier h € My, entonces, @ es identicamente cero en [a,b].

Demostracion. Consideremos inicialmente el caso en que Mo = Clla,b]. Supongamos que
@(ty) # 0, para algin ty € [a,b]. Entonces, como ¢ es continua, tenemos que @ no
se anula en un intervalo que contiene a to. Supongamos entonces que @(t) > 0, para

t € [t1,t2] C [a,b]. Si definimos h en [a, b] como sigue

t—1)2(t—12)? site [ty tal,
h(t) = ( 1)4( 2)” si [ty, t2]
0 en otro caso.
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entonces h € (‘35[(1, b] y ademaés

t2

b
J e(tR(t) dt = J o0t — 1)(t— t)2dt > 0

a t

ya que el integrando es positivo salvo en los extremos del intervalo [ty,t;], lo cual es una
contradiccién. Por consiguiente, @ = 0 en [a, b].

Si My es una variedad lineal contenida en

b € €'la,bl:p(a) =0 =1p(b))

como M, es denso en L'[a, b], obtendremos que existe una sucesién de funciones hy, € Mo,

tales que h, — ¢ en L'[a, b], entonces
Jcphn o J @°

lo que indica que @ =0 en c.t.p, ya que [ @h, =0, para todo 1. O

2.2.2 Ecuacion de Euler

Supongamos que se tiene una funcién f(x,y,t) con derivadas parciales continuas hasta de
segundo orden, con respecto a todos sus argumentos. El problema elemental del calculo varia-
cional consiste en lo siguiente: entre todas las posibles funciones @(t) que poseen derivada

continuna, se debe hallar la funciéon que ofrece extremo débil al funcional

b
Flp) = | (0, 0/(0), 1) dt (2.10)
sujeta a las condiciones de frontera

Bla)=5 y w(b) =y (2.11)

Nuevamente, resulta necesario establecer las condiciones bajo las cuales es posible hallar
las funciones extremales del funcional definido en (2.10). Supongamos que My esté contenido

en el conjunto
W ella,bl:db(a)=56 y b(b)=v)

y que existe una variedad lineal My C @lla, b], tal que Mo+ M7 C My y My es denso en
L'[a,b]. En este caso el espacio tangente a M; en cualquier punto contiene a M.
El siguiente teorema nos permite establecer la condicion necesaria para encontrar ex-

tremales.
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Teorema 2.18 (Condicién necesaria). Sea

Mic{pellabl:pla)=56 y P(b)=v)

y Mo C Clla,bl, tal que, Mo+ My C My y Mo es denso en L'[a,bl. Para que el funcional

Fl) :J F (1), /(1) ) dt (2.12)

definido en el conjunto de todas las funciones\p € My, alcance su valor mdzimo, es necesario

que la funcion \P(t) verifigue la ecuacion de Euler

d

fo—
dt

f, =0 (2.13)

Demostracion. Sea F un funcional definido como en (2.12) y consideremos h € My, donde

Mo es una variedad lineal contenida en Gé[a, b]. En virtud del Corolario 2.16), sabemos que

b
dF,(h) :J' {6f d of

Sel(0,0'(0).0) = 125 (olt), o'11), 1) Bt

a

y como TM; D My por el Teorema 2.12, obtenemos que

broaf d of
—(@(t), @'(t),t) — —=—(o(t),0'(t),t)| h(t)dt = 2.14
| |3atoin 00,0 - g 3 ot o't ni at =0 (2.14)
para toda funcién h € My. Pero en virtud del Lema 2.17, la ecuacion (2.14) implica que
d
fx——Ff,=0
dt *

]

Observacion 2.19. Las curvas integrales que verifican la ecuacién (2.13), se llaman curvas
extremales o curvas de Lagrange, de alli que esta ecuacion usualmente sea llamada ecuacién

de Euler-Lagrange.

Si desarrollamos la ecuacién (2.13), da como resultado

B (£ (W), 1 (1), 1)+ (1) Frg (1), 17 (1), 1)+ Fiy (W), W (£), £) —F (W (£), 1 (), 1) = O

(2.15)
la cual, representa una ecuacion diferencial de segundo orden, de modo que su solucién
general comprendera dos constantes arbitrarias, cuyos valores se determinan a partir de las
condiciones de frontera P(a) = & y P(b) = y. El desarrollo dado en (2.15)), es posible en

virtud del siguiente teorema.
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Teorema 2.20. Sea P(t) una solucion de la Ecuacion de Fuler-Lagrange. Si la funcion
f(P(t),P'(t),t) tiene derivadas parciales continuas hasta de sequndo orden inclusive, en-

tonces la funcion \p(t) tiene sequnda derivada continua en todos los puntos para los cuales

fuy(t), (1), 1] # 0
Demostracion. Consideremos la diferencia

Afy = fy(X + AX,U + Ay,t + At) - fy(x)y)t)
e At?yt + AX¥yx + Ay?yy

donde las “barras” indican que las correspondientes derivadas son evaluadas en ciertas curvas

intermedias. Si dividinos esta diferencia por At y consideremos el limite de la expresién

- Ax— Ay 7

fyt + Efgx + At yy

cuando At — 0. Este limite existe, ya que f, tiene derivada con respecto a t, la cual de
acuerdo con la ecuacién de Euler es igual a f,. Ademas, por hipétesis las segundas derivadas
de f(x,y,t) son continuas, entonces como At — 0, ?yt converge a fy.. Se sigue de la
existencia de y y la continuidad de la segunda derivada fy,, que el segundo termino también
tiene limite cuando At — 0. Pero entonces el tercer termino también tiene limite, ya que
el limite de la suma de los tres existe, a saber, el limite

Ay-

lim fyy

At—0 At

existe. Cuando At — 0, f,,, converge a f,, # 0 y en consecuencia

Ay
Ahar ~vY

existe. Finalmente a partir de la ecuacién de Euler podemos encontrar una expresion para

y’, en la cual, es claro que y’ es continua cuando f,, # 0. O

2.2.3 El problema isoperimétrico

Trataremos de ilustrar el problema isoperimétrico con un ejemplo.
En el siglo IX antes de Cristo, llega a las tierras del Norte de Africa (Ttnez) la princesa
fenicia Dido, huyendo de su hermano Pigmalion, el cual habia asesinado a su marido. Al

querer la princesa Dido comprar tierra para establecerse con su pueblo, el rey de aquellas
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tierras solamente le consiente comprar la parcela de tierra que pueda ser aislada usando la
piel de un toro. Dido corté la piel en finas tiras formando una larga cuerda (de unos 1000 6
2000 metros) y la dispuso de manera que cubriese la mayor parte de terreno posible. . .

Dido resolvi6 el siguiente problema: “Encontrar, entre todas las curvas cerradas de lon-
gitud fija, aquella que delimita la superficie més grande”.

Si consideremos dos puntos A = (a,0) y B = (b, 0) en el eje x, donde la distancia entre
ellos estd dada. Es decir d(A,B) = 1. El problema de hallar una curva que maximice el area
entre ella y el eje x seria:

Hallar una funcién f(x) de modo que,

con la restriccion

b
G[f] = J V14 (x)]2dx =1 (longitud de arco)

con f(a) = f(b) =0.
El problema isoperimétrico, desde un enfoque general, consiste en conseguir las funciones
extremales de la funcional dada en (2.10), sujeta a las condiciones de frontera de (2.11) y

con la restriccion

b
G() :j g(b(t), (1), t)dt =¢c, ceR (2.16)

donde f,g : R> — R, son funciones de clase €?[a,b]. Sea M el hiperplano en C'[a,b]
que contiene a todas aquellas funciones \ : [a,b] — R de clase C', tales que P(a) =8 v
P(b) = v, entonces nuestro problema consiste en localizar los extremos locales de la funcional
F sobre el conjunto M N G~ '(c). La idea es generalizar el método de los multiplicadores de
Lagrange a espacios de dimension infinita.

Consideremos el siguiente caso més simple: Sean F, G : R™ — R de clase @', tales que
G(0) =0y VG(0) # 0. Si F tiene un minimo o un maximo local en 0, sujeto a la restriccién

G(x) = 0, entonces debe existir un nimero A tal que
VF(0) =AVG(0) (2.17)
Por tanto, los diferenciales dFg, dGg : R™ — R, estan dados por

dFo(v) = VF(0) - v y dGo(v) =VG(0) - v
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luego la ecuacion (2.17), se puede reescribir asi

donde A : R — R es la funcién lineal definida por A(t) = At.
El siguiente resultado general permite justificar la ecuacién (2.18) y serd ttil para gener-

alizar el Teorema de Lagrange.,

Lema 2.21. Sean o y 3 dos funciones lineales a valores reales en el espacio vectorial E,

tales que
Ker o« D Ker 3 Y Imagen f =R

Entonces existe A € R, tal que & = A3.
Es decir, existe una funcion lineal A : R — R, tal que o« = Ao 3, que es lo mismo que

decir que el diagrama R

conmuta.

Demostracion. Dado t € R, tomamos x € E tal que f(x) =1 y definimos

Para demostrar que A estd bien definido, debemos ver que si y € E, tal que x # y, con
la condicién que B(y) = t, entonces (x) = a(y). Pero si B(x) = B(y) = t, entonces

x —y € Ker B C Ker «, es decir, a(x —y) = 0, lo cual de forma inmediata implica que

x(x) = «(y).
Si B(x) =sy P(y) =t, entonces

Alas +bt) = o(ax + by)
= ax(x)+ ba(y)
= a/A(s) + bA(t)

por consiguiente, A es lineal. O
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Sean E,F y G, tres espacios vectoriales normados completos. Consideremos la aplicacion

f: E x F — G diferenciable, entonces, para cada a € E y cada b € F, las aplicaciones
e:E—G y PV:F— G

definidas por @(x) = f(x,b) y ¥(y) = f(a,y), son diferenciables en a € Ey b € F,
respectivamente. Entonces, las diferenciales parciales dyf(qp) ¥ dyf(ap) de f en (a,b), con

respecto a x € E y y € F respectivamente, se definen por

dxfiap) = deg y dyf(ap) = dip

Por consiguiente, d«f(qp) es el diferencial de la aplicacién de E en G, obtenida de la aplicacién
f:ExF— G, fijando y = b y analogamente, d,f(qp) es el diferencial de la aplicaciéon de

E en G, obtenida de la aplicacion f: E x F — G, fijando x = a.

Definicién 2.22. Sean E y F, espacios vectoriales normados. La aplicaciéon g : E — F, se
dice continuamente diferenciable o de clase €', si es diferenciable y dgy(v) es una funcién

continua de (x,Vv), es decir, la aplicacién (x,y) — dgy(v) de E x E en F es continua.

Observacion 2.23. El siguiente resultado, corresponde con la version del teorema de la funcién
implicita sobre espacios normados, el cual presentaremos sin demostraciéon. Para mas de-

talles, se puede consultar [3].

Teorema 2.24 (Teorema de la funcién implicita). Sean E,F y G tres espacios vectoriales
normados completos y sea f : E x F — G una aplicacicon de clase C'. Supongamos que
fla,b) =0 y que

dyf(ap): F— G

es un isomorfismo. Entonces, existe un entorno U de a en E y un entorno W de (a,b) en
E x F y una aplicacion @ : U — F de clase C', tal que: Si (x,y) € W y x € U, entonces
f(x,y) =0 si y sdlo siy = @(x).

Teorema 2.25. Sean F y G funciones a valores reales de clase @', definidas en un espacio
vectorial normado completo B, con G(0) =0 y dGy #0. Si F: E — R tiene un extremo
local en 0, sujeto a la restriccion G(x) = 0, entonces existe una funcion lineal A : R — R

tal que se satisface la ecuacion dFy = A o dGy.
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Demostracion. Podremos utilizar el resultado del Lema 2.21, con « = dFy y B = dGy, si
logramos demostrar que Ker dF, contiene a Ker dGy. Supongamos que, dadov € Ker dGy,
existe una trayectoria diferenciable y : (—e, e) — E, cuya imagen esta contenida en G~'(0),
tal que, y(0) =0y v'(0) =v (esta existencia la justificaremos luego).

Entonces la composicién h = Foy : (—¢,¢) — R tiene un extremo local en 0, donde

h’(0) = 0, entonces la regla de la cadena nos proporciona el siguiente hecho
0 =h'(0) = dho(1) = dFy(0)(dyo(1)) = dFo(y'(0)) = dFo(v)
como se queria demostrar. O

Observacion 2.26. Para justificar la existencia de la trayectoria diferenciable vy, usaremos el
Teorema de la funcién implicita (Teorema 2.24).

Si X = Ker dGy, entonces, dGy: E — R es una funcién continua y X es un subespacio
cerrado de E y por consiguiente completo. Escogiendo w € E, de tal manera que, dGo(w) =1
y denotando por Y al subespacio cerrado de E, que contiene a todos los multiplos escalares
de w, podemos afirmar que Y es una copia de R.

Por otra parte, XNY=0ysiee Eyaec dGy(e) € R, entonces
dGo(e — aw) = dGp(e) — adGy(w) =0

por tanto, e — aw € X y en consecuencia, e = x +y, donde x € X yy = aw € Y. Por
consiguiente, E es la suma directa algebraica de los subespacios X y Y, més atn, la norma
sobre E es equivalente a la norma producto sobre X x Y, asi que podemos escribir E = X x Y.

Para poder aplicar el Teorema de funcién implicita, necesitamos ver que d,Go: Y — R,
es un isomorfismo. De el hecho que Y ~ R, debemos demostrar que d,Go # 0. Pero, dado
(r,s) € X x Y = &, obtenemos que

dGo(r,s) = dGo(r,0) + dGo(0,s) = dGy(0,s) = dy,Go(s)

Asi que si se supone que dyGo = 0, obtendremos que dGo = 0, lo cual contradice las hipétesis
del teorema.

Consecuentemente, el Teorema de la funcién impicita proporciona una funcién diferen-
ciable @ : X — Y, cuyo graficoy = @(x) en X x Y = &, coincide con G7'(0), en algiin

entorno de 0. Si H(x) = G(x, @(x)), entonces H(x) = 0, para x cercano a 0, por eso
0 = dHo(u) = dxGo(u) + dyGoldeo(u)) = dyGoldeo(u))

para todo u € X, por tanto se obtiene que dgo =0, ya que dyGo es un isomorfismo.
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X= KerdGD

YO =y, glevd

Finalmente, dado v = (u,0) € Ker dGy, definimos vy : R — E por y(t) = (tu, @(tu)).
Entonces v(0) =0y y(t) € G7'(0), para t suficientemente pequefio y ademés

Y'(0) = (u,dgpo(u)) = (u,0) =v

Lo anteriormente expuesto, conjuntamente con el teorema de la funcién implicita, nos

garantiza el siguiente resultado para el problema isoperimétrico.

Teorema 2.27. Sean F, Gy y Gy, los funcionales sobre C'[a,b] definidos por

b
Gawwzjgawuxwwﬂxun—ci

donde i =1,2 y adedmds f y gi son funciones de clase €% en R3, parai=1,2. Sea @ € M
una funcion de clase C? que no es una extremal de Gi. Si F tiene un extremo local en @

sujeto a las condiciones

entonces existen numeros reales A1 y Az tales que @ satisface la ecuacion de Euler - Lagrange

para la funcion h =1 —A1g71 — A2g2, a saber,

oh d oh

3¢ (@1, 0'(1), 1) = g 8(0(1), @'(1),1) =0

para todo t € [a,b].
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Demostracion. Supongamos que @ € C'[a,b] vy es de clase €2, tal que F tiene un extremo
local sobre M N [Gf1 (0)N G? (0)], pero ahora, consideremos las funciones a valores reales
FoT, GioTy GyoT sobre Clla,b] y del hecho de que F tiene un extremo local sobre
MnN [Gf(O) N G2_1(O)] en @, obtendremos que Fo T tiene un extremo local en 0, sujeto a
las condiciones G1oT(\p) =0y G0 T(YP) =0.

Por hipdtesis, @ no es un extremal para Gy, donde i = 1,2 sobre M, es decir,

dGi, g, # 0

asi d(GioT)o # 0. Entonces, si consideramos una funcién lineal A : R — R, por el Teorema

2.25, tenemos que
d(F @) T)o =Ao d([G] o) T] + [Gz 0] T])O

para cada i = 1,2 y donde dTy es la aplicacién identidad sobre €l[a,b]. La regla de la

cadena nos da en consecuencia que
dFy, = Ao (dGy, +dGy,)

en Clla,b]. Escribiendo ahora A(t) = (A7 + A2)t y aplicando el Corolario 2.16 para los

diferenciales dF, y dGj,, concluimos que

f f ]
L [2_( ), (p’(t),t)—%g—y( (©),'(1), )| ult) dt

g1 dagZ / ]
[a— 0'(8),8) = 35 B2 (1), (1), 1) ult)
| [aaix 90,1~ 3 B2 ((0), ¢'(1),1) | lt) dt

para toda u € Cl[a, b].
Si h:R3> — R est4 definida por

h(X,U»t) - f(X,y,t) _}\191(X)U>t) —7\292(X>U»t)

obtenemos que

*Toh , d oh )
[ [Srtotenoie.0 - g 5utot, o', 0] ww e =0
para toda u € Cl[a,b]. En virtud del Lema 2.17, nos queda que
oh , d oh , B
@) @'(t) 1) — a@( @(t), 9'(t),t) =0
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Teorema 2.28. Sea

Mic{pellabl:pla)=a y Y(b)=p)

y sean F y G, los funcionales sobre C'[a,b] definidos por

b b
F(w)zjf(w(t),w/(t),t)dt y G(u)):jg(w(t),w’(t),t)dt—c

a a
donde f y g son funciones de clase C* en R3. Sea @ € My una funcion de clase C* que no

es una extremal de G. St F tiene un extremo local en @ sujeto a las condiciones

Yla)=0a, Y(b)=B, y Gh)=0

entonces existe un numero real A tal que @ satisface la ecuacion de Euler - Lagrange para la
funcion h =f —Ag, a saber,
oh d oh

3 (@), @ (t),t) — E@(@(t)’ @'(t),t) =0

para todo t € [a,b].
Demostracidn. Supongamos que @ € M; y es de clase G2, tal que F tiene un extremo local

sobre My N G1(0). Sabemos que My C Cjla, bl y que My es la traslacién por cualquier

elemento fijo de este subespacio. Sea entonces T : My — Mj, la traslacién definida por

T =b+e

notando nuevamente que T(0) = ¢, de donde
dTo : Mo — Mo = TM]@

es la aplicacién identidad.

Ahora, consideremos las funciones a valores reales FoT y G o T sobre My y del hecho de
que F tiene un extremo local sobre M; N G~'(0) en ¢, obtenemos que Fo T tiene un extremo
local en 0, sujeto a la condicién G o T() = 0.

Por hipdtesis, @ no es un extremal para G sobre M;, es decir,

dG(P|TM](p ;é 0

asi d(GoT)o # 0. Entonces, si consideramos una funcion lineal A : R — R, por el Teorema

2.25, tenemos que
d(FOT)O = Ao d(G OT)O
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donde dTj es la aplicacién identidad sobre My, la regla de la cadena nos da en consecuencia
que

dF, =AodG,

en My. Escribiendo A(t) = At y aplicando el Corolario 2.16 para los diferenciales dF y

dGy, concluimos que

b
Ja [%(@(t),@’(t),t) - %%(cp(t),cp’(t),t)} u(t) dt

. b 69 / d ag /
_)\L {&((p(t),(p (t),t) —a@(cp(t),cp (t)

-+
=
| S
e
=
f-"
=
o
(_'.

para toda u € M.
Si h:R3 — R est4 definida por

h(xvy)t) - f(XﬂJat) _Ag(xay’t)

obtenemos que

*Toh . d oh .
| Sttt o', = 4 3 (t), 010, 0] wlt) de =0
o | 0% dt oy
para toda u € My. En virtud del Lema 2.17, nos queda que
oh d oh
—(p(t),0'(t),t) — ——(@(t),@'(t),t) =
501 0'(0,0) = FEM(0(1), ¢'(1),1) =0

Teorema 2.29. Sean F, Gy y G, los funcionales sobre C'[a, b] definidos por

b
Gu(w) =J g (W(t), (), 1) dt — c;

donde i =1,2 y adedmds f y gi son funciones de clase C* en R3, parai=1,2. Sea @ € M;
una funcion de clase C? que no es una extremal de Gi. Si F tiene un extremo local en @

sujeto a las condiciones
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entonces existen numeros reales A1 y Az tales que @ satisface la ecuacion de Euler - Lagrange

para la funcion h =1 —A1g7 — A292, a saber,

oh d oh

3¢ (01, 9'(1,1) = FER(0(1), ¢'(1),1) =0

para todo t € [a,b].

Demostracion. La demostracion es inmediata usando conjuntamente los Teoremas 2.27 y

2.28. [l



Capitulo 3

Extension de la
ecuacion de Euler-Lagrange

a un intervalo no acotado

Supongamos que tenemos un funcional definido sobre un subconjunto que consta de funciones
de clase C', en un intervalo semi-infinito de la forma (—oo,a] é [b,o00) o inclusive sobre
toda la recta y necesitamos hallar las funciones extremales de este funcional. Para ello,
podemos hacer uso de dos herramientas que nos ayudarian en la consecucién de nuestro
objetivo. La primera, consiste en usar el hecho de que la ecuacion de Euler es invariante bajo
transformaciones regulares y la segunda, consiste en realizar manipulaciones de la ecuacién

de Euler haciendo uso de la regla de la cadena, veamos:

3.1 Invarianza de la ecuacion de Euler

3.1.1 Cambio de variables generalizado

Si el funcional dado en (2.10) se transforma efectuando una sustitucién de variable indepen-
diente o una sustitucion simultanea de la funcién incoégnita y de la variable independiente,
las extremales contintian determinandose de la ecuaciéon de Euler que se obtiene a partir del

integrando transformado.

37
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Para ello consideremos, t = t(u,v) y x = x(u,Vv), con la particularidad de que

ty ty

Xu Xy

£0

y consideremos adicionalmente a u como variable independiente, entonces, por regla de la

cadena se obtiene que
dx  xu+x,Vv
y= _

T At oty +
luego
!
Jf(x,y,t) dt = Jf [x(u,v), %,t(u,v) (ty +tyw') du = Jh(v,v’,u) du

y las extremales de la ecuacion inicial se determinan de la ecuacién de Euler para la funcional

Jh(v,v/;u) du, es decir, la funcién debe satisfacer la ecuacién (2.10) , a saber;
d
h, — d—h\,/ =0
u

(Para més detalles, ver [6] pag. 30)

3.1.2 Cambio de variables en la ecuacién de Euler - Lagrange

Observemos el resultado fundamental del Teorema 2.27: Si el funcional

o) = [ oo, wio,vat (31)
sujeto a la restricciéon
G() :Jbg(lj)(t),ll)’(t),t) dt =k, k=ctte (3.2)
alcanza un méaximo o un minimo en @(t), entonces existe A € R tal que @(t) satisface la
ecuacion
Sl 9(0),8) — 5 5 0(t), 91,6 =0

para h = f —Ag (funcién de Lagrange), donde f y g son funciones de clase G2 en R3y ¢ € M
es una funcién de clase €2 que no es una extremal de G, y ademés se considera siempre que
—00o < a<b<oo.

Ahora bien, se hace necesario precisar la invarianza de las ecuaciones de Euler-Lagrange,

para ello, consideremos el siguiente problema: Hallar los maximos o los minimos del funcional
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sujeto a la restriccion
a
Gl) = | glblt) w(t),tdt =k k=ctte

con la particularidad de que ¢ y d pueden tomar los valores —oo y/o oo respectivamente.

Estos resultados nos permiten entonces enunciar un resultado andlogo al Teorema 2.27,
pero en la versién infinita. Antes de enunciar el teorema definiremos al conjunto donde
trabajaremos.

Consideraremos al conjunto
D = {1]) e C'(R): ‘l‘im lt"p(t) =0, para todon € N}
tl—oo

y lo utilizaremos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean F y G, los funcionales definidos por

F) = [t v, a (3.3)
y o0
Gl = | gl w0, 0 dt—c (3.4)

conp € D y donde, f y g son funciones de clase C*. Existen constantes oy, @14 € (0,1) y

02f, X2g € [1,00) y Bis, B1g, B2ty B2gs K1, k2, k3, ka > 0, tales que

£(x,y, t)] < kqlx|*e[t]Pre y gy, t)] < kalx[*1o[t[Pre
silx] <1 yteR yademds

IT(x,y, t)] < kalx|*2[t]Pr y g0y, O] < kalx[®20[t[P2s

silx| >1TyteR. Sea @ € D una funcion que no es una extremal de G. Si F tiene un
extremo local en @, entonces, existe un numero real N, tal que @ satisface la ecuacion de

Euler - Lagrange para la funcion h = f — Ag, es decir,

oh d oh

&((p(t),(p’(t),t) —a@(@(t),@’(t),t) =0 (3.5)

para todo t € R.
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Demostracion. Sea (a,b) un intervalo finito y sea u : (a,b) — (—o00,00) una transfor-
macién creciente de clase €%, tal que:

lim u(s) =—co , lim u(s)=o0
s—at s— b~

Sea s un punto interior del intervalo (a, b). Considerando el cambio de variables t = u(s),

las expresiones (3.1) y(3.2), nos proporcionan un nuevo problema variacional, dado por

b
F(w) :J f(uls)), ¥'(u(s)), uls))u'(s) ds (3.6)

b
G(y) = J g(b(uls)), b’ (uls)),uls))u’(s)ds =K, K= ctte (3.7)

Resulta importante hacer notar que

J (), (1), 1) dt = J (), (1), )] dt + J (1), (1), 1)) dt
> (D)< (D)1

sj kﬂw(t)"“f!t!ﬁ”dwj ksl ()] [¢[P2r dt

—0Q

ya que por hipétesis, se tiene que
[f(x,u, 1) < Jalx[ e [ePre, si x| <1

y ademas
F(x,y, )] < Kalx[®2 4P, si (x> 1

y cOomo
lim [t™f(t) =0

ltl—o00
para todo n € N| las dos integrales anteriores convergen.
Por tanto, la integral que define F(1), en la ecuacién (3.6) siempre converge. Analoga-
mente, la integral que define G(1), en la ecuacién (3.7) también converge.
Consideremos ahora, 'y una funcién definida en (a, b), tal que y(s) = P(u(s)), tendremos

entonces que

es decir,
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por consiguiente, el problema se ha reducido a hallar los extremos del funcional

b /
Fwwa[f@mxy“)wﬂ>wunk (3.8)

a u/(s)’

sujeto a la restriccion

G(y) = Jb g (y(s), w,u(s)) u/(s)ds =K, K =ctte (3.9)

a uw(s)
Sea w(s) un extremo, entonces, w debe satisfacer la ecuacion

oh , d oh , _
3y (Wls), w'ls),s) — E@(w(s)’w (s),s) =0

donde h = f — Ag y adicionalmente

s = (% sl Jwis) v Glxns) =g (x s uls) o

Si definimos @ : (c,d) — R, por

@(t) = wlu(t))

Sea h = f — Ag, donde

entonces "
0 0
T wls), @'(s),5) = o (@(uls)), @' (uls), uls)u'(s) (3.10)
y por otra parte _
oh , __0h y
Solwls) wls)s) = 5 (x ot uls)) (3.11)
luego tomando la derivada con respecto a s de la expresién (3.11), obtenemos:
d oh ) _ doh w’(s)
Sl @iss) = i (wlo), 2 uls)
d oh ,
= a@(@( (s)), @'(uls)), ufs))
a_h

= Vay((P(u(S)),(P’(u(S)),u(S))-(cp’(u(S))u’(S),(P”(u(S))u’(S),u’(S))



CAPITULO 3. EXTENSION DE LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 49

igualando entonces las ecuaciones (3.10) y (3.12), nos queda

oh oh

3y (@u(s)), @' (uls), uls)u'(s) = u’(S)V@(@(u(S)), @' (u(s)), uls)).(¢'(u(s)), " (u(s)), 1)

dividiendo entre u/(s) y tomando el cambio t = u(s), obtenemos finalmente

oh oh

——(o(t),@'(t),t) = V_—(o(t),e'(t),t).(¢'(t),0"(t),1)
0x oy
d oh ,
= —— t),t
Gy (0 @0,
donde obtenemos la misma ecuaciéon que en un intervalo finito. Il

A continuacién, presentaremos el resultado con multiples restricciones, cuya demostracién

es omitida, por ser totalmente analoga a la demostracion del teorema anterior.

Teorema 3.2. Sean F y Gj, conj =1,...,n, los funcionales definidos por

Fl) =J°° F (L), (1), 1) dt

—00

Y

Giw) = | ailble, Wit de—g
conp € D y donde, f y g;, para cadaj =1,...,m, son funciones de clase C>. Existen con-
stantes xif, &1g5 € (0,1), j =1,...,n y oz5, 00295 € [1,00), j=1,..., 1y Bag, B2r, ki, k3 >0

) B]g]’) BZgjkaj)k4j > 07 ] = 1>' - N, tales que
F0o,u, ) <Kl Py (g%, y, t)] < kaylx| e [P
silxl<TyteR, conj=1,...,n y ademds

[0y, O] < sl tf2e g gi(x,y, 1)) < Kaglx|™a P2

silx] >1TyteR, conj=1,...,n. Sea ¢ € D una funcion que no es una extremal de
Gj, para j = 1,...,m. Si F tiene un extremo local en @, entonces, existen nimeros reales
Aj, conj =1,...,n tales que, @ satisface la ecuacion de Euler - Lagrange para la funcion

h=f—3 " Ngj, es decir,

oh d oh

a(cp(t), @'(t),t) — a@(@(t), @'(t),t) =0

para todo t € R.
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Observaciones 3.3. Podemos encontrar funciones de distribuciéon, que maximizan al funcional
que define la entropia, que no estan definidos sobre toda la recta, entonces, en estos casos

podemos usar los resultados expuestos en los Teoremas 3.1 y 2.27, de la siguiente manera:

1. Si el intervalo donde esté definido el funcional y las restricciones es de la forma (a, co),

con a € R, tenemos que el conjunto D, se define como

D= {11) € C'(R) :girgotnw(t) =0, para todon € N}

2. Si el intervalo donde estd definido el funcional y las restricciones es de la forma (—oo, a),

con a € R, tenemos que el conjunto D, esta definido por la expresién

D= {11) € C'(R) :tLiEH t™Pp(t) =0, para todon € N}



Capitulo 4

Calculo variacional y problemas de

maxima entropia

Sea X una variable aleatoria que toma valores en la recta real. La probabilidad que X tome
valores menores o iguales que un nimero real dado x, se obtiene integrando a la funcién de
densidad p, a saber .

P(X <x) :J p(t) dt

Como X puede tomar cualquier valor, obtenemos que
J p(t)dt =1
R

En muchos problemas, el interés principal radica en lograr determinar la funcién de
densidad p, teniendo como base el conocimiento previo de ciertos valores esperados.

En general, lo que se quiere es hallar los extremos del funcional

sujeto a las restricciones

Gilw) = | sl 0d=c
. (4.2)
Gl = | oub(o, w00 de =,

—0
Ahora bien, si @ es un extremo del funcional dado en (4.1), sujeto a las restricciones

observadas en (4.2)) y en virtud de los Teoremas 3.1 y 2.29 deben existir A7, Az, ..., Ax € R,

44
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tales que @ satisface la ecuacién de Euler - Lagrange para la funcién h definida por
n
h(X, Y, t) = f(X, v, t) - Z }\kgk(xa Yy, t)
k=1

es decir,
oh d oh

3 (@0, 0'(0), 1) = F 2t (0 (t), ¢ (1), 1) = 0

4.1 Teorema general

Teorema 4.1. Sean hq,...,h, : R — R funciones medibles, tales que, |y (t)] < myft|™,
my, Ny >0, para cada k=1,... nycq,...,cn € R. Supongase que existen a;,...,a, € R

tales que la funcion q : R — R definida por
q(t) = exXp (ao + alhl (t) + e+ anhn(t))

es una densidad de probabilidad y cada una de las funciones hiyq, k =1,...,mn es integrable
en Ry

+o0
J hk(t)C](t)dt:Ck, k:1,...,n.

Entonces, el funcional F definido por

Fip) = — J " (0 log p(t) dt,

con dominio el conjunto de todas las funciones medibles p : R — R tales que

+o0 +o00

p(t)dt=1 y J he(t)p(t)dt=cy, k=1,...,n,

—00

p(t) >0, j

—00

alcanza un extremo en (.

Demostracion. Consideremos el funcional, dado por

Fip) = | p(t)logp(t) dt (4.3)
sujeto a las restricciones
J hy(t)p(t) dt = cy, k=0,...,n (4.4)
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Consideremos ademas, las funciones f y gy, con k = 0,...,n, definidas de la siguiente manera
f(x,y,t) = —xlogx, gi(x,y,t) =xhy(t), conk=1,...,n
donde

[f0x,y, 1)l = | = xlog x| = Ix[|Tog x| < x> ,si x| <1 y [f(x,y,t)] <[x*,si x| >1

lgx(x, y, t)] = Ixhu ()] < [x][t]™

ademds, ho(t) =1, paratodot e Ry co=1.
Ahora bien, si g es un extremo del funcional dado en (4.3), sujeto a las restricciones
observadas en (4.4), deben existir Ag,Aq1,..., A, € R, tales que g satisface la ecuacién de

Euler - Lagrange para la funcién z definida por

z(x,y,t) = f(x,y,t) — Zkkgkxyt

k=0
es decir, 5 49
z z
—(q(t),q'(t),t) — —=—(q(t),q'(t),t) =0
5 (a1, a'(0),6) = T 25 (a(t), (1), 1)
Por consiguiente, tenemos que

0z = 0z

— =-1 —1— Axhi(t — =0

Ox 0gx ;) khi(t) y oy

luego la ecuacion de Euler - Lagrange para (, viene dada por
—logq —1—Z7\khk

y por tanto
log [q Z Ahi(t

de donde se obtiene que
q(t) =exp {—1 - Z Akhk(t)} = exp{ao + arhy(t) + -+ + anha(t)}
k=0

donde ay = —Ay, paracadak=1,... ny ao=—1—A,. Il
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Observacion 4.2. Si nos encontramos en una situacién que amerite la descripcién de un
fenomeno o modelado de un proceso y en consecuencia, por propiedades del fenémeno mismo,
encontraramos que existe un unico extremo, este debe corresponder con la distribucién de
maxima entropia.

A continuacién, presentaremos como casos particulares, algunos tipos de funciones de
densidad que generan méaxima entropia en ciertos sistemas dependiendo de sus restricciones

y nos dedicaremos a encontrar estas funciones usando las técnicas del calculo variacional.

4.1.1 Caracterizacién de las funciones de maxima entropia segin

sus restricciones

Consideremos a X una variable aleatoria que toma valores en algin subconjunto I de la
recta real. Sea p: I — R, la funcién de densidad de X, es decir, p cumple las condiciones

siguientes:
i) p(t) >0, paratodot € I y p(t) =0 en otro caso.

ii) Jp(t) dt=1.

I

A partir de las técnicas del cédlculo variacional, trataremos de generar algunas de las

funciones “tipicas” de densidad que maximizan al funcional

Slp] = —Jp(t) log p(t) dt (4.5)
1

En general, trabajaremos con restricciones adicionales a las presentadas en (i) y (ii), ya

que, supondremos ademas que la funcion p, satisface condiciones de la forma

ka(t)p(t) dt=cy, cr€R, k=12... (4.6)
1

donde p1(t) =1, paratodot el y cy = 1.

Caso 1: Exponencial

Supongamos entonces que I = (0,00) y p es una funcién que satisface las condiciones (i)

y (i), ademds de que E(X) = «. Por consiguiente, el problema se centra en maximizar el
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funcional (4.5), sujeto a las restricciones

JOO p(t)dt =1 y Joo tpt)dt=«, a>0 (4.7)
0

donde py(t) =ty c = «.

Consideremos entonces a las funciones
fix,y,t) =—xlogx,  gilx,y,t)=x y g2lx,y,t) =tx
Luego las funciones g7 y g2, satisfacen que
g1y, )l < X[y [ga2(x,y, t)] < [tl[x]

Entonces, por los Teoremas 3.1y 2.29 existen A1,A; € R, tales que p satisface la ecuacién

de Euler - Lagrange para la funcién h definida por

h(X,y,t) = f(X,y,t) —A]g1(X,y,t) _)\ZQZ(X>U)t)

es decir, 5h 4 oh
—(p(t),p'(t),t) — —=—(p(t), p'(t),t) =0 4.
S (0(1),0/(1),8) = (1), p'(1), 1) (48)

para todo t € (0, c0).

En virtud de que

h h
a—:—logx—1—7\1—?\2t y a_:()
0x dy

tenemos que la ecuacién (4.8), se puede representar por
—logx —1T—A1 —At=0
Por consiguiente, si p es la funcién extremal, obtenemos en consecuencia
p(t) = Ce 2t C=e!t™
Luego usando las condiciones dadas en (4.7), obtenemos que

“ C

o0 1
1= J Ce™Mtdt=C {——eht
A, o M

0

por tanto, C = A,.

Por otro lado,

o0 o0 t
x = J Cte ™Mtdt = CJ teMtdt=C {——e—m
0 0 A2

R I B T ] 1
e a =c|5e] =5

1 1
Luego, p(t) = —e =", Si tomamos — = a, obtenemos el resultado esperado.
x x
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Caso 2: Gamma

Supongamos nuevamente que I = (0, 00), y que la funcién p maximiza al funcional dado en

(4.5), sujeto a las restricciones

JOO p(t)dt=1, Joo tp(t)dt=«, o >0 y Joo log(t)p(t)dt = (4.9)
0 0 0

Entonces, considerando ahora la funcién
hix,y,t) = f(x,y,t) = Ai1g1(x, y, ) — A202(x,y, t) — Asgs(x,y, 1)
donde
fix,y,t) = —xlogx, gilx,y,t) =%, @galx,y,t)=tx y gs(x,y,t) =xlogt

Por el caso 1, sabemos que g7 y g3, asi definidas cumplen con las condiciones de los

Teoremas 3.1 y 2.29, luego, considerando g3(x,y,t) = xlogt, es facil ver que
195(%,y,t)| = [xlog t| <|[tl[x|, para cada t € (0,00)

lo cual verifica las condiciones de los Teoremas [3.1 y 2.29 y realizando un célculo andlogo,
nos queda que
—logx —T—A7 = At —Azlogt =0

de donde obtenemos que

p(t) = Ce Mtt™ (4.10)
Usando las restricciones dadas en (4.9), obtenemos en principio que
00 o] —A3 d
1 :J Ce Mt dt = CJ e S g u=ast (4.11)
0 0 A AL
Ahora bien, si p — 1 = —A3, entonces (4.11), se puede escribir asi
C J' © C Ab
1=— e "uPTdu = —=T(p) — C=-2
A7 Jo Ay I'p)
y de la segunda condicién de (4.9), obtenemos que
« *© N du Cc [~ C 1
x=| tCe ™Mt ™dt= CJ Leuld S0 _ J e "uPdu= MNp)=—
JO 0 AZ )\;?\3 }\2 )\12)+1 0 }\Iz)Jr]p (p) }\zp

por tanto, A; = —. Si — = a, tendremos entonces que (4.10), se puede escribir como

RIS
RIS

p(t) = A7ty
I'(p)
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Observacion 4.3. Si usamos la tercera condicién de (4.9), se obtiene que p = 1, por lo que

la funciéon que acabamos de obtener se transforma en la funciéon del primer caso ya que
N =1.
Caso 3: Laplace

Si consideramos ahora, I = R, con las condiciones

JOO p(t)dt =1 y Joo ltlp(t)dt =, a>0 (4.12)

—00 —0Q

obtendremos que la funcién de densidad, esta dada por
p(t) = Ce "

Luego como la funcién p en este caso es par, por el caso 1, podemos llegar facilmente a

que
p(t) = %ae‘“t
Caso 4: Normal
Consideremos ahora, I = R, con las condiciones
JOO p(t)dt =1 y JOO t?p(t) dt = o? (4.13)

Consideremos ademas, a las funciones f, g1 y g2 como sigue
f(x,y,t) = —xlogx, gilx,y,t) =x vy galx,y,t) =tk
y tomando ademas la funcién h que satisface la ecuacién de Euler-Lagrange como
hix,y,t) =f(x,y,t) = Mgi(x,y,t) — A202(x, y, t)

tenemos entonces que

oh
ox

oh
=—logx — 1 —A; — At? — =0

0g 1 2 y dy
luego la ecuaciéon de Euler - Lagrange para la funcién extremal p viene dada por

—logp(t) —1T—A1—=At?=0
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y usando propiedades del logaritmo, nos queda

05 [Co(t)] = —Mat? = p(t) = Le =

donde C = e'tM,

Luego, usando las restricciones presentes en (4.13) y el hecho de que
J e ¥ dt=n

llegamos finalmente a que
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