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Introduccién

Sea a un nimero real positivo. Una funcién f : (—a,a) — C es definida positiva si dado
un entero positivo n, una coleccién de puntos zi,...,z, en R tales que x; — z; € (—a,a)

para i,j = 1,...,n y una coleccién de escalares \q,...,\, en C se tiene que

n
ij=1
M. G. Krein [4] demostr6 que toda funcién continua y definida positiva en un intervalo
de la forma (—a, a), puede ser extendida a una funcién continua y definida positiva en toda

la recta.

El concepto de funcién definida positiva se puede extender de manera natural a un grupo

abeliano, de la siguiente manera.

DEFINICION 0.1. Sea (£2,4) un grupo abeliano y sea A un subconjunto simétrico de €
tal que 0 € A. Se dice que una funcion f : A — C es definida positiva si dado un entero
positivo n, una coleccién de puntos wy, ..., w, en €2 tales que w; —w; € A parai,j =1,...,n

y una colecciéon de escalares \q,...,\, en C se tiene que

ij=1

Resulta muy natural hacerse la siguiente pregunta: Sea {2 un grupo abeliano localmente
compacto y sea f una funciéon definida positiva y continua en un entorno simétrico de 0.
. Existe una extensién continua y definida positiva de f a todo el grupo 27

La respuesta a esta pregunta es, en general, negativa. W. Rudin [7] mostré que existen
funciones continuas y definidas positivas en un rectangulo que no tienen extensién continua

y definida positiva a todo el plano.

El objetivo de este trabajo es exponer de una manera comprensible un resultado de Z.

Sasvéri ([9]), que establece que toda funcién definida positiva en un intervalo simétrico de un
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grupo ordenado, puede ser extendida a una funcion definida positiva en todo el grupo. Para
obtener este resultado de extension no es necesario suponer la continuidad de la funcion y
ademds se prueba que si la funcién original es continua en 0, entonces toda extension definida

positiva es continua en todo el grupo.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

El primer capitulo esta dedicado a los preliminares de algebra lineal necesarios en este
trabajo. Se enuncian algunas definiciones y resultados basicos, se da una prueba de que el
producto de Schur de matrices definidas positivas es definida positiva y se demuestra un
resultado que establece una relacion entre el determinante de una matriz y el determinante
de algunas de sus submatrices.

En el segundo capitulo se exponen los resultados basicos de anélisis armoénico en grupos,
necesarios para la comprensién del resultado principal y se demuestra un resultado de W.
Rudin ([7]) que da una condicién necesaria y suficiente para la extensién de una funcién
definida positiva en términos de la posibilidad de extender de forma adecuada un funcional
lineal.

Finalmente el tercer y ultimo capitulo estd dedicado a la demostracién del resultado de

extension de Z. Sasvari ya mencionado.



CAPITULO 1

Preliminares de algebra lineal y matrices definidas positivas

1. Definiciones y propiedades basicas

A continuacién se exponen algunas definiciones y resultados bésicos (sin demostracion)
de algebra lineal que se usaran a lo largo de este trabajo, la referencia fundamental para esta
seccion es el libro [1].

Sean n y m enteros positivos. Como es usual C™*" denotara al conjunto de las matrices
complejas m X n.

Si B = (b;;) € C™*" se define la matriz adjunta de B como la matriz B* cuya entrada i

i, es decit B* = (bj;).

Si A e C™" se dice que A es
(1) normal si A*A = AA*,
(2) autoadjunta si A* = A,
(3) unitaria si A*A = AA* = 1.

€S

Se tiene que toda matriz normal es diagonalizable, es decir, si A es una matriz normal

existen una matriz unitaria U y una matriz diagonal D tal que
A=UDU".
DEFINICION 1.1. Sea m un entero positivo y A € C" ", Se dice que A es definida positiva
si
XAX* >0
para todo vector fila X € C'*",

Se dice que A es estrictamente definida positiva si
XAX* >0

para todo vector fila no nulo X € C**".

OBSERVACION 1.2. Si A = (ay)};—; v X = <)\1, e ,An> entonces

2,j=1
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Por lo tanto A es definida positiva si y sélo si
n
Z aij)\z)\j Z 0
ij=1
para toda coleccion Ay, ..., \, € C.
Se cumple que toda matriz definida positiva es autoadjunta, y por lo tanto normal.
Se tiene que la matriz A = (a;)7,;-, es definida positiva (estrictamente definida positiva)
si y slo si det(a;;)F;_; >0 (det(ay)f;—; > 0) parak =1,...,n.
PROPOSICION 1.3.

(1) La suma de matrices definidas positivas es una matriz definida positiva.

(2) Si B es una matrizn X n y
A = BB,
entonces A es definida positiva.

DEMOSTRACION. (1) Sigue de la definicién de matriz definida positiva y de las propiedades
de la suma y del producto de matrices
(2) Sea X € C™™ entonces

XBB*X* = XB(XB)* > 0.

2. Una relacién entre el determinante de una matriz

y el determinante de algunas de sus submatrices

Supongamos que se tiene una matriz por bloques de la forma

(o o)

donde A es una matriz r x r, C' es una matriz s X s, B es una matriz r X s y 0 representa

la matriz nula s x r. Entonces se cumple que

A B
det (O C’) = det(A) det(C).

Lo mismo ocurre si la matriz por bloques es triangular inferior. La demostracién de esta

férmula se puede encontrar en [1, Capitulo 5].
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OBSERVACION 1.4. Si A es una matriz » x r, C' es una matriz s x s, B es una matriz

r X s y 0 representa la matriz nula s x r, entonces

B A rs
det (C’ O) = (—1)" det(A) det(C).

Para justificar la férmula anterior basta notar que para obtener la matriz
A B
0 C
B A
C 0

intercambiando filas, es necesario hacer rs cambios de filas. Una férmula analoga vale si la

a partir de la matriz

matriz por bloques es triangular inferior.

LEMA 1.5. Sea A = (cij)i;—y € C™" una matriz n x n y sean Ay = (c)0 2,

As = (¢ iy, As = (c;)) "L, Ay la matriz que se obtiene al eliminar la primera columna
7/)4,j=2 J/1,j=2=2

y la ultima fila de A y Ay la matriz que se obtiene al eliminar la ultima columna y la primera

fila de A, entonces se tiene que
det(As) det(A) = det(A;) det(Asz) — det(Ay) det(Ay)

DEMOSTRACION. Escribiendo las matrices con mds detalle se tiene que

C22 s Con—1
As = (cij)i s = ,
Cp—-12 " Cpn-1n-1
C11 C12 Tt Cin—1 Cin C11 Ci2 +++ Cin-1 Cin
C21 C22 s Con—1 Con C21 ( W Con
A= = A5 )
Cn—-11 Cn—12 *°° Cp—-1n-1 Cn—1n Cn—1,1 L J Cn—1,n

Cn1 Cn2 cee Cnn—1 Cnn Cn1 Cn2 ... Cpn-1 Cnn
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C11 C12 tet C1n—1 C11 Ci2 +° Cin-1
C21 C22 s Con—1 C21 [ W
Al = . = )
. . A5
Cn—11 Cp—12 ' Cp—1n-—1 Cpn—1,1 L J
C12 s Cin—1 Cin Ci2 **+ Cip-1 Cin
C22 Tt Con—1 Con [ 1 Con
AQ - = 9
As
Ch—12 " Cp—1n-1 Cn—1n L J Cn—1,n
C22 ce C2n—1 Con [ 1 Con
A — : - : : - As :
3 pr— - )
Cn—l,? e Cn—l,n—l Cn—l,n L J cn—l,n
Cn2 o e Cn,nfl Cnn Cn2 ... Cn,nfl Cnn
C21 C22 s Con—1 C21 ( 1
: L : : A
Ay = = > )
Cph—11 Cp—12 ' Cp—1n-—1 Cn—1,1 L J
Cni1 Cn2 s Cnn—1 Cn1 Cn2 ... Cpn-1
El determinante de la matriz por bloques
A B
)
0 As
donde
o -.- 0
B =
o --- 0
Cn2 .. Cpnn-1
es
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En detalle

C11

C21

Cn—1,1

det(A) det(As) = det

Cn1

C12

C22

Cn—1,2

Cn2

Cln—1

Con—1

Cn—1,n—1

Cnn—1

Cin

Con

Cn—1,n

CTLTL

Cn2

C22

Cn—1,2

Cnn—1

C2n—1

Cnfl,nfl

Intercambiando la fila n con la fila n + 1, y después la fila n + 1 con la fila n + 2,.. .,

hasta llegar a intercambiar la fila 2n — 3 con la fila 2n — 2 se obtiene que

det(A)det(As) = (—1)" det

C11

C21

Cn—1,1

C12

C22

Cn—1,2

Cln—1 Cin
Con—1 Con
Ch—1n-1 Cn—1n

0
0
Cn,nfl Cnn

Intercambiando la columna n con la columna n + 1, y después la columna n + 1 con la

columna n + 2,..., hasta llegar a intercambiar la columna 2n — 3 con la columna 2n — 2, se
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obtiene

det(A) det(As) = det

C11

C21

Cn—1,1

0

0

Cn1

C12 Cln—-1
C22 Co2n—1
Cn—1,2 Cn—1,n—1
0 . 0
0 - 0
Cn2 Cnn—1

C22

Cn—1,2

Cn2

Cin
Con
0 Cnfl,n
Can—1 0
Cp—1,n-1 0
Cnn—1 Cnn

Si a la fila n se le suma la segunda fila, a la fila n + 1 se le suma la tercera fila, ...

fila 2n — 3 se le suma la fila n — 1, se obtiene

det(A) det(As) = det

Utilizando la linealidad del determinante en la tltima columna se obtiene que este iltimo

C11

€21

Cn—1,1

C21

Cn—1,1

Cn1

C12 Cln—1
C22 Con—1
Cn—1,2 Cn—1,n—1
C22 Con—1
Cn—1,2 Cn—1,n—1
Cn2 Cnn—1

0

C22

Cn—1,2

Cn2

determinante es la suma de los siguientes dos determinantes

C11

C21

Cn—1,1
det

C21

Cn—1,1

C12

C22

Cn—1,2

C22

Cn—1,2

Cln—1
Can—1
Cn—1,n—1 0
C2n—1 C22
Cn—1n—1 Cpn—12
Cn,nfl Cn2

C2n—1

Cn—1,n—1

Cn,nfl

Cin
Con
0 Cn—1n
Con—1 Con
Cnfl,nfl Cnfl,n
Cnn—1 Cnn

Con

Cn—1n

Cnn




det
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C11

C21

Cn—1,1

C21

Cn—1,1

Cn1

C12

C22

Cn—1,2

C22

Cn—1,2

Cn2

Cin—1 0
Con—1 0
Cnfl,nfl 0
Con—1 C22
Cn—1n—1 ©Cn—12
Cnn—1 Cn2

0

Con—1

cnfl,nfl

Cn,n—l

La matriz correspondiente al primer determinante es de la forma

A 0
C As

y por lo tanto el primer determinante es igual a

Cin

Con

Cnfl,n

det(A;) det(As).

Si en la segunda matriz se le resta la columna 2 a la columna n, se le resta la columna 3
a la columna n + 1, ..., se le resta la columna n — 1 a la columna 2n — 3, se obtiene que el

segundo determinante es igual a

C11 C12 Cln—1 —C12 —Cin—1 Cin
C21 C22 Con—1 —Ca2 —Con—1 Con
Ch—11 Cp—12 - Cpn—1n—-1 —Cn-12 —Cn—1n—1 Cn—1n
det
Co1 Ca2 Con—1 0 0 0
Cpn—1,1 Cp—1,2 Cn—1,n—1 0
Cn1 Cn2 Cnn—1

que es igual a
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C11 C12 ce Cln—1 C12 s Cln—1 Cin
C21 C22 te C2n—1 C22 ce Con—1 Con
Ch—-11 Cp—-12 **° Cn—1n—1 Cp—-12 " Cn—1n-1 Cpn—1n
(—1)"det
Co1 Co2 ce Con—1 0 ce 0 0
Ch—11 Cp—12 - Cpn—1n-1
Cn1 Cn2 s Cnn—1

Esta iltima matriz es de la forma

D A,
Ay O
y por lo tanto su determinante es igual a

(1)1 det(A,) det(Ay) = (—1)"! det(A,) det(Ay).

De esto ultimo ya se deduce

det(As) det(A) = det(A;) det(Az) — det(Ay) det(Ay).

3. Producto de Schur

En esta subseccion se da una demostracion de que el producto de Schur de matrices
definidas positivas es una matriz definida positiva, la demostracién que se da fue tomada de

la referencia [2].

DEFINICION 1.6. Dadas dos matrices n x m, A = (a;;) y B = (bi;) se define el producto

de Schur de A y B como la matriz n x m dada por

A oB = (aijbij>

TEOREMA 1.7. St A € C™*"™ es una matriz definida positiva de rango k, entonces A puede

ser escrita de la forma
A =191 + ¢205 + ... + Pi Py,

donde ¢y, -+, ¢ € C™! son vectores columna ortogonales.
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DEMOSTRACION. Por hipétesis la matriz A es definida positiva, por lo tanto A es una

matriz normal, esto implica que existe una matriz unitaria U y nimeros complejos 7, - - - , 0k
tales que
m 0 -+ 0
0 72 0
A=U1l0 0 .- m 0 -+ 0 U*
0
o 0 --- 0 0 --- 0
Ademas ny,--- ,nr es el conjunto de los autovalores de A, contados de acuerdo a su
multiplicidad.
Luego
Ui
0
A=U U'+---+U Mk U*
0
0O 0 --- 00 --- 0 00 --- 0 0 --- 0

Sipara j=1,---,k se define A; por

00 - 0

00 - 0

0 0 ; 0 0
Aj=U . " Ur

00 - 0 0

0 0 0 0 0

Se tiene que
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00 --- 2 ...o0 ... 0olloo ... pi/?
A =U| i o . K
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1/2 1/2
L 00 - ) 0 --- 0 . 00 -
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0/ | 0 0 0
Para j =1,--- , k se define v; por
00 --- 0/ ... 0 .. 0
vi=U1. . ?7].
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Si U = (vij)i =1, entonces

00 --- 711]-7)]1-/2 el 0 - 0
00 --- U2j77jl'/2 U TR
00 --- Uk,jﬁjlﬂ A TR
Vi = : :
00 --- ’Uk+l,j77]1-/2 A TR
00 --- Un,ﬂ];/Q e 0 - 0
y
0
0
N T 7 v R v e
= : : : : .
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ademas
Aj:VjV;

/2

Para 1 <14, j <k se define (¢; ;) por ¢;; = vi7j77jl- y para 1 < j < k sea

b1
;= | :
¢nj

Entonces ¢;¢7 = v;v7, por lo tanto solo falta probar que los vectores ¢; = (o1,
(j =1,...,k) son ortogonales.

Sean 7,7 € 1,--- ., k entonces

13

’Qbkj)
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< Qi ) > = G5 = G101y + -+ GrjOny

= vy 211_1]7731/ P v P

Como la matriz U es unitaria se tiene que

vur=U0"U = 1.
Por ser U* = (v3;)},_;, se tiene que

n

1/2 1/2 — 1 21 1/2 1/2
< iy >=mn""n) > v = H /szzvu 0206y
=1

PROPOSICION 1.8. Sean ¢ y 1 € C™*1, entonces

(%) o (V™) = (porh).(po)”

DEMOSTRACION. Supdngase

a by

((p-0") 0 (W.40"))iy = (-0 )ij- (V0 )iy = aibiazb; = aa;bib;

((por).(pot)) )i; = (pot)i(pov), = aibiash; = abd

Por lo tanto

() 0 (V™) = (poth).(poy))

U

TEOREMA 1.9. 87 A, B € C™*™ son matrices definidas positivas, entonces Ao B también

es definida positiva.

14
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DEMOSTRACION. Por el Teorema [1.7] se tiene que
A=wv] +1v; + -+ vy,
B = wjw] +wows + -+ - + Wiy,
donde k = rango(A) y m = rango(B), v1,...,Vk, Wi, ...,w, son vectores columna.
Por lo tanto
k. m
* *
ho B =Y S o
i=1 j=1
Por la Proposicion 1.8 se tiene que

kK m

AoB =3 > v

i=1 j=1
donde v; ; = v; o wj.

Finalmente, de la Proposicién 1.3 sigue que A o B es definida positiva.



CAPITULO 2

Funciones definidas positivas en grupos

abelianos localmente compactos

En este capitulo se exponen algunos resultados basicos correspondientes al analisis armo-
nico en grupos que seran necesarios para la demostracion del resultado principal. La referencia

fundamental para lo aqui expuesto es el libro [6], ver también [3].

1. Grupos abelianos localmente compactos.

DEFINICION 2.1. Un grupo topoldgico es un grupo (£2,4), en el que estd definida una
topologia de Hausdorff en la que las operaciones del grupo son continuas, es decir, las fun-

ciones

QAxQ—0 QO —Q

(z,y) —z+y T -

son continuas.
Un grupo abeliano localmente compacto (usualmente abreviado grupo LCA) es un grupo

abeliano topolégico en el que todo punto posee un entorno cuya clausura es compacta.

Son ejemplos de grupos abelianos localmente compactos:

(1) El conjunto de los nimeros reales, R, con la topologia usual.
(2) El conjunto de los nimeros enteros, Z, con la topologia discreta.
a circunferencia unitaria, T = {z € C: |z| = 1}, con la topologia usual.
(3) La ci fi i itaria, T={2€ C: |z| =1} la topologi 1
(4) Cualquier grupo abeliano con la topologia discreta.
producto cartesiano de dos grupos abelianos localmente compactos, con la topologia
5) El product tesiano de d beli localment t la topologi

producto.

Sea §2 un grupo abeliano localmente compacto. Una medida de Haar en ) es una medida

m de Borel, positiva y regular que tiene las siguientes propiedades:

(a) m(E) es finita si £ C 2 es compacto.
(b) m(E+x) = m(E) paratodoz € Qy E C (2, es decir m es invariante por traslaciones.

16
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(c) m(€2) > 0.

Se puede demostrar, ver [6], que en todo grupo abeliano localmente compacto existe una
medida de Haar, que es tnica, salvo multiplicacién por una constante positiva. Debido a esto
es usual hablar de la medida de Haar.

Ademas la medida de Haar es finita si y sélo si el grupo es compacto. Si el grupo es
compacto es usual tomar la medida de Haar con masa total igual a 1.

Si el grupo es discreto, la medida de Haar es la medida que cuenta. En este caso es usual
asignarle masa 1 a cada elemento del grupo.

En los siguientes ejemplos es facil identificar la medida de Haar

(1) Si 2 =R, la medida de Haar es la medida de Lebesgue.

(2) Si Q = Z, la medida de Haar es la medida que cuenta.

(3) Si © =T, la medida de Haar es la medida de Lebesgue normalizada, en la circun-
ferencia.

(4) Si € es un grupo abeliano con la topologia discreta, la medida de Haar es la medida

que cuenta.

2. Caracteres y grupo dual.

En lo que resta de este capitulo, salvo que se indique lo contrario, se supondra que €2 es

un grupo abeliano localmente compacto.
DEFINICION 2.2. Un caracter en § es una funcién continua £ : Q — C tal que
K@) =1 vy  &aty) =E)Ey)
para todo z,y € Q.

El conjunto de los caracteres de €2, con la operaciéon de multiplicacion puntual de fun-

ciones, es un grupo abeliano.
PROPOSICION 2.3. Si 0 = 0q es el elemento neutro de Q y € es un caracter, entonces
§0)=1 y &(-x)=¢@).
DEMOSTRACION. Se tiene que

€(0a) = £(0g + 0q) = £(0) £(0a) = (£(0q))?.

Como |£(0gy| = 1, tiene que ser {(0g) = 1. O



2. CARACTERES Y GRUPO DUAL. 18

Es usual denotar por Q al grupo de los caracteres de 2 y también es usual escribir (x, &)
en vez de &(x) si € es un caracter.

El elemento neutro de Q es la funcién constante igual a 1, a veces se usa el simbolo 1
para este elemento y otras veces también se le designa por Og 6 simplemente 0.

En el grupo Q se puede introducir una topologia de la siguiente manera: convergencia en
0 equivale a convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de 2. Por lo tanto una

base de entornos de Oy en Q estd dada por los conjuntos de la forma
N(K,e)={¢eQ: |(x,6) — 1| <e, para todo z € K},

donde K es un subconjunto compacto de €2 y € > 0. Los entornos de cualquier otro punto se
obtienen trasladando los entornos de 0. En [6] se puede encontrar la demostracién de que,
con esta topologia, Q es un grupo abeliano localmente compacto.

Siz € Q, la funcién € — (z, ) es un caracter en Q. El teorema de dualidad de Pontryagin
establece que todo caracter en Q es de esta forma y que la topologia de la convergencia
uniforme en subconjuntos compactos de Q coincide con la topologia original de 2. En otras

palabras, si Q es el dual de ), entonces () es el dual de Q. Simbélicamente
Q=0
EJjEMPLO 2.4.

(1) Todo caracter £ en R es de la forma

T — ei)\x
para algin A € R. Luego la correspondencia £ «+— A es un homeomorfismo. Por lo
tanto el dual de R es R.
(2) Todo caracter en T = {z € C: |z| =1} es de la forma

z 2"

para algin entero n y la topologia de la convergencia uniforme sobre T es la topologia
discreta en Z, luego T=2.

(3) Todo caracter en Z es de la forma

para algin z € T, luego Z=T.
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Es usual denotar la medida de Haar en 2 con la letra m y la integral sobre {2 de una

funcién f con respecto a la medida de Haar suele denotarse por

Q
PROPOSICION 2.5.

Si Q es compacto y la medida de Haar estd normalizada, entonces

(1) Si e,

[@ga=1" "0
Q 0 S’if;ﬁOQ.

(2) Si&, &€,

1 s1& =&,

/<-’f751> (z,&) dx =
Q 0 si& # &

DEMOSTRACION.
(1) Como (z,04) = 1 para todo = € € se tiene que

/(x,OQ> dr =1.

Q
Si € # 0 entonces existe z, € € tal que (z,,§) # 1. Como la medida de Haar es

invariante pr traslaciones, se tiene que
[t angde = [ s
Q Q

luego

@) [ &) o= [t 0,6 s = [(2.6)d,

Q 9)
como (x,,&) # 1, tiene que ser

/(m,§> dz = 0.

Q

(2) Este resultado sigue del anterior y de que

(2,60 (2,&) = (2, 6) (7, =&) = (2,61 — &)
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3. Transformada de Fourier.

Sea L'() el espacio de las funciones integrables con respecto a la medida de Haar, es

decir
Ll(Q):{f:QHC]fesmedibley/|f(;r)]d:v<oo}.
Q

Se tiene que L'(£2) es un espacio de Banach con la norma

1 = / f(2)] da.

La nocién de transformada de Fourier se generaliza al contexto de grupos abelianos
localmente compactos de la siguiente manera.
Sea f € LY(Q), la transformada de Fourier de f es la funcién f O — C definida por

HOE / (2, €) () d.

Si p es una medida de Borel finita en 2, la transformada de Fourier de p es la funcién
il Q — C definida por

i(©) = [ @Edu(o)

Q
Es importante destacar que si f € L'(Q) y u se define por du(x) = f(z) dz, entonces
i=Ff.

Al igual que en el caso de la recta y la circunferencia, se puede demostrar que toda
medida de Borel finita esta univocamente determinada por su transformada de Fourier.
Si v es una medida de Borel finita en ﬁ, la transformada inversa de Fourier de v es la

funcién v :  — C definida por

oa) = [(a.€) dv(e)
0
Tomando en cuenta el teorema de dualidad de Pontryagin, es usual utilizar el término
“transformada de Fourier” tanto para la transformada de Fourier como para la transformada
inversa de Fourier. Del contexto debe quedar claro cual es la transformada a que se hace
referencia.
Como es natural, dada una funcién integrable f : Q- Cla transformada inversa de

Fourier de f es la funcién f : Q — C, definida por

F(a) = / (0. €) £(€) de,
o
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es decir, la transformada inversa de la medida dv(§) = f(§) d€.

4. Funciones definidas positivas en grupos abelianos localmente compactos.

DEFINICION 2.6. Sea f : Q2 — C una funcién, se dice que f es definida positiva si

Zf AN >0

i,7=1

para todo numero natural n , x1,...,z, € , A,..., A, € C.

PROPOSICION 2.7. Todo caracter de un grupo abeliano localmente compacto es una fun-

cion definida positiva.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un caracter de Q y sean z1,...,7, € Q, A\,..., \, € C, entonces

O

PROPOSICION 2.8. Si v es una medida de Borel no negativa y finita en Q, entonces U es

una funcion definida positiva en €.

DEMOSTRACION. Sea m un ntmero natural y sean zi,...,27, € Q, A\,...,\, € C, en-

tonces

n

S fe —%AA—EZ/m—%£MJNMO

,j=1 ,j=1

s)
—Z/ (560N, (75,8 d(€)

7]1

/ n
i=1

D i (wi,€)
ar
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De la misma manera se demuestra que si y es una medida de Borel no negativa y finita

en (2, entonces [i es una funcién definida positiva en (2.

PROPOSICION 2.9. Si f,g : Q — C son funciones definidas positivas, entonces f g es
definida positiva.

DEMOSTRACION. Lo primero es notar que una funcién 1 es definida positiva si y sélo si

para cada N € Ny xq,...xy5 € ) se tiene que la matriz

(W (@i — 7)1
es una matriz definida positiva.
Supongase que f y g son definidas positivas y sean N € Ny xq,...zy € (), entonces las
matrices
(flxi =)y (gl —25))N
son definidas positivas.

Por el Teorema [1.9 la matriz

es definida positiva, es decir, f g es definida positiva.

PROPOSICION 2.10. Si f : Q — C es una funcién definida positiva, entonces

(1) £(0) =0,

(2) f es hermitiana, es decir

para todo x € 2.

DEMOSTRACION. Considerando n = 1, z; = 0, y \; = 1 en la definicién de funcién

definida positiva se obtiene
f(0) > 0.
Tomando n =2, 1 =0, x3 = x, Ay = 1 y Ay = ¢ en la definicién de funcién definida
positiva se obtiene
FO) X+ el*) + f(—x)e+ f(x) e 2 0,
por lo tanto f(—z)¢ + f(z)c es un nimero real para todo ¢ € C, x € €, luego tanto

f(z) + f(—z) como if(x) —if(—x) son nimeros reales. Esto ultimo sélo puede ocurrir si

fl=z) = f(x).
U
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TEOREMA 2.11. Sea [ : Q@ — C una funcion definida positiva, entonces

(a) |f(z)| < f(0) para todo x € 2.
(b) 1£(2) — Fu)P < 2 £(0) (f(0) — Ref(y — x)) para todo ,y € .

Z f(x ;) a;@; para todo {z1,...,x,} CQy

2,7=1

f ()

{al,...7an} c C.

Zfoz v;) aib; (Zf aa]> (Zf oy bb)

j=1 =1 3,j=1 i,j=1
para todo {x1,...,x, b, {y1, . ym} CQy{ar,...,an}, {b1,...,bp} C C.

DEMOSTRACION. Primero se probara (d).
Sea § = {a: Q) — C|a(x) = 0 salvo para una cantidad finita de elementos x € Q}.

Se tiene que S es un espacio vectorial sobre C. Para a,b € S, sea
=D > fle—y)a(@)by),
z€eQ ye

la suma indicada es finita por la definicién de S. Ademés (, ) es una forma sesquilineal no
negativa en S. Por lo tanto satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir

[(a,b)[* < (a, a) (b, D).
Si se aplica esta desigualdad a las funciones a y b definidas por

a, Ssizr=ux,,

0 otro caso,

by SLY = Ym,
0 otro caso,
se obtiene (d).
(c) Si{zy,...,z,} C Qy{ay,...,a,} CC, tomar m =1, y; = 0, by = 1 y aplicar la
desigualdad (d).
(b) Aplicar (c) paran =2, 21 =x, x93 =y, a1 = 1, as = —1.
(a) Aplicar (c) paran =1, 21 =z, a; = 1.

De la parte (b) de este teorema se obtiene el siguiente resultado.
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COROLARIO 2.12. Sea f : Q — C una funcion definida positiva. Si f es continua en 0,

entonces f es uniformemente continua en €2.

5. Teorema de Herglotz-Bochner-Weil.

El siguiente resultado, que caracteriza a las funciones definidas positivas en un grupo
abeliano localmente compacto, fue demostrado primero para {2 = Z por Herglotz en el ano
1991, los casos 2 = R y 2 = R™ se deben a Bochner (1932-1933). Su generalizacién a grupos
abelianos localmente compacto se debe a Weil (1941). Su demostracién y mdas detalles se
pueden encontrar en las referencias [6), 9].

TEOREMA 2.13 (A. Weil [5]). Sea f : Q@ — C una funcion continua, entonces f es definida

~

positiva sty solo si ewiste una medida de Borel no negativa v en 2 tal

que f =D.

OBSERVACION 2.14. Una de las implicaciones del teorema anterior ya ha sido establecida
parcialmente. Si f = 7 donde v es una medida de Borel no negativa entonces, por la Proposi-
cién 2.8 f es definida positiva. Demostrar la continuidad de la transformada de Fourier de

una medida finita no ofrece mucha dificultad.

OBSERVACION 2.15. Por el teorema de Weil, en los casos correspondientes a los grupos
Z, R y T se tiene lo siguiente.
(i) Si Q = Z, una sucesién (ay)nez es definida positiva si y sélo si existe una medida p

de Borel finita no negativa en la circunferencia tal que

ay, = /emt du(t).

T
(ii) Si ©Q = R se tiene que una funcién continua f : R — C es definida positiva si y sélo
si existe una medida p de Borel finita no negativa en la recta tal que
too
fa) = [ e aute)
—0o0
(iii) Si 2 = T una funcién continua f : T — C es definida positiva si y sélo si existe una
medida p de Borel finita no negativa en los enteros tal que

“+o00

fl@) =Y e

n=—oo



6. POLINOMIOS TRIGONOMETRICOS. 25

6. Polinomios trigonométricos.

DEFINICION 2.16. Un polinomio trigonométrico en § es una funcién de la forma
n
p(z) = Zai (2, &),
i=1

donde n es un entero positivo, aq,...,a, € C, &,...,&, € Q

Es importante notar que un polinomio trigonométrico es la transformada inversa de
Fourier 7 de una medida v en €) con soporte finito.
Tomando en cuenta el teorema de dualidad de Pontryagin, un polinomio trigonométrico

en ) es la transformada de Fourier it de una medida p con soporte finito en €.

OBSERVACION 2.17.

(1) Si 2 =T, un polinomio trigonométrico es una funcién de T en C de la forma

p(z) = Z a2,

donde a_y,...,ay € C.

(2) Si Q =R, un polinomio trigonométrico es una funcién de R en C de la forma
N
p<x) — akelakl',
k=1
donde ay,...,ay € C, aq,...,ay € R.
(3) Si Q = Z, un polinomio trigonométrico es una funcién de N en C de la forma

N

pn) =3 a3,

k=1
donde aq,...,any € C, z1,...,z2y € T.

Se puede demostrar (ver [6]) que si €2 es discreto, entonces Q) es compacto y que si Q2 es

compacto, entonces €2 es discreto.

PROPOSICION 2.18. Sea Q un grupo abeliano con la topologia discreta y sea p una medida

con soporte finito en . Entonces
f(x) = p{x}

para todo x € €.
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DEMOSTRACION.

A => (&) pia}.

fISY)

Por ser ) discreto, €2 es compacto. Con la convencion usual de que la medida de  es

igual a 1, por la Proposicion 2.5/ se tiene que

7. Extension de funciones definidas positivas en un conjunto simétrico.

La definicién de funcion definida positiva se puede extender, de manera natural, a fun-

ciones cuyo dominio es un subconjunto simétrico que contiene al elemento neutro, en detalle.

DEFINICION 2.19. Sea (£2,4) un grupo abeliano y sea A un subconjunto simétrico de
tal que 0 € A. Se dice que una funcion f : A — C es definida positiva si dado un entero
positivo n, una coleccién de puntos wy, . .., w, en €2 tales que w; —w; € A parai,j =1,...,n

y una coleccion de escalares ¢y, ..., c, en C se tiene que

n
Z flwi —wj) i, > 0.
ij=1
En lo que queda de esta seccion se supondra que €2 es un grupo abeliano con la topologia
discreta y A C €2 es un conjunto simétrico tal que 0 € A.
Se usaré la siguiente notacion:
$(A) denotard al conjunto formado por las transformadas de Fourier fi de la medidas p,

definidas en €2 cuyo soporte es finito y estd contenido en A.

§(A) ={q € F(A) : ¢ toma valores reales },

F7(A) ={qeF(A):q=0}
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Es importante destacar que un elemento de §(A) es de la forma

A =Y pfa} (@9,

TEA

por lo tanto, F(A) es el conjunto de los polinomios trigonométricos g en Q tales que el soporte

de su antitransformada de Fourier estd contenido en A.

DEFINICION 2.20. Sea f : A — C una funcién tal que f(—xz) = f(z). Paraqg = 1 € F"(A)
se define
Li(q) =) f()i(x).
rEA

Av

Por la Proposicion 2.18/se tiene que, si ¢ = fi, entones §(z) = f'(x) = pu{z}, por lo tanto
se tiene que
Ly(q) = / fdp
Q
y ademds L¢(-) es un funcional lineal real definido en §"(A).

El siguiente resultado fue probado en [7] y da una condicién necesaria y suficiente para

que una funcién definida positiva pueda ser extendida a todo el grupo.

LEMA 2.21. Sea f: A — C una funcion definida positiva. Entonces f se puede extender

a una funcion definida positiva en todo ) si y solo si
L(q) 20
para todo q € FT(A).

DEMOSTRACION. Supdngase que f se puede extender a una funcién F', definida positiva
en todo el grupo.

Sea g € FT(A), entonces ¢ es una funcién definida positiva en €2, con soporte contenido
en A. Por la Proposicion 2.9 se tiene que F' ¢ es una funcion definida positiva en € y por lo

tanto, su transformada de Fourier es positiva, luego

L) = 3 f(@)dlx) = (F§)(0) = 0.

TEA
Supéngase que L¢(g) > 0 para todo g € FT(A).
Sea || || la norma uniforme en el espacio lineal real F"(A).

Se tiene que
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Si g € §"(A) entonces
~llgll < a < g
y por lo tanto
1Ly ()| < llall L(1) = llgllf(0).

Por lo tanto se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que f(0) = 1.

Se ha llegado asi a que Ly es un funcional lineal de norma 1 en F"(A).

Del teorema de Hahn-Banach sigue que Ly se puede extender a un funcional lineal de
norma 1, definido en el espacio de las funciones continuas en Q.

Por el teorema de representacién de Riesz ([8]), que establece que todo funcional lineal
acotado @, en el espacio de las funciones continuas en un espacio de Hausdorff localmente

compacto X, esta dado por tnica medida regular de Borel compleja tal que

_ / fdp, (2.1)

2] = |l (X),

se puede asegurar que existe una medida finita compleja v en SAZ, de variacién total igual a

1, tal que

Liq) = / $(€) dv(). (2.2)
s

para g € §"(A).
Sea w € A. Si se considera ¢(§) = {(w) + £(—w) en la ecuacion (2.2) se obtiene

flw)+ (=
y si se considera ¢(§) = i({(w) — {(—w)) en la ecuacién (2.2) se obtiene
(=

fw) = f(-w) = p(w) = ¥(-w),

(.d): ( )+ﬁ(_w)7

por lo tanto
f(w) =rv(w) paratodo w e A.
Como
L= Ly(1) = (@) < ] = 1,
se tiene que v es una medida positiva.
Del teorema de Herglotz-Bochner-Weil (ver Teorema 2.13)), sigue que F' = © es una

extension definida positiva de f. O



CAP{TULO 3

Extensién de funciones definidas positivas

en un intervalo de un grupo ordenado.

1. Grupos ordenados

Sea (I', +) un grupo abeliano con elemento neutro Or. Se dice que I" es un grupo ordenado

si existe un conjunto I'y C I' tal que:

I+, =14, Iy (=T4) ={0r}, FLU(=Ty) =T,
En este caso, si x,y € ['se escribe x <y si y—x €'y, también x < ysix <yyax#y,
luego
Iy ={yel:y=0r}.
En el caso en que I' es un grupo abeliano localmente compacto, es usual suponer que ' es
un conjunto cerrado.
Son ejemplos de grupos ordenados:

(1) Z con la topologia y el orden usual.

(2) R con la topologia y el orden usual.

(3) El producto cartesiano de dos grupos ordenados, con el orden lexicografico es un

grupo ordenado. Si I' y A son grupos ordenados el orden lexicografico en I' x A se

define de la siguiente manera:
(71, A1) < (72, A2) siy s6lo Ay <Xy 0 Ay =X ¥y M1 <.

Si I' y A son grupos topoldgicos para poder garantizar que el conjunto de los ele-
mentos no negativos en I' X A sea cerrado es necesario pedir que A esté equipado

con la topologia discreta.
Sia,bel ya<b,esusual la siguiente notacion
(a,b) ={zx el :a<xz<b}, [a,b) ={z €l :a <z <b}, etc.
2. Completacién de matrices definidas positivas parcialmente determinadas

En esta seccion se expone un resultado de completacion de matrices que serd importante

en la demostracion del resultado principal.

29
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TEOREMA 3.1. Sea n un entero positivo y sea ) un subconjunto del cuadrado
Sp={(i,j) €Z°:1<14,j <n}

tal que
(i) Si 1 <1i<n entonces (i,1) € Q,
(i) Si (I,k) € Q entonces {(i,7) : min(l, k) <i,7 <méax(l,k)} C Q.
Supongase que a cada (i,j) € Q se le hace corresponder un nimero complejo c;; tal que
para cada (1, k) € Q conl <k la matriz (Ci,j)i'{ij:l es definida positiva

Entonces existe una matriz definida positiva

A= (aiy)

i
tal que

a;; =c;; para(i,j) € Q

DEMOSTRACION. Como el caso n = 1 es inmediato, se puede suponer n > 1. Se consi-
deraran tres casos.

Primer caso: @ = S, \ {(1,n),(n,1)} y todas las matrices de la forma (c;;)F;_; con
(I,k) € Q (I < k) son estrictamente definidas positivas.

Se debe probar que existe x € C tal que la matriz hermitiana

C11 Ci2 T Cin—1 x
C21 C22 s Con—1 Con
A(z) =
Ch—11 Cp—12 *° Cn—-1n—-1 Cn—-1n
T Cn2 e Cnn—1 Cnn

es definida positiva.
Como todas las matrices de la forma (¢;;)¥;_, con 0 < k <n — 1 son definidas positivas,

para probar que A(z) es definida positiva basta demostrar que
det A(z) > 0.

Aplicando el Lema (1.5 a la matriz de entradas ¢;; para (i,j) € Q y ¢in = T, ¢1 = T,
utilizando la misma notacién que en el Lema y notando que, en este caso las matrices A, y

A4 dependen de z, se obtiene que
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Como todas las matrices de la forma (c;;);;_; con (I,k) € Q (I < k) son estrictamente
definidas positivas se tiene que las matrices A;, A3 y As son estrictamente definidas posi-
tivas y por lo tanto su determinante es positivo. Por otra parte, como A(z) es una matriz
hermitiana se tiene que Ay(z) = A4(x)* v por lo tanto det(As(x)) = det(A(z)). Luego la

condicién det(A(z)) > 0 equivale a
| det (Ax(z))|* < det (A1) det (As). (3.1)
Desarrollando det(Ay(z)) por la ultima columna se obtiene que existe ¢ € C tal que
det(Ay(x)) = det(As)x + c.

Como det(A;), det(As) y det(As) son positivos, es claro que se puede encontrar = € C que
satisface la desigualdad (3.1).

Segundo caso: @ = S, \ {(1,n), (n,1)} (y no se supone que las submatrices son estric-
tamente definidas positivas).

Al igual que en el primer caso se debe probar que existe € C tal que A(x) es definida
positiva.

Para k =1,2,... sea

donde I es la matriz identidad n x n.

Entonces todas las submatrices que corresponden con A®)(z) son estrictamente definidas
positivas, por lo probado en el primer caso, para cada k existe 7, € C tal que A® (1) es
definida positiva.

Como A®(z;,) es definida positiva, la matriz

1
c11 + % T
—_ 1
Ty Cnn T A

también es definida positiva y por lo tanto

1 1 + 1
(Cll + _) (Cnn + _> - |I’k|2 = det Cll_ k Tk 1 Z 0
k k T Cnn + &

De esto tltimo se deduce que la sucesiéon {z;} es acotada y por lo tanto contiene una

subsucesién convergente {xy;}. Si x, = lim x;, entonces A(x,) es definida positiva.

Tercer caso: Caso general.

Se puede suponer que ) # S,,.
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Sea k el mayor entero tal que

(L),...,(LE-1) €
y sea [ el mayor entero tal que
(LE),....,(LLk) ¢ Q.

Por (i) y (ii) se tiene que 1 <l <k <ny

QN{(6, 7)1 <i,j <k} ={(6,5) : 1 <45 < kPN k), (R, D}

Lo probado en el segundo caso muestra que existe un nimero complejo = tal que si se

definen ¢, = x, ¢, = T, entonces la matriz

(Ci,j)f, j=l

es definida positiva.
Reemplazando @ por QU {(l, k), (k,1)} se tiene que este nuevo conjunto y los correspon-
dientes numeros complejos ¢; ; también satisfacen las condiciones del teorema.

Luego, repitiendo los argumentos anteriores se llega a la matriz buscada A.

3. Teorema de extensién

A continuacién el enunciado y la demostracién de la extensién del teorema de Krein a

grupos ordenados. Este resultado se debe a Z. Sasvari [9].

TEOREMA 3.2. Sean I' un grupo ordenado, a €', a >0y f : (—a,a) — C una funcion
definida positiva. Entonces
(a) Existe F': ' — C definida positiva tal que F|_qq0) = f.
(b) Si I' es un grupo abeliano localmente compacto y f es continua en 0, entonces

cualquier extension definida positiva de f es continua.

Para la demostracion del teorema seran necesarios ciertos resultados previos, que se dan

a continuacion.

PROPOSICION 3.3. Sean I' y f como en el teorema anterior y sean 7yi,...,%, € I tales
quet <2< S Yo
Entonces existe una matriz positiva
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tal que
aij = f(vi—7) st vi— € (—a,a).

DEMOSTRACION. Como se supone que f es definida positiva, por el Teorema [3.1 basta

demostrar que el conjunto

Q={(J): - €(—aa)}
satisface
(i) Si 1 <4 < n entonces (i,1) € @,
(i) Si (I, k) € Q entonces {(4,7) : min(l, k) <i,j <max(l,k)} C Q.
Como 0 € (—a,a), se tiene que (i,7) € @ para 1 <i < n.
Sea (I,k) € Q, entonces v, — Y € (—a,a). Si k > [y i,5 son tales que | < i,7 < k,
entonces
A<MV S n<a
y por lo tanto (7,5 € Q). De igual manera se ve que si k < [y si i, j son tales que k <i,j </,

entonces (i,] € Q).
UJ

LEMA 3.4. Sean T' un grupo ordenado, a € T, a > 0 y f : (—a,a) — C una funcion
definida positiva. Si g : I' — C es definida positiva y el soporte de g es un subconjunto finito

de (—a,a), entonces la funcion ¢ : I' — C definida por

f(z)g(z) siz € (—a,a),
0 siz ¢ (—a,a),

p(z) =

es definida positiva en I'.

DEMOSTRACION. Se debe probar que si 71,...,7, € 'y 7 —7; € (—a,a), entonces la

matriz
(ol — 'Yk))Z,lzl
es positiva.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que 73 < 75 < - -+ < ,.

De la Proposicién 3.3 sigue que existe una matriz positiva

tal que
a;=f(yi—) st v—7 €(—aa).
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El producto de Schur (a;; g(7: — ;)i ;=1 de la matriz A y la matriz (g(v; — ;)7 =1 s
definida positiva. Como el soporte de g esta contenido en (—a, a), se tiene que este producto
es igual a (o(v — M))i =1, de donde sigue que ¢ es definida positiva.

U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.2.

(a) Para esta parte se aplicard el Lema [2.21] al caso particular 2 = I, con la topologia
discreta y A = (—a,a).

Siguiendo la misma notacién que en el Lema 2.21), sea ¢ € §"(—a,a), entonces g = § es

una funcién definida positiva con soporte contenido en (—a,a).

Por el Lema 3.4) la funcion ¢ : I' — C definida por

fx)q(z)  size(=a,a),

p(z) = ,
0 six ¢ (—a,a),

es definida positiva en I', luego

Li(g)= Y fl@)i@)= Y o) =70p) >0

z€(—a,a) z€(—a,a)

Del Lema 2.21 sigue que f tiene una extension definida positiva a todo el grupo.

(b) Esta parte sigue del Corolario 2.12.
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