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Resumen

Se demuestra que todo nicleo de Toeplitz generalizado, con una cantidad finita de cua-
drados negativos y medible en un intervalo de la recta, se puede representar como la suma
de dos ntcleos de Toeplitz generalizados, uno de los cuales esta dado por cuatro funciones
continuas y tiene el mismo ntimero de cuadrados negativos que el inicial y el otro es definido
positivo y nulo en casi todo punto. Ademés se establece un resultado de extensién para este

tipo de nucleos.
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Introducciéon

En el ano 1933 el matemético hungaro F. Riesz [BH]| demostré que si f es una funcién
compleja con dominio R", definida positiva y medible Lebesgue, entonces f se puede repre-
sentar como la suma de una funcién continua definida positiva y una funcién nula en casi
todo punto. En un articulo presentado en 1955 y publicado en 1956, M. Crum [21] com-
plementé este resultado al demostrar que la segunda funcién también es definida positiva
(curiosamente este hecho parece que era conocido por el matemético soviético A. Artjomen-
co, quien murié durante la Segunda Guerra Mundial y nunca publicé su hallazgo [BY]). En
el mismo articulo Crum demostré que si ademas f es isotrépica y n > 1 entonces la segunda
funcién se anula en todo punto diferente al origen.

Este resultado de Riesz - Crum ha sido objeto de muchos estudios posteriores y diversas
generalizaciones: en 1960 A. Devinatz [22)] lo extendié para funciones a valores operadores
en un espacio de Hilbert, que son definidas positivas y débilmente medibles con dominio
un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda. En el libro de E. Hewitt
y K. Ross [2H| aparece un resultado similar para funciones complejas definidas positivas y
medibles, en un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda.

En el afo 1983, H. Langer [B4] publicé un teorema similar al de Crum, para funciones
escalares medibles y localmente acotadas en un intervalo de la recta real y que tienen un
ndmero finito de cuadrados negativos. Tres anos mas tarde, Z. Sasvari [B2] demostré que
(como al parecer, lo sospechaba el mismo Langer) la condicién de acotacién local es superflua,
al probar que si una funcién es medible en un intervalo de la recta real y tiene un ntmero
finito de cuadrados negativos entonces es localmente acotada. En este mismo articulo, Sasvari
extendié la modificacion del resultado de Langer para funciones complejas medibles sobre
un grupo localmente compacto, con medida invariante a izquierda y que tienen un ntimero
finito de cuadrados negativos.

En 1997 R. Bruzual || obtuvo un resultado andlogo al de Crum para nicleos de Toeplitz
generalizados a valores escalares, medibles y definidos positivos en un intervalo de la recta
real. Pocos anos mas tarde, en el 2003, R. Bruzual y M. Dominguez [I2] generalizaron el

resultado de Devinatz para funciones a valores operadores en un espacio de Krein separable,
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que tienen una cantidad finita de cuadrados negativos y que son débilmente medibles, con
dominio un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda. Antes, en 1992,
R. Bruzual y S. Marcantognini [IH] establecieron un resultado acerca de la extensién a toda
la recta de ntcleos de Toeplitz generalizados definidos en un intervalo, dados por cuatro
funciones continuas y que tienen un ntmero finito de cuadrados negativos, que generaliza el
teorema de extension de Krein-Langer [B2].

En el presente trabajo se demuestra que un nicleo de Toeplitz generalizado a valores
escalares, definido sobre un intervalo de la recta real, dado por cuatro funciones medibles
y que tiene un numero finito de cuadrados negativos, admite una representacién como la
suma de dos nicleos de Toeplitz generalizados: el primero viene dado por cuatro funciones
continuas y tiene el mismo nimero de cuadrados negativos que el inicial y el segundo es
nulo en casi todo punto y definido positivo. Este resultado extiende a nicleos de Toeplitz
generalizados el teorema de representacion de Langer ya mencionado y contiene el resultado
de representacién de nicleos de Toeplitz generalizados definidos positivos dado por Bruzual.
También se prueba un teorema de extension para este tipo de nucleos definidos sobre un
intervalo finito, que generaliza el teorema de extension de Krein-Langer.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se esbozan los conceptos de ntcleo, nicleo de Toeplitz y nicleo
de Toeplitz generalizado definido positivo y k-indefinido, asi como algunos teoremas sobre
ellos. También se estudian los espacios de ntucleos reproductores. Este capitulo incluye un
resultado fundamental que es el Lema I sobre la acotaciéon local de los nticleos de Toeplitz
generalizados medibles y k-indefinidos, que extiende a nicleos de Toeplitz generalizados el
resultado de acotacién local dado por Sasvari. Este lema es esencial para la aplicacion de las
técnicas con las que se demuestra el teorema principal.

El segundo capitulo trata sobre semigrupos locales y grupos de isometrias, tanto en
espacios de Hilbert como en espacios de Pontryagin. Ademés de los conceptos bésicos se
presentan algunos teoremas que son relevantes en este trabajo.

El tercer capitulo —el central- contiene la demostracion del teorema principal, que incluye
los resultados de representacion y de extension de nicleos de Toeplitz generalizados medibles
y k-indefinidos. También se demuestra el Lema B71 que permite establecer la positividad del
nicleo nulo en casi todo punto. Estos resultados, junto con el Lema [CI0 apareceran en un
articulo que fue aceptado para su publicacion en la revista Acta Scientiarum Mathematica-
rum [[4].
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Finalmente se incluye un Apéndice donde se recogen aspectos generales de los espacios
de Pontryagin y teoremas conocidos del andlisis que son usados en el trabajo, ademéas de
algunos ejemplos de funciones definidas positivas y de funciones k-indefinidas acotadas y no

acotadas.



Capitulo 1

Nucleos

La utilizacion de los nucleos en diferentes aspectos de la matemaética data de principios
del siglo XX. Segtin N. Aronszajn [B] existen dos tendencias en el estudio y aplicacién de los
nucleos.

La primera tendencia consiste en estudiar los ntucleos en si mismos, sin considerar la
clase de funciones a la cual ellos corresponden. Esta tendencia es ampliamente utilizada en
la teoria de ecuaciones integrales, grupos topolégicos y geometria métrica y fue iniciada por
autores como J. Mercer, E. Moore, I. Schoenberg y S. Bochner entre otros muchos.

La segunda tendencia es la de los ntucleos reproductores. En ella el interés primario es
la clase de funciones que corresponde a un nicleo y éste es usado como herramienta de
estudio de las propiedades de las funciones pertenecientes a la clase. A esta tendencia estan
asociados en un inicio los nombres de S. Zaremba, quien aplicé estas técnicas en la solucion de
problemas de contorno para funciones armonicas y biarménicas, S. Bergman y N. Aronszajn
entre otros. Este ultimo sistematizé la teoria general de los niicleos reproductores.

Los nucleos, especialmente los definidos positivos, han sido exitosamente utilizados en la
teoria de funciones de una y varias variables complejas, en particular en el estudio de mapeos
conformes en dominios simple y multiplemente conexos, mapeos cuasi-conformes, métricas
Riemannianas, etc. En teoria de las probabilidades fueron aplicados por A. Kolmogorov, E.
Parzen y otros.

Son muchos los autores que han utilizado la teoria de los nicleos reproductores en anos
mas recientes, como por ejemplo E. Hille, S. Saitoh, T. Ando, D. Alpay, A. Dijksma, J.
Rovnyak y H. de Snoo.

Los ntcleos de Toeplitz generalizados fueron introducidos en las décadas de los setenta-
ochenta por R. Arocena, M.Cotlar y C. Sadosky ([IR], [B], [@], [9], [20]), en relacién con el
teorema de Helson-Szego, generalizaciones del teorema de Bochner y problemas de momento.

En este capitulo se expondran algunos aspectos basicos sobre nticleos de Toeplitz, nticleos

de Toeplitz generalizados y espacios de Hilbert con nicleo reproductor.
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1. Nicleos de Toeplitz

Definicién 1.1. Sea I = (—a,a). Se denomina nicleo sobre I a toda funcién K : I x I — C.
Un nicleo K sobre [ es hermitico si K (z,y) = K(y, x).
Un ntcleo K sobre I es definido positivo si para todo natural n, cualquier coleccién de

puntos {x1,...,2,} € I y cualesquiera niimeros complejos {1, ..., \,} se tiene que

n
ij=1
La definicion de ntcleos hermiticos y definidos positivos puede generalizarse en varios
sentidos. En este trabajo sélo se considerara el caso de ntcleos a valores complejos sobre

subconjuntos de la recta real.

Definicién 1.2. Sea 0 < a < 4o00. Un niicleo K sobre I = (—a,a) es un nicleo de Toeplitz
(ordinario) si existe una funcién f: I — I — C tal que para todo x,y € I, K(z,y) = flr —y).

Si la funcién fes continua (medible), se dice que el nicleo es continuo (medible).

La caracteristica que permite generalizar esta definicién a otros dominios es la invarianza

traslacional. Es decir, si K es un nucleo de Toeplitz sobre I, se cumple que
Kx+ty+t)=K(z,y),

siempre que z,y,x +t,y +t € I. En ocasiones esta caracteristica se utiliza como definicién

de nicleo de Toeplitz.

Definicién 1.3. Sea 0 < a < +o00. Un nucleo hermitico K sobre I = (—a,a) es un nicleo
k-indefinido si para cualquier coleccién de puntos {zy,...,z,} € [ la matriz hermitica
(K (z;, :cj))zjzl tiene a lo sumo k valores propios negativos (contando multiplicidad) y exac-
tamente x para alguna de estas colecciones de puntos. En este caso también se suele decir

que el nicleo tiene k cuadrados negativos.

Para los nicleos de Toeplitz definidos positivos y continuos S. Bochner establecié en 1933

[B] que si K(z,y) = f(x —y) y f es continua, entonces

—+00

f(a) = / AV (€), (L1)

—o0
donde V' es no-decreciente y acotada. En ese mismo anio F. Riesz [BB] demostr6 que si f
es medible, entonces f es igual a una integral como la () en casi todo punto, probando

asi que un nucleo de Toeplitz definido positivo y medible en la recta coincide con un nicleo
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de Toeplitz definido positivo y continuo en casi todo punto. En 1956 M. Crum refiné este
resultado, al demostrar que todo niicleo de Toeplitz definido positivo y medible en la recta,
es la suma de un nucleo continuo més uno nulo casi siempre, ambos Toeplitz y definidos
positivos.

M. G. Krein [B1] amplié el resultado de Crum, demostrando un resultado similar de
representacion para nucleos de Toeplitz hermiticos y definidos positivos sobre un intervalo.
En ese articulo Krein deja abierta la pregunta acerca de una generalizacion de este teorema
a nucleos indefinidos.

H. Langer [B4] dio una respuesta afirmativa a esta interrogante, al demostrar que una
funcién hermitica k-indefinida medible y localmente acotada en un intervalo, admite una
representacién como suma de dos funciones hermiticas en el intervalo, una de ellas continua
y k-indefinida y la otra nula casi siempre y definida positiva. Tres afios mas tarde Z. Sasvari
[B7] demostré que la condicién de acotacién local en el teorema de Langer es superflua,
debido a que toda funcion hermitica k-indefinida y medible es localmente acotada.

Una versiéon, enunciada de manera relevante para este trabajo, del resultado de Sasvari

en términos de nicleos de Toeplitz es la siguiente

Teorema 1.4 (Z. Sasvari [B3])). Si K es un nicleo de Toeplitz medible y r-indefinido en

(-a,a), entonces K es localmente acotado.

Se pueden diferenciar dos grupos, bastante relacionados entre si, de teoremas sobre
nucleos definidos positivos y k-indefinidos: por un lado, los teoremas de extensién que tratan
sobre la posibilidad de definir niicleos en dominios mas amplios, manteniendo las propiedades
que tiene el niicleo en el dominio menor (también son importantes y particularmente dificiles
los teoremas de parametrizacion de las extensiones) y, por el otro lado, los teoremas de repre-
sentacion que tratan sobre la posibilidad de expresar un nucleo en términos (generalmente
como suma) de nicleos con caracteristicas mas manejables.

Un importante teorema de extensién debido al matemdtico ukraniano M. Krein [B0]
establece que una funcién hermitica continua y definida positiva en un intervalo (—a,a)
puede extenderse a una funciéon continua y definida positiva en todo R. Este teorema fue
ampliado por el matemadtico alemén H. Langer, conjuntamente con Krein [B2], para funciones

hermiticas k-indefinidas.

Teorema 1.5 (M. Krein y H. Langer [B2], [B3]). Para cualquier a, 0 < a < +o00, toda
funcion continua hermitica y k-indefinida en (—2a,2a) admite una extension continua y

hermitica f a toda la recta que mantiene el indice de indefinicion.
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En ese mismo teorema, se evidencia que la extensién puede no ser tnica y se dan para-
metrizaciones. Se omitié ex professo esta parte del enunciado.

Ademas de los teoremas de representacion que ya han sido mencionados anteriormente
(Riesz [BH] , Crum [2]| y Krein [B] ) y que tratan sobre nicleos definidos positivos, estd el
importante teorema de Langer, que se enuncia a continuacién en términos de ntucleos de

Toeplitz y tomando en consideracion el Teorema .

Teorema 1.6 (H. Langer [B4]). Sea K(z,y) = f(z — y) un nicleo de Toeplitz medible y

r-indefinido sobre I = (—a,a). Entonces K admite una inica representacion en la forma
K(z,y) = K(z,y) + K°(z,y),

donde K¢ es un nicleo de Toeplitz hermitico k-indefinido y continuo, mientras que K° es un

niucleo de Toeplitz definido positivo y nulo en casi todo punto de I x I.

A continuacién se da la definicién de ntcleos de Toeplitz generalizados, que fueron intro-

ducidos por M. Cotlar, C. Sadosky y R. Arocena a finales del siglo pasado.

Definicién 1.7. Sean 0 < a < 400, [ = (—a,a), I; = I N[0,+00) e I = I N (—00,0).
Un nucleo F sobre I es un nicleo de Toeplitz generalizado (NTG) sobre [ si existen cuatro

funciones f,5 : I — Iz — C tales que
F(z,y) = fus(x —y), paratodo (v,y) € I, x I3, «a,f=1,2.

Si las funciones fu5, o, 8 = 1,2 son continuas (medibles) se dice que el nicleo es un nicleo

de Toeplitz generalizado continuo (medible).

Notese que si fi1 = fa, fi1 = fio sobre Iy — Iy y fi1 = fo1 sobre I, — I, entonces F
es un nucleo de Toeplitz (ordinario). Por esto se puede considerar a los nicleos de Toeplitz
generalizados como una generalizacién de los niicleos de Toeplitz (ordinarios).

También se define, de forma similar a como se hace con los niicleos de Toeplitz ordinarios,
los nicleos de Toeplitz generalizados hermiticos y k-indefinidos.

De acuerdo con la Definicién I, un nicleo de Toeplitz generalizado F' sobre I definido

por las cuatro funciones f.z, o, 8 = 1,2, es un nicleo de Toeplitz generalizado hermitico si

foa(T—=Y) = faaly — x), para todo x,y de I,, « = 1,2y fia(x —y) = for(y — x) para x € I,
y € Ir.

De acuerdo con la Definicién =3, un ntucleo de Toeplitz generalizado hermitico F' sobre
I es un nicleo de Toeplitz generalizado k-indefinido, si para cualquier coleccién de puntos

{z1,...,2,} € I la matriz hermitica
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n

(F(:cz-,ycj))m:1 (1.2)
tiene a lo sumo k valores propios negativos (contando multiplicidad) y exactamente x para
alguna de esas colecciones de puntos. En este caso también se suele decir que el nicleo de
Toeplitz generalizado tiene k cuadrados negativos.

Es importante destacar que si en la definiciéon anterior k = 0, entonces el ntcleo es
definido positivo.

Uno de los objetivos de varios investigadores en los anos recientes ha sido la de encontrar
teoremas de extension y de representacion para nucleos de Toeplitz generalizados, similares

a los que se han obtenido para nticleos de Toeplitz. He aqui algunos de esos resultados.

Teorema 1.8 (R. Bruzual y S. Marcantognini [IH]). Todo nicleo de Toeplitz generalizado
k-indefinido y continuo sobre I = (—a,a), (0 < a < +00) puede extenderse a un nicleo de

Toeplitz generalizado continuo y k-indefinido sobre todo el eje real.

Los autores del Teorema [CY en su articulo comentan que los argumentos usados en la
demostracion son validos también para I = R e incluso para ntcleos de Toeplitz ordinarios
en (—a,a) y en R. Este comentario permite ver este teorema como una generalizacién del
teorema de extensién de Krein-Langer.

El siguiente es un teorema de representacion dado por R. Bruzual en 1997, que generaliza

el teorema de representacion de Krein para ntcleos de Toeplitz definidos positivos.

Teorema 1.9 (R. Bruzual [[M)]). Sea I = (—a,a), donde 0 < a < 400 y sea K un nicleo
de Toeplitz generalizado medible y definido positivo sobre I.

Entonces
K=K‘+K°
donde K¢ y K° son nicleos de Toeplitz generalizados definidos positivos sobre I, K¢ estd dado

por cuatro funciones continuas y K° se anula en casi todo punto de I x 1.

Para la demostracion del teorema principal de este trabajo, ver Capitulo 3, fue necesario
demostrar una generalizacion para ntucleos de Toeplitz generalizados del Teorema [ de

Sasvari. Esta generalizacion es la siguiente.

Lema 1.10 ([[&)). Sea I = (—a,a), donde 0 < a < 4o00. Sea F': I x I — C un nicleo de

Toeplitz generalizado. Si F' es medible y k-indefinido, entonces F' es localmente acotado.

DEMOSTRACION. Esta demostracién estd inspirada en la del Teorema 1 de [3].
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Si k = 0, se sabe que |F(z,y)| < F(0,0) y por lo tanto, en este caso, el nicleo es acotado.
Por esto se considerara el caso en que k > 1.
Por cuanto F(0,0) es un nimero real y para cada nimero real p el nicleo de Toeplitz

generalizado F' + p es k/-indefinido con k' < k, se puede suponer que
F(O, 0) = fu(O) > 0.
Se tiene que existen cuatro funciones medibles f, 5 : Io — Iz — C tales que

F(x,y) = fus(z —y),

para cada x € I,, y € I, para o, § = 1,2, donde I, = [0,a), I = (—a,0).
Se probara que cada una de las funciones f,5 (o, 8 = 1,2) es localmente acotada en su
dominio.

Sixy,...,x, €0,a) entonces
F(xy, ;) = fule — ;)

por lo tanto fi; : (—a,a) — R es una funcién k;-indefinida donde ; es un entero no-negativo
menor o igual que x. Del Teorema [ se sigue que fi; es localmente acotada. Lo mismo ocurre
con fa9, por razones similares.

Se mostrard que las funciones fio : (0,2a) — Cy fo1 : (—2a,0) — C son localmente
acotadas.

Sea Vs = [§,2a — 0]. Se demostrara que fio es acotada sobre Vs para cada ¢ € (0,a).

Si A >0 sea

O ={x€(0,2a) : |frz(z)] < A}U{0}U{x € (—20a,0) : |for(z)| < A}

Los conjuntos €2, son medibles, limy s, m (Qy) = 4a y, como fo;(z) = f12(—x), ellos son
simétricos con respecto al 0.

Sea A\, > 0 tal que

J
Q da — —.
m (y,) > 4a 3.3
Supéngase que J C (—2a,2a) y m (J) > 6, entonces m ((—2a,2a) \ J) < 4a — 6, asi que
m(Q,\D) S m(Q,\D ﬂJ) —|—4CL—5,

por lo cual

HI(Q)\OQJ)>(5—%. (13)
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Si fi2 no es acotada en Vj, entonces existe una sucesiéon {w,} C Vs tal que
lim |f12(wn)| = +00.
n—-+0o00

Sea Js = (—2,2), como § < w, < 2a —§ se tiene que J5 £ w, C (—2a,2a). De (I33) se

obtiene

)
m((Q)\U:I:wn)ﬂJg) :m(Q,\oﬂ(J(;:Fwn)) > 5—% (14)
Ahora se verd que para cada n = 1,2,... existen k + 1 puntos x&"), xgn), e ,x,(ﬁgl, tales
que:
w0
Mp|<§,(%:L”wﬁ+l) (1.5)
2 _adMeq,, (=1, k+1) (1.6)
7 ] o) J AR *
o — 2" tw, € Q. (Lj =1 k10 # ). (1.7)

Primero es necesario escoger 2\ v 20", Se toma z{" = 0.

De (I33) y (A) se tiene que

m (J(g\(Q)\o ﬂJ(;)) < 3i

13
y
m (Js5\ (2, £w,)NJs)) < 33"
Considérese
AW =, N,
B = (Q, + w,) N s,
M = (Q,, — wy) N T,
entonces

m <J5 \ Aﬁ”’) +m <J5 \ B%n)) +m (J5 \ C’f")> < 3i <m (Js).

3k3
Por lo tanto

m<A@mB@mcﬁ)>0

Asi que se puede tomar xé") € A§”) N B%n) N C’YL).
Se continta por induccién, suponiendo que ya se tienen [ puntos xg"), e ,azl(”) que satis-
facen las propiedades (3), (@), (4) para i,j = 1,2,...,l con | < Kk + 1.
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Parai=1,...,[, se consideran
A™ = (Q,, + 2™y s,
B = (Qy, + 2™ + w,) N s,
Cl(n) (Q)\o + Il(n) - wn) N Jg.
Si |z| < 2a — 2 entonces Js = x C I, asf que de (IZ3) se obtiene
J
m((Qy, £2)NJs) =m(Qy, N (Js Fx)) >— 33
Por cuanto |x£")| < 2y |wn| < 2a — 4§ se tiene que |x§n) +w,| <2a— 4.
Luego
m) o 9 m) . 9 m) . 9
m (JAAY) < g5 m (B\BY) < g5 m (NG < o
por eso
: J
(n) (n) (n) 3 Y
m (MLmJ:l (Js\A™) U (s \ BI) U (g5 C )) <3P o5 <4,
asi que
!
m ( N (A”ns" mC”)) > 0.
,j,m=1
Si se toma
!
she ) (47nBYncp)
,j,m=1
entonces (), (@) y (X2) se cumplen con [ + 1 en lugar de x + 1.
Supdngase que xg s xé ). ,:cf,jﬁl se han escogido de tal manera que cumplan ([3), ()

y (C2) paran = 1,2, ... y sean 3\, ..., y{"., definidos como

(n) (n) (n) _ _Yn (n) (n) _ (n)

() :74‘37 v Y2 = 7“‘55'1 Y3 2"’95
n Wn n n Wn, n n Wn n
) = =ty = Sl g, = = e,
2 2 2
Notese que yo; 1 € Iy, yo; € Iy, parai=1,...,k+ 1y
(n) _ Wn (n) _ _“n
yl 2’ y2 2

Considérense las matrices

2k+2
M, = (F (y( )7?;](- )>> :

,j=1
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Se tiene que

F (yé?ll,yé?)) = fia(wn),

F () 50) = fr(=wa) = Fuofwn)
y, de la construccion, sigue que todas las demas entradas de las matrices son acotadas.
Al igual que en [B7], se consideran los determinantes
!
Dl(n) — det (F <yi(n)’yj(n)>> ’
ij=1

paral=1,...,2k + 2. Se tiene que

D%n) > (0 para todo n,

(n)

D
Im —2 _— = (—1)", paral=1,...,k+1,
B T~ Y

D(n)
lim —2H  — (—1)' F(0,0), paral=1,...,k.

Luego, para n suficientemente grande, los signos en la sucesion
n n n
DI’D2,...,D2’{+2

cambian k + 1 veces, asi que la matriz M, tiene k + 1 autovalores negativos. Esto contradice
la k-indefinicién de F'. Se concluye entonces que fi5 es localmente acotada en (0,2a). Como

for(x —y) = fr2(y — x), también se tiene que f2; es localmente acotada en (—2a,0).
U

2. Espacios de Hilbert con nicleos reproductores

Definicién 1.11. Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre un intervalo
de R. Para f,g € H el producto interior de f y g se denotard por (f,g) v || fIl = (f, fﬁ es
la norma asociada. La funcién K : I x I — C es un nicleo reproductor del espacio de Hilbert

‘H si se satisfacen las siguientes condiciones:

(NRH-1) Para cada z € I, K,(y) = K(y,x) como funcién de y esta en H.
(NRH-2) (Propiedad reproductora) Para cada x € I y cada f € H,

fle) = ([, Kz).
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Obsérvese que
K.(y) = (K., K,), para todo x,y € I,

y tomando en consideracion (NRH-1)
K(y,z) = (K;, K,), para todo z,y € I.
Y también | K, | = (K., K,)z.

Definicién 1.12. Un espacio de Hilbert H de funciones definidas sobre un intervalo I de R

es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor si existe un nicleo K reproductor de H.

Los siguientes teoremas, tomados esencialmente de [H] y cuyas demostraciones se trans-
criben para ilustrar los métodos aplicados, establecen la existencia y unicidad de los nticleos

reproductores.

Teorema 1.13. Si H es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor, entonces el nicleo

asociado estd univocamente determinado por el espacio H.

DEMOSTRACION. Sean K(y,z)y K'(y,z) dos nicleos reproductores de H entonces para

todo = € I se tiene
15 — Ko || = (Ko — KG, Ky — KG) =
= (Ko — K3, Ko) — (K, — KL KG) =
= (Ko = K3)(2) — (K. — K3)(2) =
=0.
O

Teorema 1.14. Para un espacio de Hilbert H de funciones sobre I, existe un nicleo repro-
ductor K de H si y solo si para cada x € I el funcional lineal, f — f(z) con dominio H es

acotado.

DEMOSTRACION. Supéngase que K es el nicleo reproductor de H. Por (NRH-2) y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowskyi, se tiene que para todo x € I

[f(@)] = [(f Ko < PN = I Ko 2 = [|FI1K (2, 2)2.

Reciprocamente, si para cada x € I el funcional f — f(x) es acotado, entonces por el
teorema de representacién de Riesz, para cada x € [ existe una funciéon h, € H tal que
f(z) = (f, hy). Definiendo ahora K,(y) = h,(y), se obtiene que K es un ntcleo reproductor
de H. O
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Es importante notar que los nticleos reproductores de espacios de Hilbert resultan ser

definidos positivos como lo afirma el siguiente

Teorema 1.15. El nicleo reproductor K(y,x) de un espacio de Hilbert H es definido posi-

tivo.

DEMOSTRACION.

0<

n 2 n n
Z)‘iKyi = <Z/\iKy”Z)\jKyj> -
i=1 i=1 j=1

SR (K K) — 3 S AR K )

i=1 j=1 i=1 j=1

Lo que significa que el nicleo K es definido positivo. O

El siguiente teorema es una especie de reciproco del anterior.

Teorema 1.16. Para cada nicleo K (y,x) definido positivo sobre I, existe un inico espacio

de Hilbert Hy de funciones sobre I que admite a K como nicleo reproductor.

DEMOSTRACION. Sea H, el espacio de todas las funciones f : I — C de la forma

fly) = Z MK (y, ;).

donde Ay, ..., A, son nimeros complejos y 1, . . ., &, pertenecena I. Sea g(y) = > &K (y, z;)
j=1

otra funcion perteneciente a Hy. Se define el producto interior en este espacio como

<f7 g>7’l0 = ZZ)\lEK(yjaxl) (18)
i=1 j=1
Entonces

(f; K( @), = Z Al (2, 2) = [ (). (1.9)

Por lo tanto se tiene la propiedad reproductora (NRH-2). La forma cuadratica definida
en (IX) es sesquilineal y como K es definido positivo se tiene que (f, f)x, > 0y tiene lugar
la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowskyi para este producto interior. Por otro lado,
si (f, f)u, =0, ||f]| =0y por (I¥), para toda = € I se tiene

|f@) < K z)]| =0
lo que implica que f = 0. Luego, (Ho, (.,.)n,) €s un espacio pre-Hilbert.
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Sea ahora H la complecién de Hy. Falta mostrar que H es el unico espacio de Hilbert
con nucleo reproductor K.

Sea { fn}n>1 una sucesién de Cauchy en H,. Para todo x € I se tiene que

| () = fo(2)| = [(fons K)o — (fror K)ol =
|<fm - mex>’H0| S

Por lo tanto existe una funcion f € H tal que

lim f,(z) = f(x) (1.10)

n—-+00

ademés
£l = Jim 1 fll,

y también, si f y ¢ son los limites puntuales de las sucesiones de Cauchy {f.} v {gn}

respectivamente,

<f7 Q>H = lim <fn; gm>7—l0'

n,m—-+o0o
Nétese que (M) da una representacién concreta de las funciones de #H. Por otro lado
K posee la propiedad reproductora con respecto a H. En efecto, si f € H y {f.(x)} C Ho
es tal que f, — f, cuando n — 400, entonces

f()= lim f,(x)= Um (fn, Ko)n, = (f, Kz)n, para cada x € I.

n—-+o0o n—-+o00

Sea H; un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K. Entonces para todo x € I,

K, € Hy y por eso Ho C H;y y para cada f, g € H se tiene

<fag>’Ho = <f’g>'H1 (111)

Si f € Hyestal que 0 = (f, K,)3, = f(z) para toda = € I, entonces f = 0. Esto es, la
familia { K, },cs es una familia total en H;. Asi que para cualquier f € H; se puede tomar
una sucesiéon de Cauchy {f,} en H, tal que nEIJIrlOO fn = f. Por lo tanto la igualdad () es
valida en H.

Ahora, de Hy C H; y (), se obtiene que H C H;. Pero, por la construccién de H
(D), se tiene también que H; C H, comprobandose asi la igualdad de H; y H.
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Finalmente, considérense dos funciones f, g € H; y dos sucesiones de Cauchy {f.} v {g.}

en Hy que convergen a f y g respectivamente, entonces

<f7 g>7—[1 - nETm<fn’gn>Hl = ngg?@(fmgn%{o = <f> g>H

Esto quiere decir que los productos interiores y las normas de H; y H son iguales. ([l

Al final del Capitulo 2 se trataran los espacios de Pontryagin con nicleos reproductores.



Capitulo 2

Semigrupos locales y grupos de isometrias

en espacios de Hilbert y de Pontryagin

Definicién 2.1. Sea H un espacio de Hilbert y £(H) el algebra de todos los operadores
lineales y acotados sobre H. Una familia{T'(¢) };>0 C £(H) es un semigrupo (uniparamétrico)
de operadores si

(SG-1) T'(0) = I (el operador identidad),

(SG-2) T(s+t) =T(s)T(t), para todos s,t > 0.

Si un semigrupo {7'(t)}+>o satisface ademés
+
(SGUC-3) ||T(t) — I|| = 0,
se dice que es un semigrupo uniformemente continuo.
Un semigrupo de operadores {7(t)};>0 es fuertemente continuo si el mapeo t — T'(t) es

continuo en la topologia fuerte de £(#), es decir si cumple
(SGFC-3) thr? T (t)f —T(to)f|| =0, para todo f € H y t, tog > 0.
—to
Esta condicion se puede reducir a

(SGFC-3%) lim \T(t)f — f|| =0, para todo f € H.
t—0
Observacion 2.2. Todo semigrupo uniformemente continuo es fuertemente continuo.

Definicién 2.3. Sea {T(t)};>0 un semigrupo de operadores (uniforme o fuertemente conti-
nuo). El generador infinitesimal de {T'(t)}+>0 es el operador Ap : Dom(Ar) — H, definido

por:

ATf:h’mM.

2.1
- (2.1)

Donde
Dom(Ar) = {f € H/lim % existe} :

tl0

Detalles sobre la teoria de semigrupos de operadores en espacios de Hilbert se pueden

encontrar, por ejemplo, en el texto [Z3].

17
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Algunas propiedades importantes de los semigrupos son las siguientes:

(i) Todo semigrupo de operadores uniformemente continuo tiene un tinico generador infi-
nitesimal que es un operador acotado y su dominio es todo H.
(ii) Todo semigrupo de operadores fuertemente continuo tiene un tinico generador infinite-
simal que resulta ser un operador cerrado con dominio denso en H.
(iii) Si{T'(t)}+>0 es un semigrupo de operadores (uniforme o fuertemente continuo), entonces
existen constantes M > 1y A > 0 tales que ||T'(t)| < Me*, para todo ¢t > 0.
(iv) Si {T'(t)}+>0 es un semigrupo de operadores fuertemente continuo, entonces el mapeo

t — T(t)f es diferenciable en R, siy sélo si f € Dom(Ar) y en este caso se tiene

%T(t) f=ArT(t)f =Tt Arf. (22)

La identidad (EZZ2) muestra la relacién que tienen los semigrupos de operadores con algu-

nos problemas tipo Cauchy.

Definicién 2.4. Sien (iii) M = 1 y A = 0, entonces se tiene un semigrupo de operadores
contrdctiles o semigrupo de contracciones.

Si para cada cada t > 0, T(t) es un operador isométrico, es decir si cumple que
(T(t)f, T(t)g) = (f,g) para toda f,g € Dom(T(t)), entonces {T'(t)};>0 es un semigrupo

de isometrias.

Definicién 2.5. Un grupo fuertemente continuo de operadores en H es una familia
{T'(t) }+er C £(H) que satisface

(GH-1) T'(0) = I (el operador identidad),

(GH-2) T(s+t) =T(s)T'(t), para todos s,t € R.

(GH-3) 11_{1% |T(t)f — f|| =0, para todo f € H.

Un semigrupo {7'(¢) }+>0 fuertemente continuo de operadores con generador infinitesimal
Ar puede extenderse a un grupo {U(t) }scr fuertemente continuo de operadores si y sélo si
—Ar genera un semigrupo {S(t)}:>0. En este caso {U(t) }+er se obtiene como

T(t), parat >0,
Ult) := Q
S(—t), parat <0.
Un ejemplo importante de semigrupos y grupos fuertemente continuos son los (semi)grupos

de traslaciones sobre el espacio (L?*(R,)) L*(R) de las funciones de cuadrado integrable.
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Definicién 2.6. Se denomina (semi)grupo de traslaciones al (semi)grupo {7T'(¢)} contenido

en L(H), definido por la férmula
Tt)f(z)=f(x+t) para feH (2.3)

Cuando el espacio H es L?(R,) se obtiene un semigrupo fuertemente continuo de iso-
metrias y si se considera que el espacio H es L?(R) se obtiene un grupo fuertemente continuo
de operadores unitarios.

d

El generador infinitesimal es en ambos casos el operador de derivaciéon - con dominio

{f € L*/f es absolutamente continua y f € L},

donde L? denota L?*(R) o L*(R) segtin corresponda.

Los semigrupos locales de contracciones fueron introducidos en [M] y su definicién fue
sugerida por la relacion entre los teoremas de representacion de Bochner, el teorema de
Stone y el teorema de extension de Krein. La nocion de semigrupos locales de operadores ya
habia sido tratada con anterioridad por Klein y Landau [29], Nussbaum [BH| y por Langer
y Grossman [2H].

Definicién 2.7. Sea a tal que 0 < a < +o0. Un semigrupo local de contracciones (SLC)
sobre el espacio de Hilbert (H, (,)) es una familia (S(r), H(r)),e[o,o) que cumple las siguientes

condiciones
(SLC-1) Para cada r € [0,a), H(r) es un subespacio cerrado de H y H(0) = H.
(SLC-2) Para cada r € [0,a), S(r) : H(r) — H es una contraccién lineal y S(0) = I.
(SLC-3) H(t) C H(r),si0<r <t <a.
(SLC-4) U H(t) es denso en H(r), para cada r € [0, a).
€(r,a)
(SLC-5) Sl r,t € [0,a) y r+t <a,entonces S(t)H(r +t) C H(r)y S(r+1t)f = S(r)S(t)f,

para toda f € H(r +1).

Si en (SLC-2) se cambia “contraccién” por “isometria”, entonces el semigrupo, se deno-

mina semigrupo local de isometrias.

El semigrupo local se dice que es fuertemente continuo si para cadary € [0,a)y f € H(ro)
la funcién r +— S(r) f, de [0,70] en H es continua.
Si (S(r),H(r))re0,a) € un semigrupo local de contracciones fuertemente continuo, el

generador infinitesimal A del semigrupo se define con la misma férmula (270) pero con
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Dom(A) =« f € U H(r)/ lim Stf=7J existe. (2.4)

r—0t r
re(0,a)

Algunas de las propiedades de los semigrupos y sus generadores infinitesimales se extien-
den a los semigrupos locales.
El siguiente teorema fue probado en |[M], donde se pueden encontrar mas detalles sobre

semigrupos locales de contracciones y de isometrias.

Teorema 2.8. Sea (S(t), H(t))icp,a) un semigrupo local de contracciones sobre el espacio de
Hilbert H. Entonces

(a) Eziste un semigrupo fuertemente continuo de contracciones (V(t))ico,+o00) s0bre H tal
que S(t) = V(t)|uw, para toda t € [0,a).

(b) Existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo fuer-
temente continuo de operadores unitarios (U(t))icr sobre F tales que S(t) = PU(t)|nw),
para todo t € [0,a), donde P : F — H es la proyeccion ortogonal sobre H.

(c) Si (S(t),H(t))icp,a) €5 un semigrupo local de isometrias, entonces S(t) = U(t)|nqw), para
todo t € [0,a), donde U(t) es como en (b).

En el Apéndice se ha incluido un poco de la teoria general de los espacios de Pontryagin.
A continuacién se consideran algunos aspectos sobre los nicleos de Toeplitz generalizados
y los semigrupos locales de isometrias en espacios de Pontryagin. Esta informaciéon ha sido
tomada esencialmente de [IH].

Es importante recordar que, tanto en este capitulo como en el siguiente, cuando se ha-
bla de continuidad y/o de convergencia en espacios de Pontryagin se estd considerando la

topologia fuerte del espacio descrita en el apéndice (ver pagina BB).

Definicién 2.9. Sea 0 < a < +oo. Un semigrupo local de isometrias en el espacio de
Pontryagin de indice r (G, (-,-)) (SLIP) es una familia (S(r), Q(r))Te[O’a) que satisface:
(SLIP-1) Para cada r € [0,a), G(r) es un subespacio cerrado de G y G(0) = G.

(SLIP-2) Para cada r € [0,a), S(r) : G(r) — G es una isometria continua y S(0) = Ig.
(SLIP-3) G(t) C G(r),si0 <r <t <a.

(SLIP-4) |J G(t) es denso en G(r), para cada r € [0, a).

( )

te(r,a)

SLIP-5) Sirt €[0,a) y r+1t < a, entonces S(H)G(r +t) C G(r)y S(r+1t)f = S(r)S(t)f,
para toda f € G(r +t).

Aligual que en el caso de espacios de Hilbert, se dice que el semigrupo local es fuertemente

continuo si para cada g € [0,a)y f € G(ro) la funcién r — S(r) f, de [0, 7] en G es continua.
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Definicién 2.10. Sea G un espacio de Pontryagin de indice x de funciones definidas sobre
un intervalo I de R. Para f,g € G sea (f,g)g el producto interior de f y g. La funcién
K : I x I — C es un nicleo reproductor del espacio de Pontryagin G si se satisfacen las

siguientes condiciones:

(NRP-1) Para cada x € I, K,(y) = K(y,z) como funcién de y estd en G.
(NRP-2) (Propiedad reproductora) Para cada € I y cada f € G,

Asi como las definiciones de nticleo reproductor en espacio de Hilbert y nticleo reproductor
en espacio de Pontryagin son idénticas, salvo los espacios en los que se definen, asi también
algunas de las propiedades de los nticleos reproductores en espacios de Hilbert se cumplen
para nucleos reproductores en espacios de Pontryagin. Los siguientes dos teoremas fueron
tomados de [@].

Teorema 2.11. Un espacio de Pontryagin G con indice k de funciones sobre I admite un
nicleo reproductor K (s,t) si y sélo si todos los funcionales de evaluacion son acotados. En

este caso K es un niucleo hermitico con k cuadrados negativos y es unico.
El siguiente es una especie de reciproco del teorema anterior.

Teorema 2.12. Si K(s,t) es un nicleo hermitico sobre I X I que tiene k cuadrados negativos,
existe un unico espacio de Pontryagin de funciones sobre I que tiene a K como nicleo

reproductor.

DEMOSTRACION. Sea Gy el conjunto de todas las funciones de la forma f(-) = > a; K (s;, ),
i=1
donde a; € C, s; € I.

Dadas dos funciones f, g € Gy, se pueden expresar como

n

FO) =" aK (s, )y g(-) = _ijK(sj, ) (2.5)

i=1
y se pueden usar los mismos puntos en ambas funciones anadiendo, de ser necesario, términos

nulos. El producto interior se define mediante

(f,9)g0 = Y aibK (s, s:)

1,7=1
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Como (f,g)g, = > b;f(s;) = > aig(si), el producto interior estd bien definido y es
j=1 i=1

sesquilineal. La propiedad reproductora (f(-), K(s,-))g = f(s) se cumple para todo s € I y
f € Gq.

Por el Lema B3 del Apéndice, se tiene que Gy contiene un subespacio G_ que es el anties-
pacio de un espacio de Hilbert, y ningtin espacio de mayor dimension tiene esta propiedad.
Un nucleo reproductor de G_ puede darse en términos de funciones uq,...,u, de Gy tales
que

(wi,uj)g, = —0;, para i,j = 1,..., K,
asi K_(s,t) = — > w(t)u(s). Definase

7 K. (s,t) = K(s,t) — K_(s,t)

sobre I x I,y sea G el span lineal de todas las funciones K, (s,-) con s € I.

Paracadaselyj=1,..., K,

<K+(S7 ')7uj<')>go - <K(S7 ')7uj<')>go + Z(ul(')ul(s)vuj('»go =

= u;(s) —u;(s) =0,

y por lo tanto Gi | G_ en el producto interior de Gy.
Considérense dos funciones f,g € Gy . Representdndolas en la forma (Z3) con K, en

lugar de K se obtiene

(f,9)a = <Z K (si,-) = > aiK_(s1,-), > biK(sj,-) = > biK_(s;, ')>

i=1 i=1 G= j Go

=Y abi{K(si,55) = K_(s1,8;) — K_(55,5;) + K_(s1,5;)}

J,i=1

= Z aiEjK+(Si, Sj).

j,1=1

De aqui se sigue que K| es no-negativo, puesto que de lo contrario se puede encontrar un
subespacio de dimension k + 1 que es antiespacio de un espacio de Hilbert con el producto
interior de Gy lo cual es contradictorio.

El espacio G se completa hasta un espacio de Hilbert G, con niicleo reproductor Ky y
se define el espacio de Pontryagin G = G_ @ G, . Este espacio tiene a K(s,t) como ntcleo

reproductor. O
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El siguiente teorema es de particular importancia en la demostracién del teorema prin-

cipal y fue demostrado en [[F].

Teorema 2.13. Sea (S(T),Q(T'))TE[O o)

nuo sobre el espacio de Pontryagin (G, (-,-)) de indice k.

un semigrupo local de isometrias fuertemente conti-

Entonces existe un espacio de Pontryagin mds grande (G, (-, )g) con el mismo indice
K y un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo (U(t))_soci<ioo SObTE G tal que
U(t) |gwy= S(t) para t € [0,a).

Una buena referencia para el estudio de los semigrupos locales de isometrias en espacios
de Hilbert y de Pontryagin, que esté escrita de manera muy accesible, son los capitulos 3 y

4 del libro ], editado para la tercera Escuela Venezolana de Matematicas.



Capitulo 3

Resultados de representacion y extension

para nucleos de Toeplitz generalizados k-indefinidos

En este capitulo se demuestra el teorema principal de este trabajo: todo nticleo de Toeplitz
generalizado definido en un intervalo, medible y k-indefinido admite una representacién como
la suma de dos nicleos de Toeplitz generalizados, uno de los cuales es k-indefinido y continuo
y el otro es nulo casi siempre y definido positivo. Se demuestra ademas un teorema de
extension de estos nicleos a todo el eje real.

Para la demostracion de este teorema fue necesario generalizar al caso de ntcleos de
Toeplitz generalizados k-indefinidos dos resultados, uno de Sasvéri y el otro de Langer. El
primero de ellos es el contenido del Lema IO del Capitulo 1 y el segundo —el Lema B=a-
es una versién simplificada de una generalizacion a ntcleos de Toeplitz generalizados de un
lema de Langer (ver [B4]). Estos resultados, junto con el teorema principal, estén contenidos
en el articulo [I] mencionado en el Capitulo 1.

Se realizaran una serie de construcciones previas, que son necesarias para llegar al teorema

principal, que serd enunciado y demostrado al final del capitulo.

1. Espacios de Pontryagin asociados a

un nucleo de Toeplitz generalizado medible y k-indefinido

Sea [ = (—a,a), donde a > 0. En lo que sigue F': I x I — C sera un ntcleo de Toeplitz

generalizado x-indefinido y medible.

1.1. El espacio de Pontryagin con nticleo reproductor.
Del Teorema 7T se obtiene que existe un espacio de Pontryagin £ de funciones escalares
sobre I, con ntcleo reproductor F tal que ind_(€) = k. Ver también [B] y la demostracién

del Teorema 1.1.3 de [M]. El espacio £ tiene las siguientes propiedades:

(i) Los elementos de £ son funciones escalares medibles sobre I y, si para w € I se
define F,, : I — C por F,(\) = F(\,w), entonces la funcién F,, pertenece a &.
(ii) Paracadaue Eyw e [

w(w) = (u, F,)e.

24
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(iii) Si M es la variedad lineal generada por las funciones de la forma F,(-), con w € I,
entonces M es un subespacio denso de £.

(iv) Siu,v € M estan dadas por

donde Ay, ..., A\, wiy.. W €1, €1, 0,6, ..., ¢, € C. Entonces

Estos espacios M y & se llamaran los espacios pre-Pontryagin vy Pontryagin de nicleo

reproductor asociados a F', respectivamente.

Como M es un espacio pre-Pontryagin de indice &, existe un conjunto {us, ..., u.} C M
tal que
<Ui,uj'>g = —5ZJ
El conjunto ortogonal {ui,...,u.} da origen a una descomposicién fundamental
E=ET @&, donde £ es el subespacio generado por el conjunto {uy,...,u.}. La nor-

ma inducida sobre £ por esta descomposicién fundamental viene dada por

lulfe = {uude +2) u, u)el. (3.1)
=1
Se fijara el conjunto {us,...,u.} v || ||| para el resto de esta seccién.

Proposicién 3.1.

(a) La funcion w — [[F,||g| de (—a,a) en R es localmente acotada.

(b) Los elementos de € son localmente acotados.

DEMOSTRACION.
Por el Lema I0 se tiene que los elementos de M son localmente acotados, en particular

las funciones uq, . .., u, son localmente acotadas. De (BOl) se sigue que

1Eulle = (Fuy Fude +2 ) [(Fu uj)el”
j=1

= ) +2) @)
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Como
fll(O) Slw € [0, a),

fQQ(O) slw € (-CL, O),

Fo(w) =

se tiene la parte (a) de la proposicion.

Siu €€ ywe (—a,a), se cumple que
[u(w)| = [(u, Fo)el < llulliel | Follie,

por lo que (b) resulta de (a).
U

Observacién 3.2. Para cualquier ntcleo hermitico K sobre I x I se puede considerar el

espacio de las funciones de la forma

n

u() = e Ko (),

=1

donde A\y,..., A\, €1, c¢1,...,¢c, € C, con la forma sesquilineal indefinida

donde

’ /
aqui A\1,..., Ay, W1, W €1, c1,...,Cp, ¢4, ...,¢, €C.

1.2. El espacio de Pontryagin de las funciones de soporte compacto.
Sea N la variedad lineal generada por las funciones complejas continuas ¢ sobre

I = (—a,a) que se anulan fuera de un subconjunto compacto contenido en (—a,0) U (0, a).
Si @, € N, se define

<%wN://meﬂwW@w@ (3.2)

—a —a

Proposicién 3.3. La forma sesquilineal { , )n es ko-indefinida, donde k, es un entero

no-negativo menor o iqual que K.
DEMOSTRACION. Para y € (—a,a) sea T, : £ — C el funcional lineal dado por

Ty(u) = uly) = (u, Fy)s.
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Se tiene que
Ty (w)| < llulligy [[Fyllie)s

luego, de la Proposicion B, se sigue que ||T}[/s) es una funcién localmente acotada de

y € (—a,a). Por lo tanto, para ¢ € N el funcional

u /a o(z) (Fp,u)e dx

es antilineal y acotado, asi que para cada ¢ € N existe un elemento A(p) € £ tal que

(A(p),u)e = /a o(x) (Fy, u)e d.

—a

Para y € (—a,a) se cumple que

Finalmente, si ¢ € N entonces

(A(), A@))e = / P (Fay A@))e da = / @) (A@) Fole de

—a —a

- [ o ([ Fren ) d

= /: /ZWM@/)F(?J,%) dz dy

-/ / Zm@m,y) dz dy

-/ ' / o) P F . y) dr dy
= (p, )N

como (, )¢ es una forma k-indefinida, se obtiene el resultado deseado.

O

Completando el espacio NV, mdédulo el subespacio isotrdpico, se obtiene un espacio de
Pontryagin de indice k,. Este espacio se denotara por G y se identificaran los elementos de
N con sus correspondientes clases de equivalencia en G.

Por cuanto N es denso en G, existe un conjunto {1, .., ¢, } C N tal que

(@i, pi)g = —0ij.
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El conjunto ortogonal {1, ..., ¢, } genera la descomposicién fundamental G = Gt G,
donde G~ es el subespacio generado por el conjunto {¢1,..., ¢, }. Esta descomposicion

fundamental induce sobre G la norma

lellig) = (e, 0dg +2 D e, e3)al. (3:3)
j=1
Se fijara el conjunto {¢1,..., ¢k} v || |ljg) en lo que sigue de esta seccién.

1.2.1. La funcion § en G.

Para n € N sean 9053) y 90512) las funciones definidas por

W no si0<wz<i
o (1) = '
0 en caso contrario,
: 1
n si—=<x<0
2 )
P\ (x) = " '
0 en caso contrario.

Es facil notar que 90511) y 90512) son elementos de G. En efecto, dado n € N, la sucesién
{pm}+2, donde

;

n?(m+ 1)z s10<x<( Y
. 1
n Sl <z<
pm<x> = ) (mtDn ( +1)n
—n(m+1)(nx—1) si Grn <% <y
0 en otro caso.

\

.z 1 .. .
es una sucesién de Cauchy en N que converge a gpg ). De forma similar se puede construir

., . . 2
una sucesiéon de Cauchy de funciones en N que converja a go% ),

Ahora, para t € [0,a) sea 90532 la funcién definida por

1
Pri(@) = oD (@ — 1),

y para t € (—a, 0] sea gof% la funcién definida por
Pt (@) = o7 (@ = 1).

Proposicién 3.4.
(a) Parat € [0,a) la sucesion {cpnt + es débilmente convergente en G.

(b) Parat € (—a,0] la sucesion {gom}Jr 1 es débilmente convergente en G.
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DEMOSTRACION. Se tiene que

oS = e, oihe +2 ) 1ok, ei)el.

j=1

De la definicién de (, )g, usando que las funciones ¢y, ..., @, tienen soporte compacto
contenido en (—a,0)U(0, a) y que F es localmente acotado, se obtiene que para cadat € [0, a)
la sucesion {H@SZH\GI} es acotada.

Ahora, si ¢ € N, el teorema de diferenciacién de Lebesgue (ver Teorema EH) permite

afirmar que para cada t € [0, a)

n—o0

im (o el = i [ [ o)l adudy
n—00 nJ-a

= / F(t,y)e(y)dy,

—a

es decir, el limite existe. Por cuanto N es denso en G se tiene que limnﬁoo(gos,z, p)g existe
para todo ¢ € G.
El caso a = 2 se demuestra de forma analoga.
O

Sean 61" y 6 los limites débiles de las sucesiones <p532 y apf% parat € [0,a) y t € (—a,0]

respectivamente.
De la demostracion anterior y del teorema de diferenciacion de Lebesgue se obtiene el

siguiente resultado.

Proposicién 3.5.
(a) SipeN ytel0,a), entonces

oM, o) = / F (t,y)e(y)dy.

—a

(b) Sip e N yte (—a,0], entonces

62005 = [ Ftw)a@.
(c) Se cumple que
(0,017 )g = F(5,t) = fap(s — 1)

en casi todo punto (s,t) € I, x Ig, a, f =1,2.
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1.3. El semigrupo local de operadores isométricos asociados a una funcion
k-indefinida.

Para r € [0,a) sea N (r) el conjunto de las funciones en N, con soporte contenido en
(—a+7,0)U(r,a). Para ¢ € N(r), se define (S(r)p)(x) como ¢(x—r) si x estd en (—a, —r)U
(0,a —7) y 0 en el resto.

Sea G(r) la clausura de N(r) como subespacio de G.

Un célculo rutinario permite ver que los operadores S(r) preservan el producto interior
sobre NV (r). Si r es suficientemente pequenio, entonces N (r) contiene un subespacio negativo
ko-dimensional, asi que para r suficientemente pequeno se tiene que S(r) puede extenderse
a un operador isométrico y continuo de G(r) a G. Y como S(r) = (S (%))n se tiene que todos
los operadores S(r) pueden extenderse a operadores isométricos y continuos de G(r) en G.

Estas extensiones se denotardan también por S(r).

Proposicién 3.6. La familia (S(r),G(7))re0,a) €5 un semigrupo local de isometrias fuerte-

mente continuo en el espacio G.

DEMOSTRACION.

(1) Para cada r € [0,a), G(r) es un subespacio cerrado de G, por la construccién de
g(r)y 6(0) =g.

(2) Por construccion se tiene que G(s) C G(r) sir,s € [0,a) y r < s.

(3) Yase tiene que para cadar € [0,a), S(r) : G(r) — G es un operador lineal isométrico
y acotado y S(0) = Ig.

(4) Sir,t € [0,a) y 4+t < a entonces S(t)G(r +t) C G(r)y S(r+t)h = S(r)S(t)h
para todo h € G(r + ).

Lo primero es cierto porque r +t > r y lo segundo es consecuencia inmediata de

la definicién de los operadores de traslacion.

(5) Que U G(s) sea denso en G(r) para todo r € [0,a) también es consecuencia de
se(r,a)

la definicién de los G(r).

A continuacién se demuestra la continuidad fuerte del semigrupo local.

De la definicién de S(r) y N (r) sigue que existe 7, tal que
P1s s m, € S(rN(r)

si0<r<r,.
Si p € N(r) , entonces
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IS(rellig = (S(r)e, g+2Z| r)e, il

= (¢, ) +2 Z {0, S(r) ;)]

parai=1,... K,
I1S(r) " illigy = (i i) +2 ) HS() i i)l

Ahora, de la definicién del producto sobre N sigue que es posible hallar ;1 > 0y C > 0
tales que [(S(r)"tei, pi)gl < Cpara 0 <7 <71,i,j =1,...,K, Luego para 0 < r < ry se

tiene que
15 ()" eillig) < lleillig + 20C2.
Asi que existe M > 0 tal que
1S(r) " pillig) < M

para 0 < r < r;. Por lo tanto, si 0 < r < r; se tendra que

1S(r)ellig < (1+ 260M7) llljg)-
Mas aun, como
1S g < [15¢/n)lfg,

entonces ||.S(r)|| ;g es acotado para r € [0,a) por una constante independiente de 7.
La continuidad de la traslacién para los elementos de NV (r) se deduce de la continuidad de
la traslacion para la integral de Lebesgue. De aqui y de la acotacién uniforme de las normas

de los operadores S(r) se obtiene el resultado.
O

2. El teorema de representacion y extension

para nucleos de Toeplitz generalizados x-indefinidos y medibles

En esta seccion se demostrara el teorema principal. Se necesita el siguiente resultado que
es una version simplificada de una generalizacién, para ntcleos de Toeplitz generalizados,
del Lema 3 de [B4].
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Lema 3.7. Sea F'° un niicleo de Toeplitz generalizado hermitico sobre (—a,a) nulo en
casi todo punto. Sea M,, con la forma sesquilineal { , ), el espacio asociado a F© (ver
Observacion E3A).

Si existe u, € M, tal que (uy, uy), < 0, entonces existe un conjunto infinito M C M,

tal que (u,u), = —1, (u,v), =0 siu,v € M, u #v.

DEMOSTRACION.

El elemento wu, tiene la forma

n

uo<$) = Z aiF(O) (l‘, Ii)v

=1

donde av,...,a, € Cy my,...,2, € (—a,a). Se puede suponer que
n n

<u07uo>0 = Z ZCWOC_]‘F(O)(SL’]', xz) = —1.
i=1 j=1

Se deben considerar dos casos.
Caso 1: x; 20, parat=1,...,n.
Sea ¢ tal que
0<é<min{a—z;,z+a,l|z] 1 <i<n}
Entonces x; + 0 estd en I, siempre que z; esté en I, (« = 1,2; i = 1,...,n). Luego, para

r € (—6,0) se pueden considerar
O,uy(z) = Z i FO (2,2 + 1) = up(x — 1),

i=1
y se cumple que

<@T’u07 ®ruo>o = -1

Sea
A={z—y :zyely FOz,y) =0},

notese que A C (—2a,2a) y que por hipétesis se tiene que m (A) = 2a.

Se mostrard que existe un conjunto infinito {si,ss,...} C (=4,9) tal que si | # m

entonces
S;— Sm+ (v —x;) € A, parai,j=1,...,n. (3.4)
Sea s; = 0y sea
Aji(s1) = (s1+ (2 —x) = A) N (=6,0) = ((z; — ) — A) N (=4,0),

entonces m (Aj(s1)) = 20 para j,l = 1,...n, luego m (N7,_; Aj(s1)) = 26.
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Se puede tomar s, € ﬂgfl:lAﬂ(sl) tal que sy # s1 y sea
Aj(s2) = (s2+ (zj — ) — A) N (=4,0),
entonces m (A;;(s2)) = 2d para j,l =1,...n, por lo que
m (N} Aj(s2) N7 Aji(s1)) = 26.

Ahora se toma s3 € N};_; Aj(s2) NNY,_; Aju(s1), con la condicién de que sz ¢ {s1,52} y

se considera
Aji(s3) = (83 + (x5 — 1) — A) N (=9,9),

Continuando en forma inductiva, se construye un conjunto {s1, so, . . . } que satisface (84).

El resultado se obtiene al tomar
M={04u, : 1 =1,2,...}.

Caso 2: x;, = 0 para algun i, € {1,...,n}.
Se escoge t > 0 de manera tal que x; +t € I, six; € [, paraa=1,2,1=1,...,n.

Considerando
Uo(x) = Z o FO (2 + 1)
i=1
el problema se reduce al caso anterior. 0

Teorema 3.8. Sea F' : [ x I — C un nicleo de Toeplitz generalizado k-indefinido y medible.

Entonces

(a) Exzisten dos niicleos de Toeplitz generalizados hermiticos F(©) y F(©) sobre I x I tales
que
(i) F =F© + F©
(ii) F© es k-indefinido y viene dado por cuatro funciones continuas fa(g,
a,f=1,2.
iii es nulo casi siempre y definido positivo.
(b) F puede extenderse a un nicleo de Toeplitz generalizado k-indefinido y medible sobre
todo el plano R x R.

DEMOSTRACION. Se usara la misma notacién y terminologia de la seccién anterior.

(a) Considérese el semigrupo local de isometrias fuertemente continuo asociado con el
nicleo F' sobre el espacio de Pontryagin G de indice k, (k, < k). Entonces, para r € [0,a)
se tiene que S(r)5(()1) =5y S(r)d(j? = 5(()2).
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Por el Teorema T3 existe un espacio de Pontryagin G , que contiene a G y tiene el mismo
indice , y un grupo unitario fuertemente continuo (U, )re(—co,+00) que extiende al semigrupo
local (S(7),G(r))rej0,a)- Por lo tanto Uré(()l) =My U_Té((f) = 6% parar e 0,a).

Se define F'(© de la siguiente manera
FO(z,y) = <Ux(5(()a), Uy(;(()ﬁ)>§ = <Ux,y(5(()°‘),(5(()ﬁ)>§ para (z,y) € I, X I3,
entonces F(© es un NTG k,-indefinido dado por cuatro funciones continuas. Y como

(69,80 g = F(s,t) = fap(s — 1)

en casi todo punto (s,t) € I, x Ig, a, 8 = 1,2, se tiene que
F(z,y) = FO(z,y)
en casi todo punto (z,y) € I x I. Es decir
F(z,y) = FO(z,y) + F(z,y),

donde F(© es un NTG que se anula en casi todo punto.

Ahora falta demostrar que F(© es definido positivo, con lo cual se demostraria de paso
que ko = k, es decir que F© es k-indefinido.

Nétese que el operador A definido en la Proposicién B33 se puede extender a un operador

continuo de G en & vy, del teorema de diferenciacion de Lebesgue se sigue que

A(5EN (y) = FO(y,z) = F(y),

xT

) son elementos del espacio

paray € I, x € I, a = 1,2. Luego, para x € I, las funciones Féc
&,y como £ = F, — FQEC), las funciones F\° también lo son.

Supéngase que F(© no es definido positivo.

Del Lema B se deduce que es posible encontrar un conjunto infinito {uy,us,...} C &
tal que

(ui, uj)e = =0y,

lo que es una contradiccién, por cuanto £ es un espacio de indice finito. Con esta contradiccién
se concluye la demostracién de la parte (a).

(b) Del Teorema L8 (Teorema 5.1 de [IH]) se infiere que el niicleo F(©) se puede extender
a un NGT k-indefinido sobre R x R dado por cuatro funciones continuas y del Teorema 4.1
de [I3] se obtiene que F(® puede extenderse a un NTG medible y definido positivo sobre
R x R, con lo que se tiene el resultado anunciado en (b).

O



Capitulo 4

Apéndice

1. Espacios de Pontryagin

En un articulo de P. Dirac de 1942 se utiliza, al parecer, por primera vez un espacio de
métrica indefinida. Dos anos més tarde L.Pontryagin, sin conocer el trabajo de Dirac expone
un tratamiento matematico de esos espacios, inspirado en unas investigaciones de S. Sobolev

sobre un problema de mecanica (ver [H]).

Desde entonces son muchos los autores que han contribuido al enriquecimiento de esta
teoria y a las aplicaciones de los espacios de métrica indefinida en diferentes areas de las

ciencias, particularmente en mecanica cuantica y teoria de la relatividad.

Definicién 4.1. Sea § un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en § es una funcién

(,):§xF—=C

que satisface

(MI-1) (a1 4 @9, y) = alx1,y) + (x9,y), para todo a € C, x1,29 € F

(MI-2) (z,y) = (z,y), para todos z,y € §

Al par (F,(, )) se le llama espacio con producto interno.

Observacion 4.2. si (§,(, )) es un espacio con producto interno, entonces (§,—(, ))

también lo es. Este espacio se conoce como antiespacio de §.

En un espacio con producto interno los vectores se clasifican en positivos, negativos o
neutros de acuerdo a si (x,z) > 0, (x,z) < 0, (x,x) = 0 respectivamente. Una variedad
lineal es positiva, negativa o neutra si todos sus vectores son positivos, negativos o neutros
respectivamente.

Si el espacio posee tanto vectores positivos como vectores negativos, se dice que (§,( , ))

es un espacio con producto interno indefinido o un espacio de métrica indefinida.

35
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Si un vector de § tiene la propiedad de ser ortogonal a todos los vectores del espacio
(incluso a él mismo), es decir si (z,y) = 0 para todo vector y € §, se dice que = es un vector
1sotropico de §. Si un espacio tiene un vector isotrépico diferente del vector nulo, el espacio

es degenerado.

Definicién 4.3. Sea § un espacio con producto interno. Si existen variedades lineales §°,

§T, § neutra, positiva y negativa respectivamente y tales que

F=%ao3 % . (4.1)

se dice que § es un espacio descomponible.

Cada descomposicién del tipo (ET) se denomina descomposicion fundamental de § y en

ella §° deviene en la variedad lineal de los vectores isotropicos de §.

Definicién 4.4. Un espacio de Krein es un espacio K con producto interno no degenerado,

descomponible que admite una descomposicion fundamental en la forma
R=RT® R (4.2)

en la que &7 y —8&~ son espacios de Hilbert, todos los vectores de & son positivos y todos

los vectores de R~ son negativos.

La dimension del espacio negativo es la misma independientemente de la descomposicion
fundamental. A la dimensién de K~ se le llama indice del espacio K. Si un espacio de Krein
tiene indice finito se llama espacio de Pontryagin o espacio I, donde x es el indice del

espacio.

Nétese que si [R7] es el antiespacio de 87, entonces [R] = & @ || es un espacio de

Hilbert con producto interno ( , )4 que induce una norma || - |||g-

Es reconfortante saber que todas las normas asociadas a las diferentes descomposiciones
fundamentales de K inducen la misma topologia, la cual se conoce como la topologia fuerte
del espacio de Krein K. Salvo que se indique lo contrario, esta es la topologia usual en el
espacio R.

En un espacio de Pontryagin es posible dar una férmula explicita para la norma asociada

a una determinada descomposicién fundamental:
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Sea

RA=MNa K" (4.3)
una descomposicion fundamental del espacio de Pontryagin K con espacio negativo 91 de

dimension x y sea {ey,...,e,} una base ortonormal en 9. Entonces

[l = (2, ) +QZ!<$»61'>!2 (4.4)

Si un espacio K con producto interno no degenerado, descomponible que admite una
descomposicién fundamental (B23) donde Dt es un espacio negativo de dimensién finita x, no
es completo se dice que K es un espacio pre-Pontryagin o pre-Il,.

Asi como todo espacio pre-Hilbert es completable, también todo espacio pre-Pontryagin

se puede completar hasta un espacio de Pontryagin.

Otra hecho agradable es que si un espacio con producto interno es descomponible y
F=%"aF o3
es una de sus descomposiciones fundamentales, donde §~ tiene dimensién finita k, entonces

el espacio cociente con respecto a los vectores isotrépicos §/F° es un espacio pre-11,. Este

hecho permite utilizar la teoria de los espacios pre-Pontryagin en espacios degenerados.

El siguiente lema es de particular importancia por sus aplicaciones. Permite establecer
conexiones entre la teoria de los espacios de Pontryagin y la teoria de los niicleos indefinidos.

Su demostracién detallada puede encontrarse en [d].

Lema 4.5 (Matrices de Gramm). Sean fi,..., f, vectores en un espacio G con un producto
interior (-,-) hermitico. Entonces el nimero de autovalores negativos de la matriz de Gramm
G = ((fi,fj>):~fj:1 es igqual a la dimensidn mdxima posible de los subespacios N del span

lineal de f1,..., fn que son antiespacios de espacios de Hilbert con el producto interno de G.

Para mas informacion sobre los espacios con métrica indefinida se recomiendan las refe-
rencias (9], [@], [22] y [B].
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2. Algunos teoremas del Analisis.

Se enuncian en esta seccién importantes teoremas de Analisis que son utilizados en el

trabajo.

Teorema 4.6 (Teorema de Diferenciacion de Lebesgue; ver [24], pagina 216, Corolario 7).
Si f es una funcion integrable de Lebesque definida en un conjunto abierto Gde R"

entonces
tl +h tn +h

1
h'm—/~~/f(sl,...,sn)dsl--‘dsn:f(tl,...,tn)

h—0 hM
t1 tn

en casi todo punto del abierto G.

Teorema 4.7 (Principio de acotacién uniforme).
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y F una familia de operadores

lineales y acotados de X en'Y. Si
sup | T(z)|]y < oo, para cada x € X,
TeF

entonces

sup ||| < oo.
TeF

Definicién 4.8. (Convergencia débil)
Sea {z,}n>1 C X. Se dice que {x, }n>1 converge debilmente a x € X, o que x es el limite

débil de {x,},>1 si
lim f(x,) = f(x),

n—o0

para todo f del espacio dual de X.

Teorema 4.9 (Acotacién uniforme y convergencia débil).

Si {xn}n>1 €s una sucesion de puntos del espacio lineal normado X que satisface

(1) {l|z.||} es uniformemente acotada.

(i) lim f(x,) = f(x) para todo f € Y dondeY es un conjunto denso en el dual de X,
n—o0

entonces {x, }n>1 converge débilmente a x.
Para los ejemplos de la préoxima seccion se utilizaran los siguientes conceptos y teoremas:

Definicién 4.10. (Base de Hamel) Sea U un espacio vectorial. El conjunto $ C U es una

base de Hamel de *U, si §) es linealmente independiente y genera a Q.
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Teorema 4.11.
Todo espacio vectorial posee una base de Hamel.
Todo subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial estd contenido en

una base de Hamel.

El siguiente teorema se utilizara en la construccién de una funcién x-indefinida que no

es localmente acotada.

Teorema 4.12 (ver [2J]).
Supongamos que A : R — R es una funcion aditiva con ¢ = A(1) > 0. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es continua en un punto x.
(i) A es mondtona creciente.
(i1i) A es no-negativa en los puntos x no-negativos.
(iv) A es acotada superiormente en un intervalo finito.
(v) A es acotada inferiormente en un intervalo finito.
(vi) A es acotada superior(inferior)mente en un conjunto acotado de medida de Lebesque
positiva.
(vii) A es acotada en un conjunto acotado de medida de Lebesque positiva.
(viii) A es acotada en un intervalo finito.
(ix) A(z) = cx.
(x) A es localmente integrable Lebesque.
(zi) A es diferenciable.
(x1i) A es medible Lebesgue.

Observacién 4.13. El conjunto de los ntumeros reales R se puede considerar como un
espacio vectorial sobre el conjunto de los nimeros racionales Q y por lo tanto tiene una base
de Hamel $. Como todo subconjunto linealmente independiente esta contenido en una base
de Hamel, se tiene que existe una base de Hamel $) de R como espacio vectorial sobre Q tal
que 1 € 9.

A partir de este hecho se puede demostrar la existencia de una funcién ¢ : R — R que

satisface:

(1) ¢ es aditiva, es decir p(z +y) = p(x) + ¢(y) para todo z,y € R.

(2) ¢(1) = 1.
(3) ¢ no es lineal, es decir no es de la forma ¢(x) = cx para alguna constante c.
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Por el Teorema EI2 se tiene que esta funcién no es medible Lebesgue ni localmente

acotada.

3. Ejemplos

A continuacion se dan algunos ejemplos de funciones k-indefinidas acotadas y de una

funcion k-indefinida que no es localmente acotada.

(I) Son ejemplos de funciones s-indefinidas acotadas (ver [BH]).
(I-1) f(x) = —€"™ 4 €** es 1-indefinida.

(I-2) f(x) = cosx — €*® — ¥* — %@ e una funcién 3-indefinida.
(II) Ejemplo de una funcién k-indefinida que no es localmente acotada.
El siguiente ejemplo estd inspirado en comentarios dados en [BH].

Sea ¢ : R — R como en la Observacion ET3.
Se define & : R — C por

O(x) =ip(x).
Se va a demostrar que la funciéon ® es 1-indefinida.
Como p(—z) = —p(x), se tiene que P es hermitica.
Sea F': R x R — C el ntcleo de Toeplitz definido por

F(z,y) = &(x —y).

Para demostrar que ® es 1-indefinida basta mostrar que el espacio con producto interno
I1, asociado al niicleo F' es un espacio de Pontryagin de indice 1.

Un elemento tipico u de este espacio Il tiene la forma
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Por lo tanto el espacio II estd generado por las funciones ® y 1, y en consecuencia su
dimensién es menor o igual que dos.
Como
O(z) = F(x,0) = Fy(x)

1=—i(®P(z+1) — P(x)) = —i(F_1(x) — Fo(x)),
las funciones ® y 1 pertenecen al espacio II. Por lo tanto la dimension de II es 2.

Las funciones ® y 1 son vectores neutros, ya que

<FO(')7F0(')>H = F(Oa()) = @(O) =0,

“i(=1) = Fo(=1) = (F4(0) = Fo(0))

(Foa(t) = Fo(), Fa() = Fo())n = F

— F(~1,-1) — F(~1,0) — F(0,~1) — F(0,0)
d
0.

(0) = @(=1) — (1) — (0)

Adems3s
(P, )y = (Fo, 1)y = 1.
Por lo tanto

(@ +1,® + 1) = 2Re( (@, 1)y ) = 2

<CI) - 17 D — 1>H = —QRG( <q), ]->H) = -2
Esto dltimo muestra que la funcién ® + 1 es un vector positivo y que la funcién ¢ — 1 es

un vector negativo, por lo tanto II es un espacio de indice 1.
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