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Resumen

Se demuestra que todo núcleo de Toeplitz generalizado, con una cantidad finita de cua-

drados negativos y medible en un intervalo de la recta, se puede representar como la suma

de dos núcleos de Toeplitz generalizados, uno de los cuales está dado por cuatro funciones

continuas y tiene el mismo número de cuadrados negativos que el inicial y el otro es definido

positivo y nulo en casi todo punto. Además se establece un resultado de extensión para este

tipo de núcleos.
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un núcleo de Toeplitz generalizado medible y κ-indefinido 24

2. El teorema de representación y extensión
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Introducción

En el año 1933 el matemático húngaro F. Riesz [36] demostró que si f es una función

compleja con dominio Rn, definida positiva y medible Lebesgue, entonces f se puede repre-

sentar como la suma de una función continua definida positiva y una función nula en casi

todo punto. En un art́ıculo presentado en 1955 y publicado en 1956, M. Crum [21] com-

plementó este resultado al demostrar que la segunda función también es definida positiva

(curiosamente este hecho parece que era conocido por el matemático soviético A. Artjomen-

co, quien murió durante la Segunda Guerra Mundial y nunca publicó su hallazgo [39]). En

el mismo art́ıculo Crum demostró que si además f es isotrópica y n > 1 entonces la segunda

función se anula en todo punto diferente al origen.

Este resultado de Riesz - Crum ha sido objeto de muchos estudios posteriores y diversas

generalizaciones: en 1960 A. Devinatz [22] lo extendió para funciones a valores operadores

en un espacio de Hilbert, que son definidas positivas y débilmente medibles con dominio

un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda. En el libro de E. Hewitt

y K. Ross [26] aparece un resultado similar para funciones complejas definidas positivas y

medibles, en un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda.

En el año 1983, H. Langer [34] publicó un teorema similar al de Crum, para funciones

escalares medibles y localmente acotadas en un intervalo de la recta real y que tienen un

número finito de cuadrados negativos. Tres años más tarde, Z. Sasvári [37] demostró que

(como al parecer, lo sospechaba el mismo Langer) la condición de acotación local es superflua,

al probar que si una función es medible en un intervalo de la recta real y tiene un número

finito de cuadrados negativos entonces es localmente acotada. En este mismo art́ıculo, Sasvári

extendió la modificación del resultado de Langer para funciones complejas medibles sobre

un grupo localmente compacto, con medida invariante a izquierda y que tienen un número

finito de cuadrados negativos.

En 1997 R. Bruzual [11] obtuvo un resultado análogo al de Crum para núcleos de Toeplitz

generalizados a valores escalares, medibles y definidos positivos en un intervalo de la recta

real. Pocos años más tarde, en el 2003, R. Bruzual y M. Dominguez [12] generalizaron el

resultado de Devinatz para funciones a valores operadores en un espacio de Krein separable,
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INTRODUCCIÓN 2

que tienen una cantidad finita de cuadrados negativos y que son débilmente medibles, con

dominio un grupo localmente compacto con medida invariante a izquierda. Antes, en 1992,

R. Bruzual y S. Marcantognini [15] establecieron un resultado acerca de la extensión a toda

la recta de núcleos de Toeplitz generalizados definidos en un intervalo, dados por cuatro

funciones continuas y que tienen un número finito de cuadrados negativos, que generaliza el

teorema de extensión de Krein-Langer [32].

En el presente trabajo se demuestra que un núcleo de Toeplitz generalizado a valores

escalares, definido sobre un intervalo de la recta real, dado por cuatro funciones medibles

y que tiene un número finito de cuadrados negativos, admite una representación como la

suma de dos núcleos de Toeplitz generalizados: el primero viene dado por cuatro funciones

continuas y tiene el mismo número de cuadrados negativos que el inicial y el segundo es

nulo en casi todo punto y definido positivo. Este resultado extiende a núcleos de Toeplitz

generalizados el teorema de representación de Langer ya mencionado y contiene el resultado

de representación de núcleos de Toeplitz generalizados definidos positivos dado por Bruzual.

También se prueba un teorema de extensión para este tipo de núcleos definidos sobre un

intervalo finito, que generaliza el teorema de extensión de Krein-Langer.

El trabajo está organizado de la siguiente manera:

En el primer caṕıtulo se esbozan los conceptos de núcleo, núcleo de Toeplitz y núcleo

de Toeplitz generalizado definido positivo y κ-indefinido, aśı como algunos teoremas sobre

ellos. También se estudian los espacios de núcleos reproductores. Este caṕıtulo incluye un

resultado fundamental que es el Lema 1.10 sobre la acotación local de los núcleos de Toeplitz

generalizados medibles y κ-indefinidos, que extiende a núcleos de Toeplitz generalizados el

resultado de acotación local dado por Sasvári. Este lema es esencial para la aplicación de las

técnicas con las que se demuestra el teorema principal.

El segundo caṕıtulo trata sobre semigrupos locales y grupos de isometŕıas, tanto en

espacios de Hilbert como en espacios de Pontryagin. Además de los conceptos básicos se

presentan algunos teoremas que son relevantes en este trabajo.

El tercer caṕıtulo –el central– contiene la demostración del teorema principal, que incluye

los resultados de representación y de extensión de núcleos de Toeplitz generalizados medibles

y κ-indefinidos. También se demuestra el Lema 3.7 que permite establecer la positividad del

núcleo nulo en casi todo punto. Estos resultados, junto con el Lema 1.10 aparecerán en un

art́ıculo que fue aceptado para su publicación en la revista Acta Scientiarum Mathematica-

rum [14].
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Finalmente se incluye un Apéndice donde se recogen aspectos generales de los espacios

de Pontryagin y teoremas conocidos del análisis que son usados en el trabajo, además de

algunos ejemplos de funciones definidas positivas y de funciones κ-indefinidas acotadas y no

acotadas.



Caṕıtulo 1

Núcleos

La utilización de los núcleos en diferentes aspectos de la matemática data de principios

del siglo XX. Según N. Aronszajn [5] existen dos tendencias en el estudio y aplicación de los

núcleos.

La primera tendencia consiste en estudiar los núcleos en si mismos, sin considerar la

clase de funciones a la cual ellos corresponden. Esta tendencia es ampliamente utilizada en

la teoŕıa de ecuaciones integrales, grupos topológicos y geometŕıa métrica y fue iniciada por

autores como J. Mercer, E. Moore, I. Schoenberg y S. Bochner entre otros muchos.

La segunda tendencia es la de los núcleos reproductores. En ella el interés primario es

la clase de funciones que corresponde a un núcleo y éste es usado como herramienta de

estudio de las propiedades de las funciones pertenecientes a la clase. A esta tendencia están

asociados en un inicio los nombres de S. Zaremba, quien aplicó estas técnicas en la solución de

problemas de contorno para funciones armónicas y biarmónicas, S. Bergman y N. Aronszajn

entre otros. Este último sistematizó la teoŕıa general de los núcleos reproductores.

Los núcleos, especialmente los definidos positivos, han sido exitosamente utilizados en la

teoŕıa de funciones de una y varias variables complejas, en particular en el estudio de mapeos

conformes en dominios simple y multiplemente conexos, mapeos cuasi-conformes, métricas

Riemannianas, etc. En teoŕıa de las probabilidades fueron aplicados por A. Kolmogorov, E.

Parzen y otros.

Son muchos los autores que han utilizado la teoŕıa de los núcleos reproductores en años

más recientes, como por ejemplo E. Hille, S. Saitoh, T. Ando, D. Alpay, A. Dijksma, J.

Rovnyak y H. de Snoo.

Los núcleos de Toeplitz generalizados fueron introducidos en las décadas de los setenta-

ochenta por R. Arocena, M.Cotlar y C. Sadosky ([18], [6], [7], [19], [20]), en relación con el

teorema de Helson-Szegö, generalizaciones del teorema de Bochner y problemas de momento.

En este caṕıtulo se expondrán algunos aspectos básicos sobre núcleos de Toeplitz, núcleos

de Toeplitz generalizados y espacios de Hilbert con núcleo reproductor.

4



1. NÚCLEOS DE TOEPLITZ 5

1. Núcleos de Toeplitz

Definición 1.1. Sea I = (−a, a). Se denomina núcleo sobre I a toda función K : I×I → C.
Un núcleo K sobre I es hermı́tico si K(x, y) = K(y, x).

Un núcleo K sobre I es definido positivo si para todo natural n, cualquier colección de

puntos {x1, . . . , xn} ∈ I y cualesquiera números complejos {λ1, . . . , λn} se tiene que

n∑
i,j=1

K(xi, xj)λiλj ≥ 0.

La definición de núcleos hermı́ticos y definidos positivos puede generalizarse en varios

sentidos. En este trabajo sólo se considerará el caso de núcleos a valores complejos sobre

subconjuntos de la recta real.

Definición 1.2. Sea 0 < a ≤ +∞. Un núcleo K sobre I = (−a, a) es un núcleo de Toeplitz

(ordinario) si existe una función f : I− I → C tal que para todo x, y ∈ I, K(x, y) = f(x−y).

Si la función f es continua (medible), se dice que el núcleo es continuo (medible).

La caracteŕıstica que permite generalizar esta definición a otros dominios es la invarianza

traslacional. Es decir, si K es un núcleo de Toeplitz sobre I, se cumple que

K(x+ t, y + t) = K(x, y),

siempre que x, y, x + t, y + t ∈ I. En ocasiones esta caracteŕıstica se utiliza como definición

de núcleo de Toeplitz.

Definición 1.3. Sea 0 < a ≤ +∞. Un núcleo hermı́tico K sobre I = (−a, a) es un núcleo

κ-indefinido si para cualquier colección de puntos {x1, . . . , xn} ∈ I la matriz hermı́tica(
K(xi, xj)

)n
i,j=1

tiene a lo sumo κ valores propios negativos (contando multiplicidad) y exac-

tamente κ para alguna de estas colecciones de puntos. En este caso también se suele decir

que el núcleo tiene κ cuadrados negativos.

Para los núcleos de Toeplitz definidos positivos y continuos S. Bochner estableció en 1933

[8] que si K(x, y) = f(x− y) y f es continua, entonces

f(x) =

+∞∫
−∞

eixξdV (ξ), (1.1)

donde V es no-decreciente y acotada. En ese mismo año F. Riesz [36] demostró que si f

es medible, entonces f es igual a una integral como la (1.1) en casi todo punto, probando

aśı que un núcleo de Toeplitz definido positivo y medible en la recta coincide con un núcleo
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de Toeplitz definido positivo y continuo en casi todo punto. En 1956 M. Crum refinó este

resultado, al demostrar que todo núcleo de Toeplitz definido positivo y medible en la recta,

es la suma de un núcleo continuo más uno nulo casi siempre, ambos Toeplitz y definidos

positivos.

M. G. Krein [31] amplió el resultado de Crum, demostrando un resultado similar de

representación para núcleos de Toeplitz hermı́ticos y definidos positivos sobre un intervalo.

En ese art́ıculo Krein deja abierta la pregunta acerca de una generalización de este teorema

a núcleos indefinidos.

H. Langer [34] dio una respuesta afirmativa a esta interrogante, al demostrar que una

función hermı́tica κ-indefinida medible y localmente acotada en un intervalo, admite una

representación como suma de dos funciones hermı́ticas en el intervalo, una de ellas continua

y κ-indefinida y la otra nula casi siempre y definida positiva. Tres años más tarde Z. Sasvári

[37] demostró que la condición de acotación local en el teorema de Langer es superflua,

debido a que toda función hermı́tica κ-indefinida y medible es localmente acotada.

Una versión, enunciada de manera relevante para este trabajo, del resultado de Sasvári

en términos de núcleos de Toeplitz es la siguiente

Teorema 1.4 (Z. Sasvári [37])). Si K es un núcleo de Toeplitz medible y κ-indefinido en

(-a,a), entonces K es localmente acotado.

Se pueden diferenciar dos grupos, bastante relacionados entre si, de teoremas sobre

núcleos definidos positivos y κ-indefinidos: por un lado, los teoremas de extensión que tratan

sobre la posibilidad de definir núcleos en dominios más amplios, manteniendo las propiedades

que tiene el núcleo en el dominio menor (también son importantes y particularmente dif́ıciles

los teoremas de parametrización de las extensiones) y, por el otro lado, los teoremas de repre-

sentación que tratan sobre la posibilidad de expresar un núcleo en términos (generalmente

como suma) de núcleos con caracteŕısticas más manejables.

Un importante teorema de extensión debido al matemático ukraniano M. Krein [30]

establece que una función hermı́tica continua y definida positiva en un intervalo (−a, a)
puede extenderse a una función continua y definida positiva en todo R. Este teorema fue

ampliado por el matemático alemán H. Langer, conjuntamente con Krein [32], para funciones

hermı́ticas κ-indefinidas.

Teorema 1.5 (M. Krein y H. Langer [32], [33]). Para cualquier a, 0 < a < +∞, toda

función continua hermı́tica y κ-indefinida en (−2a, 2a) admite una extensión continua y

hermı́tica f̃ a toda la recta que mantiene el ı́ndice de indefinición.
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En ese mismo teorema, se evidencia que la extensión puede no ser única y se dan para-

metrizaciones. Se omitió ex professo esta parte del enunciado.

Además de los teoremas de representación que ya han sido mencionados anteriormente

(Riesz [36] , Crum [21] y Krein [31] ) y que tratan sobre núcleos definidos positivos, está el

importante teorema de Langer, que se enuncia a continuación en términos de núcleos de

Toeplitz y tomando en consideración el Teorema 1.4.

Teorema 1.6 (H. Langer [34]). Sea K(x, y) = f(x − y) un núcleo de Toeplitz medible y

κ-indefinido sobre I = (−a, a). Entonces K admite una única representación en la forma

K(x, y) = Kc(x, y) +Ko(x, y),

donde Kc es un núcleo de Toeplitz hermı́tico κ-indefinido y continuo, mientras que Ko es un

núcleo de Toeplitz definido positivo y nulo en casi todo punto de I × I.

A continuación se da la definición de núcleos de Toeplitz generalizados, que fueron intro-

ducidos por M. Cotlar, C. Sadosky y R. Arocena a finales del siglo pasado.

Definición 1.7. Sean 0 < a ≤ +∞, I = (−a, a), I1 = I ∩ [0,+∞) e I2 = I ∩ (−∞, 0).

Un núcleo F sobre I es un núcleo de Toeplitz generalizado (NTG) sobre I si existen cuatro

funciones fαβ : Iα − Iβ → C tales que

F (x, y) = fαβ(x− y), para todo (x, y) ∈ Iα × Iβ, α, β = 1, 2.

Si las funciones fαβ, α, β = 1, 2 son continuas (medibles) se dice que el núcleo es un núcleo

de Toeplitz generalizado continuo (medible).

Nótese que si f11 = f22, f11 = f12 sobre I1 − I2 y f11 = f21 sobre I2 − I1, entonces F

es un núcleo de Toeplitz (ordinario). Por esto se puede considerar a los núcleos de Toeplitz

generalizados como una generalización de los núcleos de Toeplitz (ordinarios).

También se define, de forma similar a como se hace con los núcleos de Toeplitz ordinarios,

los núcleos de Toeplitz generalizados hermı́ticos y κ-indefinidos.

De acuerdo con la Definición 1.1, un núcleo de Toeplitz generalizado F sobre I definido

por las cuatro funciones fαβ, α, β = 1, 2, es un núcleo de Toeplitz generalizado hermı́tico si

fαα(x−y) = fαα(y − x), para todo x, y de Iα, α = 1, 2 y f12(x−y) = f21(y − x) para x ∈ I1,

y ∈ I2.

De acuerdo con la Definición 1.3, un núcleo de Toeplitz generalizado hermı́tico F sobre

I es un núcleo de Toeplitz generalizado κ-indefinido, si para cualquier colección de puntos

{x1, . . . , xn} ∈ I la matriz hermı́tica
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(
F (xi, xj)

)n
i,j=1

(1.2)

tiene a lo sumo κ valores propios negativos (contando multiplicidad) y exactamente κ para

alguna de esas colecciones de puntos. En este caso también se suele decir que el núcleo de

Toeplitz generalizado tiene κ cuadrados negativos.

Es importante destacar que si en la definición anterior κ = 0, entonces el núcleo es

definido positivo.

Uno de los objetivos de varios investigadores en los años recientes ha sido la de encontrar

teoremas de extensión y de representación para núcleos de Toeplitz generalizados, similares

a los que se han obtenido para núcleos de Toeplitz. He aqúı algunos de esos resultados.

Teorema 1.8 (R. Bruzual y S. Marcantognini [15]). Todo núcleo de Toeplitz generalizado

κ-indefinido y continuo sobre I = (−a, a), (0 < a ≤ +∞) puede extenderse a un núcleo de

Toeplitz generalizado continuo y κ-indefinido sobre todo el eje real.

Los autores del Teorema 1.8 en su art́ıculo comentan que los argumentos usados en la

demostración son válidos también para I = R e incluso para núcleos de Toeplitz ordinarios

en (−a, a) y en R. Este comentario permite ver este teorema como una generalización del

teorema de extensión de Krein-Langer.

El siguiente es un teorema de representación dado por R. Bruzual en 1997, que generaliza

el teorema de representación de Krein para núcleos de Toeplitz definidos positivos.

Teorema 1.9 (R. Bruzual [11]). Sea I = (−a, a), donde 0 < a ≤ +∞ y sea K un núcleo

de Toeplitz generalizado medible y definido positivo sobre I.

Entonces

K = Kc +Ko

donde Kc y Ko son núcleos de Toeplitz generalizados definidos positivos sobre I, Kc está dado

por cuatro funciones continuas y Ko se anula en casi todo punto de I × I.

Para la demostración del teorema principal de este trabajo, ver Caṕıtulo 3, fue necesario

demostrar una generalización para núcleos de Toeplitz generalizados del Teorema 1.4 de

Sasvári. Esta generalización es la siguiente.

Lema 1.10 ([14]). Sea I = (−a, a), donde 0 < a ≤ +∞. Sea F : I × I → C un núcleo de

Toeplitz generalizado. Si F es medible y κ-indefinido, entonces F es localmente acotado.

Demostración. Esta demostración está inspirada en la del Teorema 1 de [37].
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Si κ = 0, se sabe que |F (x, y)| ≤ F (0, 0) y por lo tanto, en este caso, el núcleo es acotado.

Por esto se considerará el caso en que κ ≥ 1.

Por cuanto F (0, 0) es un número real y para cada número real ρ el núcleo de Toeplitz

generalizado F + ρ es κ′-indefinido con κ′ ≤ κ, se puede suponer que

F (0, 0) = f11(0) > 0.

Se tiene que existen cuatro funciones medibles fαβ : Iα − Iβ → C tales que

F (x, y) = fαβ(x− y),

para cada x ∈ Iα, y ∈ Iβ, para α, β = 1, 2, donde I1 = [0, a), I2 = (−a, 0).
Se probará que cada una de las funciones fαβ (α, β = 1, 2) es localmente acotada en su

dominio.

Si x1, . . . , xp ∈ [0, a) entonces

F (xi, xj) = f11(xi − xj),

por lo tanto f11 : (−a, a) → R es una función κ1-indefinida donde κ1 es un entero no-negativo

menor o igual que κ. Del Teorema 1.4 se sigue que f11 es localmente acotada. Lo mismo ocurre

con f22, por razones similares.

Se mostrará que las funciones f12 : (0, 2a) → C y f21 : (−2a, 0) → C son localmente

acotadas.

Sea Vδ = [δ, 2a− δ]. Se demostrará que f12 es acotada sobre Vδ para cada δ ∈ (0, a).

Si λ > 0 sea

Ωλ = {x ∈ (0, 2a) : |f12(x)| < λ} ∪ {0} ∪ {x ∈ (−2a, 0) : |f21(x)| < λ}.

Los conjuntos Ωλ son medibles, ĺımλ→+∞m(Ωλ) = 4a y, como f21(x) = f12(−x), ellos son

simétricos con respecto al 0.

Sea λo > 0 tal que

m (Ωλo) > 4a− δ

3κ3
.

Supóngase que J ⊂ (−2a, 2a) y m (J) ≥ δ, entonces m ((−2a, 2a) \ J) ≤ 4a− δ, aśı que

m (Ωλo) ≤ m(Ωλo ∩ J) + 4a− δ,

por lo cual

m (Ωλo ∩ J) > δ − δ

3κ3
. (1.3)
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Si f12 no es acotada en Vδ, entonces existe una sucesión {ωn} ⊂ Vδ tal que

ĺım
n→+∞

|f12(ωn)| = +∞.

Sea Jδ =
(
− δ

2
, δ
2

)
, como δ ≤ ωn ≤ 2a − δ se tiene que Jδ ± ωn ⊂ (−2a, 2a). De (1.3) se

obtiene

m ((Ωλo ± ωn) ∩ Jδ) = m (Ωλo ∩ (Jδ ∓ ωn)) > δ − δ

3κ3
. (1.4)

Ahora se verá que para cada n = 1, 2, . . . existen κ + 1 puntos x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
κ+1, tales

que:

|x(n)i | < δ

2
, (i = 1, . . . , κ+ 1) (1.5)

x
(n)
i − x

(n)
j ∈ Ωλo , (i, j = 1, . . . , κ+ 1) (1.6)

x
(n)
i − x

(n)
j + ωn ∈ Ωλo , (i, j = 1, . . . , κ+ 1, i ̸= j). (1.7)

Primero es necesario escoger x
(n)
1 y x

(n)
2 . Se toma x

(n)
1 = 0.

De (1.3) y (1.4) se tiene que

m (Jδ \ (Ωλo ∩ Jδ)) <
δ

3κ3

y

m (Jδ \ ((Ωλo ± ωn) ∩ Jδ)) <
δ

3κ3
.

Considérese

A
(n)
1 = Ωλo ∩ Jδ,

B
(n)
1 = (Ωλo + ωn) ∩ Jδ,

C
(n)
1 = (Ωλo − ωn) ∩ Jδ,

entonces

m
(
Jδ \ A(n)

1

)
+m

(
Jδ \B(n)

1

)
+m

(
Jδ \ C(n)

1

)
< 3

δ

3κ3
≤ m (Jδ) .

Por lo tanto

m
(
A

(n)
1 ∩B(n)

1 ∩ C(n)
1

)
> 0.

Aśı que se puede tomar x
(n)
2 ∈ A

(n)
1 ∩B(n)

1 ∩ C(n)
1 .

Se continúa por inducción, suponiendo que ya se tienen l puntos x
(n)
1 , . . . , x

(n)
l que satis-

facen las propiedades (1.5), (1.6), (1.7) para i, j = 1, 2, . . . , l con l < κ+ 1.
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Para i = 1, . . . , l, se consideran

A
(n)
i = (Ωλo + x

(n)
i ) ∩ Jδ,

B
(n)
i = (Ωλo + x

(n)
i + ωn) ∩ Jδ,

C
(n)
i = (Ωλo + x

(n)
i − ωn) ∩ Jδ.

Si |x| ≤ 2a− δ
2
entonces Jδ ± x ⊂ I, aśı que de (1.3) se obtiene

m((Ωλo ± x) ∩ Jδ) = m(Ωλo ∩ (Jδ ∓ x)) > δ − δ

3κ3
.

Por cuanto |x(n)i | < δ
2
y |ωn| ≤ 2a− δ se tiene que |x(n)i ± ωn| < 2a− δ

2
.

Luego

m
(
Jδ \ A(n)

i

)
<

δ

3κ3
, m

(
Jδ \B(n)

i

)
<

δ

3κ3
, m

(
Jδ \ C(n)

i

)
<

δ

3κ3
,

por eso

m

(
l∪

i,j,m=1

(
Jδ \ A(n)

i

)
∪
(
Jδ \B(n)

j

)
∪
(
Jδ \ C(n)

m

))
< 3l3

δ

3κ3
≤ δ,

aśı que

m

(
l∩

i,j,m=1

(
A

(n)
i ∩B(n)

j ∩ C(n)
m

))
> 0.

Si se toma

x
(n)
l+1 ∈

l∩
i,j,m=1

(
A

(n)
i ∩B(n)

j ∩ C(n)
m

)
entonces (1.5), (1.6) y (1.7) se cumplen con l + 1 en lugar de κ+ 1.

Supóngase que x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
κ+1 se han escogido de tal manera que cumplan (1.5), (1.6)

y (1.7) para n = 1, 2, . . . y sean y
(n)
1 , . . . , y

(n)
2κ+2 definidos como

y
(n)
1 =

ωn

2
+ x

(n)
1 , y

(n)
2 = −ωn

2
+ x

(n)
1 , y

(n)
3 =

ωn

2
+ x

(n)
2 ,

y
(n)
4 = −ωn

2
+ x

(n)
2 , . . . , y

(n)
2κ+1 =

ωn

2
+ x(n)κ , y

(n)
2κ+2 = −ωn

2
+ x(n)κ .

Nótese que y2i−1 ∈ I1, y2i ∈ I2, para i = 1, . . . , κ+ 1 y

y
(n)
1 =

ωn

2
, y

(n)
2 = −ωn

2
.

Considérense las matrices

Mn =
(
F
(
y
(n)
i , y

(n)
j

))2κ+2

i,j=1
.
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Se tiene que

F
(
y
(n)
2i−1, y

(n)
2i

)
= f12(ωn),

F
(
y
(n)
2i , y

(n)
2i−1

)
= f21(−ωn) = f12(ωn)

y, de la construcción, sigue que todas las demás entradas de las matrices son acotadas.

Al igual que en [37], se consideran los determinantes

D
(n)
l = det

(
F
(
y
(n)
i , y

(n)
j

))l
i,j=1

,

para l = 1, . . . , 2κ+ 2. Se tiene que

D
(n)
1 > 0 para todo n,

ĺım
n→∞

D
(n)
2l

|f12(ωn)|2l
= (−1)l, para l = 1, . . . , κ+ 1,

ĺım
n→∞

D
(n)
2l+1

|f12(ωn)|2l
= (−1)l F (0, 0), para l = 1, . . . , κ.

Luego, para n suficientemente grande, los signos en la sucesión

Dn
1 , D

n
2 , . . . , D

n
2κ+2

cambian κ+1 veces, aśı que la matriz Mn tiene κ+1 autovalores negativos. Esto contradice

la κ-indefinición de F . Se concluye entonces que f12 es localmente acotada en (0, 2a). Como

f21(x− y) = f12(y − x), también se tiene que f21 es localmente acotada en (−2a, 0).

�

2. Espacios de Hilbert con núcleos reproductores

Definición 1.11. Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre un intervalo I

de R. Para f, g ∈ H el producto interior de f y g se denotará por ⟨f, g⟩ y ∥f∥ = ⟨f, f⟩ 1
2 es

la norma asociada. La función K : I× I → C es un núcleo reproductor del espacio de Hilbert

H si se satisfacen las siguientes condiciones:

(NRH-1) Para cada x ∈ I, Kx(y) = K(y, x) como función de y está en H.

(NRH-2) (Propiedad reproductora) Para cada x ∈ I y cada f ∈ H,

f(x) = ⟨f,Kx⟩.
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Obsérvese que

Kx(y) = ⟨Kx, Ky⟩, para todo x, y ∈ I,

y tomando en consideración (NRH-1)

K(y, x) = ⟨Kx, Ky⟩, para todo x, y ∈ I.

Y también ∥Kx∥ = ⟨Kx, Kx⟩
1
2 .

Definición 1.12. Un espacio de Hilbert H de funciones definidas sobre un intervalo I de R
es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor si existe un núcleo K reproductor de H.

Los siguientes teoremas, tomados esencialmente de [5] y cuyas demostraciones se trans-

criben para ilustrar los métodos aplicados, establecen la existencia y unicidad de los núcleos

reproductores.

Teorema 1.13. Si H es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor, entonces el núcleo

asociado está uńıvocamente determinado por el espacio H.

Demostración. Sean K(y, x) y K ′(y, x) dos núcleos reproductores de H entonces para

todo x ∈ I se tiene

∥Kx −K ′
x∥ = ⟨Kx −K ′

x, Kx −K ′
x⟩ =

= ⟨Kx −K ′
x, Kx⟩ − ⟨Kx −K ′

x, K
′
x⟩ =

= (Kx −K ′
x)(x)− (Kx −K ′

x)(x) =

= 0.

�

Teorema 1.14. Para un espacio de Hilbert H de funciones sobre I, existe un núcleo repro-

ductor K de H si y sólo si para cada x ∈ I el funcional lineal, f 7→ f(x) con dominio H es

acotado.

Demostración. Supóngase que K es el núcleo reproductor de H. Por (NRH-2) y la

desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowskyi, se tiene que para todo x ∈ I

|f(x)| = |⟨f,Kx⟩| ≤ ∥f∥∥Kx∥ = ∥f∥⟨Kx, Kx⟩
1
2 = ∥f∥K(x, x)

1
2 .

Rećıprocamente, si para cada x ∈ I el funcional f 7→ f(x) es acotado, entonces por el

teorema de representación de Riesz, para cada x ∈ I existe una función hx ∈ H tal que

f(x) = ⟨f, hx⟩. Definiendo ahora Kx(y) = hx(y), se obtiene que K es un núcleo reproductor

de H. �
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Es importante notar que los núcleos reproductores de espacios de Hilbert resultan ser

definidos positivos como lo afirma el siguiente

Teorema 1.15. El núcleo reproductor K(y, x) de un espacio de Hilbert H es definido posi-

tivo.

Demostración.

0 ≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

λiKyi

∥∥∥∥∥
2

=

⟨
n∑

i=1

λiKyi ,

n∑
j=1

λjKyj

⟩
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλj
⟨
Kyj , Kyi

⟩
=

n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjK(yj, yi).

Lo que significa que el núcleo K es definido positivo. �

El siguiente teorema es una especie de rećıproco del anterior.

Teorema 1.16. Para cada núcleo K(y, x) definido positivo sobre I, existe un único espacio

de Hilbert HK de funciones sobre I que admite a K como núcleo reproductor.

Demostración. Sea H0 el espacio de todas las funciones f : I → C de la forma

f(y) =
n∑

i=1

λiK(y, xi),

donde λ1, . . . , λn son números complejos y x1, . . . , xn pertenecen a I. Sea g(y) =
m∑
j=1

ξjK(y, xj)

otra función perteneciente a H0. Se define el producto interior en este espacio como

⟨f, g⟩H0 =
n∑

i=1

m∑
j=1

λiξjK(yj, xi). (1.8)

Entonces

⟨f,K(., x)⟩H0 =
n∑

i=1

λiK(x, xi) = f(x). (1.9)

Por lo tanto se tiene la propiedad reproductora (NRH-2). La forma cuadrática definida

en (1.8) es sesquilineal y como K es definido positivo se tiene que ⟨f, f⟩H0 ≥ 0 y tiene lugar

la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakowskyi para este producto interior. Por otro lado,

si ⟨f, f⟩H0 = 0, ∥f∥ = 0 y por (1.9), para toda x ∈ I se tiene

|f(x)| ≤ ∥f∥∥K(., x)∥ = 0

lo que implica que f ≡ 0. Luego, (H0, ⟨., .⟩H0) es un espacio pre-Hilbert.
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Sea ahora H la compleción de H0. Falta mostrar que H es el único espacio de Hilbert

con núcleo reproductor K.

Sea {fn}n≥1 una sucesión de Cauchy en H0. Para todo x ∈ I se tiene que

|fm(x)− fn(x)| = |⟨fm, Kx⟩H0 − ⟨fn, Kx⟩H0 | =

= |⟨fm − fn, Kx⟩H0 | ≤

≤ ∥fm − fn∥H0K(x, x)
1
2 .

Por lo tanto existe una función f ∈ H tal que

ĺım
n→+∞

fn(x) = f(x) (1.10)

además

∥f∥H = ĺım
n→+∞

∥f∥H0

y también, si f y g son los ĺımites puntuales de las sucesiones de Cauchy {fn} y {gn}
respectivamente,

⟨f, g⟩H = ĺım
n,m→+∞

⟨fn, gm⟩H0 .

Nótese que (1.10) da una representación concreta de las funciones de H. Por otro lado

K posee la propiedad reproductora con respecto a H. En efecto, si f ∈ H y {fn(x)} ⊂ H0

es tal que fn → f , cuando n→ +∞, entonces

f(x) = ĺım
n→+∞

fn(x) = ĺım
n→+∞

⟨fn, Kx⟩H0 = ⟨f,Kx⟩H, para cada x ∈ I.

Sea H1 un espacio de Hilbert con núcleo reproductor K. Entonces para todo x ∈ I,

Kx ∈ H1 y por eso H0 ⊂ H1 y para cada f, g ∈ H0 se tiene

⟨f, g⟩H0 = ⟨f, g⟩H1 (1.11)

Si f ∈ H1 es tal que 0 = ⟨f,Kx⟩H1 = f(x) para toda x ∈ I, entonces f ≡ 0. Esto es, la

familia {Kx}x∈I es una familia total en H1. Aśı que para cualquier f ∈ H1 se puede tomar

una sucesión de Cauchy {fn} en H0 tal que ĺım
n→+∞

fn = f . Por lo tanto la igualdad (1.11) es

válida en H.

Ahora, de H0 ⊂ H1 y (1.11), se obtiene que H ⊂ H1. Pero, por la construcción de H
(1.10), se tiene también que H1 ⊂ H, comprobándose aśı la igualdad de H1 y H.
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Finalmente, considérense dos funciones f, g ∈ H1 y dos sucesiones de Cauchy {fn} y {gn}
en H0 que convergen a f y g respectivamente, entonces

⟨f, g⟩H1 = ĺım
n→+∞

⟨fn, gn⟩H1 = ĺım
n→+∞

⟨fn, gn⟩H0 = ⟨f, g⟩H.

Esto quiere decir que los productos interiores y las normas de H1 y H son iguales. �

Al final del Caṕıtulo 2 se tratarán los espacios de Pontryagin con núcleos reproductores.



Caṕıtulo 2

Semigrupos locales y grupos de isometŕıas

en espacios de Hilbert y de Pontryagin

Definición 2.1. Sea H un espacio de Hilbert y L(H) el álgebra de todos los operadores

lineales y acotados sobre H. Una familia{T (t)}t≥0 ⊂ L(H) es un semigrupo (uniparamétrico)

de operadores si

(SG-1) T (0) = I (el operador identidad),

(SG-2) T (s+ t) = T (s)T (t), para todos s, t ≥ 0.

Si un semigrupo {T (t)}t≥0 satisface además

(SGUC-3) ∥T (t)− I∥ t→0+−−−→ 0,

se dice que es un semigrupo uniformemente continuo.

Un semigrupo de operadores {T (t)}t≥0 es fuertemente continuo si el mapeo t 7→ T (t) es

continuo en la topoloǵıa fuerte de L(H), es decir si cumple

(SGFC-3) ĺım
t→t0

∥T (t)f − T (t0)f∥ = 0, para todo f ∈ H y t, t0 ≥ 0.

Esta condición se puede reducir a

(SGFC-3*) ĺım
t→0+

∥T (t)f − f∥ = 0, para todo f ∈ H.

Observación 2.2. Todo semigrupo uniformemente continuo es fuertemente continuo.

Definición 2.3. Sea {T (t)}t≥0 un semigrupo de operadores (uniforme o fuertemente conti-

nuo). El generador infinitesimal de {T (t)}t≥0 es el operador AT : Dom(AT ) → H, definido

por:

ATf = ĺım
t↓0

T (t)f − f

t
. (2.1)

Donde

Dom(AT ) =

{
f ∈ H/ ĺım

t↓0

T (t)f − f

t
existe

}
.

Detalles sobre la teoŕıa de semigrupos de operadores en espacios de Hilbert se pueden

encontrar, por ejemplo, en el texto [23].

17
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Algunas propiedades importantes de los semigrupos son las siguientes:

(i) Todo semigrupo de operadores uniformemente continuo tiene un único generador infi-

nitesimal que es un operador acotado y su dominio es todo H.

(ii) Todo semigrupo de operadores fuertemente continuo tiene un único generador infinite-

simal que resulta ser un operador cerrado con dominio denso en H.

(iii) Si {T (t)}t≥0 es un semigrupo de operadores (uniforme o fuertemente continuo), entonces

existen constantes M ≥ 1 y λ ≥ 0 tales que ∥T (t)∥ ≤Meλt, para todo t ≥ 0.

(iv) Si {T (t)}t≥0 es un semigrupo de operadores fuertemente continuo, entonces el mapeo

t 7→ T (t)f es diferenciable en R+ si y sólo si f ∈ Dom(AT ) y en este caso se tiene

d

dt
T (t)f = ATT (t)f = T (t)ATf. (2.2)

La identidad (2.2) muestra la relación que tienen los semigrupos de operadores con algu-

nos problemas tipo Cauchy.

Definición 2.4. Si en (iii) M = 1 y λ = 0, entonces se tiene un semigrupo de operadores

contráctiles o semigrupo de contracciones.

Si para cada cada t ≥ 0, T (t) es un operador isométrico, es decir si cumple que

⟨T (t)f, T (t)g⟩ = ⟨f, g⟩ para toda f, g ∈ Dom(T (t)), entonces {T (t)}t≥0 es un semigrupo

de isometŕıas.

Definición 2.5. Un grupo fuertemente continuo de operadores en H es una familia

{T (t)}t∈R ⊂ L(H) que satisface

(GH-1) T (0) = I (el operador identidad),

(GH-2) T (s+ t) = T (s)T (t), para todos s, t ∈ R.
(GH-3) ĺım

t→0
∥T (t)f − f∥ = 0, para todo f ∈ H.

Un semigrupo {T (t)}t≥0 fuertemente continuo de operadores con generador infinitesimal

AT puede extenderse a un grupo {U(t)}t∈R fuertemente continuo de operadores si y sólo si

−AT genera un semigrupo {S(t)}t≥0. En este caso {U(t)}t∈R se obtiene como

U(t) :=

T (t), para t ≥ 0,

S(−t), para t < 0.

Un ejemplo importante de semigrupos y grupos fuertemente continuos son los (semi)grupos

de traslaciones sobre el espacio (L2(R+)) L
2(R) de las funciones de cuadrado integrable.
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Definición 2.6. Se denomina (semi)grupo de traslaciones al (semi)grupo {T (t)} contenido

en L(H), definido por la fórmula

T (t)f(x) = f(x+ t) para f ∈ H (2.3)

Cuando el espacio H es L2(R+) se obtiene un semigrupo fuertemente continuo de iso-

metŕıas y si se considera que el espacio H es L2(R) se obtiene un grupo fuertemente continuo

de operadores unitarios.

El generador infinitesimal es en ambos casos el operador de derivación d
dx

con dominio

{f ∈ L2/f es absolutamente continua y f
′ ∈ L2},

donde L2 denota L2(R+) o L
2(R) según corresponda.

Los semigrupos locales de contracciones fueron introducidos en [10] y su definición fue

sugerida por la relación entre los teoremas de representación de Bochner, el teorema de

Stone y el teorema de extensión de Krein. La noción de semigrupos locales de operadores ya

hab́ıa sido tratada con anterioridad por Klein y Landau [29], Nussbaum [35] y por Langer

y Grossman [25].

Definición 2.7. Sea a tal que 0 < a ≤ +∞. Un semigrupo local de contracciones (SLC)

sobre el espacio de Hilbert (H, ⟨, ⟩) es una familia (S(r),H(r))r∈[0,a) que cumple las siguientes

condiciones

(SLC-1) Para cada r ∈ [0, a), H(r) es un subespacio cerrado de H y H(0) = H.

(SLC-2) Para cada r ∈ [0, a), S(r) : H(r) → H es una contracción lineal y S(0) = IH.

(SLC-3) H(t) ⊂ H(r), si 0 ≤ r < t < a.

(SLC-4)
∪

t∈(r,a)
H(t) es denso en H(r), para cada r ∈ [0, a).

(SLC-5) Si r, t ∈ [0, a) y r + t < a, entonces S(t)H(r + t) ⊂ H(r) y S(r + t)f = S(r)S(t)f ,

para toda f ∈ H(r + t).

Si en (SLC-2) se cambia “contracción” por “isometŕıa”, entonces el semigrupo, se deno-

mina semigrupo local de isometŕıas.

El semigrupo local se dice que es fuertemente continuo si para cada r0 ∈ [0, a) y f ∈ H(r0)

la función r 7→ S(r)f , de [0, r0] en H es continua.

Si (S(r),H(r))r∈[0,a) es un semigrupo local de contracciones fuertemente continuo, el

generador infinitesimal A del semigrupo se define con la misma fórmula (2.1) pero con
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Dom(A) =

f ∈
∪

r∈(0,a)

H(r)/ ĺım
r→0+

S(r)f − f

r
existe.

 (2.4)

Algunas de las propiedades de los semigrupos y sus generadores infinitesimales se extien-

den a los semigrupos locales.

El siguiente teorema fue probado en [10], donde se pueden encontrar más detalles sobre

semigrupos locales de contracciones y de isometŕıas.

Teorema 2.8. Sea (S(t),H(t))t∈[0,a) un semigrupo local de contracciones sobre el espacio de

Hilbert H. Entonces

(a) Existe un semigrupo fuertemente continuo de contracciones (V (t))t∈[0,+∞) sobre H tal

que S(t) = V (t)|H(t), para toda t ∈ [0, a).

(b) Existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo fuer-

temente continuo de operadores unitarios (U(t))t∈R sobre F tales que S(t) = PU(t)|H(t),

para todo t ∈ [0, a), donde P : F → H es la proyección ortogonal sobre H.

(c) Si (S(t),H(t))t∈[0,a) es un semigrupo local de isometŕıas, entonces S(t) = U(t)|H(t), para

todo t ∈ [0, a), donde U(t) es como en (b).

En el Apéndice se ha incluido un poco de la teoŕıa general de los espacios de Pontryagin.

A continuación se consideran algunos aspectos sobre los núcleos de Toeplitz generalizados

y los semigrupos locales de isometŕıas en espacios de Pontryagin. Esta información ha sido

tomada esencialmente de [16].

Es importante recordar que, tanto en este caṕıtulo como en el siguiente, cuando se ha-

bla de continuidad y/o de convergencia en espacios de Pontryagin se está considerando la

topoloǵıa fuerte del espacio descrita en el apéndice (ver página 36).

Definición 2.9. Sea 0 < a < +∞. Un semigrupo local de isometŕıas en el espacio de

Pontryagin de ı́ndice κ
(
G, ⟨·, ·⟩

)
(SLIP) es una familia

(
S(r),G(r)

)
r∈[0,a) que satisface:

(SLIP-1) Para cada r ∈ [0, a), G(r) es un subespacio cerrado de G y G(0) = G.
(SLIP-2) Para cada r ∈ [0, a), S(r) : G(r) → G es una isometŕıa continua y S(0) = IG.

(SLIP-3) G(t) ⊂ G(r), si 0 ≤ r < t < a.

(SLIP-4)
∪

t∈(r,a)
G(t) es denso en G(r), para cada r ∈ [0, a).

(SLIP-5) Si r, t ∈ [0, a) y r + t < a, entonces S(t)G(r + t) ⊂ G(r) y S(r + t)f = S(r)S(t)f ,

para toda f ∈ G(r + t).

Al igual que en el caso de espacios de Hilbert, se dice que el semigrupo local es fuertemente

continuo si para cada r0 ∈ [0, a) y f ∈ G(r0) la función r 7→ S(r)f , de [0, r0] en G es continua.
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Definición 2.10. Sea G un espacio de Pontryagin de ı́ndice κ de funciones definidas sobre

un intervalo I de R. Para f, g ∈ G sea ⟨f, g⟩G el producto interior de f y g. La función

K : I × I → C es un núcleo reproductor del espacio de Pontryagin G si se satisfacen las

siguientes condiciones:

(NRP-1) Para cada x ∈ I, Kx(y) = K(y, x) como función de y está en G.
(NRP-2) (Propiedad reproductora) Para cada x ∈ I y cada f ∈ G,

f(x) = ⟨f,Kx⟩G.

Aśı como las definiciones de núcleo reproductor en espacio de Hilbert y núcleo reproductor

en espacio de Pontryagin son idénticas, salvo los espacios en los que se definen, aśı también

algunas de las propiedades de los núcleos reproductores en espacios de Hilbert se cumplen

para núcleos reproductores en espacios de Pontryagin. Los siguientes dos teoremas fueron

tomados de [2].

Teorema 2.11. Un espacio de Pontryagin G con ı́ndice κ de funciones sobre I admite un

núcleo reproductor K(s, t) si y sólo si todos los funcionales de evaluación son acotados. En

este caso K es un núcleo hermı́tico con κ cuadrados negativos y es único.

El siguiente es una especie de rećıproco del teorema anterior.

Teorema 2.12. Si K(s, t) es un núcleo hermı́tico sobre I×I que tiene κ cuadrados negativos,

existe un único espacio de Pontryagin de funciones sobre I que tiene a K como núcleo

reproductor.

Demostración. Sea G0 el conjunto de todas las funciones de la forma f(·) =
n∑

i=1

aiK(si, ·),

donde ai ∈ C, si ∈ I.

Dadas dos funciones f, g ∈ G0, se pueden expresar como

f(·) =
n∑

i=1

aiK(si, ·) y g(·) =
n∑

j=1

bjK(sj, ·) (2.5)

y se pueden usar los mismos puntos en ambas funciones añadiendo, de ser necesario, términos

nulos. El producto interior se define mediante

⟨f, g⟩G0 =
n∑

i,j=1

aibjK(sj, si)
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Como ⟨f, g⟩G0 =
n∑

j=1

bjf(sj) =
n∑

i=1

aig(si), el producto interior está bien definido y es

sesquilineal. La propiedad reproductora ⟨f(·), K(s, ·)⟩G = f(s) se cumple para todo s ∈ I y

f ∈ G0.

Por el Lema 4.5 del Apéndice, se tiene que G0 contiene un subespacio G− que es el anties-

pacio de un espacio de Hilbert, y ningún espacio de mayor dimensión tiene esta propiedad.

Un núcleo reproductor de G− puede darse en términos de funciones u1, . . . , uκ de G0 tales

que

⟨ui, uj⟩G0 = −δij, para i, j = 1, . . . , κ,

aśı K−(s, t) = −
κ∑

l=1

ul(t)ul(s). Def́ınase

K+(s, t) = K(s, t)−K−(s, t)

sobre I × I, y sea G+
0 el span lineal de todas las funciones K+(s, ·) con s ∈ I.

Para cada s ∈ I y j = 1, . . . , κ,

⟨K+(s, ·), uj(·)⟩G0 = ⟨K(s, ·), uj(·)⟩G0 +
κ∑

l=1

⟨ul(·)ul(s), uj(·)⟩G0 =

= uj(s)− uj(s) = 0,

y por lo tanto G+
0 ⊥ G− en el producto interior de G0.

Considérense dos funciones f, g ∈ G+
0 . Representándolas en la forma (2.5) con K+ en

lugar de K se obtiene

⟨f, g⟩G0 =

⟨
n∑

i=1

aiK(si, ·)−
n∑

i=1

aiK−(si, ·),
n∑

j=1

bjK(sj, ·)−
n∑

j=1

biK−(sj, ·)

⟩
G0

=
n∑

j,i=1

aibj{K(si, sj)−K−(si, sj)−K−(si, sj) +K−(si, sj)}

=
n∑

j,i=1

aibjK+(si, sj).

De aqúı se sigue que K+ es no-negativo, puesto que de lo contrario se puede encontrar un

subespacio de dimensión κ + 1 que es antiespacio de un espacio de Hilbert con el producto

interior de G0 lo cual es contradictorio.

El espacio G+
0 se completa hasta un espacio de Hilbert G+ con núcleo reproductor K+ y

se define el espacio de Pontryagin G = G− ⊕ G+. Este espacio tiene a K(s, t) como núcleo

reproductor. �
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El siguiente teorema es de particular importancia en la demostración del teorema prin-

cipal y fue demostrado en [15].

Teorema 2.13. Sea
(
S(r),G(r)

)
r∈[0,a) un semigrupo local de isometŕıas fuertemente conti-

nuo sobre el espacio de Pontryagin (G, ⟨· , ·⟩) de ı́ndice κ.

Entonces existe un espacio de Pontryagin más grande (G̃, ⟨· , ·⟩G̃) con el mismo ı́ndice

κ y un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo (U(t))−∞<t<+∞ sobre G̃ tal que

U(t) |G(t)= S(t) para t ∈ [0, a).

Una buena referencia para el estudio de los semigrupos locales de isometŕıas en espacios

de Hilbert y de Pontryagin, que está escrita de manera muy accesible, son los caṕıtulos 3 y

4 del libro [17], editado para la tercera Escuela Venezolana de Matemáticas.



Caṕıtulo 3

Resultados de representación y extensión

para núcleos de Toeplitz generalizados κ-indefinidos

En este caṕıtulo se demuestra el teorema principal de este trabajo: todo núcleo de Toeplitz

generalizado definido en un intervalo, medible y κ-indefinido admite una representación como

la suma de dos núcleos de Toeplitz generalizados, uno de los cuales es κ-indefinido y continuo

y el otro es nulo casi siempre y definido positivo. Se demuestra además un teorema de

extensión de estos núcleos a todo el eje real.

Para la demostración de este teorema fue necesario generalizar al caso de núcleos de

Toeplitz generalizados κ-indefinidos dos resultados, uno de Sasvári y el otro de Langer. El

primero de ellos es el contenido del Lema 1.10 del Caṕıtulo 1 y el segundo –el Lema 3.7–

es una versión simplificada de una generalización a núcleos de Toeplitz generalizados de un

lema de Langer (ver [34]). Estos resultados, junto con el teorema principal, están contenidos

en el art́ıculo [14] mencionado en el Caṕıtulo 1.

Se realizarán una serie de construcciones previas, que son necesarias para llegar al teorema

principal, que será enunciado y demostrado al final del caṕıtulo.

1. Espacios de Pontryagin asociados a

un núcleo de Toeplitz generalizado medible y κ-indefinido

Sea I = (−a, a), donde a > 0. En lo que sigue F : I × I → C será un núcleo de Toeplitz

generalizado κ-indefinido y medible.

1.1. El espacio de Pontryagin con núcleo reproductor.

Del Teorema 2.12 se obtiene que existe un espacio de Pontryagin E de funciones escalares

sobre I, con núcleo reproductor F tal que ind−(E) = κ. Ver también [5] y la demostración

del Teorema 1.1.3 de [1]. El espacio E tiene las siguientes propiedades:

(i) Los elementos de E son funciones escalares medibles sobre I y, si para ω ∈ I se

define Fω : I → C por Fω(λ) = F (λ, ω), entonces la función Fω pertenece a E .
(ii) Para cada u ∈ E y ω ∈ I

u(ω) = ⟨u, Fω⟩E .

24
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(iii) Si M es la variedad lineal generada por las funciones de la forma Fω(·), con ω ∈ I,

entonces M es un subespacio denso de E .
(iv) Si u, v ∈ M están dadas por

u(·) =
n∑

i=1

ci Fλi
(·) v(·) =

m∑
j=1

c′j Fωj
(·)

donde λ1, . . . , λn, ω1, . . . , ωm ∈ I, c1, . . . , cn, c
′
1, . . . , c

′
m ∈ C. Entonces

⟨u, v⟩E =
n∑

i=1

m∑
j=1

ci c′j F (ωj, λi).

Estos espacios M y E se llamarán los espacios pre-Pontryagin y Pontryagin de núcleo

reproductor asociados a F , respectivamente.

Como M es un espacio pre-Pontryagin de ı́ndice κ, existe un conjunto {u1, . . . , uκ} ⊂ M
tal que

⟨ui, uj⟩E = −δij.

El conjunto ortogonal {u1, . . . , uκ} da origen a una descomposición fundamental

E = E+ ⊕ E−, donde E− es el subespacio generado por el conjunto {u1, . . . , uκ}. La nor-

ma inducida sobre E por esta descomposición fundamental viene dada por

∥u∥2|E| = ⟨u, u⟩E + 2
κ∑

j=1

|⟨u, uj⟩E |2. (3.1)

Se fijará el conjunto {u1, . . . , uκ} y ∥ ∥|E| para el resto de esta sección.

Proposición 3.1.

(a) La función ω 7→ ∥Fω∥|E| de (−a, a) en R es localmente acotada.

(b) Los elementos de E son localmente acotados.

Demostración.

Por el Lema 1.10 se tiene que los elementos de M son localmente acotados, en particular

las funciones u1, . . . , uκ son localmente acotadas. De (3.1) se sigue que

∥Fω∥2|E| = ⟨Fω, Fω⟩E + 2
κ∑

j=1

|⟨Fω, uj⟩E |2

= Fω(ω) + 2
κ∑

j=1

|uj(ω)|2.
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Como

Fω(ω) =

f11(0) si ω ∈ [0, a),

f22(0) si ω ∈ (−a, 0),

se tiene la parte (a) de la proposición.

Si u ∈ E y ω ∈ (−a, a), se cumple que

|u(ω)| = |⟨u, Fω⟩E | ≤ ∥u∥|E| ∥Fω∥|E|,

por lo que (b) resulta de (a).

�

Observación 3.2. Para cualquier núcleo hermı́tico K sobre I × I se puede considerar el

espacio de las funciones de la forma

u(·) =
n∑

i=1

ciKλi
(·),

donde λ1, . . . , λn ∈ I, c1, . . . , cn ∈ C, con la forma sesquilineal indefinida

⟨u, v⟩ =
n∑

i=1

m∑
j=1

ci c′j K(ωj, λi),

donde

u(·) =
n∑

i=1

ciKλi
(·) v(·) =

m∑
j=1

c′j Kωj
(·)

aqúı λ1, . . . , λn, ω1, . . . , ωm ∈ I, c1, . . . , cn, c
′
1, . . . , c

′
m ∈ C.

1.2. El espacio de Pontryagin de las funciones de soporte compacto.

Sea N la variedad lineal generada por las funciones complejas continuas φ sobre

I = (−a, a) que se anulan fuera de un subconjunto compacto contenido en (−a, 0) ∪ (0, a).

Si φ, ψ ∈ N , se define

⟨φ, ψ⟩N =

a∫
−a

a∫
−a

F (x, y)φ(x)ψ(y)dxdy (3.2)

Proposición 3.3. La forma sesquilineal ⟨ , ⟩N es κo-indefinida, donde κo es un entero

no-negativo menor o igual que κ.

Demostración. Para y ∈ (−a, a) sea Ty : E → C el funcional lineal dado por

Ty(u) = u(y) = ⟨u, Fy⟩E .
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Se tiene que

|Ty(u)| ≤ ∥u∥|E| ∥Fy∥|E|,

luego, de la Proposición 3.1, se sigue que ∥Ty∥|E| es una función localmente acotada de

y ∈ (−a, a). Por lo tanto, para φ ∈ N el funcional

u 7→
∫ a

−a

φ(x) ⟨Fx, u⟩E dx

es antilineal y acotado, aśı que para cada φ ∈ N existe un elemento A(φ) ∈ E tal que

⟨A(φ), u⟩E =

∫ a

−a

φ(x) ⟨Fx, u⟩E dx.

Para y ∈ (−a, a) se cumple que

A(φ)(y) = ⟨A(φ), Fy⟩E =

∫ a

−a

φ(x) ⟨Fx, Fy⟩E dx =

∫ a

−a

φ(x)F (y, x) dx.

Finalmente, si φ ∈ N entonces

⟨A(φ), A(φ)⟩E =

∫ a

−a

φ(x) ⟨Fx, A(φ)⟩E dx =

∫ a

−a

φ(x) ⟨A(φ), Fx⟩E dx

=

∫ a

−a

φ(x)

(∫ a

−a

φ(y)F (x, y) dy

)
dx

=

∫ a

−a

∫ a

−a

φ(x)φ(y)F (y, x) dx dy

=

∫ a

−a

∫ a

−a

φ(x)φ(y)F (x, y) dx dy

=

∫ a

−a

∫ a

−a

φ(x)φ(y)F (x, y) dx dy

= ⟨φ, φ⟩N .

como ⟨ , ⟩E es una forma κ-indefinida, se obtiene el resultado deseado.

�

Completando el espacio N , módulo el subespacio isotrópico, se obtiene un espacio de

Pontryagin de ı́ndice κo. Este espacio se denotará por G y se identificarán los elementos de

N con sus correspondientes clases de equivalencia en G.
Por cuanto N es denso en G, existe un conjunto {φ1, . . . , φκo} ⊂ N tal que

⟨φi, φj⟩G = −δij.
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El conjunto ortogonal {φ1, . . . , φκo} genera la descomposición fundamental G = G+⊕G−,

donde G− es el subespacio generado por el conjunto {φ1, . . . , φκo}. Esta descomposición

fundamental induce sobre G la norma

∥φ∥2|G| = ⟨φ, φ⟩G + 2
κo∑
j=1

|⟨φ, φj⟩G|2. (3.3)

Se fijará el conjunto {φ1, . . . , φκo} y ∥ ∥|G| en lo que sigue de esta sección.

1.2.1. La función δ en G.
Para n ∈ N sean φ

(1)
n y φ

(2)
n las funciones definidas por

φ(1)
n (x) =

n si 0 < x < 1
n
,

0 en caso contrario,

φ(2)
n (x) =

n si − 1
n
< x < 0,

0 en caso contrario.

Es fácil notar que φ
(1)
n y φ

(2)
n son elementos de G. En efecto, dado n ∈ N, la sucesión

{ρm}+∞
m=1 donde

ρm(x) =



n2(m+ 1)x si 0 < x < 1
(m+1)n

,

n si 1
(m+1)n

≤ x ≤ m
(m+1)n

,

−n(m+ 1)(nx− 1) si m
(m+1)n

< x < 1
n
,

0 en otro caso.

es una sucesión de Cauchy en N que converge a φ
(1)
n . De forma similar se puede construir

una sucesión de Cauchy de funciones en N que converja a φ
(2)
n .

Ahora, para t ∈ [0, a) sea φ
(1)
n,t la función definida por

φ
(1)
n,t(x) = φ(1)

n (x− t),

y para t ∈ (−a, 0] sea φ(2)
n,t la función definida por

φ
(2)
n,t(x) = φ(2)

n (x− t).

Proposición 3.4.

(a) Para t ∈ [0, a) la sucesión {φ(1)
n,t}+∞

n=1 es débilmente convergente en G.
(b) Para t ∈ (−a, 0] la sucesión {φ(2)

n,t}+∞
n=1 es débilmente convergente en G.
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Demostración. Se tiene que

∥φ(α)
n,t ∥2|G| = ⟨φ(α)

n,t , φ
(α)
n,t ⟩G + 2

κo∑
j=1

|⟨φ(α)
n,t , φj⟩G|2.

De la definición de ⟨ , ⟩G, usando que las funciones φ1, . . . , φκo tienen soporte compacto

contenido en (−a, 0)∪(0, a) y que F es localmente acotado, se obtiene que para cada t ∈ [0, a)

la sucesión
{
∥φ(1)

n,t∥|G|
}
es acotada.

Ahora, si φ ∈ N , el teorema de diferenciación de Lebesgue (ver Teorema 4.6) permite

afirmar que para cada t ∈ [0, a)

ĺım
n→∞

⟨φ(1)
n,t, φ⟩G = ĺım

n→∞

∫
I1

∫ a

−a

F (x, y)φ
(1)
n,t(x)φ(y)dxdy

=

∫ a

−a

F (t, y)φ(y)dy,

es decir, el ĺımite existe. Por cuanto N es denso en G se tiene que ĺımn→∞⟨φ(1)
n,t, φ⟩G existe

para todo φ ∈ G.
El caso α = 2 se demuestra de forma análoga.

�

Sean δ
(1)
t y δ

(2)
t los ĺımites débiles de las sucesiones φ

(1)
n,t y φ

(2)
n,t para t ∈ [0, a) y t ∈ (−a, 0]

respectivamente.

De la demostración anterior y del teorema de diferenciación de Lebesgue se obtiene el

siguiente resultado.

Proposición 3.5.

(a) Si φ ∈ N y t ∈ [0, a), entonces

⟨δ(1)t , φ⟩G =

∫ a

−a

F (t, y)φ(y)dy.

(b) Si φ ∈ N y t ∈ (−a, 0], entonces

⟨δ(2)t , φ⟩G =

∫ a

−a

F (t, y)φ(y)dy.

(c) Se cumple que

⟨δ(α)s , δ
(β)
t ⟩G = F (s, t) = fαβ(s− t)

en casi todo punto (s, t) ∈ Iα × Iβ, α, β = 1, 2.



1. ESPACIOS ASOCIADOS A UN NÚCLEO MEDIBLE Y κ-INDEFINIDO 30

1.3. El semigrupo local de operadores isométricos asociados a una función

κ-indefinida.

Para r ∈ [0, a) sea N (r) el conjunto de las funciones en N , con soporte contenido en

(−a+r, 0)∪(r, a). Para φ ∈ N (r), se define (S(r)φ)(x) como φ(x−r) si x está en (−a,−r)∪
(0, a− r) y 0 en el resto.

Sea G(r) la clausura de N (r) como subespacio de G.

Un cálculo rutinario permite ver que los operadores S(r) preservan el producto interior

sobre N (r). Si r es suficientemente pequeño, entonces N (r) contiene un subespacio negativo

κo-dimensional, aśı que para r suficientemente pequeño se tiene que S(r) puede extenderse

a un operador isométrico y continuo de G(r) a G. Y como S(r) =
(
S( r

n
)
)n

se tiene que todos

los operadores S(r) pueden extenderse a operadores isométricos y continuos de G(r) en G.
Estas extensiones se denotarán también por S(r).

Proposición 3.6. La familia (S(r),G(r))r∈[0,a) es un semigrupo local de isometŕıas fuerte-

mente continuo en el espacio G.

Demostración.

(1) Para cada r ∈ [0, a), G(r) es un subespacio cerrado de G, por la construcción de

G(r) y G(0) = G.
(2) Por construcción se tiene que G(s) ⊂ G(r) si r, s ∈ [0, a) y r ≤ s.

(3) Ya se tiene que para cada r ∈ [0, a), S(r) : G(r) → G es un operador lineal isométrico

y acotado y S(0) = IG.

(4) Si r, t ∈ [0, a) y r + t < a entonces S(t)G(r + t) ⊂ G(r) y S(r + t)h = S(r)S(t)h

para todo h ∈ G(r + t).

Lo primero es cierto porque r+ t ≥ r y lo segundo es consecuencia inmediata de

la definición de los operadores de traslación.

(5) Que
∪

s∈(r,a)

G(s) sea denso en G(r) para todo r ∈ [0, a) también es consecuencia de

la definición de los G(r).

A continuación se demuestra la continuidad fuerte del semigrupo local.

De la definición de S(r) y N (r) sigue que existe ro tal que

φ1, . . . , φκo ∈ S(r)N (r)

si 0 ≤ r ≤ ro.

Si φ ∈ N (r) , entonces
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∥S(r)φ∥2|G| = ⟨S(r)φ, S(r)φ⟩G + 2
κo∑
j=1

|⟨S(r)φ, φj⟩G|2

= ⟨φ, φ⟩G + 2
κo∑
j=1

|⟨φ, S(r)−1φj⟩G|2.

para i = 1, . . . , κo

∥S(r)−1φi∥2|G| = ⟨φi, φi⟩G + 2
κo∑
j=1

|⟨S(r)−1φi, φj⟩G|2.

Ahora, de la definición del producto sobre N sigue que es posible hallar r1 > 0 y C > 0

tales que |⟨S(r)−1φi, φj⟩G| ≤ C para 0 < r < r1, i, j = 1, . . . , κo. Luego para 0 < r < r1 se

tiene que

∥S(r)−1φi∥2|G| ≤ ∥φi∥2|G| + 2κoC
2.

Aśı que existe M > 0 tal que

∥S(r)−1φi∥|G| ≤M

para 0 < r < r1. Por lo tanto, si 0 < r < r1 se tendrá que

∥S(r)φ∥2|G| ≤
(
1 + 2κoM

2
)
∥φ∥2|G|.

Más aún, como

∥S(t)∥|G| ≤ ∥S(t/n)∥n|G|,

entonces ∥S(r)∥|G| es acotado para r ∈ [0, a) por una constante independiente de r.

La continuidad de la traslación para los elementos de N (r) se deduce de la continuidad de

la traslación para la integral de Lebesgue. De aqúı y de la acotación uniforme de las normas

de los operadores S(r) se obtiene el resultado.

�

2. El teorema de representación y extensión

para núcleos de Toeplitz generalizados κ-indefinidos y medibles

En esta sección se demostrará el teorema principal. Se necesita el siguiente resultado que

es una versión simplificada de una generalización, para núcleos de Toeplitz generalizados,

del Lema 3 de [34].
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Lema 3.7. Sea F (o) un núcleo de Toeplitz generalizado hermı́tico sobre (−a, a) nulo en

casi todo punto. Sea Mo, con la forma sesquilineal ⟨ , ⟩o el espacio asociado a F (o) (ver

Observación 3.2).

Si existe uo ∈ Mo tal que ⟨uo, uo⟩o < 0, entonces existe un conjunto infinito M ⊂ Mo

tal que ⟨u, u⟩o = −1, ⟨u, v⟩o = 0 si u, v ∈M , u ̸= v.

Demostración.

El elemento uo tiene la forma

uo(x) =
n∑

i=1

αiF
(o)(x, xi),

donde α1, . . . , αn ∈ C y x1, . . . , xn ∈ (−a, a). Se puede suponer que

⟨uo, uo⟩o =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαjF
(o)(xj, xi) = −1.

Se deben considerar dos casos.

Caso 1: xi ̸= 0, para i = 1, . . . , n.

Sea δ tal que

0 < δ < mı́n{a− xi, xi + a, |xi|, 1 ≤ i ≤ n}.

Entonces xi ± δ está en Iα siempre que xi esté en Iα, (α = 1, 2; i = 1, . . . , n). Luego, para

r ∈ (−δ, δ) se pueden considerar

Θruo(x) =
n∑

i=1

αiF
(o)(x, xi + r) = uo(x− r),

y se cumple que

⟨Θruo,Θruo⟩o = −1.

Sea

A = {x− y : x, y ∈ I y F (o)(x, y) = 0},

nótese que A ⊂ (−2a, 2a) y que por hipótesis se tiene que m (A) = 2a.

Se mostrará que existe un conjunto infinito {s1, s2, . . . } ⊂ (−δ, δ) tal que si l ̸= m

entonces

sl − sm + (xi − xj) ∈ A, para i, j = 1, . . . , n. (3.4)

Sea s1 = 0 y sea

Ajl(s1) = (s1 + (xj − xl)− A) ∩ (−δ, δ) = ((xj − xl)− A) ∩ (−δ, δ),

entonces m (Ajl(s1)) = 2δ para j, l = 1, . . . n, luego m (∩n
j,l=1Ajl(s1)) = 2δ.
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Se puede tomar s2 ∈ ∩n
j,l=1Ajl(s1) tal que s2 ̸= s1 y sea

Ajl(s2) = (s2 + (xj − xl)− A) ∩ (−δ, δ),

entonces m (Ajl(s2)) = 2δ para j, l = 1, . . . n, por lo que

m
(
∩n

j,l=1Ajl(s2) ∩ ∩n
j,l=1Ajl(s1)

)
= 2δ.

Ahora se toma s3 ∈ ∩n
j,l=1Ajl(s2) ∩ ∩n

j,l=1Ajl(s1), con la condición de que s3 /∈ {s1, s2} y

se considera

Ajl(s3) = (s3 + (xj − xl)− A) ∩ (−δ, δ),

Continuando en forma inductiva, se construye un conjunto {s1, s2, . . . } que satisface (3.4).
El resultado se obtiene al tomar

M = {Θsluo : l = 1, 2, . . . }.

Caso 2: xio = 0 para algún io ∈ {1, . . . , n}.
Se escoge t > 0 de manera tal que xi + t ∈ Iα si xi ∈ Iα para α = 1, 2, i = 1, . . . , n.

Considerando

ũo(x) =
n∑

i=1

αiF
(o)(x, xi + t)

el problema se reduce al caso anterior. �

Teorema 3.8. Sea F : I× I → C un núcleo de Toeplitz generalizado κ-indefinido y medible.

Entonces

(a) Existen dos núcleos de Toeplitz generalizados hermı́ticos F (c) y F (o) sobre I×I tales

que

(i) F = F (c) + F (o)

(ii) F (c) es κ-indefinido y viene dado por cuatro funciones continuas f
(c)
αβ ,

α, β = 1, 2.

(iii) F (o) es nulo casi siempre y definido positivo.

(b) F puede extenderse a un núcleo de Toeplitz generalizado κ-indefinido y medible sobre

todo el plano R× R.

Demostración. Se usará la misma notación y terminoloǵıa de la sección anterior.

(a) Considérese el semigrupo local de isometŕıas fuertemente continuo asociado con el

núcleo F sobre el espacio de Pontryagin G de ı́ndice κo (κo ≤ κ). Entonces, para r ∈ [0, a)

se tiene que S(r)δ
(1)
0 = δ

(1)
r y S(r)δ

(2)
−r = δ

(2)
0 .
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Por el Teorema 2.13 existe un espacio de Pontryagin G̃, que contiene a G y tiene el mismo

ı́ndice κo y un grupo unitario fuertemente continuo (Ur)r∈(−∞,+∞) que extiende al semigrupo

local (S(r),G(r))r∈[0,a). Por lo tanto Urδ
(1)
0 = δ

(1)
r y U−rδ

(2)
0 = δ

(2)
−r para r ∈ [0, a).

Se define F (c) de la siguiente manera

F (c)(x, y) = ⟨Uxδ
(α)
0 , Uyδ

(β)
0 ⟩G̃ = ⟨Ux−yδ

(α)
0 , δ

(β)
0 ⟩G̃ para (x, y) ∈ Iα × Iβ,

entonces F (c) es un NTG κo-indefinido dado por cuatro funciones continuas. Y como

⟨δ(α)s , δ
(β)
t ⟩G = F (s, t) = fαβ(s− t)

en casi todo punto (s, t) ∈ Iα × Iβ, α, β = 1, 2, se tiene que

F (x, y) = F (c)(x, y)

en casi todo punto (x, y) ∈ I × I. Es decir

F (x, y) = F (c)(x, y) + F (o)(x, y),

donde F (o) es un NTG que se anula en casi todo punto.

Ahora falta demostrar que F (o) es definido positivo, con lo cual se demostraŕıa de paso

que κ0 = κ, es decir que F (c) es κ-indefinido.

Nótese que el operador A definido en la Proposición 3.3 se puede extender a un operador

continuo de G en E y, del teorema de diferenciación de Lebesgue se sigue que

A(δ(α)x )(y) = F (c)(y, x) = F (c)
x (y),

para y ∈ I, x ∈ Iα, α = 1, 2. Luego, para x ∈ I, las funciones F
(c)
x son elementos del espacio

E , y como F
(o)
x = Fx − F

(c)
x , las funciones F

(o)
x también lo son.

Supóngase que F (o) no es definido positivo.

Del Lema 3.7 se deduce que es posible encontrar un conjunto infinito {u1, u2, . . . } ⊂ E
tal que

⟨ui, uj⟩E = −δij,

lo que es una contradicción, por cuanto E es un espacio de ı́ndice finito. Con esta contradicción

se concluye la demostración de la parte (a).

(b) Del Teorema 1.8 (Teorema 5.1 de [15]) se infiere que el núcleo F (c) se puede extender

a un NGT κ-indefinido sobre R×R dado por cuatro funciones continuas y del Teorema 4.1

de [13] se obtiene que F (o) puede extenderse a un NTG medible y definido positivo sobre

R× R, con lo que se tiene el resultado anunciado en (b).

�



Caṕıtulo 4

Apéndice

1. Espacios de Pontryagin

En un art́ıculo de P. Dirac de 1942 se utiliza, al parecer, por primera vez un espacio de

métrica indefinida. Dos años más tarde L.Pontryagin, sin conocer el trabajo de Dirac expone

un tratamiento matemático de esos espacios, inspirado en unas investigaciones de S. Sobolev

sobre un problema de mecánica (ver [9]).

Desde entonces son muchos los autores que han contribuido al enriquecimiento de esta

teoŕıa y a las aplicaciones de los espacios de métrica indefinida en diferentes áreas de las

ciencias, particularmente en mecánica cuántica y teoŕıa de la relatividad.

Definición 4.1. Sea F un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en F es una función

⟨ , ⟩ : F× F → C

que satisface

(MI-1) ⟨αx1 + x2, y⟩ = α⟨x1, y⟩+ ⟨x2, y⟩, para todo α ∈ C, x1, x2 ∈ F

(MI-2) ⟨x, y⟩ = ⟨x, y⟩, para todos x, y ∈ F

Al par (F, ⟨ , ⟩) se le llama espacio con producto interno.

Observación 4.2. si (F, ⟨ , ⟩) es un espacio con producto interno, entonces (F,−⟨ , ⟩)
también lo es. Este espacio se conoce como antiespacio de F.

En un espacio con producto interno los vectores se clasifican en positivos, negativos o

neutros de acuerdo a si ⟨x, x⟩ > 0, ⟨x, x⟩ < 0, ⟨x, x⟩ = 0 respectivamente. Una variedad

lineal es positiva, negativa o neutra si todos sus vectores son positivos, negativos o neutros

respectivamente.

Si el espacio posee tanto vectores positivos como vectores negativos, se dice que (F, ⟨ , ⟩)
es un espacio con producto interno indefinido o un espacio de métrica indefinida.

35
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Si un vector de F tiene la propiedad de ser ortogonal a todos los vectores del espacio

(incluso a él mismo), es decir si ⟨x, y⟩ = 0 para todo vector y ∈ F, se dice que x es un vector

isotrópico de F. Si un espacio tiene un vector isotrópico diferente del vector nulo, el espacio

es degenerado.

Definición 4.3. Sea F un espacio con producto interno. Si existen variedades lineales Fo,

F+, F− neutra, positiva y negativa respectivamente y tales que

F = Fo ⊕ F+ ⊕ F−, (4.1)

se dice que F es un espacio descomponible.

Cada descomposición del tipo (4.1) se denomina descomposición fundamental de F y en

ella Fo deviene en la variedad lineal de los vectores isotrópicos de F.

Definición 4.4. Un espacio de Krein es un espacio K con producto interno no degenerado,

descomponible que admite una descomposición fundamental en la forma

K = K+ ⊕ K− (4.2)

en la que K+ y −K− son espacios de Hilbert, todos los vectores de K+ son positivos y todos

los vectores de K− son negativos.

La dimensión del espacio negativo es la misma independientemente de la descomposición

fundamental. A la dimensión de K− se le llama ı́ndice del espacio K. Si un espacio de Krein

tiene ı́ndice finito se llama espacio de Pontryagin o espacio Πκ, donde κ es el ı́ndice del

espacio.

Nótese que si |K−| es el antiespacio de K−, entonces |K| = K+ ⊕ |K−| es un espacio de

Hilbert con producto interno ⟨ , ⟩|K| que induce una norma ∥ · ∥|K|.

Es reconfortante saber que todas las normas asociadas a las diferentes descomposiciones

fundamentales de K inducen la misma topoloǵıa, la cual se conoce como la topoloǵıa fuerte

del espacio de Krein K. Salvo que se indique lo contrario, esta es la topoloǵıa usual en el

espacio K.

En un espacio de Pontryagin es posible dar una fórmula expĺıcita para la norma asociada

a una determinada descomposición fundamental:
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Sea

K = N⊕ K+ (4.3)

una descomposición fundamental del espacio de Pontryagin K con espacio negativo N de

dimensión κ y sea {e1, . . . , eκ} una base ortonormal en N. Entonces

∥x∥|K| = ⟨x, x⟩+ 2
κ∑

i=1

|⟨x, ei⟩|2 (4.4)

Si un espacio K con producto interno no degenerado, descomponible que admite una

descomposición fundamental (4.3) donde N es un espacio negativo de dimensión finita κ, no

es completo se dice que K es un espacio pre-Pontryagin o pre-Πκ.

Aśı como todo espacio pre-Hilbert es completable, también todo espacio pre-Pontryagin

se puede completar hasta un espacio de Pontryagin.

Otra hecho agradable es que si un espacio con producto interno es descomponible y

F = Fo ⊕ F+ ⊕ F−

es una de sus descomposiciones fundamentales, donde F− tiene dimensión finita κ, entonces

el espacio cociente con respecto a los vectores isotrópicos F/Fo es un espacio pre-Πκ. Este

hecho permite utilizar la teoŕıa de los espacios pre-Pontryagin en espacios degenerados.

El siguiente lema es de particular importancia por sus aplicaciones. Permite establecer

conexiones entre la teoŕıa de los espacios de Pontryagin y la teoŕıa de los núcleos indefinidos.

Su demostración detallada puede encontrarse en [1].

Lema 4.5 (Matrices de Gramm). Sean f1, . . . , fn vectores en un espacio G con un producto

interior ⟨·, ·⟩ hermı́tico. Entonces el número de autovalores negativos de la matriz de Gramm

G =
(
⟨fi, fj⟩)ni,j=1 es igual a la dimensión máxima posible de los subespacios N del span

lineal de f1, . . . , fn que son antiespacios de espacios de Hilbert con el producto interno de G.

Para más información sobre los espacios con métrica indefinida se recomiendan las refe-

rencias [9], [4], [27] y [3].
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2. Algunos teoremas del Análisis.

Se enuncian en esta sección importantes teoremas de Análisis que son utilizados en el

trabajo.

Teorema 4.6 (Teorema de Diferenciación de Lebesgue; ver [24], página 216, Corolario 7).

Si f es una función integrable de Lebesgue definida en un conjunto abierto Gde Rn

entonces

ĺım
h→0

1

hn

t1+h∫
t1

· · ·
tn+h∫
tn

f(s1, . . . , sn)ds1 · · · dsn = f(t1, . . . , tn)

en casi todo punto del abierto G.

Teorema 4.7 (Principio de acotación uniforme).

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y F una familia de operadores

lineales y acotados de X en Y . Si

sup
T∈F

∥T (x)∥Y <∞, para cada x ∈ X,

entonces

sup
T∈F

∥T∥ <∞.

Definición 4.8. (Convergencia débil)

Sea {xn}n≥1 ⊂ X. Se dice que {xn}n≥1 converge debilmente a x ∈ X, o que x es el ĺımite

débil de {xn}n≥1 si

ĺım
n→∞

f(xn) = f(x),

para todo f del espacio dual de X.

Teorema 4.9 (Acotación uniforme y convergencia débil).

Si {xn}n≥1 es una sucesión de puntos del espacio lineal normado X que satisface

(i) {∥xn∥} es uniformemente acotada.

(ii) ĺım
n→∞

f(xn) = f(x) para todo f ∈ Y donde Y es un conjunto denso en el dual de X,

entonces {xn}n≥1 converge débilmente a x.

Para los ejemplos de la próxima sección se utilizarán los siguientes conceptos y teoremas:

Definición 4.10. (Base de Hamel) Sea V un espacio vectorial. El conjunto H ⊂ V es una

base de Hamel de V, si H es linealmente independiente y genera a V.
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Teorema 4.11.

Todo espacio vectorial posee una base de Hamel.

Todo subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial está contenido en

una base de Hamel.

El siguiente teorema se utilizará en la construcción de una función κ-indefinida que no

es localmente acotada.

Teorema 4.12 (ver [28]).

Supongamos que A : R → R es una función aditiva con c = A(1) > 0. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es continua en un punto x0.

(ii) A es monótona creciente.

(iii) A es no-negativa en los puntos x no-negativos.

(iv) A es acotada superiormente en un intervalo finito.

(v) A es acotada inferiormente en un intervalo finito.

(vi) A es acotada superior(inferior)mente en un conjunto acotado de medida de Lebesque

positiva.

(vii) A es acotada en un conjunto acotado de medida de Lebesgue positiva.

(viii) A es acotada en un intervalo finito.

(ix) A(x) = cx.

(x) A es localmente integrable Lebesgue.

(xi) A es diferenciable.

(xii) A es medible Lebesgue.

Observación 4.13. El conjunto de los números reales R se puede considerar como un

espacio vectorial sobre el conjunto de los números racionales Q y por lo tanto tiene una base

de Hamel H. Como todo subconjunto linealmente independiente está contenido en una base

de Hamel, se tiene que existe una base de Hamel H de R como espacio vectorial sobre Q tal

que 1 ∈ H.

A partir de este hecho se puede demostrar la existencia de una función φ : R → R que

satisface:

(1) φ es aditiva, es decir φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) para todo x, y ∈ R.
(2) φ(1) = 1.

(3) φ no es lineal, es decir no es de la forma φ(x) = cx para alguna constante c.
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Por el Teorema 4.12 se tiene que esta función no es medible Lebesgue ni localmente

acotada.

3. Ejemplos

A continuación se dan algunos ejemplos de funciones κ-indefinidas acotadas y de una

función κ-indefinida que no es localmente acotada.

(I) Son ejemplos de funciones κ-indefinidas acotadas (ver [39]).

(I-1) f(x) = −eix + e2ix es 1-indefinida.

(I-2) f(x) = cosx− e2ix − e3ix − e4ix es una función 3-indefinida.

(II) Ejemplo de una función κ-indefinida que no es localmente acotada.

El siguiente ejemplo está inspirado en comentarios dados en [38].

Sea φ : R → R como en la Observación 4.13.

Se define Φ : R → C por

Φ(x) = iφ(x).

Se va a demostrar que la función Φ es 1-indefinida.

Como φ(−x) = −φ(x), se tiene que Φ es hermı́tica.

Sea F : R× R → C el núcleo de Toeplitz definido por

F (x, y) = Φ(x− y).

Para demostrar que Φ es 1-indefinida basta mostrar que el espacio con producto interno

Π, asociado al núcleo F es un espacio de Pontryagin de ı́ndice 1.

Un elemento t́ıpico u de este espacio Π tiene la forma

u(x) =
m∑
r=1

crF (x, xr) =
m∑
r=1

crΦ(x− xr)

=
m∑
r=1

criφ(x− xr) =
m∑
r=1

cri{φ(x)− φ(xr)}

=

(
m∑
r=1

cr

)
· iφ(x) +

(
m∑
r=1

−icrφ(xr)

)
· 1.
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Por lo tanto el espacio Π está generado por las funciones Φ y 1, y en consecuencia su

dimensión es menor o igual que dos.

Como

Φ(x) = F (x, 0) = F0(x)

y

1 = −i(Φ(x+ 1)− Φ(x)) = −i(F−1(x)− F0(x)),

las funciones Φ y 1 pertenecen al espacio Π. Por lo tanto la dimensión de Π es 2.

Las funciones Φ y 1 son vectores neutros, ya que

⟨F0(·), F0(·)⟩Π = F (0, 0) = Φ(0) = 0,

⟨F−1(·)− F0(·), F−1(·)− F0(·)⟩Π = F−1(−1)− F0(−1)− (F−1(0)− F0(0))

= F (−1,−1)− F (−1, 0)− F (0,−1)− F (0, 0)

= Φ(0)− Φ(−1)− Φ(1)− Φ(0)

= 0.

Además

⟨Φ, 1⟩Π = ⟨F0, 1⟩Π = 1.

Por lo tanto

⟨Φ + 1,Φ + 1⟩Π = 2Re( ⟨Φ, 1⟩Π ) = 2

y

⟨Φ− 1,Φ− 1⟩Π = −2Re( ⟨Φ, 1⟩Π ) = −2.

Esto último muestra que la función Φ+ 1 es un vector positivo y que la función Φ− 1 es

un vector negativo, por lo tanto Π es un espacio de ı́ndice 1.
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