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Introducciéon

El niimero e es de gran importancia en Matematica, por las multiples aplicaciones que
tiene dentro de ésta. El comienzo del estudio sisteméatico de sus propiedades esté asociado
al nombre de Leonhard Euler (1707-1783), quien es considerado uno de los matematicos mas
prolificos de todos los tiempos.

El nimero e es la base de los logaritmos naturales y aparece en la funcién exponencial.
Esta es la unica funcién cuya derivada es igual a si misma y por lo tanto es un elemento
bésico en ecuaciones que describen crecimiento, diversos fenémenos naturales y ciertos tipos
de cambios. La variedad de situaciones en las que esta presente la funciéon exponencial
es sumamente amplia, aparece constantemente en el calculo, en las probabilidades y en las
ciencias naturales. También se encuentra en finanzas, ya que se usa en las formulas de interés
compuesto.

Por lo dicho anteriormente, el estudio de la funcién exponencial y por lo tanto del niimero
e, esta incluido en los planes de estudios de las carreras cientificas, de las ingenierias, de
muchas carreras técnicas y en todas las carreras que tienen que ver con finanzas.

A diferencia de otro nimero muy importante 7 (pi), definir el niimero e no es sencillo.
Este admite tres representaciones basicas, puede ser representado como el limite de una
sucesion, una suma infinita y en términos de area.

Maés técnicamente:

. , € dt
e es el inico nimero tal que 5 = 1.
1



INTRODUCCION 2

Ademas el nimero e es un numero irracional, por lo que su desarrollo decimal no se repite
y tiene un valor aproximado de 2,7182818285.

El comprender la definiciéon de e y el por qué de sus diferentes representaciones es fun-
damental para entender la funciéon exponencial y cada una de sus propiedades.

Es usual que el estudio del niimero e y de las propiedades de las funciones exponencial
y logaritmica se encuentre ubicado en los primeros semestres de la carrera. Para el éxito en
asignaturas posteriores es de gran importancia una buena comprension de esta parte de la
materia.

Se observa que a la gran mayoria de los estudiantes no le quedan muy claros los conceptos
asociados con el nimero e. En los cursos elementales, por falta de tiempo y debido a que
requiere del desarrollo de muchas herramientas, el estudiante debe limitarse a creer muchas de
las cosas que esta estudiando, sin entender, ni siquiera de manera intuitiva, los problemas que
se van generando. Esto hace que la base que se adquiere no sea sélida y que los estudiantes
encuentren dificultades a medida que avanzan en sus estudios.

La situacion que se acaba de describir, ha generado muchas propuestas de caracter
didactico alrededor de la ensenanza del niimero e y de la funcién exponencial.

Una propuesta muy interesante es la dada por T. Goodman y que aparecié publicada en
la revista “American Mathematical Monthly” ([10]). Esta es una publicacién de muy alto
reconocimiento internacional, que es editada por la “Mathematical Association of America”
(MAA). Publica tanto articulos de investigacién como de divulgacién y siempre tiene una
seccion, originalmente llamada “classroom notes” y ahora “notes”, dedicada a la divulgacién
y al intercambio de ideas acerca de la ensenanza de la matematica.

En este articulo se propone una manera de explicar la relaciéon que existe entre las dis-
tintas representaciones del niimero e de una manera intuitiva y clara, explotando situaciones
geométricas y la percepcion.

Este trabajo toma como base este articulo y lo que se ha observado alrededor de la
ensenanza del nimero e y la funciéon exponencial.

En forma muy especifica, la propuesta permitira explicar de una manera sencilla, geométrica
e intuitiva, utilizando solamente técnicas de calculo elemental, porque las siguientes propiedades

del ntimero e son equivalentes
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1 n
e = lim (1 + —) ,
n—oo n

“dt
1t

1.

Se propone hacer un diagnoéstico de la situacién en que se encuentra la ensenanza y la
comprension por parte del estudiante de lo que es el nimero e y la funciéon exponencial en la
Facultad de Ciencias. Partiendo del articulo mencionado, se piensa elaborar una propuesta

didactica que se adapte a los cursos basicos de Matematica de la Facultad de Ciencias.



CAP{TULO 1

El Problema.

En este capitulo se desarrolla el planteamiento del problema, luego se muestra la
relevancia del mismo en el campo de la Educacién Matematica y su formulacion a los fines
de la justificacién y delimitacién de la investigaciéon. Por tltimo se formulan los objetivos

que motivan la busqueda.

Planteamiento del problema

Son muchos los trabajos que atribuyen las deficiencias a una inadecuada ensenanza del
calculo, la cual es de caracter algoritmico, que se ocupa exclusivamente del dominio de
reglas del cdlculo, sin atender a preguntas del tipo ;por qué?, ;que significa? (Artigue, M. y
Viennot, L. (1987))

En los ultimos anos, se han venido haciendo multiples criticas en cuanto a la forma como
se ha venido conduciendo el proceso de ensenanza-aprendizaje de la matematica, tanto a
nivel basico, como a nivel universitario, tales criticas tratan sobre el bajo nivel académico de
los docentes en ejercicio, la poca motivacion sobre los logros y el hecho educativo por parte
de los profesores y escasa familiarizaciéon de los mismos docentes con la literatura reciente
sobre las nuevas tendencias de la ensenanza y el aprendizaje de la matemadtica (Mora, D.
(1998)).

Todo esto ha traido como consecuencia la necesidad de explorar diferentes alternativas
que ayuden a mejorar el proceso de ensenanza-aprendizaje, como el uso de la tecnologia para
la ensenanza de la matematica, tomar en cuenta la realidad sociocultural de los estudiantes y
profesores (Bishop, A. (1988), D’Ambrosio, U. (1985)), buscar aplicaciones de la matemética
que sirvan de motivacion para los estudiantes asi como también, formas distintas de repre-
sentacion de los conceptos matematicos, que se adapten a la realidad del estudiante de hoy

en dia.
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Partiendo de la observacion informal de los programas de calculo basico de la Licenciatura
en Matemaética, se puede notar que los temas relacionados con el nimero e y la funcion
exponencial estan dentro de otros topicos, es decir no aparece un tema dedicado solamente
a la funcion exponencial, la logaritmica y el nimero e, lo cual hace que se les asigne poco

tiempo y por lo tanto no se logra un aprendizaje significativo por parte de los estudiantes.

El estudio en profundidad de la funcién exponencial, la funcion logaritmica y del nimero e
requieren el desarrollo de una gran cantidad de herramientas y de mucho conocimiento previo.
Por diversas exigencias de los distintos planes de estudio, en los contenidos programaticos de
los cursos de matematica basica, estos temas se planifican y se propone su estudio en lapsos
de tiempo muy breves, lo cual trae como consecuencia una comprensién pobre del tema y

persistencia de confusiones posteriores.

El motivo de plantear una alternativa para la ensenanza y comprensién del niimero e, es-
pecificamente en la Licenciatura en Matematica de la Facultad de Ciencias de la Universidad
Central de Venezuela, radica principalmente en que se ha sido testigo de las deficiencias que
presentan los estudiantes que llegan a los cursos més avanzados de la Licenciatura. Estas
deficiencias se deben a que en los cursos basicos de Matematica, no les han quedado claros
los conceptos relacionados con el tema, esto se debe en gran parte a lo riguroso que es el

planteamiento de las definiciones y el poco tiempo con que se cuenta para cubrirlas.

El problema especifico a abordar es “Dada la problematica que existe con la ensenanza
del niimero e en el calculo elemental, sera posible elaborar y aplicar una propuesta didactica
que se adapte a las condiciones de aprendizaje de los estudiantes de la Facultad de Ciencias

de la Universidad Central de Venezuela”.
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Objetivo general

Formular una propuesta didactica para el aprendizaje del nimero e adaptada a las
condiciones de la Facultad de Ciencias que permita mejorar la ensenanza del ntmero e

y la funcién exponencial.

Objetivos especificos

(1) Diagnosticar la situacién en que se encuentra la ensenanza y la comprensiéon por
parte de los estudiantes de la definicién y las propiedades bésicas del nimero e, la
funcién exponencial y la funcién logaritmica en la Facultad de Ciencias.

(2) Determinar los requerimientos didacticos para la intervencion.

(3) Diseno de la intervencién didéctica.

(4) Validar la intervencién realizada.
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Justificacion

En el campo de la ensenanza y aprendizaje de los tépicos matematicos son muchas las
investigaciones que se han hecho (Goodman, T.N.T. (1986)), en las cuales se han llegado a
conclusiones que favorecen la idea de saldar las dificultades que presentan los educandos en
cuanto a aprender los conceptos matematicos. Estas dificultades deben ser discutidas y ante

todo analizadas a partir de experiencias didacticas y sobre todo précticas.

En el presente trabajo se ha querido desarrollar, partiendo de un resultado de
Goodman, T.N.T. (1986), una propuesta muy innovadora para la ensefianza del numero
e, la cual puede constituirse en una alternativa de solucién dentro de la problematica que

presentan los estudiantes en la comprension del nimero e y la funcién exponencial.

El comprender la definicion de e y el por qué de sus diferentes representaciones

es fundamental para entender la funcién exponencial y cada una de sus propiedades.

Para el éxito en asignaturas posteriores es de gran importancia un buen entendimiento
de esta parte de la materia. Es claro que la verdadera comprension del nimero e y la funcién
exponencial no se logra completamente, ya sea por falta de tiempo para cubrir los contenidos,
falta de interés en los alumnos o simplemente porque no se le da al tema la importancia que
le corresponde. Por esta y otras razones surge la inquietud de abordar el problema con el

cuidado y dedicacién que merece.

Una revisién bibliografica en revistas especializadas, incluyendo principalmente al Amer-
ican Mathematical Monthly mostré la pertinencia del tema, ya que Goodman, T.N.T. (1986)

planteé inquietudes alrededor del tema.
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Delimitacion del problema

La propuesta se utilizd sélo en los contenidos referentes al nimero e y la funcién

exponencial de los cursos de calculo elemental.

Por factores econémicos y de tiempo sélo se tomé un grupo de estudiantes del cuarto
semestre, especificamente de la materia de Analisis I de la Licenciatura en Matematica de

la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela.

Hubo deficiencias por parte de los estudiantes en los contenidos que forman parte de los

prerrequisitos para entender el tema relacionado con el nimero e y la funciéon exponencial.

La intervencion didactica en el aula se hizo a través de una sesién de clase, con una
duracion de 90 minutos. Esto impidié en cierta forma la profundizacion y sistematizacién

de la experiencia.

La propuesta esta dirigida a estudiantes universitarios, sin embargo se le puede aplicar a

estudiantes de Educacion Media y Diversificada.

Desde el punto de vista didactico la propuesta es factible, ya que se sugiere una manera
mas sencilla se ensenar el niimero e usando sélo las herramientas béasicas del calculo elemental,

por lo que el manejo de conceptos matematicos es méas accesible a los estudiantes.

El docente organiza su ensenanza basada en un enfoque constructivista, donde usa los
fundamentos 16gicos para estructurar las situaciones de la vida diaria. Esto es, que el mismo
docente sabe cuales son los pasos que debe seguir para lograr en el estudiante un aprendizaje

significativo y comprensién de los temas que va a impartir.



CAP{TULO 2

Marco Tedrico.

En este capitulo se presentan los lineamientos tedricos en los que se apoya la investigacién
que se reporta en este informe. En la primera parte se desarrolla de manera breve el origen
de la palabra “Calculo”. En segundo lugar se presentan algunas investigaciones psicoldgicas
del aprendizaje de la matematica que deben ser consideradas, ya que las mismas influyen
considerablemente en el proceso de ensenanza y aprendizaje, independientemente de las
metodologias didacticas puestas en practica. Finalmente, haciendo énfasis en la formalidad

que requieren, se estudian las bases matematicas que sustentan la investigacion.

Antecedentes de la Investigacion.

La palabra “calculo” proviene del latin calculus, que significa piedra y los hombres muy
primitivos contaban con piedras. Precisamente desde que el hombre ve la necesidad de

contar, comienza la historia del calculo, o de las matematicas.

La creacion del célculo se atribuye a veces a dos hombres, Newton y Leibnitz. En
realidad, es el producto de una larga evolucién que ni iniciaron ni dieron fin, pero en la cual

desempenaron un papel decisivo (Courant, R. y Robins, H. (1967)).

La invencion del calculo supuso un importante salto cualitativo en el tipo y complejidad
de problemas que pudieron abordarse desde entonces. No es extrano pues que el calculo haya
sido valorado como “el instrumento teérico mas poderoso que haya sido construido jamas

por los seres humanos a lo largo de su historia” (Rossi, P. (1997)).

Psicologia del Aprendizaje de la Matematica.

Los conocimientos que tiene el individuo acerca de si mismo y del mundo, se almacenan

de acuerdo a determinados principios que permiten la ordenacion, la incorporacién de nuevos
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conocimientos, la recuperacién de anteriores almacenados y la manipulacion de los mismos
para generar nuevas ideas. En la medida que una persona tenga clara la estructura conceptual
de lo que va a aprender, podra asimilar los nuevos conocimientos que va adquiriendo, ya que
esos nuevos conocimientos tendran significado dentro de una estructura significativa mayor; la
persona también asimilara la informacién mas rapidamente por el hecho de que el ntimero de
asociaciones que puede especificar con la informacién adquirida antes serd mayor. (Ausubel

D. (1968)).

En el aprendizaje y comprensién de los contenidos matematicos, Skemp, R. (1980),
senala que el problema principal radica en su gran abstraccién y generalidad, lograda por
generaciones sucesivas de individuos, cada uno de los cuales ha abstraido o generalizado los
conceptos anteriores. El sujeto que aprende hoy en dia no tiene que procesar datos brutos,
sino sistemas de procesos de datos matematicos existentes. Las matematicas, no pueden
aprenderse exclusivamente en un entorno cotidiano sino, muy a menudo y en ciertos niveles,

sOlo de manera indirecta desde otro entorno matematico.

En su afan por alcanzar los origenes y los mecanismos de desarrollo de la inteligen-
cia, las investigaciones psicogenéticas han logrado caracterizar verdaderos perfiles de com-
portamiento. Piaget se propuso formalizar estos perfiles apoyandose en nociones logicas y

matematicas.

Se podria hablar de tres “momentos” importantes en cuanto al desarrollo intelectual se
refiere, ya que se aprecian notables cambios en cuanto al comportamiento del sujeto, cuya
verdadera significacion se trata de establecer. El primer cambio ocurre cuando por efectos
del desarrollo de la funcién semidtica, los esquemas propios de las acciones senso motoras
caracteristicos de los primeros anos de vida, son redimencionados y reelaborados en el plano

representativo, contribuyendo a terminar de consumar la diferencia entre el yo y el entorno.

Estos llamados “momentos” son instancias de un proceso continuo de integracién en cada

estructura de nuevos procesos, de nuevas conquistas y de reafirmacion y perfeccionamiento de
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las anteriores, de suspensién de insuficiencias y limitaciones de forma tal que cada estructura

se prefigura y prepara en la anterior.

Todos estos cambios formarén la base para diferenciar, en el curso del desarrollo, cuatro
etapas secuencialmente ordenadas en el tiempo, asi que en todo individuo normal, se repite
el mismo orden de precedencia de estas etapas, aunque las edades en que cada individuo
accede y permanece en determinado nivel de desarrollo, pueden experimentar variaciones

considerables en virtud de la diversidad de factores que lo condicionan (Vivenes, J. (1993)).

Por otro lado, los nuevos conceptos no pueden comunicarse mediante una definicion, sino
) Y
preparando al sujeto para enfrentarse a una coleccién adecuada de ejemplos, de esta manera

lograréd la mayor y mejor retencion del concepto que va a asimilar.

El estudio de las estructuras mismas es una parte importante de la matematica y el
estudio de las maneras en que se construyen y funcionan, se encuentra en el verdadero
nicleo de la psicologia del aprendizaje de la matematica. Comprender algo significa
asimilarlo dentro de un esquema adecuado: Un esquema es una estructura mental, es el
instrumento principal de adaptabilidad. FEsto explica la naturaleza subjetiva de la com-
prension, y también aclara que esta no es corrientemente un “estado todo o nada”. Antes de

que pueda comprenderse una nueva experiencia, asimilarla a un esquema, el esquema mismo

ha de acomodarse (Skemp, 1980).

El aprendizaje significativo.

Segun Ausubel, el aprendizaje significativo comprende la adquisicién de nuevos significa-
dos y, a la inversa, éstos son producto del aprendizaje significativo. Esto es, el surgimiento
de nuevos significados en el estudiante refleja la consumaciéon de un proceso de aprendizaje

significativo.

La esencia del proceso del aprendizaje significativo reside en que ideas expresadas

simbdlicamente son relacionadas de modo no arbitrario y sustancial con lo que el
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estudiante ya sabe. El aprendizaje significativo presupone tanto que el estudiante man-
ifiesta una actitud de aprendizaje significativo, es decir, una disposicion para relacionar
sustancial y no arbitrariamente el nuevo material con su estructura cognoscitiva, como que
el material que aprende es potencialmente significativo para él, es decir, relacionable con su
estructura de conocimiento sobre una base no arbitraria y no al pie de la letra (Ausubel,
D. 1961). Asi, si la intencién del estudiante consiste en memorizar arbitraria y literalmente,
tanto el proceso de aprendizaje como los resultados del mismo seran mecanicos y carentes de
significado. De igual manera, a la inversa, sin importar lo significativa que sea la actitud del
estudiante, ni el proceso ni el resultado del aprendizaje seran posiblemente significativos si
la tarea de aprendizaje no lo es potencialmente, y si tampoco es relacionable, intencionada

y sustancialmente, con su estructura cognoscitiva.

Esto lo ilustra la memorizacién mecédnica de definiciones de conceptos o proposiciones sin

el reconocimiento del significado de las palabras de la definicién.

Una razoén por la cual se desarrolla en los estudiantes una propension hacia el aprendizaje
repetitivo en relacién con la materia potencialmente significativa, es que éstos aprenden por
triste experiencia, que las respuestas sustancialmente correctas que carecen de corresponden-
cia literal con lo que les han ensenado no son validas para algunos profesores. Otra razén
consiste en que por un nivel elevado de ansiedad, o por experiencias de fracasos crénicos en
un tema dado, carecen de confianza en sus capacidades para aprender significativamente, de
ahi que no encuentren otra alternativa que el panico. Esto ultimo le es muy familiar a los pro-
fesores de matematicas por el difundido predomino del impacto del niimero o de la ansiedad
del numero. Los profesores suelen olvidarse de que los alumnos pueden inclinarse marcada-
mente al uso de términos abstractos que den la apariencia de propiedad cuando tienen que

hacerlo aunque la comprensién de los conceptos fundamentales de hecho no existan.

Tipos de aprendizaje significativo.
Existen varios tipos de aprendizaje significativo, se hara referencia sélo a los siguientes

tipos: el aprendizaje por recepcion y el aprendizaje de conceptos.
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El aprendizaje por recepcidn, se puede decir que es importante en educaciéon porque
es el mecanismo humano por excelencia que se utiliza para adquirir y almacenar la vasta
cantidad de ideas e informacion, representada por cualquier campo del conocimiento. Este
tipo de aprendizaje es un proceso activo porque requiere del tipo de anélisis cognoscitivo
necesario para averiguar cuales aspectos de la estructura cognoscitiva existente son mas
pertinentes al nuevo material potencialmente significativo, también requiere de cierto grado
de reconciliacién con las ideas existentes en la estructura cognoscitiva, esto no es mas que
aprehender las similitudes y las diferencias, y resolver las contradicciones reales o aparentes
entre los conceptos y proposiciones nuevos y los ya establecidos, y la reformulacién del
material de aprendizaje en términos de los antecedentes intelectuales, idiosincraticos y el

vocabulario del alumno particular.

Por otro lado en el aprendizaje de conceptos, los mismos constituyen un aspecto
importante en la teoria de la asimilacion debido a que la comprension y la resolucién de
problemas dependen en gran parte de la disponibilidad en la estructura cognoscitiva del
estudiante, tanto de conceptos supraordinados (en la adquisicién inclusiva de conceptos)

como de conceptos subordinados (en la adquisicién supraordinada de conceptos).

Los conceptos en si consisten en los atributos de criterios abstractos que son comunes a
una categoria dada de objetos, eventos o fendmenos, a pesar de la diversidad a lo largo de
las dimensiones diferentes de las que caracterizan a los atributos de criterio compartidos por

todos los miembros de la categoria.

Skemp (1993) ilustra el modo en que aprendemos conceptos con el ejemplo de un adulto
nacido ciego y que mediante una operacién logra el sentido de la vista; el autor dice que
no existe modo alguno de ensenar (y aprender) el concepto de rectdngulo por medio de una
definicion, solamente senialando objetos con esa forma el sujeto aprendera por si mismo la

propiedad que es comun a todos esos objetos.

En esa misma obra Skemp dice que el aprendizaje de conceptos también se logra con

no-ejemplos o contraejemplos; asi los objetos, las formas y las figuras que no contrastan con
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la idea de rectangulo ayudarian a aclarar el concepto. Como se ha intentado decir, los estu-
diantes no siempre aprenden los conceptos por definiciones, pero es 1util hacerse de un buen
diccionario de matematica o una enciclopedia de matematica, principalmente el profesor, y
si es posible también los estudiantes, para entrenar el repertorio de conceptos propios del
lenguaje matematico. Los conceptos de funciéon, variable e identidad en trigonometria son
dificiles de aprender y quiza la mejor forma de ensenarlos es por el empleo de funciones (por

ejemplo), sin tratar de definir su significado de un modo abstracto (Orton, 1996).

Algunas ideas o conceptos pueden ser mas abstractos que otros y por lo tanto mas
dificiles; Skemp (1993) indica al respecto hay conceptos mucho maés dificiles de lo que se
ha creido, como también los hay de naturaleza facil. Por ello, es importante tener cuidado
al tratar sobre ideas matematicas abstractas. El principal responsable de una definicién en

matematica es el profesor, porque él comunica el conocimiento matematico.

Importancia del aprendizaje significativo en la adquisicién del conocimiento.

El conocimiento nuevo se vincula intencionada y sustancialmente con los conceptos y
proposiciones existentes en la estructura cognoscitiva. Cuando, por otra parte, el material
de aprendizaje se relaciona arbitrariamente con la estructura cognoscitiva, no puede hacerse

empleo directo del conocimiento establecido para internalizar la tarea de aprendizaje.

Cuando por otra parte, el material de aprendizaje se relaciona arbitrariamente con la
estructura cognoscitiva, no puede hacerse empleo directo del conocimiento establecido para
internalizar la tarea de aprendizaje. En el mejor de los casos, los componentes ya significa-
tivos de la tarea de aprendizaje pueden relacionarse con las ideas unitarias que existen en la
estructura cognoscitiva (con lo que se facilita indirectamente el aprendizaje por repeticién
de la tarea en su conjunto); pero esto no hace de ninguna manera que las asociaciones arbi-
trarias recién internalizadas sean por si mismas relacionables como un todo con el contenido
establecido de la estructura cognoscitiva, ni tampoco las hace ttiles para adquirir nuevos

conocimientos.
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Bases Matematicas.

A continuacion se presentan algunas definiciones y demostraciones que son la base fun-

damental del aspecto matematico de este trabajo.

En el céalculo elemental se usan propiedades y hechos basicos sin pasar por lo riguroso de
las demostraciones que usualmente se utilizan en los cursos de Andlisis. A continuacion se

consideran algunos aspectos basicos del calculo elemental.

Introducciéon al ntimero e.

El ntimero e es un nimero real trascendente, esto quiere decir que no es raiz de ningin
polinomio con coeficientes racionales. Su valor aproximado es de 2,718281828459045..., por
ser irracional su desarrollo decimal no es periddico.

Es usual definir e como el limite cuando n tiende a infinito de la sucesion (1 + %)n , 0

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

1
Otra definicion equivalente del niimero e es la sumatoria desde 0 hasta infinito de — s
n

sea:

decir:

El nimero e primero fue estudiado por el matematico Leonhard Euler en el ano 1720,
quien ademas fue el primero en utilizar la letra e para esta constante en el ano 1727. También

calculd e hasta 23 decimales exactos en el ano 1748 utilizando la formula de la sumatoria.

Se puede dar otra definicién equivalente del niimero e en términos de area. Esta definicién,
de naturaleza geométrica es la que se utilizard en este trabajo y se enuncia de manera muy

precisa més adelante (ver Definicién 2.8)).

La ventaja de esta definicién es que, por su naturaleza grafica, puede ser retenida con

mayor facilidad por los alumnos. Es usual que cuando se menciona el niimero 7, que es otro
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nimero trascendente y muy importante, inmediatamente viene a la mente la idea del area

de un circulo de radio 1.

Radio 1

FicurA 2.1. Definicién geométrica de 7

Aplicaciones del nimero e.

El niimero e tiene diversas aplicaciones dentro de las ciencias naturales y en la estadistica,
entre otras.

Antes de formalizar los conceptos correspondientes, se presentan a manera de moti-
vacion algunas aplicaciones en las que aparecen el nimero e y las funciones exponencial y

logaritmica.

e Intervencién del nimero e en la criminalistica: Una aplicacién del nimero e
es poder determinar el momento de la muerte después de un asesinato. Es necesario
aplicar la ley de Newton sobre el enfriamiento, que establece que la velocidad a la que
se enfria un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto
y la temperatura del entorno. Esto quiere decir que cuando un objeto esta mucho
mas caliente que el aire exterior, su velocidad de enfriamiento es alta, de manera
que se enfria muy rapidamente; cuando un cuerpo esta un poco mas caliente que su

entorno, su velocidad de enfriamiento es baja y se enfria lentamente.
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Una persona viva no se enfria continuamente. El metabolismo humano asegura el
mantenimiento de la temperatura del cuerpo alrededor de los 36°C (98,6° F). Pero
una persona muerta deja de producir calor y, por lo tanto, comienza a enfriarse
siguiendo la ley de Newton que se aplica con la formula matematica siguiente:

(TofTa>

T=T,+ ekt

donde t es el tiempo transcurrido, 7T, es la temperatura del aire (que supondremos
constante), T, es la temperatura del cuerpo en el instante inicial y 7" es la temper-
atura del cuerpo en el instante .

Aplicaremos esta férmula para determinar el instante en que fue asesinada una
persona. Supongamos que la temperatura del cadaver a la medianoche era de 85° F
y la temperatura del aire era de 68° F. Dos horas después la temperatura del cuerpo
habia disminuido hasta los 74° F. A partir de esto nos interesa determinar cuando

murio esta persona.

Tomemos como instante inicial (¢ = 0) la medianoche, entonces tenemos que

(To*Ta>
T(2) =T+ 2k
es decir
(85-68)
74 = 68 + BT

Despejando k de esta ecuacion obtenemos
k= 0,5027.

Si t es el instante de la muerte, entonces t satisface la ecuacion

85 — 68
98,6 = 68 + S0s207
de donde
6(0,5207)t — 1_7 — 0 5556
30,6 ’ ’
luego

~ In(0,5556)
00,5207

Por lo tanto se puede concluir que el fallecimiento ocurrié 1,13 horas = 68 min-

horas = —1, 13 horas .

utos antes de la medianoche, es decir a las 22:52 h.
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e En ingenieria: Cuando se cuelga una cadena o un cable por los extremos, tiende a
adoptar una forma que se relaciona con el nimero e. La forma es similar al gréfico

de la funcion:

e El carbono 14 (determinacién de la edad de un fésil): Para determinar de
una manera aproximada la antigiiedad de un objeto que esta formado por materia
orgénica, se mide la cantidad de carbono 14 que contiene. Los seres vivos tienen
una cantidad de carbono 14 constante. Cuando un ser vivo muere esta cantidad
se va desintegrando. La funcién que regula la desintegracién se determina con la

siguiente féormula:

Q _ Q 670,000124At
= ).

Doénde Q es la cantidad de carbono 14 final, @), es la cantidad de carbono 14

inicial, t es el tiempo.

e Crecimiento exponencial: Una de las numerosas aplicaciones en biologia del
nimero e es el crecimiento exponencial. Este tipo de crecimiento surge cuando
no hay factores que limiten el crecimiento. Pueden experimentar un crecimiento
exponencial las especies pioneras que llegan, por ejemplo, a zonas despobladas como
una superficie boscosa en recuperacion después de un incendio. Para este tipo de

crecimiento se aplica la siguiente férmula:

N = N,e

Esto permite predecir cual serd la poblacion N en un tiempo t a partir de la

poblacion inicial N,,.
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La funcién logaritimica.

La definicién de logaritmo natural o logaritmo meperiano que se da a continuacién es

fundamental para el desarrollo de este trabajo.

DEFINICION 2.1. Sea x > 0, el logaritmo neperiano se define como sigue a continuacién
T dt
In(z) = —.
1t
Tomando en cuenta la interpretacion geométrica de la integral como el area bajo una

curva, se tiene la siguiente interpretacion geométrica de la funcién logaritmica.

yl\
5

5] Area=1na

FiGuRrA 2.2. Interpretacién geométrica de la funcién In

A continuacién se enuncia una versién sencilla del Teorema Fundamental del Calculo,

que se adecia a las necesidades de este trabajo.

TEOREMA 2.2 (Teorema Fundamental del Calculo). Si f : [a,b] — R es una funcion

continua y x € [a,b] entonces la funcion

Fla) = / ")t

es diferenciable en [a,b] y se cumple que
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para todo x € [a,b).

En forma abreviada, se suele escribir

el (= ()

A continuacién se dan, a manera de proposiciones, las propiedades mas importantes de
la funcion logaritmica y se hacen sus respectivas deducciones. Estas propiedades se usaran

a menudo en las demostraciones que apareceran mas adelante en el desarrollo del tema.

PROPOSICION 2.3.

In(zy) = In(x) + In(y) para todo z,y >0

DEMOSTRACION. Sea f(z) = In(xy), derivando esta funcién se obtiene

1 1
/ _ = _.
f(z) = v
Por lo tanto In(zy) tiene la misma derivada que In(z) para todo x > 0, de donde se deduce

que estas funciones difieren en una constante, es decir
In(zy) = In(x) + C.
Tomando x = 1 y sustituyendo en la expresion, se tiene,
In(ly) = In(1) + C.

Como In(1) = 0 se obtiene que el valor de C es In(y).

Luego

In(zy) = In(x) + In(y)

PROPOSICION 2.4.

In (E) = In(z) — In(y) para todo z,y > 0
Y
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.3 se tiene que
In(yz) = In(y) + In(z)

1
si y,z > 0. Al substituir z = — se obtiene
Y

In(1) = In (5 y) =1In G) +In(y)

0=1In G) +In(y),

Como In(1) = 0, entonces,

de donde

finalmente

PROPOSICION 2.5.

In(z") = nln(z) para todo entero n y para todo x > 0

DEMOSTRACION. Supongamos primero que n es positivo. Se procederd por induccién.

El resultado se cumple para el caso n = 1 ya que
In(z') = In(z) = 11In(z)
Supongase que el resultado es cierto para el caso n = k, es decir
In(2%) = kn(z),
entonces
In(z*) = In(2* 2) = In(2*) + In(z)
= (k+1)In(x).

Utilizando este resultado y la Proposicién 2.4/ se obtiene el resultado para n negativo.

O
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PROPOSICION 2.6.

Se tiene que In es una funcion estrictamente creciente y

lim In(z) = 400,
T——+00

zEI(I)l+ In(z) = —c0.

DEMOSTRACION. Sean x; y xp numeros reales tales que z; < x.

ln(x)—/m@—/m@—l—/mﬁ
SO Y A A

T2
como / 7 > 0 tenemos que

1

Entonces

In(zy) < In(zg).

Por lo tanto, In es una funcién estrictamente creciente.

Para demostrar que lim, ., In(z) = 400 lo primero es notar que

lim In(2") = lim n In(2) = 400,

n—-+00 n—-+o00

ya que In(2) > 0. Este hecho, junto con el hecho de que la funcién logaritmo es creciente

implican que

lim In(z) = 4o0.

Tr—-+00
Finalmente, para probar que lim, g+ In(z) = —oco se procede de manera analoga, usando
lim In(27") = — i In(2) = —cc.
0

OBSERVACION 2.7. Otra manera de demostrar que la funcién In es estrictamente creciente

es usando que su derivada, la funcién g(x) = 1/z es positiva para todo x > 0.
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Definicién del nimero e.

En la seccion anterior se prob6 que la funcién In es estrictamente creciente, que tiende a
+oo si x tiende a +00 y que tiende a —oo si x tiende a 07,

De la continuidad de la funcién In y el teorema de los valores intermedios se puede concluir
que el rango de la funcién In es (—oo, +00). Por lo tanto existe un niimero real positivo en
el que la funcién In toma el valor 1, por ser In estrictamente creciente es inyectiva y por lo

tanto este nimero es Unico.

DEFINICION 2.8. Se define e como el tnico niimero real positivo tal que In(e) = 1.

OBSERVACION 2.9. Es importante notar que e es el tinico ntimero real positivo tal que

“dt
1t

1.

La siguiente figura ilustra el significado geométrico de e.

y?
5,
4,
3 y=1/x
2 Area 1
1 /
0 1 2 b3 4 5°x
©

FiGuRrA 2.3. Interpretacion geométrica de e
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La funcién exponencial.

Tal como se dijo anteriormente la funcién logaritmica es una funcién estrictamente cre-
ciente, diferenciable, con dominio (0,+o00) y rango (—oo,+00). Por lo tanto tiene una
inversa con dominio (—oo,+00) y rango (0, +00), que también es estrictamente creciente y

diferenciable. Esa inversa es la funcién exponencial, mas precisamente:

DEFINICION 2.10. La funcién exponencial, que denotaremos por exp es la inversa de la

funcién logaritmo neperiano, es decir si z € R entonces exp(x) = y si y sélo si In(y) = .
LEMA 2.11. Se tiene que exp’(xz) = exp(z) para todo x € R.

DEMOSTRACION. En el cdlculo elemental se estudia que si f es una funcién diferenciable

y estrictamente creciente entonces su inversa f~! también es diferenciable y

1
)

Considerando la férmula anterior para z = f(y) = In(y) se obtiene que y = exp(z),

fly)=1/yy

() (Fw)

exp!(z) = exp/(In(y)) = 1 = y = exp(a)
Y

O

OBSERVACION 2.12. Es importante notar que como In(e) = 1 entonces e = exp(1) y

como In(1) = 0 entonces exp(0) = 1.

Ademas de las propiedades del logaritmo se deduce que

exp(z +y) = exp(z) exp(y)

para todo par de nimeros reales x,y y

1
)= o)

para todo ntimero real x.
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LEMA 2.13. Se tiene que 2 < e < 4.

DEMOSTRACION. Por la definicién de In se tiene que

“1
ln(x):/ —dt.
1t

Considerando la suma inferior para

4
1
/ Lat,
1t
con respecto a la particién {1,2,3,4} (ver Figura 2.4) se obtiene que

1 1 1 1
n(4) >4l 1D

Y
5 T3tiT 12”7

31 y=1/x

FIGURA 2.4. Suma inferior para 1/t en el intervalo [1, 4]
Por lo tanto
4> exp(l) =e.

Considerando la suma superior en el mismo intervalo [1,2], con respecto a la particién

{1,2} (ver Figura 2.5), se obtiene

In(2) < 1.
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y
B
4]
3 y=1/x
5]
71
0 1 2 3 4 5 ox

FIGURA 2.5. Suma superior para 1/t en el intervalo [1, 4]

Por lo tanto

2 <exp(l) =e.

TEOREMA 2.14. Sea x es un numero real, entonces

exp(z) = Z o
k=0

DEMOSTRACION. Como In(1) = 0 se tiene que exp(0) = 1, como la derivada de la funcién

exponencial es ella misma, tenemos que exp®*)(0) = 1 para todo entero no negativo k. Luego,

por la féormula de Maclaurin

r  x? " exp+D) (¢)zh+1
exp(:v):1+—+—+---+a—l----+ CESV

1 2!

donde c estd entre 0 y x, ademas exp**+Y(c) = exp(c).

Sea N € N y supongamos |z| < N, entonces |¢| < N y por lo tanto ¢ < N. Tomando

exponencial
exp(c) < exp(N) = exp(l +---+ 1) = exp(1)Y <4V

Como la exponencial toma valores positivos se tiene que el resto Ry, satisface
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4NNk+1
Rl < —-7.
x| < (k+1)!

Notando que N**! = N2... N2 N/ donde j es igual a 0 6 1 segiin n sea impar o par y
que (k+ 1) =(k+1)k--- 2.1 se prueba que Ry tiende a 0 cuando k tiende a oo, por lo

tanto la serie
k

OO.T
2

converge uniformemente a exp(z) en el intervalo [—N, N].

Como N puede ser cualquier entero positivo el resultado queda probado.

OBSERVACION 2.15. Aplicando el resultado anterior para x = 1 se obtiene
=1
e = Z E
k=0

Es posible probar directamente (ver Rudin, W. (1953)) que esta serie es igual a

: 1\"
lim (1 + —) ,
n—0o0 n

de donde se concluye que

Esta ultima igualdad es un resultado muy importante y la experiencia muestra que su
demostracion no le queda clara a los estudiantes. Una de las razones por las que esto sucede
es porque hay que dar una gran cantidad de pasos logicos, que quedan implicitos, desde la
definicién de e hasta llegar a la demostracion de esta tultima igualdad. Aparte de todo esto
se debe utilizar el teorema de Taylor, que es algo que no se estudia con profundidad ni suele
quedar muy claro en los cursos de calculo elemental. El esquema que hemos seguido hasta

aqui es lo que llamaremos método tradicional.
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Sugerencia para una demostracion elemental de que e = lim (1 + —) .
n

n—oo

Es importante recordar que el nimero e se ha definido como el tinico niimero real tal que
“dt
1t

1.

A continuacién se presenta una propuesta que permite establecer que e = lim,, (1 + %)n
de una manera muy directa y usando solamente técnicas sencillas de célculo elemental. Esta
propuesta se debe a Goodman, T.N.T. (1986) y apareci6 publicada en la seccién “classroom
notes” de la revista American Mathematical Montlhy. Vol. 93, N° 8, pdginas 638-639.

Tomando en cuenta las observaciones anteriores resulta natural pensar en el valor didactico

de esta propuesta.

TEOREMA 2.16 (Goodman, T.N.T (1986)). Sin es un entero positivo, entonces se cumple

que

DEMOSTRACION.

Si m es un entero positivo, se define
ne
fo(t) =tln (7) , parat>0.

Derivando se obtiene que

como In es una funcién inyectiva y Ine = 1, tenemos que f; se anula si y sélo si

ne

es decir si

Por otra parte, por ser In una funcién creciente, se tiene que si ¢ < n entonces f/(t) > 0

y si t > n entonces f(t) <0, por lo tanto f, alcanza un méximo en ¢t = n.
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Para demostrar la primera desigualdad se procede de la siguiente manera:

Como f, alcanza su valor méaximo para t = n se tiene que

fa(n +1) < fu(n),

ne n+1
1 n
n<n+1> <lIn(e"),

como la funcién In es creciente se tiene que

ne n+1 .
<e’,
n+1

< n )n+1
€<]..
n—+1

A partir de esta tultima desigualdad, usando que

por lo tanto

luego

n+1 n
( n )”“_ 1 1 1
ol e e T
ntl 14— 1+- ) \14+-
n n n
se obtiene que
()
<|1+-
1 n
()
n

Para demostrar la segunda desigualdad, se procede de manera analoga, pero usando que

fn-l—l(n) < fn—l—l(n + 1)7

ya que f,11 alcanza su maximo en t = n + 1.

Por esta desigualdad se tiene que
(n+1)e\" _ (n+1)e\""!
n (n+1) ’
1 n
(n + ) e < 6n—i—l7
n
(1+3)
1+—-] <e
n

es decir

de donde
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. 1
e = lim (1+ —) .
n—oo n

DEMOSTRACION. Tomando limite en la desigualdad que se estableci6 en el teorema an-

COROLARIO 2.17.

terior se obtiene

1 n
lim ¢ i < lim <1+—) < lim e
n—00 n—00 n n—00
1+ —
n

Como en los extremos de la desigualdad el limite es igual a e, se tiene que

. \"
e < lim (1+—) <e,
n—oo n

de donde se obtiene el resultado.

OBSERVACION 2.18. En el articulo ya mencionado (Goodman, T.N.T (1986)) también
aparece una motivacion de la demostracion que se acaba de dar en términos de la desigualdad

aritmético-geométrica, que dice que

a4+ +an\"
ay - a, < (%) ,

si aq,...,a, son numeros reales positivos.
Exponer y desarrollar esta motivacion estd fuera de los alcances y objetivos de este tra-
bajo, sin embargo la lectura de la misma puede ser interesante para las personas interesadas

en el tema.
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Marco Metodolégico.

Para Balestrini, M. (2002) el marco metodoldgico, estd referido al momento que alude
al conjunto de procedimientos logicos, tecno-operadores implicitos en todo proceso de inves-
tigacién, con el objeto de ponerlos de manifiesto y sistematizarlos; a proposito de permitir
descubrir y analizar los supuestos del estudio y de reconstruir los datos, a partir de los

conceptos tedricos convencionalmente operacionalizados.

El marco metodoldgico es la instancia referida a los métodos, las diversas reglas, registros,
técnicas, y protocolos con los cuales una teoria y su método calculan las magnitudes de lo
real, de alli que se deberan plantear el conjunto de operaciones técnicas que se incorporaran

en el despliegue de la investigacion en el proceso de la obtencién de los datos.

El fin esencial del marco metodoldgico, es el de situar en el lenguaje de investigacion, los
métodos e instrumentos que se emplearan en la investigacion planteada, desde la ubicacién
acerca del tipo de estudio y el diseno de investigacion; su universo o poblacion, su muestra,

los instrumentos de recoleccién de la informacion y la presentacion de los datos.

Tipo de estudio

El presente informe tiene una modalidad de proyecto factible y presenta un diseno del
tipo descriptivo, basado en una investigaciéon de campo. La Universidad Pedagégica Exper-
imental Libertador, en el documento titulado “Manual de Trabajos de Grado de Maestria y
Tesis Doctorales” (UPEL, 1990), en la seccién tercera, establece que: “El Proyecto Factible
consiste en la elaboracién de una propuesta de un modelo operativo viable, o una solucién
posible a un problema de tipo practico, para satisfacer necesidades de una institucion o grupo

social”.

31
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Planificacién de la intervencion didactica

Se planificé una intervencion didactica basada en:

Fase 1: Diagnastico de la necesidad. El estudio del problema de la ensenanza del nimero
e y las funciones exponencial y logaritmica, es pertinente en la Facultad de Ciencias de la
Universidad Central de Venezuela, ya que estos topicos aparecen en varios de los programas
de las asignaturas que se dictan en la misma (ver apéndice |A)). La observacién de los resulta-
dos de las evaluaciones y los comentarios sobre el rendimiento estudiantil permiten inferir que
existe una problematica asociada con la ensenanza del niimero e y las funciones exponencial
y logaritmica. Mas especificamente, el revisar los resultados de los examenes escritos que se
aplican en los cursos basicos, los comentarios de los docentes de asignaturas que tienen por
requisito matemética béasica (como Fisica I y II) y el bajo rendimiento estudiantil en cursos
avanzados de la Licenciatura corrobora esta situacion.

Una revisién bibliografica permitié confirmar que este problema ya se ha presentado y se

han propuesto soluciones en diferentes partes del mundo.

Fase 2: Levantamiento de informacion. Para precisar la situacién en que se encuentra
el proceso de ensenanza-aprendizaje del nimero e y las funciones exponencial y logaritmica
en la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela se le aplicardn test y

encuestas a los estudiantes.

Fase 3: Descripcion de la intervencion. Se hara un pre-test, se dard una clase magistral

y se aplicard un post-test. Esta intervencién se encuentra descrita en detalle més adelante.

Fase J: Andlisis de resultados. No se usaran métodos estadisticos rigurosos, el anélisis

serd descriptivo, tomando en cuenta las encuestas y los resultados del pre-test y el post-test.

Fase 5: Planteamiento de la propuesta. Tomando en cuenta la aceptacion y los comentar-
ios de los estudiantes acerca de la intervencion didéactica se haran sugerencias para mejorar
la ensenanza del nimero e y las funciones exponencial y logaritmica.

La experiencia y el juicio de expertos validara la propuesta.
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Poblaciéon y Muestra.

Se trabajé en La Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela ubicada en
Caracas, Distrito Capital. En la misma se tomé una muestra de 26 alumnos que conformaban
un grupo que habia aprobado el curso de Analisis I, una de las materias del pensum de la
carrera de Matematica. La finalidad de esta investigacion no es hacer un estudio profundo
desde el punto de vista cuantitativo de la propuesta planteada acerca de la ensenanza del
nimero e. En tal sentido no se han aplicado procedimientos de muestreo rigurosos, la
factibilidad de la propuesta se valida con un grupo pequeno de alumnos del nivel escogido.

Es por tal razén que la seleccion de la poblacién de estudio fue la que se describié

anteriormente.

Descripciéon de la intervencién didactica.

Se realiz6 una actividad especial, que cont6 con una duracién de dos (2) horas, la misma
se dividi6 en tres secciones: La primera fué diagnéstica y duré quince (20) minutos, la
segunda parte fué la experiencia didéctica que duré noventa (75) minutos y la tercera fue

un post-test, que duré quince minutos (15).

En la primera parte se aplicé un pre-test (ver Apéndice B)) a los estudiantes con el objetivo
de hacer un diagnéstico de cémo estan los conocimientos previos acerca del ntimero e y la
funciones exponencial y logaritmica. El pre-test contenia preguntas acerca de la definiciones
que deberfan estar claras sobre el tema. Se eligié un grupo que habia aprobado el curso de
Analisis I (Célculo Diferencial e Integral) de la Licenciatura en Matemética de la Facultad
de Ciencias de la Universidad central de Venezuela, al cual se les invité a participar en el

experimento, al mismo asistieron 26 alumnos.

Este grupo de estudiantes ya habia estudiado el tema en los cursos de Matemaética I,
Matematica II, Matemética IIT y Anélisis I (los programas se anexan en el Apéndice A).
Entre las causas de la falta de comprensién del tema por parte de los alumnos destaca que
hay que dar una gran cantidad de pasos logicos para llegar desde la definicion de e hasta que

e =lim, (14 1/n)" y uno de estos pasos légicos incluye el teorema de Taylor. El teorema
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de Taylor es un resultado bastante profundo y complicado que no se llega a comprender

cabalmente por parte de los estudiantes en los cursos elementales.

En la segunda seccion se les dicté una clase de tipo magistral acerca del nimero e y las

funciones exponencial y logaritmica, que se describe en la proxima parte de este trabajo.

Para esta clase los alumnos deberian tener claros lo conceptos basicos de integral, in-
terpretacion de integral como area bajo una curva, el teorema fundamental del calculo y

nociones muy béasicas de cédlculo diferencial.

Por 1ltimo se aplicé un post-test (ver Apéndice B), para ver cémo les habia parecido el
nuevo método, y si para ellos valdria la pena que se diera de esa manera en los cursos de

calculo.

Intervencion DidAactica.

A la clase se le colocé el siguiente titulo:

.. [edt . 1\"
{Por qué si — =1entoncese= lim (1+—) 7
1 t n—oo n

La clase se dividié en tres partes.

Parte I: A los estudiantes se les expuso un resumen de la definicién de la funcién
logaritmica, la funcién exponencial, sus propiedades bésicas y la definicion de e. Esta fue ex-
puesto de acuerdo a lo presentado en las secciones Introduccion al nimero e, La funcion
logaritmica, Definicion del nimero e y la primera parte de La funcion exponencial del

Capitulo 2

Parte II: A los estudiantes se les presenté un esquema de la demostracion tradicional

) 1
e = lim (l—l— —) ,
n—0o0 n

presentado de acuerdo a lo establecido en el Lema 2.13, el Teorema 2.14 y la Observacion

2.15.

de que
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Parte III: En esta ultima parte de la clase se les planted la forma mucho mas sencilla

de demostrar y comprender por qué

1
e = lim (1+ —) ,
n— oo n

presentado de acuerdo a lo establecido en el Teorema 2.16/y en el Corolario 2.17.

El propésito del diseno de esta intervencién era contrastar las dos formas de ensenanza
del nimero e, y se observé que la forma tradicional como se ensena el niimero e en los cursos
de matematica elemental es mucho mas rigurosa que la que usa Goodman, T.N.T. (1986) en

el articulo tomado como referencia.
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Analisis de los resultados.

Una vez realizada la observacién directa, encuestas abiertas orales y escritas y una en-
cuesta escrita a un grupo de alumnos (ver Apéndice B). En estas encuestas la mayoria de los
estudiantes dieron como definiciéon de e una de las expresiones que aparece en la pregunta
2 y la respuesta a esta pregunta fue muy pobre. El levantamiento de la informacién sugiere
que los temas relacionados al niimero e se ensenan enunciando reglas que aparecen en la bib-
liografia de matematica que usualmente se emplea para la ensenanza del tema y por tanto

predomina el aprendizaje memoristico de los mismos por parte de los estudiantes.

Producto de la la lectura detallada, se decidié programar una clase que se dividié en tres
partes, cuya duracion fue de ciento diez (110) minutos. La misma se llevé a cabo atendiendo
a los requerimientos diddcticos necesarios para lograr la eficacia de dicha intervencién, los
requisitos se fueron descubriendo en la medida que se realizaba la revision bibliogréafica y
comparando la presentacién de las distintas formas de ensenar el nimero e. Los principales
requerimientos fueron conocimientos muy béasicos de calculo diferencial e integral, incluyendo
el teorema fundamental del cédlculo e interpretacion de la integral como area. Fue necesario
aplicar un pre-test y luego un post-test para recopilar informacién acerca de la situacién
en la que se encontraba la ensenanza y comprension del nimero e y la funcién exponencial

antes y después de la intervencién didactica.

La intervencion resultd productiva ya que a los estudiantes les parecié interesante la
forma como se les explicé desde otra perspectiva el nimero e y la funcién exponencial.

Tal como ya indicamos el método tradicional corresponde con lo establecido en el Lema
2.13) el Teorema 2.14/ y la Observacién 2.15. Este método conlleva una gran cantidad de
pasos logicos e incluye el teorema de Taylor, mientras que el método propuesto es directo e

intuitivo.
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La aplicacién de un pre-test, complementando con las encuestas abiertas sirvieron para
corroborar, en primera instancia, la sospecha que se tenia de que existe una fuerte prob-
lematica en la ensenanza de los temas relacionados con el nimero e y la funcién exponencial.
Por citar algunos ejemplos, al preguntar “;Que entiende por nimero e de acuerdo a lo

43

que ha estudiado?” algunas de las repuesta fueron “e es racional porque es peridédico”, “el
niumero e es como 7, “lo he estudiado en cursos de calculo y andlisis, pero no tengo claro

su significado”, “e = 2,72”.

En el post-test se reflejé claramente que a los estudiantes les parecié buena la propuesta
planteada, finalmente para terminar de validar la misma, se les mostré a varios docentes e
investigadores el modelo planteado por Goodman, T.N.T. (1986) en su articulo, recibiendo

aceptacion de ésta por parte de los profesores.

Analisis del pre-test.
En la siguiente pagina se muestra una tabla que resume las respuestas dadas por los

alumnos en el pre-test.

La leyenda correspondiente es:
A = Respuesta acertada.

B= Respuesta regular.

C= Respuesta no acertada.

D= No contestd.

En la tabla se observa un predominio de respuestas no acertadas y preguntas no contes-
tadas, evidenciandose asi la necesidad de mejorar la ensenanza del nimero e y las funciones

exponencial y logaritmica.

Aunque estaban previstos 10 minutos para la realizacion de esta prueba, en la practica no
se le impuso ninguna limitacién de tiempo a los participantes, dandoles tiempo para pensar,

razonar y explicar.
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4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

Estudiantes | Item 1 | Item 2 | Item 3 | Item 4

10
11

12
13
14
15
16

17
18
19
20
21

22
23
24
25
26

TABLA 1. Respuestas al pre-test
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Analisis del post-test.

ran mayoria r ndié “si regun )
La gra ayoria respondié “si” a la pregunta 1

Todos respondieron “si” a la pregunta 2 y la razon, en general, es que lo consideran mas

comprensible que lo han estudiado en cursos anteriores.

A la gran mayoria les parecié muy buena la calidad de la exposicion.

En conclusién el resultado del post-test valida el método y sugiere buena calidad docente

de la expositora.
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Conclusiones y Recomendaciones.

Las respuestas expresadas en el pre-test por los estudiantes reflejaron claramente la necesi-
dad de buscar alternativas que ayuden a mejorar la ensenanza de los tépicos que forman parte

del célculo elemental.

Una vez planteada la propuesta, la mayoria de los estudiantes se sintieron identifica-
dos con la alternativa planteada, pues la misma les resulta ser méas amigable, tanto por lo
comprensible de los pasos, como por lo simplificado de la herramientas matematicas que se
utilizan para llegar al resultado deseado, que no es mas que lograr una mejor comprensién

del nimero e y la funcién exponencial.

Dentro de los aspectos positivos que predominan en el desarrollo de todo el proceso

investigativo se encuentran:

(a) El interés presentando por los estudiantes en cuanto a la propuesta.

(b) Lo factible que es la propuesta en el campo de la ensenanza, comprensién y apren-
dizaje de la matematica, por poseer las caracteristicas que se adaptan a los re-
querimientos didacticos del proceso de ensenanza-aprendizaje y a las necesidades

académicas de los estudiantes.

(c) Existe interés por parte de los docentes e investigadores en estudiar de manera mas

detallada la alternativa planteada.

La sencillez que tiene desde el punto de vista didactico la propuesta planteada en este

trabajo de investigacion, puede permitir la creacién de nuevas vias o maneras para mejorar
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el proceso de ensenanza-aprendizaje de contenidos matematicos, tanto en la tercera etapa

de educacion basica, media diversificada y profesional, como en la universitaria.

A una gran parte de los estudiantes, acostumbrados a lo riguroso y formal de la demostracién
que normalmente se usa en los cursos de matematica bésica, al principio, les parecié que lo
que se les estaba explicando era muy evidente y hasta algunos se notaron incrédulos, pero
a medida que fueron conociendo la propuesta, se identificaron con ésta, solicitando que se
incorporase en los programas de cédlculo de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de

Ciencias de la Universidad Central de Venezuela.

En cuanto a las técnicas y métodos usados en la intervencion didactica, se puede concluir
que los mismos fueron los apropiados, de manera que la informaciéon suministrada tuvo su
apoyo bibliografico pertinente, logrando cubrir los requerimientos didacticos, tanto de la

intervencién como de los estudiantes, y asi como también la satisfaccion del docente.

Las recomendaciones generales que se pueden hacer son:

e Continuar en la linea de investigacién, buscando nuevas alternativas en cuanto a los

topicos de célculo referentes a la ensenanza del nimero e y la funciéon exponencial.

e Tratar de incluir el esquema de la clase correspondiente a la intervencién didéactica
en los cursos de calculo, especificamente en los contenidos referentes al nimero e de
la licenciatura en matematica de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central

de Venezuela.

e Elaborar material didactico acerca de la ensenanza del nimero e y la funcion ex-
ponencial, que pueda servir de ayuda tanto a profesores y alumnos. Este material
podria ser interactivo, de manera tal que se pueda colocar en internet a través de

la elaboracion de una paginas web.
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e Adaptar esta propuesta a los dos tltimos anos de Educacién Media y Diversificada,
ya que serviria para dar una introduccion de los nuevos conceptos, asi como afianzar

los ya estudiados.
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APENDICE A

Programas.

A continuacién se presentan los programas de las asignaturas Matematica I,
Matemaética II, Matematica III y Anélisis I de la Licenciatura en Matemaética de la Uni-

versidad Central de Venezuela.

En el programa de Matematica I, se estudia la funcién exponencial y logaritmica es-

pecificamente en el Tema 8.

Luego en el programa de Matematica II, se estudian algunas de las aplicaciones del

numero e en el Tema 5.
Maés adelante en el contenido de Matematica III, en el Tema I, se vuelven a nombrar las
aplicaciones del ntimero e, continuando en el Tema 2 con la nocién mas formal de algunas

expresiones de este nimero.

Por 1ultimo en el Tema 3 del curso de Anélisis I, se estudia con mas detalle el nimero e.
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UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FAcuLTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMATICA L.
Matematica I

Licenciaturas en Biologia, Computacion, Fisica, Geoquimica, Matematica, Quimica

Cédigo: 8206
Créditos: 6 Requisitos: No tiene

Horas de teoria: 4 Horas de practica: 4
Vigente desde 2000-2

Objetivos

En este curso el estudiante recibe una introduccion al calculo diferencial en una variable.
El objetivo de este curso es que el estudiante:

Aprenda a manipular correctamente los nimeros, las funciones basicas y sus graficas.

Adquiera una buena base de geometria analitica del plano.

Aprenda a resolver inecuaciones y trabajar con aproximaciones.

Comprenda las nociones de limite y continuidad. Calcule limites. Reconozca puntos de
discontinuidad de una funcién.

Comprenda el concepto de derivada, su significado geométrico y fisico y esté en capacidad
de aplicarlo a la resolucién de problemas.

Aprenda las reglas de derivacién y sepa derivar funciones polinémicas, racionales, expo-
nenciales, logaritmicas, trigonométricas y sus combinaciones y composiciones.

Trace graficos precisos de funciones, sabiendo precisar sus caracteristicas usando limites

y derivadas.
Contenido

Tema 1: Los nimeros.

Numeros naturales, enteros, racionales, reales. Propiedades basicas. Identifi-
cacion del conjunto de los ntimeros reales con la recta. Relacion de orden. Interva-
los.

Tema 2: Curvas, férmulas, funciones y graficas.

Pares ordenados y plano Cartesiano.

Curvas que representan graficas de funciones. Estudio descriptivo. Manipula-
ciones geométricas con las curvas. Curva inversa y composicién de curvas.

Férmulas y uso de la calculadora. Manipulaciones con férmulas. Férmulas
inversas.

Relacién entre formulas y curvas.
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Tema 3: Funciones basicas.
Estudio y graficos de algunas funciones:
(i) Identidad, cuadrado, raiz cuadrada, potencial, raiz enésima.
(ii) Valor absoluto, parte entera.
(iii) Exponencial y logaritmica, logaritmo neperiano y logaritmo en base 10, cambio
de base.
(iv) Funciones polinémicas y funciones racionales.

Trigonometria: circulo trigonométrico, funciones trigonométricas, angulos no-
tables, formulas trigonométricas bésicas, funciones trigonométricas inversas, repre-
sentacion grafica.

Representacion grafica de funciones que se pueden expresar como suma, producto
o inversa numérica de las funciones basicas, en particular polinomios y algunas
funciones racionales sencillas. Escala logaritmica y semilograritmica.

Estudio de la nocién de ecuacion y su interpretacién en el cuadro funcional y
grafico. Funciones definidas mediante formulas. Dominio y rango de una funcién.

Tema 4: Geometria analitica plana.

Estudio de las rectas, parabolas e hipérbolas como familia de curvas. Inter-
pretacién geométrica de los coeficientes (estudio detallado del binomio de segundo
grado). Distancia entre dos puntos del plano. Circunferencia. Elipse. Distancia de
un punto a una recta.

Tema 5: Inecuaciones y aproximaciones.

Resolucion de inecuaciones (método grafico). Calculo de soluciones de ecuaciones

por aproximacién. Errores. Cifras significativas.
Tema 6: Composicion de funciones.

Composicién de funciones. Representacion grafica de funciones que se pueden ex-
presar como composicion de funciones basicas. En particular considerar: asen(bx +
c), exp(—z?), exp(—kz), | f(x)|, ete.

Tema 7: Limites.

Limites. Discusion intuitiva. Interpretacién grafica del concepto de limite.
Limites laterales. Limites infinitos y limites en el infinito. Célculo de limites de
funciones definidas mediante férmulas. Limites indeterminados sencillos.

Tema 8: Derivadas.

Definicién de derivada y su interpretacion geométrica y fisica. Reglas de derivacién
y su justificaciéon. Suma, resta, producto, cociente. Regla de la cadena y derivada
de la funcién inversa. Célculo de derivadas de funciones dadas por formulas.

Derivadas de las funciones polinémicas, racionales, trigonométricas, exponen-
ciales y logaritmicas.

Uso de la derivada para hallar la tangente a una curva en un punto dado.
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Tema 9: Continuidad.
Nocién de continuidad. Interpretacién geométrica. Distintos tipos de discon-
tinuidades.
Tema 10: Aplicaciones.
Uso de los limites y la derivada para precisar aspectos de una curva. Calculo de
maximos y minimos de una funcién. Trazado de grafico de funciones.

Aplicaciones a problemas de Matematica, Biologia, Fisica y Quimica.

Bibliografia
[1] ALSON, PEDRO Métodos de graficacion. Editorial Erro.
[2] DEMINOVICH, B. Problemas y ejercicios de Andlisis Matemdtico. Editorial
Paraninfo.
[3] EDWARDS, C. H. Y PENNEY D. E. Geometria Analitica y Cdlculo. Editorial
Prentice Hall Hispanoamericana.
[4] LErTHOLD, L. Matemdticas previas al Cdlculo. Editorial Harla.
[5] MIRANDA, GUILLERMO Matemdtica I - Fisica. Fac. Ciencias. UCV.
[6] SWOKOWSKY, E. W. Cdlculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamer-
icana.

Comentarios

(1) La ultima parte del curso, que corresponde con introduccion al célculo diferencial y
aplicaciones, tiene un caracter introductorio. Este tema sera estudiado con mayor
profundidad en el curso de Matematica II.

(2) Los libros

Calculus de M. Spivack (editorial reverté)

Calculus Volumen 1 de T. Apostol (editorial reverté)
son excelentes, pero se encuentran por encima del nivel de este curso. Sin embargo,
es deseable incentivar a los estudiantes para que comiencen a iniciarse en este tipo

de literatura.



UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FAcuLTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMATICA L.
Matematica II

Licenciaturas en Biologia, Computacion, Fisica, Geoquimica, Matematica, Quimica

Cédigo: 8207

Créditos: 6 Requisitos: Matematica |

Horas de teoria: 4 Horas de practica: 4
Vigente desde 2000-2

Objetivos

Este es un curso de calculo diferencial e integral en una variable, al que el estudiante

llega con una base de un primer curso de introduccién al célculo diferencial. Los conceptos y

resultados de calculo diferencial introducidos en Matemaética I son tratados con mayor rigor

y profundidad.
El objetivo de este curso es que el estudiante:

Domine las técnicas de derivacién de funciones.

Use las técnicas del calculo diferencial para calcular limites, trazar graficos de funciones

y resolver problemas de maximos y minimos.

Comprenda el concepto de sucesion y limite de sucesion, sea capaz de calcular el limite

de una amplia variedad de sucesiones.

Entienda el enunciado del teorema de Taylor, esté en capacidad de aproximar funciones y

estimar el error. Use el método de la tangente de Newton para aproximar ceros de funciones.

Aprenda a calcular la antiderivada (primitiva) de una amplia variedad de funciones.

Resuelva ecuaciones diferenciales de primer orden, que se resuelven por integracion y

comprenda algunas aplicaciones elementales.

Comprenda el concepto de integral definida y el teorema fundamental del calculo. Aplique

las técnicas de céalculo integral para resolver una amplia variedad de problemas que incluyen

calculo de volumenes, longitud de arco, centro de gravedad, etc.

Esté en capacidad de aproximar integrales definidas usando la regla de los trapecios y la

de Simpson.
Contenido

Tema 1: Calculo diferencial en una variable.
Repaso de los conceptos basicos del cédlculo diferencial.

Teoremas del valor medio: Rolle, Lagrange y Cauchy. Interpretacion geométrica

y aplicaciones. Funciones crecientes y decrecientes. Criterio de la primera derivada.
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Méximos y minimos. Convexidad. Criterio de la segunda derivada (tanto para con-
vexidad como para méximos y minimos). Aplicacién al trazado de graficos de fun-
ciones. Regla de L’Hopital. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas. Gréaficos
de funciones. Aplicaciones de maximos y minimos.

Tema 2: Sucesiones numéricas.

Concepto de sucesion y ejemplos. Limite de una sucesién. Propiedades del
limite. Calculo de limites de sucesiones.

Tema 3: Teorema de Taylor y aproximaciones.

Férmula de Taylor con resto. Acotacién del resto y aplicaciones: Célculo aprox-
imado de funciones y desigualdades. Calculo de ceros de funciones: Método de los
intervalos encajados. Método de la tangente de Newton.

Tema 4: La integral indefinida.

Integral indefinida y métodos de integracion: Cambio de variables, integracién
por partes, integrales trigonométricas, férmulas de reduccién para las integrales de
sen”x y cos™ z, integracion de funciones racionales. La sustitucion z = tan (%)
Integracion de algunas funciones irracionales.

Tema 5: Ecuaciones diferenciales.
Aplicacion de los métodos de integracion para resolver ecuaciones diferenciales

ordinarias sencillas. Ecuaciones con variables separables. Ecuaciones que se re-

ducen a ecuaciones con variables separables (y' = f(z,y) donde f es homogénea
de grado cero, y = axtbute etc.). Ecuacién lineal de primer orden, ecuacién de
re+sy+t

Bernoulli. Aplicaciones: ley de enfriamiento de Newton, crecimiento de bacterias,
desintegracién radioactiva, crecimiento logistico.
Tema 6: La integral definida.

Area bajo el grafico de una funcion. Area como limite de una sucesion. Integral
de Riemann. Primitivas y teorema fundamental del calculo. Regla de Barrow.
Teoremas del valor medio para integrales. Cambio de variables e integracién por
partes para integrales definidas.

Tema 7: Calculo aproximado de integrales.

Célculo aproximado de integrales definidas y estimacion del error. Aproximacién

de areas por rectangulos, regla de los trapecios y regla de Simpson.
Tema 8: Aplicaciones del calculo integral.

Calculo de areas de regiones planas. Longitud de arco de una curva dada en
la forma y = f(x). Volumen de un sélido cuando se conoce el drea de su seccién
transversal (ejemplo: pirdmide). Volumen de un sélido de revolucién. Centro de
gravedad. Area de una superficie de revolucién. Integrales impropias en intervalos
del tipo (a,00) y (—o00,a).
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Bibliografia
[1] ALSON, PEDRO Cdlculo Basico. Editorial Erro.
[2] BATSCHELET, E. Introduction to Mathematics for Life Scientist. Springer Ver-
lag.
[3] DEMINOVICH, B. Problemas y ejercicios de Andlisis Matemdtico. Editorial
Paraninfo.
[4] EDWARDS, C. H. Y PENNEY D. E. Ecuaciones diferenciales elementales con
aplicaciones. Editorial Prentice Hall Hispanoamericana.
[5] EDWARDS, C. H. Y PENNEY D. E. Geometria Analitica y Cdlculo. Editorial
Prentice Hall Hispanoamericana.
[6] MIRANDA, GUILLERMO Matemdtica II - Fisica. Fac. Ciencias. UCV.
[6] SWOKOWSKY, E. W. Cdlculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamer-
icana.

Comentarios

(1) El estudiante llega a este curso con una pequenia base de célculo diferencial, dada
en el curso de Matematica 1.
(2) Los libros
Calculus de M. Spivack (editorial reverté)
Calculus Volumen 1 de T. Apostol (editorial reverté)
se encuentran por encima del nivel de este curso. Sin embargo, es deseable incentivar
a los estudiantes para que comiencen a iniciarse en este tipo de literatura.
(3) Por limitaciones de tiempo, el profesor deberd escoger una de las aplicaciones men-
cionadas en el Tema de Ecuaciones Diferenciales y desarrollarla con cierto detalle.
Es recomendable hacer alguna mencién de las aplicaciones restantes.



UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FAcuLTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMATICA L.
Matematica III

Licenciaturas en Biologia, Computacion, Fisica, Matemética, Quimica.

Cédigo: 8208
Créditos: 6 Requisitos: Matematica II

Horas de teoria: 4 Horas de practica: 4
Vigente desde 2001-1

Objetivos

Este es un curso basico de célculo, que contiene ecuaciones diferenciales de primer y
segundo orden, sistemas lineales de dos ecuaciones diferenciales, series numéricas, una in-
troduccién al algebra lineal y una introduccion al calculo diferencial e integral en dos y tres

variables.

El estudiante debera:

Aprender a resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, asi como una amplia
variedad de ecuaciones diferenciales que se reducen a éstas.

Aprender a resolver ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes en
una variedad amplia de casos.

Aprender a resolver sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales.

Ser capaz de aplicar los conocimientos adquiridos sobre ecuaciones diferenciales para
modelar situaciones que se presentan en Fisica, Biologia y Quimica, tales como problemas de
enfriamiento, desintegracion radioactiva, problemas de movimiento, crecimiento de especies,
ete.

Comprender el concepto de serie, dominar los criterios basicos de convergencia para series
de términos positivos. Entender y aplicar el criterio de Leibnitz para series alternadas.

Adquirir las nociones basicas de geometria plana, del espacio y algebra lineal, necesarias
para comprender el calculo diferencial e integral en dos y tres variables.

Comprender e interpretar desde el punto de vista fisico los conceptos de curva y trayec-
toria, ser capaz de parametrizar una amplia variedad de curvas, comprender e interpretar
el concepto de integral de linea. Ser capaz de calcular una amplia variedad de integrales de
linea.

Comprender el concepto de campo escalar y los conceptos de limite y continuidad de
campos escalares.

Entender el concepto de diferenciabilidad de un campo escalar, reconocer campos es-
calares diferenciables, saber calcular derivadas parciales usando las reglas usuales de derivacion
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de funciones, saber aplicar la regla de la cadena para la composicion de un campo escalar
con una curva.

Interpretar geométricamente el gradiente, saber hallar el plano tangente a una superficie,
resolver problemas de maximos y minimos en dos y tres variables sin restricciones y con
restricciones.

Comprender los conceptos de integral doble y triple de un campo escalar, saber colocar
los limites de integracion en regiones no triviales, saber cambiar de coordenadas cartesianas
a polares, cilindricas y esféricas. Saber calcular areas, volimenes, centros de masas, etc

usando integrales dobles y triples.
Contenido

Tema 1: Ecuaciones diferenciales.

Ecuaciones diferenciales de primer orden. Revision de los métodos ya estudiados
en Matematica II. Ecuaciones con variables separables y reducibles a estas.

Aplicaciones de la ecuacién diferencial de primer orden: Crecimiento de pobla-
ciones (exponencial, logistico, limitado). Epidemias. Desintegracién radioactiva.
Enfriamiento.

Ecuaciones diferenciales lineales de orden 2 con coeficientes constantes. Solucién
general de la ecuacién homogénea. Solucién general de la ecuacién ay” + by +
cy = f(z) en los casos en que f es un polinomio, f(z) = a® y f(x) = kysenx +
ko cos . Aplicaciones: Caida libre, equilibrio de poblaciones, caida libre en un medio
resistente.

Sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Aplicacién:
competencia entre especies.

Tema 2: Series numéricas.

Series: Definicién y ejemplos. Criterios de convergencia para series de términos
positivos: comparacién, limites, raiz, razon, integral. Series alternadas: criterio de
Leibnitz.

Férmula de Stirling y producto de Wallis.

Tema 3: Nociones de geometria plana, del espacio y algebra lineal.

Subconjuntos de R? y R3. Vectores. Producto escalar y vectorial. Ecuacién
paramétrica de la recta. Representacién de subconjuntos definidos mediante ecua-
ciones y desigualdades sencillas. Superficies en R3: plano, esfera, elipsoide, cilindro,
cono, paraboloide, hiperboloide. Bolas abiertas y bolas cerradas en R? y R?. Idea
de abierto, cerrado y frontera.

Distintos sistemas de coordenadas en R? y en R3: polares, cilindricas y esféricas.
Transformacién de coordenadas. Parametrizacién de subconjuntos de R? y de R?

en estas coordenadas.
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Concepto de transformacién lineal (considerar los casos 7' : R" — R™, con
n,m < 3). Concepto de base. Matrices. Matriz asociada a una transformacién
lineal. Producto de matrices. Inversa de una matriz. Autovectores y autovalores.
Determinantes 2 x 2 y 3 x 3. Diagonalizacién de matrices. Sistemas de Ecuaciones
Lineales.

Tema 4: Curvas en el plano y en el espacio.

Funciones de R en R? y de R en R3. Ejemplos y motivacién: movimiento
circular uniforme, parabdlico, etc. Vector tangente a una curva en términos de las
funciones coordenadas. Recta tangente a una curva en términos del vector tangente
a dicha curva. Reparametrizacién y longitud de arco. Trayectoria y forma de la
trayectoria de una particula en movimiento. (Interpretar la reparametrizacién de
una curva como una forma de movimiento a lo largo de esa curva). Integrales de
linea. Interpretacion como trabajo mecanico.

Tema 5: Campos escalares.

Funciones de R? en R y de R? en R (tales como f(z +v), f(zy), f(z* + v?),
f(z/y), donde f es identidad, seno, coseno, In). Dominio y rango de funciones de
R? en R y de R? en R. Gréfico y representacién grafica de funciones de R? en R.
Curvas y superficies de nivel. Limite a lo largo de una curva de una funcién de R?
en R. Introduccién al concepto de limite en un punto a través del concepto de limite
a lo largo de una curva. Nocién de continuidad. Limites iterados. Diferenciabilidad
de un campo escalar en un punto. Derivadas parciales y direccionales. Concepto
de gradiente. Condicién suficiente de diferenciabilidad. Regla de la cadena para
la composicién de un campo escalar con una aplicacién de R en R? y de R en R3.
Diferenciacién de funciones definidas en froma implicita.

Tema 6: Gradiente de un campo escalar y aplicaciones, maximos y minimos.

Interpretacion geométrica del gradiente: Direccion de maximo crecimiento para
una funcién de R? en R. Plano tangente a una superficie dada en la forma: (a)
F(z,y,z) =0y (b) z = f(z,y). Ecuacién del plano tangente en cada uno de estos
casos en términos de las derivadas parciales de F'y f.

Maximos y minimos. Desarrollo de Taylor y criterio del Hessiano en dos vari-
ables. Método de los multiplicadores de Lagrange.

Tema 7: Integrales dobles y triples.

Integrales dobles y triples de funciones sencillas, haciendo énfasis en la deter-
minacion de los limites de integracién en regiones no triviales. Cambio de coorde-
nadas cartesianas a polares, cilindricas y esféricas. Aplicacién a célculo de areas,
volimenes, centros de masa, etc. Calculo de 0+°° e da.
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Bibliografia
[1] ApostoL, T. Calculus Volumen 2. Editorial Reverté.
[2] BATSCHELET, E. Introduction to Mathematics for Life Scientist. Springer Ver-
lag.
[3] DEMINOVICH, B. Problemas y ejercicios de Andlisis Matemdtico. Editorial
Paraninfo.
[4] EDWARDS, C. H. Y PENNEY D. E. Ecuaciones diferenciales elementales con
aplicaciones. Editorial Prentice Hall Hispanoamericana.
[5] KiseLiov, A., KrAasNOV, M. Y MAKARENKO, G. Problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Editorial MIR.
[6) KREIDER, D., KULLER, R., OSTBERG, D. Y PERKINS, F. Introduccion an
andlisis lineal, Parte 1. Editorial fondo educativo interamericano.
[7] MARSDEN, J. Y TROMBA, A. Cdlculo Vectorial. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana
[8] MIRANDA, GUILLERMO Matemdtica III - Fisica Fac. Ciencias. UCV.
[9] SWokOwSKY, E. W. Cidlculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamer-
icana.
[10] WILLIAMSON,R., CROWELL, R. Y TROTTER, H. Cdlculo de funciones vecto-

riales. Editorial Prentice Hall.
Comentarios

(1) Siempre se debe comenzar el curso por la primera parte del Tema 1 (Ecuaciones
Diferenciales de primero y segundo orden) ya que se requiere de inmediato en otras
asignaturas de algunas Licenciaturas. Antes de comenzar la segunda parte del Tema
1 (Sistemas de dos ecuaciones diferenciales), a juicio del profesor, se puede adelantar
algo de algebra lineal para una mejor comprension por parte de los estudiantes.

(2) En el Tema 1 se deben estudiar ejemplos de Fisica, Quimica y Biologia. En lo
que se refiere a los ejemplos de Biologia se debe destacar la parte de dinamica de
poblaciones, se recomienda el libro de Batschelet ([2]), capitulo 11 para esta parte.

(3) Se recomienda distribuir el tiempo de acuerdo a la siguiente tabla:

Tema 1 tres semanas
Tema 2 dos semanas y media
Tema 3 dos semanas y media
Tema 4 una semana y media
Tema 5 dos semanas y media
Tema 6 dos semanas

Tema 7 dos semanas
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ESCUELA DE MATEMATICA .
Analisis 1

Codigo: 8401 Codigo anterior: 22T1
Créditos: 6 Requisitos: Matematica II1
Horas de teoria: 4 Horas de practica: 4
Vigente desde 1993-1

Contenido

Tema 1: Los nimeros reales.
Axiomas. Propiedades de orden. Supremo. Completitud. Numerabilidad.
Tema 2: Topologia de la recta.

Intervalos. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos de acumulacién. Teorema de
Bolzano-Weierstrass. Conjuntos compactos. Teorema de Heine-Borel. Conjuntos
CONexos.

Tema 3: Sucesiones.

Convergencia. Sucesiones monotonas. Subsucesiones. Limites superior e inferior

de una sucesién. El niimero e. Sucesiones de Cauchy.
Tema 4: Limites y continuidad de funciones.

Funciones continuas en abiertos y cerrados. Condiciones necesarias y suficientes
para continuidad. Continuidad y compacidad. Continuidad uniforme y el teorema
de Heine ( f continua sobre compacto implica f uniformemente continua ). Discon-
tinuidades. Funciones monotonas.

Tema 5: Derivada.

Derivada de una funcién real. Condicién de Lipschitz. Teorema del valor medio.

Funciones inversas. Derivadas de orden superior y el teorema de Taylor.
Tema 6: Integral de Riemann.

Definicion, funciones integrables, integrales superior e inferior, condicién de inte-
grabilidad de Riemann, ejemplos de funciones no integrables. Teorema fundamental
del Calculo, integracion por partes.

Tema 7: Series numéricas.

Series infinitas, convergencia absoluta y condicional, reordenamiento. Multipli-
cacion de series.

Tema 8: Sucesiones y series de funciones.

Convergencia uniforme, relaciéon con continuidad, diferenciacién e integracion.
Convergencia de series de funciones. Condiciones suficientes. Teorema de Weier-
strass.
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Tema 9: Integrales impropias.
Integrales impropias del primer tipo. Valor principal de Cauchy, pruebas de
convergencia, integrales y series. Integrales impropias del segundo tipo.
Tema 10: Series de potencia.
Intervalos de convergencia, derivadas. Teorema de Taylor. La funcién exponen-
cial y las funciones trigonométricas. Series de Fourier.

Bibliografia
[1] AposToL,T. Mathematical Analysis. Addison-Wesley Publishing Company.
(1977).
2] BRuzuAL, R. Y DOMINGUEZ, M. Cdlculo diferencial en una variable. Publica-
ciones del Laboratorio de Formas en Grupos, Facultad de Ciencias, UCV. http://euler.ciens.ucv
(Elaborada para Analisis I) (2004).
[3] BRuzuAaL, R. Y DoMINGUEZ, M. Cdlculo integral en una variable. Publica-
ciones del Laboratorio de Formas en Grupos, Facultad de Ciencias, UCV.
http://euler.ciens.ucv.ve/ labfg (Elaborada para Analisis 1) (2004).
[4] PROTTER, M. H. AND MORREY, C. B. A First Course in Real Analysis.
Undergraduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag. XII, (1977).
[5] RuDpIN, W. Principles of Mathematical Analysis.
[6] STROMBERG, H. An Introduction to Classical Real Analysis.
[7] WHITE, A. Real Analysis, An Introduction.



APENDICE B

Instrumentos de Evaluacion.

A continuacion, se presentan los instrumentos de recoleccion de informacién, las cuales

se les aplicaron a la muestra elegida.

Los mismos fueron de caracter diagnéstico, donde solamente se recolecté la informacién
para luego tener una idea de cual es la concepcién del tema tratado por parte de los estu-
diantes de los cursos de calculo basico, de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Central de Venezuela.
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Pre-test

Trabajo de licenciatura, Opcién Docente
Br. Marcia Garcia

Tutor: Dr. Ramén Bruzual

Pre-test
oL [edt , 1\"
Por qué si 7= 1 entonces lim (1+— ) =e?
1 n

n—oo

El siguiente pre-test es de cardcter diagndstico. Se le agradece ser sincero en sus re-
spuestas, tiene 10 minutos para responder. No es necesario que escriba su nombre.

(1) ;Qué entiende usted como el nimero e ?

(2) De acuerdo a la definicién que usted dié anteriormente explique jpor qué se cumplen

cada una de las siguientes igualdades 7

=1
(a) e:kz_oﬂ.
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Post-test

Trabajo de licenciatura, Opcién Docente
Br. Marcia Garcia

Tutor: Dr. Ramén Bruzual

] Post-test

°dt 1\"

. Por qué si / 7= 1 entonces lim | 1+ —> =e?
1 n

n—oo

(1) Después de oir esta clase {le quedé més claro el por qué si

€dt ) 1\"
— =1lentonces lim (1 +—] =¢€?
1t n—00 n

(2) ;Piensa que se debe incorporar este método a los cursos elementales de Matematicas
IT y Anélisis I? ;Por qué ?

(3) ¢Cdémo le parecié la calidad de la exposicién ?

a) Muy buena.

(c) Regular.

)

b) Buena.
)
) Deficiente.
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Encuesta

El niimero e en la Licenciatura en Matematica

Primer Semestre 2004

El objetivo de esta encuesta es evaluar los conocimientos adquiridos ac-
erca del nimero e en nuestra Licenciatura. Agradecemos su colaboracion,
responda de la manera més honesta posible, no es necesario que se identi-
fique.

(1) {Qué recuerda cémo definicién del nimero e?

(2) En base a la definicién dada anteriormente, explique por qué:

ln
= 1i I+ —
@e=tm (1+7)

(e=>-.

n=0

(¢) Ine = 1.



APENDICE C

Copia del articulo base.

A continuacién se presenta una copia del articulo titulado “Maximum Products and lim
(1 + %)n” de T. Goodman publicado en la revista American Mathematical Monthly. Vol.
93, N° 8, 638-639
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THE AMERICAN
MATHEMATICAL MONTHLY

Contents (189N 0003-9480)
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638 T. N, I. GOODMAN [October

afternoon constructing a non-zero polynomial over the quaternions all of whose values are zero (1
think we had some help from Kaplansky), and asking exactly which skew fields it's possible to do
this for. We also worked on the Riemann Hypothesis and the Poincaré Conjecture, without

(1 fondly remember when Chris Croke proved the Poincaré Conjecture, modulo two facts that
seemed plausible. He showed me the proof, we couldn't find anything wrong with it, and we went
to ask Dick Lashof about the status of the: two “facts™. ij“ﬂﬁwmmm
you could prove the Poincaré Conjecture”™.)

It's also true that each problem had an associated meta-problem: concoct g plausible scenario
mwhdnumhma&ﬁnwﬂmdwhawthmm&mhmlmrﬂlym
mmthnnuatﬁemymbhmmadnﬂnlmi 1 -

Jon Alperin attacked them all with vigor. As I kept T

I R. Damiel Mauldin, ed. The Scottish Book: Mathemanis Problems from the Scoish Caé, Birkhauser, 1981.
2. Webster's Ninth New Collegiate Dictionary, Merriam-Webster, 1985,

13-
mmmmmu-{ u;—) =

T. N.T. Goobsman
Dipartment of Mathemarical Sciences, The ummmtﬂnm

In a recent edition of this MoNTHLY [I]thmw#' de by C ‘W, Barnes entitled
“Euler's constant and ¢ in which h deducs he exisience of Ealr's consiant
.lii(lf;} = ¢ or, 10 be more precise, from the inequality _—'

(1 ¢/[1-+ -1-)<[1+ 1)" e

ﬂamnpmtmhm'uwpwomkmﬂﬁﬁ’ is & dearth of
is natural and interesting. , L
Weﬁmﬁwﬁp.bmhud&;mmhmm&”'l vith the fles
&ajumlna?'wnl the anly properties we use of ¢ and the logarithmi
b ]—x-(lnx)-- sandlnx" = nlnx for n=1,2,..
mmn-:mwn.nﬂ.mmn-mnfra L ’ﬁ‘-ﬁﬁ&hm”ﬂ““

it =n.

in s <fimy ien (22) " < (%)) g .ﬁn J<fr=2)

The motivation for this proof is the following problem: given a numher X > 1, how can we
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. the number that can be gained as a product of positive numbers whose sum is X7 We
~recall the well-known arithmetic mean-geometric mean inequality, which says that for any

_-ﬁuhiuw-n,,....-n,.
{2 a -"._w.‘(“‘—‘h:-i'-)..

Thus the product will be a maximum when all the numbers are equal and so the problem
 reduces to finding an integer # that maximizes (X/n)". Now for n > X, (X/n)" < (X/1)' and so
there must be some integer m at which the maximum occurs, Then

(XAm+10)""" < (X/m)"

and so
Jfac{nr+1)(l.+ é)n.
Also
(XAm=1)"" < (X/m)"
and so

n—1
#(I‘FM—_I <_L
where we put
w—l
(.1+ L) “litn=1.
A=1

MNow applying (2) with

“l - e -"_i-l*-d;__l.ﬂ'-l.

fie =27

1 =1 " _1 i :
I‘{l e ‘—41") !ﬂ\tl-.'i'n[-l‘f‘ ;) form=12,. ...

S0 for any X > 1 there is a unique integer m with

|" ex<imenfee o)
*qﬁhﬂhﬁ@b‘ﬂp'pﬂb&ﬂﬂhb-&iﬁl{ﬁﬁﬁﬁ:ﬂ%%ﬂ is the
nique integer satisfying (3). (In the case x*u(l-l-m__‘]n -umchma:a&uuu
|~ 1) We note that the size of the pieces thus gained lies berwen 1+

m=1
w1

+
m(! ey

)M and

1
= ahoa | udn‘;h;(1+ ;) (assuming it exists) represents the limit of the size of the
ces l*—'ﬂ'ﬂé
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‘We have solved the problem using only clementary algebra, but in solving an oplimization

problem it seems natural to employ the caloulus, Now maximizing (X/n)* is equivalent to
maximizing n In{ X/n) and so we consider the function f(¢) = ¢ In{ X/r). Since f(r) = In{ X/1)
— 1, f has its maximum at / = X/, In general this is not an integer and so the caleulus is of no
avail in solving this problem. However, in the special case when X /e is an integer n, then n is the
unique solution and so must coincide with m in (3), So we have

u[1+ﬁ]._l<m<(u+1)(l + %)'

the inequality being strict since the solution is unique. Since this is true for all n = 1,2,..., we
have inequality (1).
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ON CHARACTERIZATIONS OF ANALYTICITY

G. . FoLLanp
Department of Mathematics, University of Washington, Seatrle, WA 08195

For the purposes of this note we adopt the following definition:

DeEINITION. Let U be an open set in the complex plane C. A function f: U — C is analyric if
its complex derivative f* exists and is continuous on U, Equivalently, f is analytic il f is of class
C‘mB{ﬂmmdmmdvuhhhﬂmduﬁnﬁmﬂn&mh}mmnmﬁm

af l‘."
ax  ay|

The condition that [ be continuous is of course superfluous, and most complex analysis
texthooks omit it in defining analyticity. However, there is a pedagogical advantage in the present
definition: it enables one to prove Cauchy's theorem, and hence to penetrate 1o the heart of the
subject, with considerably less effort. (For example, one can obtain a version of Cauchy's theorem
: general for most purposes as an immediate corollary of Green's theorem.) Moreover,
in the further development of function theory, the continuity of f* is never an issue: it always falls
out of the calculations quite automatically.

Muﬂmm one may wish to step back and ask whether the hypotheses of the
ma&%mmm; need not be assumed continuous is the standard answer

() =0, whmé,r-—

-answer, more interesting in that it is an instance of a general result
qu(ﬁ[hwﬁﬂhhﬂnmm
it mﬁmmmmﬂymfmcﬁm.“’ummaﬂwhmd
'_- ﬂm a complex analysis class as soon as one has proved

it the uniform limit of analytic functions is analytic.

Nmmh#ﬁmmmac C}{(U) denotes the space of functions of class ¢! on €
(in the real-variable sense) that vanish outside a compact subset of U. dd4 denotes the element of
area on €. 9 denotes the Cauchy-Riemann operator defined in (1}

Desintrion. A function f: U — € is weakly analytic if f is continuous and
(2) [1-ga4 =0 foral g e (V).
It is clear that if f is analytic, then [ is weakly analytic, for one can integrate by parts:
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