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Resumen

Se demuestra que todo semigrupo de contracciones con dos parametros racionales, o con
un parametro racional y otro natural, posee una dilatacion unitaria. A partir de estos resulta-
dos, se obtiene una nueva demostracién de la version continua del teorema de levantamiento
del conmutante y de un teorema de Slocinski, que establece que todo semigrupo de con-
tracciones con dos pardametros reales y fuertemente continuo en cero, posee una dilatacion
unitaria.

También se demuestra una extension de un teorema de dilatacion de Sz.Nagy y Foias, que
permite obtener un resultado de dilatacion para semigrupos multiparamétricos de operadores,
que satisfacen cierta condicion de positividad. A partir de este resultado de dilatacién se

obtiene una version multiparamétrica del teorema de levantamiento del conmutante.



Introducciéon

Una técnica muy utilizada para estudiar operadores en espacios de Hilbert es la de re-
presentarlos como parte de un operador mas simple, cuyo dominio es un espacio de Hilbert
mas grande. Esta técnica, esencialmente geométrica, es conocida como dilatacion. En detalle,

sean H un espacio de Hilbert y
LH)={T:H — H:T esun operador lineal y continuo}.
Se dice que un operador V' € L(F) es una dilatacion del operador T € L(H) si
T" = PiV™s (n=0,1,2,3...)

donde F es un espacio de Hilbert que contiene a H como subespacio cerrado y Pj. es la
proyeccion ortogonal de J sobre JH.

La notacién anterior fue introducida por Sz.-Nagy en [27]. Se dice que la dilatacién es
unitaria si V' es unitario.

En el ano 1953, Sz.-Nagy [25] demostré que toda contraccién posee una dilatacién uni-
taria. Si se le anade una condiciéon natural de minimalidad, esta dilataciéon es unica, salvo
isomorfismos. Los conceptos de dilatacién y de minimalidad se extienden de manera natural
a familias de operadores, incluyendo semigrupos de operadores.

En el ano 1963, Ando [@] demostré que todo par de contracciones que conmutan posee
una dilatacién unitaria minimal, no necesariamente tnica. En 1968, Sz.-Nagy y Foias [30]
demostraron el teorema de levantamiento del conmutante, el cual es equivalente al teorema de
dilatacion de Ando. Luego, en 1970, Parrott [19] mostr6 que el resultado de Ando no puede
ser extendido a tres o més contracciones, es decir, en general tres contracciones que conmutan
no poseen dilatacién unitaria. Sin embargo, bajo ciertas condiciones de positividad, una
familia conmutativa de contracciones posee dilatacion unitaria, ver por ejemplo el Teorema
9.1 del Capitulo I del libro de Sz. Nagy y Foias [29] ( Teorema B72 en la pédgina B1 del
presente trabajo).

Los resultados anteriormente senalados de Sz.-Nagy, Ando y Sz.-Nagy y Foias corres-
ponden con familias de contracciones, con parametro discreto (en los naturales). De estos
teoremas se han dado versiones con pardmetro continuo (en la recta real). Con mads detalle,

se tiene que:



INTRODUCCION 3

En el ano 1954, Sz. Nagy [26] demostré que todo semigrupo de contracciones con pardme-
tro en los reales positivos y fuertemente continuo posee dilatacién unitaria, lo cual es una
versién continua de su primer teorema de dilatacion.

En el ano 1982, Slociriski [23] demostré que todo semigrupo de contracciones con dos
parametros reales positivos y fuertemente continuo posee una dilataciéon unitaria, lo cual
es una versién continua del teorema de dilatacion de Ando. Para establecer este resultado
utiliza el teorema de Ando para encontrar extensiones autoadjuntas y conmutativas de los
cogeneradores de los semigrupos uniparamétricos asociados al semigrupo biparamétrico.

En el ano 1989, Arocena [3] dio una versién continua del teorema del levantamiento del
conmutante.

En el ano 1985, Ptak [21] demostré un resultado de dilatacién, que puede interpretarse
como una versién continua del Teorema 9.1 del Capitulo I del libro de Sz. Nagy y Foias [29].

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:

El Capitulo 1 presenta una breve introduccién a las algebras C* y aplicaciones comple-
tamente positivas, para mas detalles sobre este tema se puede ver [5],[IC1],[20], [22].

El Capitulo 2 esta dedicado a problemas de dilatacién biparamétricos, se demuestra que
todo semigrupo de contracciones con parametro en Q, x Q, 6 Q. x N, no necesariamente
fuertemente continuo, posee dilatacion unitaria. Esto permite dar una nueva demostracién
del teorema ya mencionado de Slociniski. También permite demostrar que todo semigrupo
de contracciones con parametro en R, x N posee dilataciéon unitaria minimal. Este tltimo
resultado puede interpretarse como una versiéon con un parametro continuo y uno discreto
del teorema de dilatacién de Ando y permite dar una nueva demostracion de la versién
continua del teorema del levantamiento del conmutante dada por Arocena. Estos resultados
aparecieron en la publicacién [9], ver también [TH].

Los capitulos 3 y 4 estan dedicados a problemas de dilatacion de familias multiparamétri-
cas de contracciones. Tomando en cuenta el contraejemplo ya mencionado de Parrott, es de
esperarse que la situaciéon se complique bastante més en este caso y que se requieran algunas
hipétesis adicionales sobre las familias de contracciones.

Para el caso multiparamétrico se consideraran conjuntos de operadores de la forma

{T'(s, 7’)}(S erSde C L(H), que satisfacen:
) +o o

(a) 7(0,0) = I (operador identidad),
(b) T((s,7) + (s',7")) = T(s,r)T(s',r") para todo (s,7), (s',7") € RYL x N&2,
(€) Wmys ) s(soro) |1 T(8,7)h — T(s0,70)R|| = 0 para todo h € H, (sp,70) € R, x N22.

En lo anterior A; y A, son conjuntos no vacios, Ry = [0,00) y RY% (N22) es el conjunto

de las funciones definidas en A; (Ay) a valores en R, (N), con soporte finito.



INTRODUCCION 4

Un conjunto {7'(s, ) Nd2 que satisface (a), (b) y (c) se denomina semigrupo

}(s,r)eRﬁ},x
de operadores con parametro en Rﬁlo x N22 (o semigrupo multiparamétrico), fuertemente
continuo.

El Capitulo 3 contiene resultados basicos sobre dilataciones unitarias regulares de sis-
temas conmutativos de contracciones, calculo funcional para estos sistemas, se extiende el
Teorema 9.1 del Capitulo I del libro de Sz. Nagy-Foias [29] a sistemas conmutativos de
operadores de la forma {{Ay }wea,, {As}rea, } donde A; y A, son conjuntos no vacios y se
demuestran unos lemas que seran fundamentales para demostrar los resultados del proximo
capitulo.

En el Capitulo 4 se obtiene un resultado general de dilatacion para semigrupos de ope-
radores con parametro en Rﬁﬁ, x N22 que contiene al teorema de Ptak [21]. A partir de este
ultimo resultado se obtiene una versién continua de la extension del teorema del levanta-
miento del conmutante dada por Miiller en [17].

Es importante destacar que una de las principales herramientas utilizadas en este trabajo
es la teoria de extension y representacion de funciones completamente positivas. El concepto
de aplicaciones completamente positivas en algebras C* fue introducido por Stinespring en su
trabajo [24]. El estudio de la relacién entre este tipo de aplicaciones y la teorfa de dilatacién
fue profundizado por Arveson (ver [4] y [20]) quien trabajé en subconjuntos de algebras C*
denominados sistemas operadores y demostré que una aplicacién completamente positiva,
definida en un sistema operador y a valores operadores, puede ser extendida a una aplicacién
completamente positiva en toda el adlgebra.

El esquema que se ha seguido para muchas de las demostraciones es el de asociar una apli-
cacion completamente positiva, definida en un sistema operador, a una subfamilia adecuada
de contracciones, aplicar el teorema de extensién de Arveson, el teorema de representacién

de Stinespring y utilizar argumentos adecuados de densidad y continuidad.



Capitulo 1

Algebras C* y aplicaciones completamente positivas.

Este capitulo es preliminar, se dan ciertas definiciones y se exponen resultados basicos
que seran necesarios para la lectura de los proximos capitulos.
Como es usual N, Z, Q, R, C representan el conjunto de los niimeros naturales, enteros,

racionales, reales y complejos, respectivamente.

1. Algebras C*.

Definicién 1.1. Un dlgebra A es un espacio vectorial sobre C en el que esta definido un
producto - : A x A — A que satisface:
() a-(b-c)=(a-b)-c
(ii)a-(b+c)=a-b+a-c,
(ili) (a+b)-c=a-c+b-c,
(iv) AM(a-b) = (Aa)-b=a- (\b)
para todo a,b,c € Ay para todo \ € C.
Sea A un algebra, una involucion en A es una aplicacion a — a* de A en A que cumple
con las siguientes propiedades:
(i) a** = aq,
(i) (aa+ Ab)* = @a* + \b*,
(iii) (a-b)* =0b* - a*.
para todo a,b € A y para todo a;, A € C.

El elemento a* es llamado el adjunto de a.

Definicién 1.2. Sea A un algebra con involuciéon y B un subconjunto de A, se dice que B
es una subdalgebra con involucion de A cuando B es una variedad lineal y a - b,a* € B para
todo a,b € B.

Definicién 1.3. Un dlgebra de Banach A es un algebra en la que esta definida una norma

|.1l4, tal que (A, ||.|la) es un espacio de Banach y satisface:
la - blla < lalla[lblla

para todo a,b € A.
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Si A es un algebra de Banach con involucién y
la* - alla = llall%

para todo a € A, se dice que A es un dlgebra C*.
Si A es un aigebra C* vy a € A, se cumple que

lalla = {la*]l4-

Definicién 1.4. Sea A un algebra C*, se dice que:

(i) A tiene unidad cuando existe un elemento e € A tal que

para todo a € A.
El elemento e es tinico. Es usual suponer que ||e][4 = 1 y se satisface que e* = e.

(ii) A es conmutativa si el producto - es conmutativo.

Si A es un algebra C* con unidad y a € A, se dice que a es invertible en A si existe b € A

tal que

El elemento b se denotard por a™.

Observacién 1.5. Si A es un algebra C* con unidad entonces la norma en A es tnica (ver

(5, pagina 257, ejercicio 60.11]).

Definicién 1.6. Sea A un algebra C* con unidad e y a € A, se dice que:

(i) a es normal si a-a* = a* - a.
(ii) a es autoadjunto si a = a*.

(iii) @ es unitario si a-a* = a*-a =e.

Notacién. Si A es un algebra C* con unidad y a € A, paran € N, a” es el producto de a

consigo mismo, n veces. Para n = 0 se define a® = e. Si a es invertible, se define a™ = (a™)™.

A continuacién se dan algunos ejemplos de algebras C* que son basicos en el presente

trabajo.
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Ejemplos.

a) C con el producto usual de nimeros complejos, con elemento unidad 1+ i0 = 1,
con la norma dada por el valor absoluto y con involucion: z* =z para z € C, es un
algebra C* conmutativa con unidad.

b) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y
C(X,C)={f:X = C: f es continua en X }.

Con las siguientes convenciones se obtiene que C(X, C) es un algebra C* conmutativa

con unidad.

e Para f,g € C(X,C), se define el producto
(f-9)(z) = f(z)g(x) paratodo =€ X.
e El elemento unidad es la funciéon constantemente igual a uno,
1(x) =1 paratodo z € X.

e Para f € C(X,C) , la norma esta dada por:
| flloo = sup|f(z)| = méax|f(x)| (norma uniforme).
zeX zeX

e Para f € C(X,C), el adjunto de f estd dado por

f*(z) = f(z) = f(z) paratodo z¢€ X.

c) Sea
Cy(R*,C) = {f :R* = C: f es continua y acotada}.

Con las siguientes convenciones se obtiene que Cy(R?, C) es un dlgebra C* conmu-
tativa con unidad.
e Para f, g € Cy(R% C), se define el producto

(f-9)(w,y) = f(w,y) g(z,y) paratodo (z,y) € R”
e El elemento unidad es la funciéon constantemente igual a uno,
1(z,y) = 1 para todo (x,y) € R®.
e Para f € Cy(R?,C), la norma estd dada por:

I/l = sup [f(z,y)l.

(z,y)€R?

e Para f € Cy(R2 C), el adjunto de f estd dado por

[*(z,y) = f(z,y) = f(z,y) paratodo (z,y) € R
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d) Si A es un élgebra C*, toda subédlgebra con involucién y cerrada en A es un
algebra C*.

e) Sea H un espacio de Hilbert complejo (sin considerar el espacio trivial H = {0}) y
L(3H) ={T : H — H : T es un operador lineal y acotado }.

Con las siguientes convenciones se obtiene que L(H) es un algebra C* no
conmutativa con unidad.
e Se define el producto como la composicién de operadores.

e El elemento unidad es el operador identidad I5¢, definido por
I5(h) = h para todoh € H.

e Para T' € L(H) , la norma estd dada por:

17N ewo = sup [[T(A)]]
Il =1

e Para T' € L(H), el adjunto de T es el operador T* € L(H) tal que
(T(h), W')ac = (h, T (P))ac
para todo h, h' € H.

En lo que sigue, al referirnos a espacios de Hilbert se trata de espacios de Hilbert com-
plejos.
Definicién 1.7. Sea H un espacio de Hilbert. Sea T' € L(H), se dice que T es:
(i) una contraccion si | Th||sc < ||h||3c para todoh € H.
(ii) una isometria si||Th||sc = ||h||sc para todoh € H.
Observacién 1.8. Sean 3 un espacio de Hilbert y 7' € L(H).

(i) T es una isometria si y sélo si T*T" = Iy.
(ii) De acuerdo a la Definicién I8, T es unitario si y s6lo si T*T = TT* = Iy. Es

importante destacar que 71" es unitario si y sélo si T' es una isometria sobreyectiva.
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2. El algebra M, ,(A).

Sean A un algebra C* con unidad, n € N\ {0} y M,x,(A) el conjunto de las matrices

n x n con entradas en A. Con el producto usual de matrices y la involucion dada por

([aijmjzl)* = [a;i]ijl

para [a;]7 =y € Mpxn(A), se obtiene que M, x,(A) es un dlgebra con involucién.

A continuacién se va a probar que es posible definir una norma en M, ,(A) con la cual
adquiere estructura de algebra C*. Por la Observacion [C3, esta norma es tinica y por lo tanto
no es ambiguo referirse a M5, (A) como un algebra C*.

Por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal (ver [B, Teorema 62.1]) existe un espacio de

Hilbert H tal que A es isométricamente isomorfa a una subdlgebra con involucion y cerrada
B de L(H). Entonces, se puede identificar M,, s, (A) con My, (B) C Mpysn(L(H)).
Si T3]} j=1 € Mpxn(B), escribiendo:

[Ej](hlv R hn) = (Tll(hl) +-+ Tln(h'n)a S 7Tn1(h1) +oe Tnn(hn))
para todo hy € H (k=1,...,n) y considerando la norma
[Pt eees )G = NallBe + o - ([P 5¢

en el espacio de Hilbert H" = H & - @ H, se obtiene que la matriz [T};]._, € L(H").
Esta identificacién induce una norma ||.|[,xn en Myxn(A) (ver el Ejemplo (e) de algebras
C*). Con esta norma, M, y,(A) es un algebra C*.

Luego, M, x,(A) es un algebra C* con unidad, que en general no es conmutativa.

n
L)=

Ejemplo.
Sean A = Cy A = [ay]} ;= € Mpxn(A), escribiendo:

Az = (a1121 4+ -+ a1nzn, - Q21+ F Qpn2p)
para z = (21,...,2,) € C", usando el producto interno
n
(z,w), = Z 2, W
k=1
donde z = (z1,...,2,) € C" , w = (wy,...,w,) € C"y la norma

12112 = (2, 2)n,
entonces

[Allnxn = sup[[Az[],.

ll2]ln=1
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01

0 € Msy5(C), entonces

En particular, si A =

[All2x2 = sup [z =1

|21 |2 +|22]2=1
3. Calculo funcional para funciones continuas.

En esta seccién se da una breve introduccién a la teoria de Gelfand para algebras C*

conmutativas y su relacién con el calculo funcional.

Definicién 1.9. Sea A un édlgebra de Banach con unidad. Sea a € A, el espectro de a es:
oa(a) ={\ € C:a— Ae no es invertible }.

Observacién 1.10. Si el dlgebra A es una subalgebra de un dlgebra B, puede ocurrir que
algin elemento a € A no es invertible en A pero es invertible en B. Por lo tanto, el espectro
de a depende del dlgebra.

Siempre se cumple que oz(a) C oa(a).

Si B es un algebra C* con unidad e y A es una subdlgebra con involucién y cerrada de

B tal que e € A, entonces
oa(a) = op(a)
para todo a € A.

Se tiene que o4(a) es un espacio de Hausdorff compacto no vacio (ver, por ejemplo, [T,

pagina 41]).
A continuaciéon se dan algunos ejemplos de espectros.

Ejemplos.

a) Para A = C, sea z € C entonces
oa(z) = {z}.
b) Para A = M, «,(C), sea A € A entonces
oa(A) ={A e C:det(A—A) =0} ={\ € C: Xes autovalor de A}.
¢) Sea H un espacio de Hilbert y A = L(H). Sea T' € L(H), entonces
oa(T) ={A € C:T — Al no es invertible}.

El elemento 7" — Al no es invertible si 7" — Al no es acotado inferiormente o
Rango(T — \I) # H.
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d) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y A = C(X,C). Sea f € C(X,C),

entonces
oa(f) ={f(z):x € X}.
e) SiA=Cy(R?*C)y f €A, entonces

Uﬂ(f) = {f('r7y) : (Ivy) S RQ}

Definicién 1.11. Sean A y B édlgebras C* con unidades ey, eq, respectivamente.

Una aplicacién ¢ : A — B es un homomorfismo unital * si:

(i) ¥ es un homomorfismo de algebras,
(ii) ¢ es unital, es decir, 1(eq) = e,
(iii) v es una aplicacién *, es decir, ¥(a*) = ¥ (a)* para todo a € A.

Se dice que ¥ : A — B es una aplicacion isométrica si
|v(a)|le = ||a|la para todo a € A.
Si A es un algebra C* conmutativa con unidad y
My =4t : A — C:1es un homomorfismo unital },

entonces, M, es un espacio de Hausdorff no vacio, compacto con la topologia débil*. La
demostracién de esta propiedad puede encontrarse en [22, paginas 277 y 280].

Por el teorema de Gelfand-Naimark (ver [22, pagina 289] y [I1, pagina 92]), la transfor-
mada de Gelfand, que es la aplicacién I' : A — C(My, C) dada por

para todo a € Ay ¢ € My, es un isomorfismo isométrico *.
Para el caso particular en que A = L(H), donde H es un espacio de Hilbert, esta
transformada da origen a un calculo funcional, para funciones continuas, de la siguiente

manera: Si T € L(H) es normal y f € C(o(T),C), entonces
f(T) =T7H(f o I(T)).

Ejemplos.

1) Si f(z) =2" (z€C,neN), entonces f(T)=T".

2) Sea T = {2z € C: |z = 1}. Si U € L(H) es unitario entonces o(U) C T. Si
f(z)=2" (2€T,ne€Z),entonces f(U)=U".
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4. Aplicaciones completamente positivas.

Definicién 1.12. Sean A un &algebra C* con unidad y a € A, se dice que a es positivo si
a=a*yog(a) C[0,00), 0 equivalentemente, si existe b € A tal que a = b* - b.

En este caso se escribird a > 0.

Ejemplo.
Sea T' € L(H), se obtiene que T es positivo si y sélo si (T'(h), h)g > 0 para todo h € H.

Se puede probar que 7' es una contraccion si y solo si [ —T*T > 0.

Definicién 1.13. Sean A y B élgebras C* con unidad y ¢ : A — B una aplicacién lineal,
se dice que ¢ es una aplicacion positiva si ¢(a) > 0 para todo a € A, a > 0.
Para n € N\ {0}, sea ¢, la aplicacién de M, x,(A) a M,«,(B) dada por:

wn(A) = lp(ay)]ijz

para A = [a;]}7 =1 € Myxn(A).

Se tiene que ,, es una aplicacion lineal debido al hecho de que ¢ es una aplicacién lineal
y por las propiedades de suma de matrices y el producto de una matriz por un escalar.

Se dice que ¢ es completamente positiva si para cada n € N\ {0} y A = [a;;]};=; €
M,sn(A), A >0 se tiene que @,(A) = [p(ai;)]?_4 > 0.

4,j=1

Observacion 1.14. Claramente toda aplicacion completamente positiva es positiva. A con-
tinuacion se da un ejemplo de una aplicacién positiva que no es completamente positiva.

El conjunto Myyo(C) es un dlgebra C* (ya que se identifica con el espacio L(C?)). Sea
© 1 Moyo(C) = Mayyo(C) la aplicacion definida por

211 212 | A Za
2 = _ _ .
221 222 212 222

Se tiene que ¢ es positiva ya que una matriz es positiva si y sélo si su transpuesta
conjugada lo es (ver la Definicién [12).

Se va a probar que ¢ no es completamente positiva, para esto basta ver que s no es
positiva. Usando la identificacién natural entre My o(Maya(C)) y Myxs(C) se tiene que la

matriz

_ O O =
o O O O
o O O O
_ o O =
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es positiva porque sus autovalores son positivos, pero

0

P2

o = O O
_ o O O

0
1
0
0

_ O O =
o O o O
_ o O =
oS o o =

0
0
0
y la matriz del lado derecho de la igualdad no es positiva porque tiene un autovalor negativo.

Sea H un espacio de Hilbert. En general, un teorema de dilatacion es un resultado que
caracteriza alguna clase de aplicaciones en L(JH) como compresiones (o proyecciones) a H de
aplicaciones en L(JF) con mejores propiedades, donde F es un espacio de Hilbert que contiene
a J.

Uno de los teoremas de dilatacion mas generales es el teorema de representacion de
Stinespring (ver [24],[20]) el cual caracteriza las aplicaciones completamente positivas de un

algebra C* en L(H), como proyecciones de homomorfismos™*.

Teorema 1.15 (Stinespring [24]). Sea A un dlgebra C* con unidad e, sean H un espacio
de Hilbert y o : A — L(H) una aplicacion lineal*. Una condicidn necesaria y suficiente para

que ¢ tenga la forma:
pla) = JP(a)J

para todo a € A, donde J : H — F es un operador lineal y acotado, F es un espacio de

Hilbert y ¢ : A — L(F) es un homomorfismo unital *, es que ¢ sea completamente positiva.

Observacién 1.16. En el teorema anterior como p(e) = J*J, si ¢ es unital entonces J es
una isometria. Luego, J : H — J(H) es un isomorfismo isométrico y como J(H) C F, se

puede identificar H con el subespacio cerrado J(H). Con esta identificacién,
J* =Py,
donde Py es la proyeccién ortogonal de F sobre H, de donde
p(a) = Py (a)x
para todo a € A.
Definicién 1.17. Sea A un algebra C* y S un subconjunto de A, se define
S*={acA:a" €S}

Se dice que S es autoadjunto si S = S*.
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Definicién 1.18. Sea A un dlgebra C* con unidad e. Se dice que S es un sistema operador
en A si S es una variedad lineal de A, es autoadjunto y contiene la unidad e.

Sia € A, se dice que a es un elemento positivo de S si a € S y a es positivo en A.

Ejemplo. El conjunto

N
Sp2 = {f € C(T?%,C) : f(z,w) = Z (apjz"w’ + bz *w™); N € Ny ay;, b; € (C}

k,j=0

es un sistema operador en C(T?, C).

Si A y B son algebras C* con unidad y S es un sistema operador en A, la definicién de

aplicacion completamente positiva ¢ : S — B es andloga a la Definicion [CT3.

El teorema de extensién de Arveson (ver [4],[20]) dice que, bajo ciertas condiciones, una
aplicacion completamente positiva definida en un sistema operador se puede extender a una

aplicacion completamente positiva en toda el algebra. En detalle,

Teorema 1.19 (Arveson [4]). Sean A un dlgebra C* con unidad, 3 un espacio de Hilbert y
S C A un sistema operador.
Si¢p: S — L(H) es una aplicacion completamente positiva, entonces existe una aplicacion

completamente positiva ¢ : A — L(H) que extiende a ¢.



Capitulo 2

Problemas de dilatacion biparamétricos y aplicaciones.

En este capitulo se exponen resultados relacionados con problemas de dilatacion bipa-
ramétricos. Algunos de los resultados y ejemplos que se dan motivan lo expuesto en los

préximos capitulos.

Notacién. Sean H y F espacios de Hilbert. Si X € Fy T C L(H), se denotard por

V aeq A(FH) el subespacio cerrado de J generado por los elementos de la forma A(h), donde
A€ T, heXH. Es decir,

\/ A3 = {XN: Ap(hi) : N e N\ {0}; A, € T;hy, € H; k =1, N} (2.1)

AeT k=1

1. Representaciones unitarias y semigrupos de operadores.

En lo que sigue, sea (I',4,0) un grupo abeliano con elemento neutro 0.

Definicién 2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una representacion de I' en L(H) es una
aplicacién U : T' — L(H), tal que:
(i) U(s1+ s2) = U(s1)U(s2) para todo s1,s2 €T,
(i) U(0) = Iy.
Se dice que {U($)}ser C L(H) es una representacion unitaria si cada operador U(s) es

unitario.

En este caso U(—s) = U(s)* para todo s € I

Definicién 2.2. SiI' es un grupo topoldgico y {U(s)}ser C L(H) es una representacion se
dice que {U($)}ser es
(i) fuertemente continua (fuertemente continua en 0) si, para cada h € H, la aplicacién
s — U(s)h de I" en H es continua en todo I' (continua en 0),

(ii) débilmente continua (débilmente continua en 0) si, para cada h, h’ € 3, la aplicacién
s — (U(s)h,h')3c de T en C es continua en todo I' (continua en 0),

(iii) uniformemente fuertemente continua si, para cada h € H, la aplicacién s — U(s)h

de I' en H es uniformemente continua en I'.

15
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Ejemplo.
Sea A € L(H) autoadjunto. Para s € R sea U(s) = e*4. Entonces, {U(s)}scr €s una

representacion unitaria de R en L(H), fuertemente continua en 0.

Observacion 2.3. SiI' es un grupo topoldgico y {U(s)}ser C L(H) es una representacion
unitaria débilmente continua entonces también es fuertemente continua en 0. Esta propiedad

se obtiene usando que, si h € H y s € I" entonces
1T (s)h = hlf3 < 2[|Rll3 — 2Re{U (s)h, h)sc
Supongase que d es una métrica en I' que es invariante por traslaciones, es decir
d(s + S0, 8" + 80) = d(s, )

para todo s, s, s, € I', entonces I' es un grupo topolégico con la topologia inducida por d.
En este caso, las representaciones unitarias tienen las siguientes propiedades que se ob-

tienen facilmente a partir de la Definicién 2.

Proposicion 2.4. Sean H un espacio de Hilbert, I' un grupo topoldgico con la topologia in-
ducida por d y {U(s) }ser una representacion unitaria de I' en L(H). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) {U(

(b) {U(s)

(c) {U(s)}ser es fuertemente continua.
(d) {U(s)

S)}ser es débilmente continua en 0.

U(s)}ser es débilmente continua.

U(S)}ser es uniformemente fuertemente continua.

SiT'y es un semigrupoy 7' : I'y — L(H) es una aplicacién que satisface (i) para s, so € I'y
y (ii) de la Definicién 271, se dice que {T'(s)}ser, € L(H) es un semigrupo de operadores con

pardametro en I'y.

Ejemplos.
1) Sea A € L(H). Para n € N sea T'(n) = A"™. Entonces, {T'(n)}nen €s un semigrupo
de operadores con parametro en N.
2) Sea {A;, A2} C L(H) un par de contracciones que conmutan. Para n,m € N sea
T'(n,m) = AT AL Entonces, {T'(n,m)}mm)enxy €s un semigrupo biparamétrico de

operadores.

La definicién de semigrupo fuertemente (débilmente) continuo es andloga a la parte (i)
y (ii) de la Definicién 222
En lo que sigue, sea (I'1,4+) un sub-semigrupo del grupo (I', +).
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Definicién 2.5. Sean H y F espacios de Hilbert, sean {7'(s)}ser, C L(H) un semigrupo de
operadores con pardmetro en I'y y {U(s)}ser C L(F) una representacion de I' en L(F).
Se dice que {U(s)}ser es una dilatacion unitaria de {T'(s)}ser, si F contiene a H como

subespacio cerrado, la representacion {U($)}ser es unitaria y
T(s) = PLU(s)|5c (s €Ty)

donde Pj es la proyeccién ortogonal de F sobre K.
Si ademaés
5=\ U(s)(5),
sel’
se dice que la dilatacion es minimal.

De manera andloga se define la dilatacion isométrica minimal.

Observacién 2.6. Si {U(s)}ser € L(F) es dilatacién unitaria de {T(s)}ser, € L(3H),
entonces {U(s)*}ser C L(F) es dilatacién unitaria de {T'(s)*}ser, C L(FH).

Observacién 2.7. Si un semigrupo de operadores posee una dilatacion unitaria, entonces
posee una dilatacion unitaria minimal. Mds precisamente, si {U(s)}ser C L(F) es dilatacién
unitaria de {T'(s)}ser, C L(H), el subespacio

F =\ U(s)(H)

sel’
es invariante por U(s) para cada s € I' (porque el conjunto {U(s)(H)}ser es invariante por
U(s)) y contiene a H como subespacio cerrado. Asi, {U(s)|s }ser es dilatacién unitaria de
{T(s)}ser,, que ademds es minimal, es decir,

F =\ U(s)ls(H).

sel

Observacion 2.8. Si un semigrupo de operadores posee una dilatacion unitaria, entonces
posee una dilataciéon isométrica minimal: Si {U(s)}ser € L(F) es dilatacién unitaria de
{T(s)}ser, C L(H) y V(s) = U(s)g para s € I'y donde § = \/ . U(s)(3H) entonces
{V (s)}ser, es dilatacién isométrica minimal de {T'(s)}ser, C L(H).

Definicién 2.9. Sean V = {V(s)}ser C L(F) y V' = {V'(s) }ser C L(F') dos dilataciones
de {T'(8)}ser, C L(H), se dice que V y V' son isomorfas si existe un operador unitario
o F — F tal que:

(i) ¢(h) = h para todo h € H,

(i) V'(s) = pV(s)¢ ™! para todo s € T.
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2. Semigrupos de contracciones con parametro en N y N x N.

En esta seccién se introducen resultados importantes de la teoria de operadores, entre
ellos, el teorema de dilatacion de Sz.-Nagy (caso discreto), el teorema de dilataciéon de Ando
y un contraejemplo de Parrott.

El teorema de dilatacién de Sz.-Nagy (ver [25] y [29, pédgina 13]) corresponde con el
caso [' = Z y I'y = N y establece que toda contraccién posee una tunica dilataciéon unitaria

minimal. En detalle,

Teorema 2.10 (B. Sz.-Nagy [25]). Sean H un espacio de Hilbert y A € L(H) una contrac-
cion. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y

un operador unitario U € L(F), tal que
A" = PjUM3 (n=0,1,2,..)

donde P es la proyeccién ortogonal de F sobre H.

Si se pide la condicion de minimalidad
F=\/ U"H),
ne”L

entonces U es unico, salvo isomorfismo.

Otro de los teoremas de dilataciéon importante en el andlisis funcional es el teorema de
Ando (ver [0 y [29, pagina 23]) que corresponde con I' = Z x Z y I'y = Nx N y establece que

todo par de contracciones que conmutan posee una dilataciéon unitaria, mas precisamente

Teorema 2.11 (Ando [M]). Sean H un espacio de Hilbert y {Ay, Ay} C L(H) contracciones
que conmutan. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio

cerrado y dos operadores unitarios que conmutan {Uy, Uy} C L(F), tales que
ATAT = PRUMUS 5 (n,m=0,1,2...)
donde Py, es la proyeccion ortogonal de F sobre 3.

Si se pide la condicion

F=\ UU5 (%),

nme”L

entonces la dilatacion es minimal.

Observacién 2.12. Contrario al caso del teorema de Sz.-Nagy, en el teorema de Ando no

se puede afirmar que la dilatacién unitaria minimal es Unica.
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Parrott (ver [T9]) mostré que el resultado de Ando no puede ser extendido a tres o mas
contracciones.

A continuacién se construye un conjunto de contracciones que conmutan,
{A, Ay, A3} C L(H), para el cual no se puede encontrar un conjunto de operadores unitarios

que conmutan, {Uy, Us, Uz} C L(F), tales que
Ay = PiUlse (i=1,2,3). (2.2)

Esta construccién aparece en [29, pagina 24] y es una simplificacién del primer ejemplo de
Parrott.
Sean X un espacio de Hilbert y {51, S2, 53} C L(X) un conjunto de operadores unitarios,

tales que
S19518s # S39519;. (2.3)

(Por ejemplo, se pueden considerar Sy = Ix y 51,53 € L(K) operadores unitarios que no
conmutan).
Sean H =K &Ky A; € L(H) (i = 1,2,3) los operadores definidos por

Ai(h, By = (0,8;(h)) (h,h € X).
Se tiene que:
@) [[Al =ISll=1 (i=1,2,3),
(i) AiA; =0=A;A; (i,5=1,233#j).
Asi, {A;, Ay, A3} es un conjunto de contracciones que conmutan.

Supongase que existe un conjunto de operadores unitarios que conmutan
{U1,Us,Us} C L(F), tales que cumplen (E22), entonces

PU;(h,0) = A;j(h,0) = (0,S;(h)) (he K;i=1,2,3). (2.4)
Como U; y S; son isometrias, se tiene que
1Ui(h; 0)lsc = l[(h, O)l|ac = [[Rllsc = [[Si(h)llsc = 1[0, Si(h)) 5.
Por (23),
Ui(h,0) = (0,S;(h)) (h€X).
De donde,

U7 U (R, 0) = U0, Si(h)) = U0, S5(5785) (h)) = (S;7Si(h), 0)

UkUj’lUi(h,O) = Uk(SJflSi(h),O) = (0, Sij’lSi(h)).
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Como Uy, Uy, U3 conmutan dos a dos, entonces
SkS; 1S =85S (i,4,k =1,2,3).
Contradicciéon a (223). Por lo tanto, no existen operadores unitarios que conmutan

{Uy,Us,Us} C L(F) tales que se cumple (22).

2.1. Aplicacién completamente positiva asociada a un par de contracciones
que conmutan.

Como es usual sea T = {z € C: |z| = 1}.

Definicién 2.13. Un polinomio en T? es una funcién p : T? — C de la forma:

N
p(z,w) = Z agjz"w’ (N € Nj ay; € C; z,w € T). (2.5)

k?]:_N

Observacion 2.14. Sean H un espacio de Hilbert y {Uy, Us} C L(F) operadores unitarios
que conmutan, si p : T? — C es un polinomio en T? se define
N

p(ULU2) = Y ayUUL.

k:]:_N

Lema 2.15. Sean H un espacio de Hilbert y {Uy,Us} C L(H) operadores unitarios que

conmutan. Entonces:

(a) Los operadores U;, U5 (i, j = 1,2) conmutan.
(b) Eziste un homomorfismo unital *, ¢ : C(T? C) — L(H), tal que

¢(p) = p(Ur, Ua)
si p es un polinomio definido en T?.

DEMOSTRACION.

(a) Como U; y U, son operadores que conmutan, entonces
U,U; = UyUs.

Por definicién de involucion, se tiene que
U;U; = UU;.

Como U; es unitario, haciendo el producto por la derecha y por la izquierda, en cada

término de esta igualdad, por U;, se obtiene que
U,U; = UsU;.

Por definicién de involucion, UsU; = Ui Us.
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(b) Sea C*(Uy,Us) el élgebra C* generada por {Uy,Us}, por la parte (a) se tiene que
C*(Uy,Us) es un algebra C* conmutativa. Por el teorema de Gelfand-Naimark esta algebra
es isométricamente isomorfa* a C(Me+ (v, u,), C).

Sea x € Me«(u,,u,), entonces

XU = x(U)x(UF) = x(UUF) = x(Is) = 1, (i =1,2).

Por lo tanto, para cualquier polinomio p(z,w) definido en T?, se tiene que

lp(Ur, Ua)|| = sup [x(p(Us, Ua))|

XEMex (U, Uy)

= sup |p(x(U1), x(Us))]

XEMex(U;,Us)

< sup [p(z,w)

|z|=|w|=1

= [Iplloo-

Por el teorema de Stone-Weierstrass el conjunto de los polinomios de la forma (E23) es

denso en €(T?,C) y por lo tanto la aplicacién
p = p(U1, Us)
se extiende a un homomorfismo unital *, ¢, de €(T?, C) en L(H). O

Observaciéon 2.16. Como es natural, en las mismas condiciones del lema anterior, para
f € ©(T?,C) se define
J(U, Uz) = o(f).
Asi se obtiene, para el par de operadores {Uy, Us}, un célculo funcional para funciones

continuas en dos variables.

Lema 2.17. Sean H un espacio de Hilbert y {Ay, Ay} C L(H) contracciones que conmutan.
Sea Stz el sistema operador en C(T?,C) definido por

N
St = {f € C(T%C) : f(z,w) = Z (agj2"w? + bz Fw™); N € N ay;, b € C } :

k,j=0

Entonces, la aplicacion F : Sy2 — L(H) definida por

F(f) = f(A1,A2) (f € S12)

es completamente positiva.
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DEMOSTRACION. Sea f € Sy2. Como A; y Ay son contracciones que conmutan, por el
teorema de Ando, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado
y dos operadores unitarios que conmutan Uy, Uy € L(F), tales que

AP AT = PEUT U5 (n,m=0,1,2,...).
De donde,
AN A = PRU U™ ¢ (n,m =0,1,2,...).

Luego,
F(f)= PSS{F (f (U1, Uz))lsc
Sea ¢ : €(T?,C) — L(F) la aplicacién dada por
(g) = g(U1,Un) (g € &(T?,C)).

Por el Lema T3, ¢ es un homomorfismo unital*, ademas

F(f) = Pio(f)ls.
Sea ¢ : C(T?,C) — L(H) la aplicacién definida por

v(9) = Piro(g)ls (g € €(T?,C)).

Como Pj; es un operador lineal, acotado y autoadjunto, por el teorema de Stinespring, ¢ es
completamente positiva y como ¢ extiende a F, entonces F : Sp2 — L(JH) es completamente

positiva. [

2.2. Caso de un parametro continuo.

A continuacién se enuncia el caso continuo del teorema de dilatacién de Sz.-Nagy (ver
[29, pagina 31]) que corresponde con el caso I' = Ry I'y = R, = {s € R: s > 0}. Este
resultado establece que todo semigrupo de contracciones con parametro en R, , fuertemente

continuo en 0, posee una unica dilatacion unitaria minimal. En detalle,

Teorema 2.18 (Sz. Nagy [26]). Sean H un espacio de Hilbert y {T(s)}s>0 C L(H) un
semigrupo de contracciones con parametro en Ry, fuertemente continuo en 0. Entonces,
existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y una representacion
unitaria {U(s)}ser C L(F) de R en L(F), fuertemente continua en 0, tal que

T(s) = PiU(s)lsc (s > 0).

Si se pide la condicion de minimalidad

5= \/ Uls)(30),

seR

entonces {U(s)}ser €s unico, salvo isomorfismo.
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Para el caso de dos pardmetros continuos Slociiiski [23] dio una versién continua del

teorema de Ando, ver Teorema 222

3. Semigrupos de contracciones con parametro en Q, x Q; 6 Q; x N.

En esta seccién se consideraran ' = Q x Ay 'y = Q, x A; donde A=Q 6 A =7Z. Si
A = Q entonces A; = Q. Si A = Z entonces A; = N.

El caso A = Q fue tratado en [I5] y el caso més general A = Q 6 A = Z apareci6 en [9].

Lema 2.19. Sea 3 un espacio de Hilbert, sean {T(s,t)} (e, xa, C L(H) un semigrupo de
contracciones y Soxa €l sistema operador en Cy(R?,C) dado por los elementos de la forma:

N
f((lf, y) _ Z (akjeiakxeiﬁjy + bkj ei'ykmeiejy>
k,j=0
donde N € N; Qs bkj € Car € Q; 5j eEN; v € Q_,'Qj € —ANi; k,j=0,...,N.
Entonces, la aplicacion L : Sgxa — L(H) definida por

N
= Z argT (o, Bj) + b T (—yk, —0;)"

k,7=0

es completamente positiva.

DEMOSTRACION. Sean € N\{0}.Sea © = [ f¢,]¢,_; un elemento positivo de M, xn,(Sgxa)-
Se va a probar que Ly, ([ fe, ]?777:1) es un elemento positivo de L(H™).
Para £,n =1, ...,n se escribe

No

n) za(f” = w(ﬁn) (577 (&n)x 19(517)
ferla,y) = Y (afe s e 4 b
J
k,j=0

donde ay;, byj € (C;Oz,(f") € Qy; B](ﬁn) € A; 7,(5") e @_;9§£n) € —Ai;k,j= O .., No.
Sea d € N\ {0} el minimo comiin multiplo de los denominadores de a ﬁ(én 7%&@7 , HJ(» ),

entonces

Ne SEm o glem A& L(&m
ffn(xv?/)zz ((En) A it y_|_b$77) —ih—a ity y>
k,j=0
donde, si™, t N 76 € Ny k,j = 0,...,Ne; £,n=1,...,n

Sean A, =T'(1/d, 0) y Ay = T(0,1/d). Por definicién de L,,, L y semigrupo de operadores,
se tiene que

n
No (em) &)

Lo (Lol ) = el — [z a0 A" A

k,j=0

b(gn)A*)\(in) A*T(in)

§n=1
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Sea f;n : T? — C definida por

(&n) (&n) h(Em) o __(&m)
E a w's +b,(fj")z AT

k,j=0

fgnzw

Como A; y A, son par de contracciones que conmutan, por el Lema P17 la aplicacion
F : Sz — L(H) definida por

F(g) = g(A1, As) (g € Sr2)

es completamente positiva.

~ n
Como | fgn]?’nzl > 0, entonces [ fgnLn—l es un elemento positivo de M,y (St2), asi

L, ([feng ) = ([fgnLn 1) > 0.

De donde, Ly, ([fen]¢,—1) es un elemento positivo de L(H"). O

A continuacion se prueba que todo semigrupo de contracciones con parametro en Q x Ay,

posee dilatacién unitaria minimal. En detalle,

Teorema 2.20. Sean J un espacio de Hilbert y {T'(s,t)}speq,xa, C L(H) un semigrupo
de contracciones. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio

cerrado y una representacion unitaria {U(s,t)}spnecoxa C L(F) de Q x A en L(F), tal que
T(s,t) = PRU(s,t)|sc ((s5,t) € Qp x Ay)

donde Pi es la proyeccidn ortogonal de F sobre H.

Se puede suponer que se cumple la condicion de minimalidad
F= \/ Uls.t)(3)
(5,£)€QxA

DEMOSTRACION. Sean Sgxa el sistema operador en C,(R?, C) y L : Sgxa — L(H) la
aplicacién completamente positiva dados en el Lema Z719. Por el teorema de Arveson, existe
una aplicacién completamente positiva L : G (R%,C) — L(H) que extiende a L.

Por el teorema de Stinespring, existe un espacio de Hilbert G, un homomorfismo unital*
¢ : Cy(R%,C) — L(9) y un operador acotado V : H — G, tal que

f,(g) =V*¢(9)V para todo g € Cy(R?, C).
Como L extiende a L, se tiene que

L(f)=V*¢(f)V paratodo f € Spxa.
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Como ¢ y L son unitales (ver la Observacién [CI8), se puede escribir

L(f) = Pjé(f)lx para todo f € Sgxa.

Sea
hst(xa y) = eisx eity € SQXA-

Se tiene que
T(s,t) = L(hs) = Pio(ha)|sc si(s,t) € Qy x Ay (2.6)
Sea Uy(s,t) : § — G el operador dado por

Uo(s,t) = d(hy) ((5,) € Q x A).

Como ¢ es un homomorfismo unital * y

ST

. ) . ’ ; ’
e ezty‘ezs azezt Yy ez(s—i—s )mez(t—l—t )y

para todo (s,t),(s',t') € Q x A, se tiene que
(i) Up(0,0) = I,
(i1) Up((s,t) + (s',")) = Up(s,t)Up(s', ') para todo (s,t),(s',t') € Q?,
(iii) Uy(s,t)* = Up(—s, —t),
(iv) Uo(s,t) es unitario para todo (s,t) € Q x A.
De donde, {Uy(s,t)}(seoxa C L(G) es una representacion unitaria de Q x A en L(G).
Sea F =V, negxa Uo(s,1)(H). Se considera U(s,t) = Uo(s,t)|5, por (Z8) se tiene que

{U(s,t) }(s,)coxa es una dilatacién unitaria minimal de {7T'(s, )} (s4)c, xA; - O

Observaciéon 2.21. Es importante destacar que en el resultado anterior no es necesario

suponer la continuidad fuerte del semigrupo.

4. Semigrupos de contracciones con parametro en R, x R, 6 R, x N.

En esta seccién se consideraran ' = R x Q y I'y = R, x Q; donde Q@ =R 6 Q2 =Z. Si
) = R entonces €2 = R,. Si Q2 = Z entonces €2; = N.

El siguiente resultado contiene el teorema de dilataciéon de Slocinski [23]. Ver también

).

Teorema 2.22. Sean J un espacio de Hilbert y {T'(s,t)}s1er, xa, C L(H) un semigrupo de
contracciones fuertemente continuo. Entonces, existe un espacio de Hilbert & que contiene a
H como subespacio cerrado y una representacion unitaria {U(s,t)} s nerxo C L(F) de RxQ

en L(F), fuertemente continua, tal que

T(s,t) = PLU(s,t)|3  ((s.t) € Ry x Q)
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donde P es la proyeccién ortogonal de F sobre H.

Se puede suponer que se cumple la condicion de minimalidad

F= \/ Uls.t)(%)
(s,t)ER XN
DEMOSTRACION. Por el Teorema P20, el semigrupo {T'(s,t)} (e, xa, posee una dila-
tacién unitaria minimal {Usy(s,?)}sneoxa C L(F). De la Proposicién 2.1 y el Lema 2.2 de
[27]] (ver también el Lema 2.23 de [T5H]) sigue que este semigrupo es uniformemente fuerte-
mente continuo y por la densidad de Q en R se deduce que existe una representacion unitaria,
fuertemente continua, {U(s,t)}snerxa C L(F) tal que U(-,-)joxa = Us(+,-).

Por la densidad de @Q en R y la continuidad se obtiene el resultado.

5. Una versién continua del teorema de levantamiento del conmutante.

Sz.-Nagy y Foias [30] demostraron el teorema de levantamiento del conmutante, el cual es
equivalente al teorema de dilatacién de Ando [T]. Arocena [3] demostr6 una versién continua
del teorema de levantamiento del conmutante.

A partir del Teorema 2222 y siguiendo la misma idea que se usa para obtener el teorema
de levantamiento a partir del teorema de Ando, se obtiene una nueva demostracion de la

version continua dada por Arocena. En detalle,

Teorema 2.23. Para o = 1,2 sean H,, espacios de Hilbert y sean {An(s)}ser, C L(H,) dos
semigrupos de contracciones con pardmetro en R, , fuertemente continuos. Sea {Va(s)}s@R+ C
L(F,) la dilatacion isométrica minimal de {Aa(s)}ser, - Sea X € L(F 1, Hy) tal que X A;(s) =
Ay(s)X para todo s € Ry. Entonces, eziste Y € L(F1,F,) tal que
(i) YVi(s) = Va(s)Y para todo s € R,
(ii) PRY = XPy!,
(i) Y = [|X]]-

DEMOSTRACION. Se puede suponer que || X|| = 1.

Primero se considerard el caso H; = Hy v Ai(s) = As(s).

Para (s,n) € Ry x N sea T'(s,n) = X"A(s), entonces {T'(s,n)}(sn)er,xn C L(FH)
es un semigrupo de contracciones con parametro en R, x N, fuertemente continuo. Por el
Teorema 2222 existe un espacio de Hilbert § que contiene a H; como subespacio cerrado,
un operador unitario Z € L(G) y un grupo de operadores unitarios fuertemente continuo,
{U(s)}ser C L(9), tal que

(1) ZU(s) = U(s)Z para todo s € R,



5. UNA VERSION CONTINUA DEL TEOREMA DE LEVANTAMIENTO DEL CONMUTANTE. 27

(2) X"Ay(s) = Pff’(lZ”U(s)b(l para todon € N; s € R,
(3) §= V(smerxz 2"U(s)(F0).
SiF=\

minimal de {A4;(s)}ser, .

ser, U(s)H1 y Vi(s) = U(s)|s entonces {Vi(s)}ser, es la dilatacién isométrica

Sea Y : F — F el operador definido por
Y = PjZ|s.

La prueba se realizara en 3 pasos:
Paso 1: YVi(s) = Vi(s)Y para todo s € R,.

Basta probar que
(YVA(s)Vi(S0)ho, Vi(s1)h1)s = (Vi(s)Y Vi(S0) o, Vi(s1) D)5

para todo h,, hy € Hy, s,,51 > 0.
Sisy >s

(YVi(s)Vi(0)ho, Vi(s1)ha)5 = (PFZVi(5)Vi(s0)ho, Vi(s1) M)
= (ZVi(5)Vi(80) o, Vi(51) I )
= (ZU(35)U(80)ho, U(s1)I1)s
= (U(s)ZU(50)ho, U(s1)h1)g
= (ZU(80)ho, U(s1 — $)h1)g
= (P§ZU(s0)ho,U(s1 — 8)h1)g
= (U(s)P§ZU (s0)ho, U(s1)h1)g
= (Vi(8)Y Vi(50) ho, Vi(51)h1 )

El caso s; < s es andlogo al anterior.
Paso 2: P%IY = XP%l.

Como
X = PS?C1Z|%1 = P%1P£Z|%1 = PGS-E1Y|9'C1’

basta probar que Pg{’ElYf =0 para f € F o H;.

Se tiene que

Fo M =\ (U(s) — A(s)H.

s>0
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Si s, >0, h,, h € H; entonces
(Y (U(s0) = Ai(50))ho, h)5 = (PFZ(U(50) = Av(50)) o, h)s
Pjt, Z(U(s,) = A1(50))hos )3,
Pit, ZU (30)ho, h)se, — (Pig, Z A1(50)ho, h)se,
X A1(s0)ho, h)se, = (X A1(80)ho, sty
= 0.

= {
=
= {

Paso 3: [|[Y]| = || X|.
Como Z es operador unitario, ||Y] <1y

L= X[ < [P Y] < Y]

Finalmente, para el caso general se puede considerar el siguiente producto de matrices
0 0f |0 O
X 0l |X o0

Observacién 2.24. Una version andloga al Teorema 2723 se puede obtener para semigrupos

Ai(s) 0
0 AQ(S)

Aq(s) 0
0 AQ(S)

O

de contracciones con parametro en Q. , sin considerar la continuidad fuerte.



Capitulo 3

Aplicacion completamente positiva asociada a un sistema

conmutativo de contracciones.

De acuerdo a lo estudiado en el Capitulo 2 surgen, para el caso n > 3, dos preguntas

importantes:

1. {Bajo que condiciones una n-tupla de contracciones posee dilatacién unitaria?

2. {Se pueden dar otras extensiones del teorema de levantamiento del conmutante?

En este capitulo y el siguiente se dan algunas respuestas a las preguntas anteriores y se

generalizan algunas definiciones y resultados dados en el Capitulo 2.

Definicién 3.1. Sean A un conjunto no vacio y T un grupo abeliano con elemento neutro
0. Si s € T2 entonces soporte(s) = {w € A : s(w) # 0}. Se define T2 el conjunto de las
funciones definidas en A a valores en T, con soporte finito. Los elementos s € T2 son de la
forma s = (sy)wea donde s, € Ty s, # 0 en un subconjunto finito de A.

En el presente trabajo T =7Z,Q 6 R.

Sise Y2 sedefinens™:A—=Tys :A— 7T como

sT(w) = méx{s(w),0}
s~ (w) = —min{s(w),0}.

Observacién 3.2. Sea A un conjunto no vacfo. Se tiene que T2 es un grupo abeliano
topoldgico con respecto a la suma de funciones (o adicién de componentes), elemento neutro
la funcién cero 0 (cada componente es cero) y con métrica dada por la norma uniforme. Con

orden parcial > definido de la siguiente manera
s = (Sw)wea = 0= 5, >0 (we€A)
donde > es el orden usual en Z,Q 6 R y para 5,5’ € T2
s=8es—5=0.

Sean ' =T2 y Iy =712, ={se€T3: s, >0paratodow € A}, entonces (I';,+) es un
sub-semigrupo del grupo (', +).

29
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Definicién 3.3. Sean H y F espacios de Hilbert, sean {7'(s)}ser, C L(H) un semigrupo de
operadores con pardmetro en I'y y {U(s)}ser C L(F) una representacion de I' en L(F).
Se dice que {U(s)}ser es dilatacion unitaria reqular de {T'(s)}ser, si F contiene a H

como subespacio cerrado, la representacién {U(s)}ser es unitaria y
T(s™)*T(s%) = P%U(s)p{ (sel)

donde P es la proyeccién ortogonal de F sobre H.

Si ademés

F=\ U(s)(30),

sel

se dice que la dilatacion es minimal.

El concepto de dilataciéon unitaria regular fue introducida por Brehmer en [] para el

caso discreto.

Observacion 3.4. Si un semigrupo de operadores posee una dilataciéon unitaria regular,

entonces posee una dilatacién unitaria regular minimal (ver la Observacién 277).

1. Dilatacion unitaria regular de un sistema conmutativo de contracciones.

Definicién 3.5. Sean A un conjunto no vacio y H un espacio de Hilbert. Un sistema

conmutativo de contracciones es un subconjunto { Ay twea C L(H) de contracciones tal que
ApAy = ApAw (w0 € Ajw #w').

Ejemplo.
Sean X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y z, € X. Sea

A={felX,C):|f(z,)] < 1}.
Sea Ay : H — H definido por:
Ap(h) = f(zo)h  (h € H).
Se tiene que {Af}rea C L(H) es un sistema conmutativo de contracciones.

En esta seccién se introduce un resultado importante de la teoria de dilataciones regulares,
y es el Teorema 9.1 del Capitulo I del libro de Sz. Nagy-Foias [29]. Este teorema corresponde
con el caso I' = Z5 para A un conjunto no vacio y establece que todo sistema conmutativo
de contracciones, bajo cierta condicion de positividad, posee una dilatacién unitaria regular

minimal determinada salvo isomorfismo.
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Observacion 3.6. Sean H un espacio de Hilbert y {Ay }wea C L(H) un sistema conmuta-
tivo de contracciones. Se define
A" = H A™  sion = (Ny)wea € Z5,n > 0.
weEA

Encontrar la dilatacién unitaria de { A, },ea es equivalente a encontrar una extensién de
la funcién n — A™ a una funcién definida positiva T : Z5 — L(H).

El caso de una contraccion corresponde a un teorema de Sz.-Nagy.

El caso de dos contracciones corresponde con el teorema de Ando.

Para sistemas conmutativos de més de dos contracciones, en general, no existen extensio-
nes definidas positivas de A", tal como se vio en el capitulo anterior. Sin embargo, se tiene

un caso particular en el cual tales extensiones existen. En detalle,

Teorema 3.7 (Teorema 9.1 [29]). Sean H wun espacio de Hilbert y {Ay}wea C L(H)
un sistema conmutativo de contracciones. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que

contiene a J como subespacio cerrado y un sistema conmutativo de operadores unitarios
{Uw}wen C L(F), tal que

(A" ) A" = P%U& para todo 1 = (Ny)wea € Z5
donde Pi; es la proyeccidn ortogonal de F sobre H,

U = H U™ para todo n € 75

wEA

A" = H Ave para todo n > 0,
wEA
sty solo st

B(U) = Z(—l)‘v‘ (AE(V))* A“V) >0 (condicion de positividad)
Vcu

para todo subconjunto finito W C A, donde

(V) = (calV)) ew<v>:{é e

|V| denota el nimero de elementos deV.

Si se pide la condicion de minimalidad

entonces la dilatacion unitaria reqular {Uy }wen estd determinada salvo isomorfismo.
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Observacion 3.8. Si A = {1,2} y {4, A2} C L(H) son par de contracciones que conmutan,

entonces

B)=1>0,
B({1}) =1 - A7A; =0,
B({2})=1—- AjA;, > 0.
Se tiene que B({1,2}) > 0siy sélosi I — AjA; — ASAs + (A1 Ay)*A1 A5 > 0.

Ejemplos. (Ver [2])
1) SiA ={1,2} y {A1, As} C L(H) son par de contracciones que conmutan y satisfacen
que
I—ATA —AJA, >0
entonces { Ay, Ay} posee una dilatacién unitaria regular porque (A;As)*A; Ay > 0.

0 0 0 0
) y Ay = 5 satisfacen que

V3 3
I— AJA; — A3A, > 0.

En particular, A; =

2) Si se considera el sistema conmutativo de contracciones {A, A} donde A =

00
10
entonces el sistema no posee dilatacion unitaria regular. En efecto,

B(U) =1 — A*"A— A"A + (AA)* AA.

-1 0
0 1

De otra manera, suponiendo que {A, A} posee dilatacién unitaria regular, como

Como AA = 0

entonces

BU) =1 —2A"A=

y esta matriz tiene un autovalor negativo.

AA = 0 se tendria que
0= (A?)*A? = PJ”J;(UQ)*U‘?H = Pilsp = I,
lo que es una contradiccién.

Observacion 3.9. Para la demostracion del Teorema B0 se considera la aplicacion
T : 7> — L(H) definida por

T(n) = (A" )*A™  (extensién regular).
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La cual satisface la condicién
T(—n)=T(n)".
Se demuestra que T'(n) es definida positiva, es decir,
> 2 (T(n—m)h(n), h(m)) >0 (3.1)
n>=0 m>0

para toda h : Z5 — 3, tal que h(n) # 0 para un subconjunto finito de Z2 y n = 0. Luego
se aplica el teorema de Neumark (Teorema 7.1 del Capitulo I de [29]). Para més detalles ver

(29, pagina 33].
Si A; y A, son conjuntos no vacios y I' = Y41 x Z22 para (s,7), (s',7") € T se definen
(s,7) = 0<s>=0,r>0

(s,7) = (&, 1) & s =, r=r".
Si T = T2 x N22, entonces (I'y, 4) es un sub-semigrupo del grupo (T, +).

En este caso, si {T'(s,7)}(s,mer; € L(H) es un semigrupo de operadores con pardmetro

en I'; la definicién de dilatacion unitaria regular es analoga a la Definicion B33 escribiendo
T(s™,r ) T(st,r™) = PLU(s,m)ioc ((s,7) €T)

donde P es la proyeccién ortogonal de F sobre H.
A partir del Teorema BZ y considerando sistemas de contracciones de la forma
{{Au} wen, s {Ax}rea,} C L(H), donde A; y A, son conjuntos no vacios, se obtiene fécil-

mente el siguiente resultado.

Teorema 3.10. Sean H un espacio de Hilbert y {{ Ay }wen,, {An}nea,} C L(H) un sistema
conmutativo de contracciones. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H co-

mo  subespacio cerrado y un  sistema  conmutativo de operadores —unitarios

{{Uw}wGAla {ﬁH}HGAQ} C L(?); tal que
(A" ) (A" AT AT = P%U”(/]\G} para todo 1 = (Ny)wea, € Z5,m = (My)wen, € 252
donde Py, es la proyeccion ortogonal de F sobre 3, si y sdlo si

B(Uy, Uy) = Z Z 1)Vil+vel (ge(w))* (Ae(Vl))* A0 Jel) >

VicUy VaClUa

para todos subconjuntos finitos Uy C Ay, Uy C Ag donde para i = 1,2

e(Vi) = (ew(V3)) 9 ew(vi):{(l) Z ZEZ\V‘-

\Vi|  denota el nimero de elementos deV;.
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Si se pide la condicion de minimalidad

F = \/ Um0,
(n,m)EZ?l ><Z(,A2

entonces la dilatacion unitaria reqular {{Us}wea,, {Uxtuen,} estd determinada salvo iso-

morfismo.

2. Aplicacién completamente positiva asociada a un sistema conmutativo de

contracciones.

La siguiente definicion es una generalizacién de la Definicién 2-T3.

Definicién 3.11. Sean A;, A, conjuntos no vacios. Un polinomio en TA! x T?? es una

funcién p : T4 x TA2 — C, de la forma:
p(z,w) = Z Z apw ™ 27 K " (3.2)
k€{-N,...N}o! je{~N,.,N}5?
donde N € N;a; € C son cero salvo para una cantidad finita de elementos ayj;
2 = (2wwen, € T w = (Weeea, € Tk = (kwwea, € {=N,.., N}
7= Urnens € {=N, oy NIg2 28 =T ea, 20

Observaciéon 3.12. Sean Aj, Ay conjuntos no vacios. Sean H un espacio de Hilbert,
{Us}wen,, {Utwen,} C L(H) un sistema conmutativo de operadores unitarios y
{{Av}wen,s {/AL.;}HGAQ} C L(%) un sistema conmutativo de contracciones.

Sike€ {-N,.,N}>jec{-N,.,N}> yp: T x T — C es un polinomio en
T2t x T2 se definen

p({{Uw}w€A17{[7n}neA2}> == Z Z Clijk[/]\j.

ke{_N7aN}§1 ]e{_Na7N}OA2

p{{Autweny {Adwen) = Y D (AT ) (AN A AT

k€{—N,..,N}5>1 je{—N,..,N}52
El siguiente resultado es una generalizacion del Lema T3 y se demuestra de manera
andloga. Ver también Lema 4.3 de [16].
Lema 3.13. Sean H un espacio de Hilbert y {{Uy}wen,, {Ustnea,} C L(H) un sistema
conmutativo de operadores unitarios. Entonces:

(a) Cada par de operadores U;, U, (i,j € A1) y ﬁi, (7;‘, (1,7 € Ay) conmutan.
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(b) Eziste un homomorfismo unital *, ¢ : C(T?t x TA2, C) — L(H), tal que
0(p) = P({Uu}ucar {Uc}reas})

si p es un polinomio definido en Tt x TA2,

Observacion 3.14. Como es natural, en las mismas condiciones del lema anterior, para

f € G(TA1 x TA2 C) se define
F{{Uu twea, {Un}ﬁeAz}) = o(f).

Asi se obtiene, para el sistema conmutativo de operadores {{Us}wea,, {Us}rca,} un

calculo funcional para funciones continuas en miltiples variables.

El siguiente resultado guarda relacion con el Lema PZT7, para su demostracién se aplica

el Teorema B0 en vez del teorema de Ando. Ver también Lema 4.5 de [16].

Lema 3.15. Sean H un espacio de Hilbert y {{Aw} wen,: {Ax}rea,} C L(H) un sistema
conmutativo de contracciones, tal que
u17u2 Z Z |V1H—|V2\ Ae (V2) ) (Ae(Vl))*Ae(Vl)A\e(VQ) >0
ViCUs VaCly

para todos subconjuntos finitos Uy C Ay, Uy C As.

Sea Spa, yra, el sistema operador en C(TA1 x TA2, C) dado por los elementos de la forma

p(z,w) = Z Z apgw ™ 2 7E R "
ke{—N,..,N}>1 je{—N,..,N}52

donde N € N; ay; € C son cero salvo para una cantidad finita de elementos ay;. Entonces la

aplicacion ¥ : Sya,  pa, — L(H) definida por

F(p) = p({{Au}wear {Ac}eas}) (P € Srarras)

es completamente positiva.



Capitulo 4

Dilatacién unitaria regular de semigrupos

multiparamétricos de contracciones.

Para el caso de parametro continuo, es natural preguntarse ;bajo que condiciones un
semigrupo multiparamétrico de operadores posee dilatacién unitaria?.

A continuacién se enuncia una extensién al caso continuo del Teorema 9.1 de [29] (Teo-
rema B7), dada por Ptak [21], este corresponde con el caso I' = RS para A un conjunto
no vacio y establece que todo semigrupo de operadores con parametro en Rﬁo, fuertemente
continuo, bajo cierta condicion de positividad, posee una dilatacion unitaria regular minimal

determinada salvo isomorfismo. En detalle,

Teorema 4.1 (M. Ptak [21]). Sean H un espacio de Hilbert y {T(3>}56R$ C L(H) un
semigrupo de operadores fuertemente continuo. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(a) {T'(s)}sera, posee una dilatacion unitaria regular {U(s)}sers C L(F),
(b) Eziste una sucesion de nimeros reales no negativos {dy}r>1 convergente a 0 tal que

para todo k y todo subconjunto finito W C A
Wia (W) ==Y (=1)VIT (dpe(V))" T (dre(V)) > 0.

vecu
Mas aiin, tal dilatacion {U(s)}scra puede ser escogida minimal. En este caso la dilatacion

reqular es fuertemente continua y determinada salvo isomorfismo.

Observacion 4.2. Para la prueba de la implicacién (a)= (b) Ptak usa el Teorema B72, y

para la implicacién (b)= (a) usa la extensién regular de la funcién T : RS ) — L(H) que es
T(s) =T(s)*T(s") (s €R%).
Luego prueba que es definida positiva y aplica el teorema de Neumark.
Sea A un conjunto no vacio. Sea
Cy(R2,C) = {f: RS — C: f es continua y acotada}.

Con las siguientes convenciones se obtiene que C,(R%, C) es un 4lgebra C* conmutativa con

unidad.

36
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e Para f, g € G(R%,C), se define el producto

(f-9)(s) = f(s)g(s) para todo s € R

e El elemento unidad es la funcién constantemente igual a uno,
1(s) = 1 para todo s € RS,
e Para f € Cy(R%, C), la norma estd dada por:

IfII'= sup [f(s)]-

sERS

e Para f € Cy(R%,C), el adjunto de f estd dado por
f*(s) = f(s) = f(s) paratodos € R%.
1. Semigrupos de operadores con parametro en Qﬁlo x N&2,

El siguiente resultado guarda relacién con el Lema EZTY, considerando cierta condicion

de positividad.

Lema 4.3. Sea H un espacio de Hilbert, sea {T(S,T)}(S etz C L(H) un semigrupo

de operadores, tal que para cualquier d € N\ {0} y todos subconjuntos finitos Uy C Ay,
UQ C Ag,

1 . 1
Wit = 32 52 ()M (Ge0i)a)) 7 (Geinen)) 20
ViCUy VoCUo
Sea SQDAI 2 el sistema operador en Cy(R51 x RS2, C) dado por los elementos de la forma

N

fl,y) = aye™ e (ay; € C;N € N; (ax, ;) € QY X Z5?).
ki j=0

Entonces la aplicacion L : Sga, ;80 — L(H) definida por

Zakj e73 753 ) (ak+75j+)

k,j=0

es completamente positiva.

DEMOSTRACION. Sea g € N\{0}. Sea © = [ f¢, ]{,_, un elemento positivo de Mixq(Sgar, za2).
Se va a probar que L ([ fe, ]gmzl) es un elemento positivo de L(H?).
Para £,n =1, ..., q se escribe

<s> <£v>
k,j=0
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donde a(én) e C; a}gﬁn) € Q%1 k=0,..., Ne; 5§57’ 752, j=0,..., Ne.
(én)

Sea d € N\ {0} el minimo comun multiplo de los denominadores de a>", entonces
e .ngn) :3(&m)
o) = 3 a2
k,j=0

donde s, (&n) _ (s,ii”) €75 k=0,.., Ne.
weA1

Sean A, =T (ae{w}, O) para cada w € Ay y A\H =T (O, e{n}) para cada Kk € A.

Por definicién de L, L y semigrupo de operadores, se tiene que

L, ([ffn]g n:l) = [L<f€n)]g,n:1 =

m_ . 8(£n) !
_ Za ( B(E’?) > T( ’6577 )] _
kg =0 gn=1

_ Z ak H A*Ig(& ) _ H A:;Skw H AS(E 1)+ H A\B_;in>+
J

,] =0 KEA weEA1 weEA1 KEAs

5777_1

Sea f;n : TA1 x T?2 — C definida por

(&m)— Em— (Em+ (Em+
fg,, zZ,w) E a w2 2 whi
k,j=0

Como  {{Au}twen,, {A:}tiea,} e un sistema conmutativo de contracciones
(Way({w},0) > 0y Wa(0,{x}) > 0) y por hipétesis B(U;,Us) > 0 para todos subcon-
juntos finitos U; C Ay, Uy C Ay, por el Lema BTH la aplicacién F : Spa, qa, — L(H)
definida por

F(g9) = 9({{Auw}wea,, {EH}NEAz}) (9 € Staixraz)

es completamente positiva.

~ 149
Como [fey]{, =1 > 0, entonces [fg,,LnZI es un elemento positivo de My (Sta; wra,), asi

Ly (folt,) =P ([Fa] ) 20

De donde, L, ([fsn]g,nzl) es un elemento positivo de L(H?).
0

El siguiente resultado tiene cierta similitud con el Teorema P20 y establece que todo
semigrupo de contracciones con parametro en QAl x N2z que satisface cierta condicién de

positividad, posee dilatacién unitaria regular minimal. En detalle,
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Teorema 4.4. Sea {T(s,r)}(s etz C L(H) un semigrupo de operadores, tal que para
; +0 o

cualquier d € N\ {0} y todos subconjuntos finitos Uy C Ay, Uy C Ay
W(d)(ul,UQ) > 0.

Entonces {T(s,r) Ay 22 Posee una dilatacion unitaria regular minimal.
o o

}(5,7‘)6(@+

DEMOSTRACION. Sean Spa, ,a, el sistema operador en Cy(R2t x R22.C) y
L:Sgar, 80 = L(3) la aplicacién completamente positiva dados en el Lema BZ3. Por el teo-
rema de Arveson, existe una aplicacién completamente positiva L : €,(R2 xR22, C) — L(H)
que extiende a L.

Por el teorema de Stinespring, existe un espacio de Hilbert G, un homomorfismo unital*
¢ : Cp(RE21 x R22,C) — L(G) y un operador acotado V : 3 — G, tal que

L(g) = V*¢(¢)V para todo g € C,(R2t x R22 C).
Como L extiende a L, se tiene que
L(f) =V*¢(f)V paratodo f € Sgit b
Como ¢ y L son unitales (ver la Observacién [C18), se puede escribir

L(f) = ng{gb(f)]g{ para todo f € SlexzoAQ.

Sea
hs,?"(xvy) = eisxeiry € SQAl

Ag.
o XZ()

Se tiene que
T(s™,r ) T(s", 1) = L(hsy) = Pio(hsy)c st (s,r) € QG x Z57, (4.1)
Sea Uy(s,r) : § — G el operador dado por
Us(s,7) = d(hs,) ((s,7) € Q51 x Z52).

A, C L(G) es una representacién unitaria de Q2! x Z52 en

Se tiene que {Up(s, r)}(s 0 xZ

L(9).
Sea F = \/(S 02 xz22 Up(s,7)(H). Se considera U(s,r) = Uy(s,r)|s, por (E) se tiene
que {U (s, r)}(s,r)lel «z>2 s una dilatacion unitaria regular minimal de {T'(s, r)}(sm)e(@ﬁngoAQ .
U

Observacion 4.5. Es importante destacar que en el resultado anterior no es necesario

suponer la continuidad fuerte del semigrupo.

Las demostraciones de los siguientes resultados son sencillas, ver Lema 4.9 y Lema 4.10
de [I6].
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Lema 4.6. Sean H un espacio de Hilbert y {T(s,fr’)}(s e xnde C L(H) un semigrupo de
) +o0 o

contracciones fuertemente continuo en (0,0) entonces la aplicacion
(s,7) = (T (s, r )T (s, 7, )5  (h,h € H)
de Q21 x 752 en C es continua en (0,0).

Lema 4.7. Sean H un espacio de Hilbert y {T(S,T)}(S e xndz C L(H) un semigrupo de
) +o o

contracciones fuertemente continuo que posee una dilatacion unitaria reqular.

i {U(S’ T)}(s,r)erAl ><ZDA2
{T(s, 7")}(S Q2 xde, €ntonces {U (s, 7“)}(8 el xzie €8 fuertemente continuo, y por lo tanto
3 +0 o 5 o o

C L(F) es una dilatacion unitaria reqular minimal de

uniformemente fuertemente continuo.

2. Semigrupos de operadores con parametro en Rﬁg x N2z,

Lema 4.8. Sean H un espacio de Hilbert y {T(s,r)

contracciones fuertemente continuo.
Si{T(s, r)}(sm)e(@ﬁszoAg posee una dilatacion unitaria reqular, entonces {T'(s, T>}(s,r)€R$},XNOA2

también posee una dilatacion unitaria reqular y por lo tanto, tiene una dilatacion unitaria

}(s RS bz C L(H) un semigrupo de
) +o0 o

reqular minimal fuertemente continua.

DEMOSTRACION. Sea {Uy(s,r)} C L(%) una dilatacién unitaria regular

(sm)EQ?l XZ?Q

minimal de {T'(s,r) . Por el Lema B2, se tiene que {Uy(s,r)} Ay €8

}(s,r)e@ﬁi, xN5'2 (5,r)€Q5 X Z5

uniformemente fuertemente continua.

Como Q es denso en R y la aplicacién (s,r) + Up(s,r)f de Q31 x Z52 en F es uni-
formemente continua, entonces existe una tunica aplicacién continua (s,7) — U(s,r)f de
RS x Z22 en F, tal que

U(s,r)f = Uy(s,r)f para todo(s,7) € Q51 x Z22y f € F.

Si (s,7) € RS x Z52 ) existe una sucesion {s,, },>1 C Q51 tal que

lfm (s,,,7) = (5,7) en RS x 752,
m—0o0

Se cumple que
U(s,r)f = lim Uy(spm,7)f

m—00

para todo f € J.

Al igual que en la prueba del Lema 4.11 de [[16] se tiene que {U(s,r) A, €8 Una

}(s,r)eRfl X Zg
representacién unitaria de R21 x Z22 en L(F), fuertemente continua y

PYU(s,rYh = T(s7, 7 )*T(sT,7)h  ((s,7) € RS x Z52).
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El siguiente resultado general de dilatacion contiene al teorema de Ptak y ademas permite

obtener una nueva demostracion del mismo.

Teorema 4.9. Sean H un espacio de Hilbert y {T'(s,r)}

fuertemente continuo. Entonces {T'(s,r)}

(s,r)eRLxn22 C L(K) un semigrupo

(s,r)eR21 o2 POSEC una dilatacion unitaria reqular

mininal, si y sdlo si para cualquier d € N\{0} y todos subconjuntos finitos Uy C Ay, Uy C Ay
Wy (U, Us) > 0.

A, €$ fuertemente continua y determi-

Tal dilatacion unitaria reqular {U (s, 7")}(S FERA X2

nada salvo isomorfismo isométrico.

DEMOSTRACION.

(<) Por el Teorema B4, el semigrupo {7'(s,r) A, 22 Posee una dilatacién unitaria

}(S,T)EQ+
regular.

Si (s,7) € QY x N22  existe d, € N\ {0} tal que

S 1 o "
T(s,r) =T (3‘) =1l (d_se{w}af’) 11 7(0.e00)

wEA] KEAg

donde oy = (ow)wen, € N2, 7 = (1) wen, € NO2,
Como Wi y({w},0) > 0y W) (0,{x}) > 0 entonces T(Legun,0) v T(0, eq1) son con-
( s) ( S) ds { } { }
(s,r)GRﬁl ><NOA2 C L(:}C) €S
}(S PR b2 €8 N semigrupo de
3 +0 o
(s.r)eR21 b2 DOSEe una dilatacién unitaria regular
’ +o0 o

}(s,r)e]RoAleoA2 C L(S’“)

Extendiendo T'(s,7) a todo R2t x Z52, el isomorfismo de la dilatacién unitaria regular

tracciones, por lo tanto T'(s,r) es una contraccién. Como {7'(s,r)}
fuertemente continuo y Q es denso en R entonces {T'(s, )
contracciones. Por el Lema B8 {T'(s,r)}

minimal fuertemente continua {U (s, )

es una consecuencia de la relacion

(U(s,m)h, U(s", 70y = (U (', ") U(s,m)h, b )g = (U(—5", =" U(s,7)h, h')5
= (U((s,7) = (s, 7"))h, W)y = (T((s,7) = (', 7)), W)

La cual prueba que el producto escalar de los elementos de F =\/ (sr)cr2xzte U (s,7)(FH)
de la forma U(s,r)h, U(s', 7" )W ((s,7),(s',7") € RSt x Z52 h, k' € H) no dependen de la

particular eleccién de la dilatacién unitaria regular U(s, r).

(=) Sean d € N\ {0}, h € H, U; un subconjunto finito de A; y Uy un subconjunto
finito de Ay. Se puede escribir Uy = {wy, ..., w,} C A1y Uy = {K1, ..., Kp} C Ao
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Sea A,, = T(ée{wk},O), ast A1) = [Ioev, Aw para Vi C U;. Andlogamente para
A\Hk =T (0, egy}). Como

(W (U1 U B = < 5 % o (L) 7 (Jetvievn) h,h>

ViCcUy VoClUs

— < Z Z (_1)\V1|+|V2|(ﬁe(‘@))*(Ae(Vl))*Ae(Vl)je(Vz)h’ h>

Vic{wi,...,wa} VaC{K1,....,kp} K

Por el Teorema B0, Wg) (Ui, Usz) > 0.

Con el teorema anterior se demuestra una version multiparamétrica del teorema de le-

vantamiento del conmutante.

3. Version multiparamétrica del teorema de levantamiento del conmutante.

En esta seccion se obtendra una extension al caso continuo del teorema de levantamiento
del conmutante para el grupo R"(n > 2) con un orden parcial.

En el ano 1994, V. Miller [I7] demostré el teorema de levantamiento del conmutante
para una n-tupla (n > 2) de contracciones que satisfacen cierta condicién de conmutacién.

Maller trabaj6 en Z™ (n > 2) con el orden parcial: Si s = (s1,...5,), t = (t1, ..., t,) € Z"

s<t&s; §tz(2:1,,n)
y dilataciones regulares. En detalle,

Teorema 4.10 (V. Miller [17]). Sean A = (Ay,...,A,) € L(H)" y A = (A},...,A") €
L(H")™ dos n-tuplas de contracciones que conmutan. Supdngase que A y A’ poseen dilata-
ciones unitarias requlares minimales U = (Uy, ...,U,) € L(§)" y U' = (Uy,...,U}) € L(§)",
respectivamente.

Sea X € L(H,H') una contraccion tal que

XA =AX XA =AX (i=1,..,n).

Entonces, eziste una contraccion Z € L(G,9’) tal que

a) ZU; =U/Z (i=1,..,n),
b) PSZ = XPj.

A continuacion se presenta una extension al caso continuo del teorema de Miller. Es un

resultado para R™ (n > 2) con el orden parcial: Si s = (s1,...8,), t = (t1,...,t,) € R

s<te s <t(i=1,.,n).
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Teorema 4.11. Sean 3 un espacio de Hilbert, { A(s) }sern C L(3) un semigrupo de contrac-
ciones fuertemente continuo. Supdngase que {A(s)}sern posee una dilatacion isométrica re-

gular minimal {V(s)}sern C  L(F) y wuna dilatacion unitaria regular minimal

{U(s)}sern C L(9).
Sea X € L(H) una contraccion tal que

XA(s) = A(s)X, XA(s)" =A(s)'X (s eRY). (4.2)
Entonces, eziste Y € L(F) contraccion tal que:
i) YV(s) = V(s)Y para todo s € R},
ii) YV (s)* =V (s)*Y para todo s € R,
iit) PYY = X Py
FEziste Z € L(9) contraccion tal que:
i) ZU(s) = U(s)Z para todo s € R™,
i) Z(F) C 7,
iit) PjZs = XPj.

DEMOSTRACION. Como X es contraccion, el operador I — X*X es positivo, es decir,
I —X*X >0.

Para (s,7) € R} x N se define T'(s,7) = X"A(s). Se tiene que {T'(s,7)}(sr)ern xn €8 un
semigrupo fuertemente continuo.

Sean Uy C {1,....,n}, Uy C {1} y d € N\ {0}.

Por definicién de semigrupo, por (E2), como W(é)(ul) > 0y usando que la raiz cuadrada

es limite de polinomios, se tiene que

W) = 3 3 (- WIVQT(éewn,e(va))*T(éewn,e(vz))

VicUy VoClUs

1 : 1
= 3 X M09y a (e ) A (e ) X

ViCcUy VoClUo

_ Z (—1)|V2|(X6(V2))*X6(V2) Z (— )MIA (c_le v1)>*A (é%ﬁ))

VoCUs Vicly

=(I-X*X) Z (—1)"l A <c_le v1)>*A (ée(vm)

VicU,

=<I—X*X>%(Z< D04 (e ) 4 (Geo >)><I XX 20

Vicluy
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Por el Teorema B9, {T'(s,7)}(srernxn C L(H) posee una dilatacién unitaria regular

minimal {[7(57T)}(S,T)GR"><Z C L(X) tal que:

a) K contiene a H como subespacio cerrado,
b) T(s™,r=)*T(s™,rt) = PXU (s, 7)pc  (s,7) € R" X Z,

A~

C) X = \/(s,r)eR"xZ U(S7m)<9{>‘

De donde, si (s,r) € R™ entonces

X"A(s7)*A(st) = PXU(0,1)TU(s™,0)*U(s",0)5¢ si > 0.

XA(s™) A(sT) = PXU0, 1)U (s7,0)"U(s™,0)pc si 7 < 0.

Sis=0

PEU(0,1) ¢ = X.
SiF = V(s,r)eﬂm U(s,0)(H) y V(s) = Ul(s, 0)7, como la dilatacion isométrica regular mi-
nimal es tinica, salvo isomorfismo isométrico, entonces {V(s) }sern es la dilatacién isométrica
regular minimal de {A(s)}sern -

Sea Y : F — T el operador definido por
Y = PXU(0,1)s.

Como U(0,1) es unitario, entonces || Y ||< 1.

Al igual que en la prueba del Teorema se obtiene que YV (s) = V(s)Y para todo
s €R? y que PJY = X Pj.

Usando el hecho de que V(s)*V(s) = Iy y que YV (s) = V(s)Y para todo s € R’} se
tiene que YV (s)* = V(s)*Y para todo s € R

Sea Z : G — G el operador definido por

Z =iy P§

donde ¢ es la inclusién de F en §.
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i) ZU(s) = U(s)Z para todo s € R™ :

PRZU(s)U()gc = PigigY PEU(s)U ()0 = PitY P{U(s)U (1) ¢
= XPSPU(s)U(t)5¢
= XPLU(s)U(t)
= XA(s7)*A(s)A(t)
= XPV(s™ )V (sT)V(t)
= PLYV(s™)'V(sT)V(
= PiV(s )V (sh)YV(t)
= PV (s)YV(t)15
= PLU(s)ZU(t) .

+

(
(

~

)¢

i) Z(F) Cc F
Se obtiene debido a que Zj5 = igY.
iit) PjZiy = X P
Sea f € F
PiZisf = PiidY f = PPy f
= PLPYY |
=PlYf=XPjf
= XPiPyS
= XPJf.
O

Observacién 4.12. Se puede obtener una version del Teorema ETI para semigrupos de

contracciones con parametro en Q7 sin considerar la continuidad fuerte del semigrupo.
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