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Resumen

Basdndose en el teorema de Ando, el teorema de extension de Arveson y el teorema de
representacién de Stinespring, se prueba que todo semigrupo de contracciones, no necesa-
riamente fuertemente continuo, con parametro en Q; x Q. posee una dilatacion unitaria.
A partir de este resultado se obtiene una nueva demostracién del teorema de Slocinski,
que establece que todo semigrupo de contracciones fuertemente continuo, con parametro en

R, x R, posee una dilatacién unitaria.



Introduccién

Una técnica muy usada para estudiar operadores en espacios de Hilbert es la de repre-
sentarlos como parte de un operador més simple, cuyo dominio es un espacio de Hilbert mas
grande. Esta técnica, esencialmente geométrica, es conocida como dilatacion. Es decir, si T’

es un operador lineal y acotado definido en un espacio de Hilbert H, escribir

T = PV

donde, F es un espacio de Hilbert que contiene a H y P,V son operadores lineales y
acotados definidos en F; el operador PJ. es la proyeccién ortogonal de F sobre H.

La notacién anterior fue introducida por Sz.-Nagy [19]. Para Halmos [8], 7" es una com-
presién de V' y V es una dilataciéon de T'. Nagy habla sobre proyeccién en lugar de compresion.

Se dice que la dilatacién es unitaria si V' es unitario.

W. Stinespring [16] con el objetivo de estudiar la existencia de dilataciones, introduce
el concepto de aplicaciones completamente positivas en algebras C*. Demostré que una
condicién necesaria y suficiente para que una aplicacion definida en un algebra C*, a valores
operadores en un espacio de Hilbert, sea escrita como compresién de homomorfismos* es que
la aplicacion sea completamente positiva. Posteriormente, el estudio de la relacion entre este
tipo de aplicaciones y la teoria de dilatacién fue profundizado por W. Arveson [2], quien
trabajo en subconjuntos de algebras C* denominados sistemas operadores y demostré que
una aplicacién completamente positiva definida en un sistema operador, a valores operadores,
puede ser extendida a una aplicacién completamente positiva en toda el algebra.

En el ano 1963, T. Ando [1] demostré que todo par conmutativo de contracciones posee
una dilatacién unitaria. En el afio 1970, S. Parrott [10] mostré que el resultado de Ando no
puede ser extendido a tres o més contracciones. Posteriormente, comienzan los trabajos con
conjuntos de operadores de la forma {T'(s,t)}(s ek, <k, , definidos en un espacio de Hilbert,

que satisfacen:
a) T(0,0) = I (operador identidad),
b) T((s,t) + (s',t") =T(s,t)T(s,t') para todo (s,t),(s',t') € Ry x Ry,
c) [|T(s,t)]| <1 para todo (s,t) € Ry x Ry,
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d) lim )0+ 0+) T (s,t)h = h para todo h elemento del espacio de Hilbert, donde
R, =[0,00).

El conjunto {T'(s,t)}(ser, xr, se denomina semigrupo de contracciones con pardmetro
en R, x R, (o semigrupo biparamétrico de contracciones), fuertemente continuo en cero.

En el ano 1974, M. Slocinski [14] usé el teorema de dilatacién espectral de una me-
dida semi-espectral para demostrar que todo semigrupo de contracciones con parametro en
R, xR, , fuertemente continuo en cero, posee una dilataciéon unitaria. En el ano 1982 di6 una
nueva demostracion de este resultado. En esta nueva demostracién utiliza el teorema de Ando
para encontrar extensiones autoadjuntas y conmutativas de los cogeneradores de los semi-
grupos uniparamétricos asociados al semigrupo biparamétrico [15]. El resultado de Slocinski
puede interpretarse como una version continua del resultado de Ando.

El propésito de este Trabajo de Grado de Maestria es obtener una nueva demostracion del
resultado de Slocinski. Para ésto se seguira el siguiente esquema: se le asociara una aplicacion
completamente positiva, definida en un sistema operador, a un semigrupo de contracciones
con parametro en Q. x Q. , para aplicar el teorema de extensién de Arveson, el teorema de
representacion de Stinespring y usar la propiedad de que QQ es denso en R.

El Capitulo 1 presenta una breve introduccion sobre algebras C* y aplicaciones comple-
tamente positivas [3], [11].

El Capitulo 2 contiene detalladamente el enunciado del teorema de Ando y un
contraejemplo de Parrott [21], propiedades y resultados bésicos sobre semigrupos de
operadores con pardmetro en un grupo métrico y dilataciones unitarias [5], [12], [21].

Finalmente, en el Capitulo 3 se obtiene un resultado nuevo, que dice que todo semigrupo
de contracciones con paramétro en Q; x Q, (no necesariamente fuertemente continuo) posee
una dilatacién unitaria (Teorema [3.2). A partir de este resultado se obtiene el resultado de
Slocinski (Teorema [3.4).



CAPITULO 1

Algebras C* y aplicaciones completamente positivas.

Este capitulo es preliminar, se dan ciertas definiciones y se exponen resultados basicos
que seran necesarios para la lectura de los proximos capitulos.
Como es usual N, Z, Q, R, C representan el conjunto de los nimeros naturales, enteros,

racionales, reales y complejos, respectivamente.

1. Algebras C*.

DEFINICION 1.1. Un dlgebra A es un espacio vectorial sobre C en el que estd definido un
producto - : A x A — A que satisface:
() a-(b-c)=(a-b)-c,
(i) a-(b+c)=a-b+a-c,
(iii) (a+b)-c=a-c+b-c,y
(iv) AMa-b) = (Aa) -b=a- (A\b)
para todo a,b,c € Ay para todo A € C.
Sea A un algebra, una involucion en A es una aplicaciéon a — a* de A en A que cumple
con las siguientes propiedades:
(i) a™ = a,
(ii) (a4 Ab)* = @a* + \b*, y
(iii) (a-b)* =0b* - a*.
para todo a,b € A y para todo a, A € C.

El elemento a* es llamado el adjunto de a.

DEFINICION 1.2. Sea A un dlgebra con involucién y B un subconjunto de A, se dice que
B es una subdlgebra con involucion de A cuando B es una variedad lineal y a-b,a* € B para
todo a,b € B.

DEFINICION 1.3. Un dlgebra de Banach A es un dlgebra en la que estd definida una

norma ||.|| 4, tal que (A, ||.||.4) es un espacio de Banach y satisface:

la - blla < flalla llb]].4
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para todo a,b € A.

Si A es un algebra de Banach con involucién y
* 2
la” - alla = [lalla
para todo a € A, se dice que A es un dlgebra C*.

OBSERVACION 1.4. Si A es un édlgebra C*, la desigualdad
la - blla < [lallallll.a

hace del producto una operacién continua en A, es decir, si {a, }n>1, {bn}n>1 son sucesiones

en Ay a,be A son tales que

lima, =a vy lim b, =b

n—oo n—oo
entonces

lim a, - b, =a-b.

n—oo

Esta igualdad se obtiene usando:
ap by, —a-b=(a,—a) b, +a- (b, —b),

y el hecho de que una sucesién convergente es acotada.

Si a € A, también se cumple que
lalla = [la™]la-

DEFINICION 1.5. Sea A un algebra C*, se dice que:

(i) A tiene unidad cuando existe un elemento e € A tal que

para todo a € A.
En este caso es usual suponer que ||e|]|4 = 1 y se satisface que e* = e.
(ii) A es conmutativa si el producto - es conmutativo.
Si A es un algebra C* con unidad y a € A, se dice que a es invertible en A si existe b € A
tal que
a-b=b-a=e.

Denotaremos b por a ™.

OBSERVACION 1.6. Si A es un dlgebra C* con unidad entonces la norma en A es tnica

(ver [3l, pagina 257, ejercicio 60.11]).
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DEFINICION 1.7. Sea A un dlgebra C* con unidad e y a € A, se dice que:
(i) a es normal si a-a* = a* - a.

(ii) a es autoadjunto si a = a*.

(iii) a es unitario si a-a* =a*-a = e.

NOTACION. Si A es un algebra C* con unidad y a € A, paran € N, a" es el producto

de a con ella misma , n veces. Para n = 0 se define a° = e.

A continuacién se dan algunos ejemplos de algebras C* que son bésicos en el presente
trabajo.
EJEMPLOS.

a) C con el producto usual de nimeros complejos, con elemento unidad 1+ i0 = 1,
con la norma dada por el valor absoluto y con involucion: z* = Z para z € C, es un
algebra C* conmutativa con unidad.

b) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # () y
C(X,C)={f:X — C: f es continua en X}.

Con las siguientes convenciones se obtiene que C(X, C) es un algebra C* conmutativa
con unidad.

e Para f,g € C(X,C), se define el producto

f-g(x)= f(x)g(x) para todoz € X.

e El elemento unidad es la funciéon constantemente igual a uno,
1(z) =1 paratodoz € X.

e Para f € C(X,C) , la norma esta dada por:

I/l = sup ()] = mie | (@)

zeX

e Para f € C(X,C), el adjunto de f estd dado por

f*(z) = f(z) = f(z) paratodoz € X.
c) Sea
Cy(R*,C) = {f :R* — C: f es continua y acotada}.

Con las siguientes convenciones se obtiene que Cy(R?, C) es un dlgebra C* conmu-

tativa con unidad.
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e Para f, g € Cy(R% C), se define el producto

f-g(z.y) = f(a,y)g(z,y) para todo (z,y) € R*.
e El elemento unidad es la funciéon constantemente igual a uno,
1(z,y) = 1 para todo (z,y) € R?.
e Para f € Cy(R? C), la norma esté dada por:

I/l = sup [f(z,y)l.

(z,y)€R?
e Para f € Cy(R2 C), el adjunto de f estd dado por
f*(x,y) = f(z,y) = f(x,y) para todo(z,y) € R”.

d) Si A es un dlgebra C*, toda subdlgebra con involucién y cerrada en A es un
algebra C*.

e) Sea H un espacio de Hilbert complejo (excluimos el espacio trivial H = {0}) y
L(H) ={T : H — H : T es un operador lineal y acotado }.

Con las siguientes convenciones se obtiene que L(H) es un algebra C* no
conmutativa con unidad.
e Se define el producto como la composicion de operadores.

e El elemento unidad es el operador identidad I, definido por
I(h) = h para todoh € H.

e Para T' € L(H) , la norma estd dada por:

1Tl o0 = sup [T(R)].
Il =1

e Para T € L(H), el adjunto de T es el operador T* € L(H) tal que
(T(h), h)ac = (h, T (I))ac
para todo h,h’ € H.

Sea H un espacio de Hilbert complejo. Para elementos del algebra L(H) se definen:

DEFINICION 1.8. Sea T' € L(H), se dice que T es:

(i) una contraccion si | Th|sc < ||h||sc para todoh € H.
(ii) una isometria si||Th||s = ||h||s para todoh € H.

(iii) wnitario si es una isometria sobreyectiva.
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(iv) autoadjunto si T = T*.

OBSERVACION 1.9. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H).

(i) T es una isometria si y sélo si T*T = I
(ii) T es unitario si y sélo si T*T = TT* = I4.

DEFINICION 1.10. Sean A y B &lgebras C* con unidades ey, e, respectivamente.
Una aplicacién ¢ : A — B es un homomorfismo unital * si:

(i) ¢ es un homomorfismo de dlgebras.

(ii) ¢ es unital, es decir, ¢(eq) = es.

(iii) ¢ es una aplicacién *, es decir, ¢(a*) = ¢(a)* para todo a € A.

Se dice que ¢ : A — B es una aplicacion isométrica si

I¢(a)l| = llalla para todo a € A.

2. El algebra M, y,(A).

Sea A un algebra C* con unidad, n € Ny M, y,(A) el conjunto de las matrices n x n

con entradas en A. Con el producto usual de matrices y la involucién dada por

([aijmjzl)* = [a;i]ijl
para [a]} -y € Mpxn(A), se obtiene que M, ,,(A) es un dlgebra con involucion.

A continuacién veremos que es posible definir una norma en M,,«,(A) con la cual adquiere
estructura de algebra C*. Por la Observacién 1.6, esta norma es tnica y por lo tanto no es
ambiguo referirse a M,y (A) como un algebra C*.

Por el teorema de Gelfand-Naimark-Segal (ver [3, Teorema 62.1] ) existe un espacio de
Hilbert complejo I tal que A es isométricamente isomorfa a una subdlgebra con involucién
y cerrada U de L(H). Entonces, se puede identificar M,,,,(A) con My, (W) C M, 5 (L(FH)).

Si [T]} =1 € Mypxn(U), escribiendo:

[Tij](hb SRR hn) = (Tll(hl) +oet Tln(hn)a s >Tn1(hl) +oot Tnn<hn))
para todo hy € H (k=1,...,n) y considerando la norma
(o ) [l3en = N1l + - + [R5

en el espacio de Hilbert H" = H @ -*- @ H, se obtiene que la matriz [Tj;]};—; € L(H")
Esta identificacién induce una norma ||.|lnxn en M,x,(A) (ver el Ejemplo e de
algebras C*). Con esta norma, M, ,(A) es un algebra C*.

Luego, Mxn(A) es un algebra C* no conmutativa con unidad.
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EJEMPLO.
Sean A = M,xn(C) y A = [a;;]7;—, € A, escribiendo:

Az = (ap1z1 4+ 4+ n2n, - oy G121 + -+ Qun2n)
para z = (21,...,2,) € C", usando el producto interno
n
<Za w>n = Z ka_k
k=1
donde z = (z1,...,2,) € C" , w = (wy,...,w,) € C"y la norma

|A2]l; = (Az, Az)n,

entonces

[Allnxn = sup [ Az[].

l|2[ln=1
. . 01
En particular, si A = € Msy»(C), entonces
|Allax2 =  sup  |zo] = 1.

212 +]22|?=1

3. Calculo funcional para funciones continuas.

En esta seccion se da una breve introduccion a la teoria de Gelfand para

algebras C* conmutativas y su relacion con el calculo funcional.

DEFINICION 1.11. Sea A un 4lgebra de Banach con unidad. Sea a € A, el espectro de a

es:

oa(a) ={A € C:a— Ae no es invertible }.

OBSERVACION 1.12. Si el 4lgebra A es una subélgebra de un dlgebra B, puede ocurrir

que algun elemento a € A no es invertible en A pero es invertible en B. Por lo tanto, el

espectro de a depende del algebra.

Siempre se cumple que og(a) C oa(a).

Si B es un algebra C* con unidad e y A es una subdlgebra con involucién y cerrada de

B tal que e € A, entonces
oala) = os(a)

para todo a € A.

En [7, pagina 41] se prueba que o4(a) es un espacio de Hausdorff compacto no vacio.

A continuacién veamos algunos ejemplos de espectros.
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FEJEMPLOS.

a) Para A = C, sea z € C entonces
oa(z) ={z}.
b) Para A = M, »,(C), sea A € A entonces
oa(A)={r e C:det(A— ) =0} ={X € C: \es autovalor de A}.
c¢) Sea H un espacio de Hilbert complejo y A = L(H). Sea T' € L(FH), entonces
oa(T) ={X € C: T — A no es invertible}.

El elemento T'— AI no es invertible si 7" — Al no es acotado inferiormente o
Rango(T — A1) # .
d) Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y A = C(X,C). Sea f € C(X,C),
entonces
oa(f) ={f(z):z € X}.
e) SiA=Cy(R*C)y f €A, entonces

oalf) ={f(z,y): (z,y) € R?}.

Si A es un algebra C* conmutativa con unidad y
My ={t: A— C:1es un homomorfismo unital },

entonces, M 4 es un espacio de Hausdorff compacto no vacio. La demostracion de esta pro-
piedad puede encontrarse en [13, paginas 277 y 280].

Por el teorema de Gelfand-Naimark (ver [13] pdgina 289] y [7, pagina 92]), la transfor-
mada de Gelfand, que es la aplicacién I' : A — C(M 4, C) dada por

[(a)(¥) = ¢(a)

para todo a € Ay ¢ € My, es un isomorfismo isométrico *.

Para el caso particular en que A = L(H), donde H es un espacio de Hilbert complejo,
esta transformada da origen a un calculo funcional, para funciones continuas, de la siguiente
manera: Si T' € L(H) es normal y f € C(o(T),C), entonces

J(T) =T~ (f o I(T)).

EJEMPLO.
Si f(z) =2" (2 €C,neN),entonces f(T') =T".
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3.1. Calculo funcional para un par de operadores unitarios que conmutan.

NOTACION. Sea
T={zeC:|z| =1}

Un polinomio en dos variables definido en T x T es una funcién de la forma:

N
p(z,w) = Z agjz"w! (N € N; ay; € C; z,w € T). (1.1)
kj=—N

OBSERVACION 1.13. Si H es un espacio de Hilbert complejo y U € L(H) es unitario,
entonces o(U) C T.

LEMA 1.14. Sean H un espacio de Hilbert complejo y Uy, Us € L(H) operadores unitarios

que conmutan. Entonces:

(a) Cada par de operadores Uy, Uy, U, Uy conmutan.
(b) Existe un homomorfismo unital *, ¢ : (T x T,C) — L(H), tal que

¢(p) = p(U1, U2)

st p es un polinomio en dos variables definido en T x T.

DEMOSTRACION.

(a) Como U; y Us son operadores que conmutan, entonces UyUy = UsUy. Por definicién
de involucién, se tiene que UjU; = U;U;, haciendo el producto por la derecha y por la
izquierda, en cada término de esta igualdad, por U;, se obtiene que U U; = UsU;, porque
U; es unitario.

Por definicién de involucién, UsUy = U Us.

(b) Sea C*(Uy,U,) el élgebra C* generada por U; y Us, por la parte (a) se tiene que
C*(Uy, Us) es un dlgebra C* conmutativa. Por el teorema de Gelfand-Naimark esta dlgebra
es isométricamente isomorfa* a C(Me-(v,,0), C).

Sea x € Me+u,,u,), entonces

XU = x(U)x(U7) = x(U;UF) = x(Is)) = 1, (i =1,2).
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Por lo tanto, para cualquier polinomio p(z,w) definido en T x T, se tiene que

Ip(U1, Us)|| = sup  [x(p(Us, U))]

XEMex (Uy,Uy)

= sup |p(x(Uh), x(Us))]

< sup [p(z,w)|

|z[=|w|=1

= [Iplloo-

Por el teorema de Stone-Weierstrass el conjunto de los polinomios de la forma (1.1) es

denso en C(T x T,C) y por lo tanto la aplicacién

p — p(Uy,Us)

se extiende a un homomorfismo unital *; ¢, de C(T x T,C) en L(H).
O

OBSERVACION 1.15. Como es natural, en las mismas condiciones del lema anterior, para
feC(T xT,C) se define

f(UL, Us) = o(f).

Asi se obtiene, para el par de operadores Uy, Us, un célculo funcional para funciones

continuas en dos variables.

OBSERVACION 1.16. La parte (a) del lema anterior es un caso particular del teorema de
Flugede-Putnam-Rosenblum, cuya demostracién puede encontrarse en [13], pagina 315], que
dice lo siguiente:

Sea H un espacio de Hilbert complejo y sean T, J,V € L(H) tales que J y V son

operadores normales y
TJ=VT,

entonces

TJ =V*T.
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4. Aplicaciones completamente positivas.

DEFINICION 1.17. Sean A un algebra C* con unidad y a € A, se dice que a es positivo
sia=a"yoa(a) CI0,00).

En este caso escribimos a > 0.

OBSERVACION 1.18. Si A es un algebra C* con unidad y a € A, a es positivo si y sélo si
existe b € A tal que a =b* - b.

DEFINICION 1.19. Sean A y B élgebras C* con unidad y ¢ : A — B una aplicacién
lineal, se dice que ¢ es una aplicacion positiva si p(a) > 0 para todo a € A, positivo.

Para n € N, sea ¢, la aplicacién de M, x,,(A) a My«,(B) dada por:

on(A) = [W(aij)]ijl

para A = [aij]zjzl € Mpxn(A).

Se tiene que ¢, es una aplicacion lineal debido al hecho de que ¢ es una aplicacion lineal
y por las propiedades de suma de matrices y el producto de una matriz por un escalar.

Se dice que ¢ es completamente positiva si para cadan € Ny A = [ay]} ;-1 € Myxn(A),
A > 0 se tiene que ¢, (A) = [p(ay)]ij=1 > 0.

OBSERVACION 1.20. Claramente toda aplicacién completamente positiva es positiva. A
continuacion veremos un ejemplo de una aplicacion positiva que no es completamente posi-
tiva.

El conjunto Myyo(C) es un dlgebra C* (ya que se identifica con el espacio L(C?)). Sea
© 1 Moyo(C) — Mayyo(C) la aplicacién definida por

211 212 | 2 Za
2 = _ .
) 212 %22

Se tiene que ¢ es positiva ya que una matriz es positiva si y sélo si su transpuesta
conjugada lo es (ver la Observacién 1.18)).
Veamos que ¢ no es completamente positiva, para ésto basta ver que ¢, no es positiva.

Usando la identificaciéon natural entre Myyo(Mayo(C)) y Myx4(C) se tiene que la matriz

= o O =
o O O O
o O O O
_ o O =
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es positiva porque sus autovalores son positivos, pero

0

P2

_ o O =

o O O

_ o O =
|

o O O =

o =R O O

_ o O O

0
0
0 0

o O = O

no es positiva porque tiene un autovalor negativo.

Sea H un espacio de Hilbert complejo. En general, un teorema de dilatacion es un resulta-
do que caracteriza alguna clase de aplicaciones en L(H) como compresiones (o proyecciones)
a H de aplicaciones en L(F) con mejores propiedades, donde F es un espacio de Hilbert
complejo que contiene a KH.

Uno de los teoremas de dilatacion méas generales es el teorema de representacion de
Stinespring (ver [16],[11]) el cual caracteriza las aplicaciones completamente positivas de un

algebra C* en L(H), como compresiones de homomorfismos™*.

TEOREMA 1.21 (Stinespring [16]). Sea A un dlgebra C* con unidad e, sean H un espacio
de Hilbert complejo y ¢ : A — L(H) una aplicacion lineal*. Una condicion necesaria y

suficiente para que ¢ tenga la forma:

pla) = J"P(a)J

para todo a € A, donde J : H — F es un operador lineal y acotado, F es un espacio de
Hilbert complejo y v : A — L(F) es un homomorfismo unital *, es que ¢ sea completamente

positiva.

OBSERVACION 1.22. En el teorema anterior como ¢(e) = J*J, si ¢ es unital entonces J
es una isometria. Luego, J : H — J(H) es un isomorfismo isométrico y como J(H) C F,

podemos identificar H con el subespacio cerrado J(H). Con esta identificacién,
J* = P
de donde,
p(a) = Pip(a)lsc
para todo a € A.
DEFINICION 1.23. Sea A un dlgebra C* y S un subconjunto de A, se define
S*={aecA:a" €S}

Se dice que S es autoadjunto si S = S*.
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DEFINICION 1.24. Sea A un &lgebra C* con unidad e. Se dice que S es un sistema
operador en A si S es una variedad lineal de A, es autoadjunto y contiene la unidad e.

Si a € A, se dice que a es un elemento positivo de S si a € S 'y a es positivo en A.

EJEMPLO.

El conjunto

STXT:{fEG(TXTC) Zakawj—l—Zbk] wﬂNeNa,ﬂ,bk]eC}

k,j=0 k,j=0

es un sistema operador en C(T x T, C).

Si Ay B son algebras C* con unidad y S es un sistema operador en A, la definiciéon de

aplicacion completamente positiva ¢ : S — B es andloga a la Definicion [1.19.

El teorema de extensién de Arveson (ver [2],[11]) dice que, bajo ciertas condiciones, una
aplicacion completamente positiva definida en un sistema operador, se puede extender a una

aplicacion completamente positiva en toda el algebra.

TEOREMA 1.25 (Arveson [2]). Sean A un dlgebra C* con unidad, H un espacio de Hilbert
complejo y S C A un sistema operador.
Si¢ S — L(H) es una aplicacion completamente positiva, entonces existe una aplicacion

completamente positiva ¢ : A — L(H) que extiende a ¢.



CAPITULO 2

Dilataciones unitarias de semigrupos de contracciones.

En lo que sigue al referirnos a espacios de Hilbert se trata de espacios de Hilbert complejos.

1. Dilatacion unitaria minimal de un par de contracciones conmutativas.

En esta seccién se introducen resultados importantes de la teoria de operadores, entre
ellos, el teorema de dilatacion de Sz.-Nagy (caso discreto), el teorema de dilatacién de Ando

y un contraejemplo de Parrott.

NOTACION. Sean H y F espacios de Hilbert. Si H € Fy T C L(H), denotaremos por

Vreq T(H) el subespacio cerrado de JF generado por los elementos de la forma T'(h), donde
T €T,h e H. Es decir,

\/ T(3) = {ZTk(hk) NeN;T, €T h, e Hk=1, N} (2.1)

TeT k=1

DEFINICION 2.1. Sean H y JF espacios de Hilbert, {T1,...,7,} C L(H) y
{Vi,...,Vu} € L(F) conjunto de operadores cuyos elementos conmutan dos a dos. Se di-
ce que {V1,...,V,,} es dilatacion de {11, ...,T,,} si F contiene a H como subespacio cerrado
y

. T = PIV™ . Vg (my=0,1,2, .54 =1,...,n)

donde, Pj; es la proyeccién ortogonal de F sobre H.
La dilatacién es wunitaria si cada operador del conjunto {Vi,...,V,,} es unitario.

Si ademés
F= \/ W)

mi,....,mn€Z

se dice que la dilatacion es minimal.

DEFINICION 2.2. Sean V € L(F) y V' € L(F") dos dilataciones de T € L(H), se dice que

V' y V' son isomorfas si existe un operador unitario ¢ : F — JF' tal que:

(i) p(h) = h para todo h € H,
(i) V' = Vel

16
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El teorema de dilatacién de Sz.-Nagy (ver [17] y [21, pagina 13] ) establece que toda

contraccion posee una unica dilatacion unitaria minimal, en detalle

TEOREMA 2.3 (B. Sz.-Nagy, [17]). Sean H un espacio de Hilbert y T € L(H) una
contraccion. Entonces, existe un espacio de Hilbert & que contiene a H como subespacio

cerrado y un operador unitario U € L(F), tal que
T" = P;U"|3¢ (n=0,1,2,..)

donde P es la proyeccion ortogonal de F sobre H.
Si se pide la condicion de minimalidad,
F=\/ U"H)
neZ

entonces U es unico, salvo isomorfismo.

Otro de los teoremas de dilataciéon importante en el andlisis funcional es el teorema de
Ando (ver [1] y [21], pdgina 23] ) que establece que todo par de contracciones que conmutan

posee una dilatacién unitaria, méas precisamente

TEOREMA 2.4 (Ando [1]). Sean H wun espacio de Hilbert y Ty, T € L(H)
contracciones que conmutan. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H

como subespacio cerrado y dos operadores unitarios que conmutan Uy, Uy € L(F), tales que:
T = PLUMUSs¢ (n,m =0,1,2...)

donde P es la proyeccion ortogonal de F sobre H.
Si se pide la condicion

F=\/ Uruy(90),
n,me”L
entonces la dilatacion es minimal.

OBSERVACION 2.5. Contrario al caso de una sola contraccién (teorema de Sz.-Nagy) en

el teorema anterior no se puede afirmar que la dilataciéon unitaria minimal es tnica.

Combinando el teorema de Ando con el Lema [1.14 se obtiene la siguiente generalizacién

de la desigualdad de Von Neumann (ver [4, pagina 99]).

COROLARIO 2.6. Sean H wun espacio de Hilbert y Ty,Ty € L(H) contracciones que
conmutan. St

N
plz,w) = Z agjz"w!  (ag; € C)

k,j=0
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entonces,
Ip(T1, o) < sup [p(z, w)].

|z[=|w|=1

DEMOSTRACION. Por el teorema de Ando, existe un espacio de Hilbert F que contiene
a H como subespacio cerrado y dos operadores unitarios que conmutan Uy, Uy € L(F), tales
que
TM = PRUMUN 9 (n,m =0,1,2,...).
De donde,
p(Ty, Tz) = Pip(Uy, Ua)lsc.

Por la parte (a) y la demostracién de la parte (b) del Lema [1.14] se tiene que

Ip(Us, Ua)| < sup [p(z,w)].

2] =lw|=1
Entonces,
Ip(Ty, To)|| = | Psp(Un, Us) ||
< [|p(Uy, Uy)|

< sup [p(z,w)|.

|2l =hol=1

O

Parrott (ver [10] y [21) pagina 24| ) mostré que el resultado de Ando no puede ser
extendido a tres o mas contracciones.

A continuacién se construye un conjunto de contracciones que conmutan
{T,T,, T35} C L(H) para el cual no se puede encontrar un conjunto de operadores unitarios
que conmutan {Uy, Us, Us} C L(F), tales que

T, = PUilsc (i =1,2,3). (2.2)

Sean X un espacio de Hilbert y {51, S2, 53} C L(X) un conjunto de operadores unitarios,

tales que
S1S5 1S3 # S39519;. (2.3)

(Por ejemplo, se pueden considerar Sy = Ix y S1,S3 € L(XK) operadores unitarios que no
conmutan).
Sean H=KoXKyT,e L(H) (i=1,2,3) los operadores definidos por

Ti(h 1) = (0,5,(h))  (h I € K).

Se tiene que:
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W) (1Tl = 1S:ll =1 (i = 1,2,3),
(i) T =0 =TT, (i,j=1,2,3).
Asi, {T1,T5, T3} es un conjunto de contracciones que conmutan.

Supongamos que existe un conjunto de operadores unitarios que conmutan

{U1,U,,Us} C L(F), tales que cumplen con (2.2), entonces
P3:Ui(h,0) = Ty(h,0) = (0,S;(h)) (he€ K;i=1,2,3). (2.4)
Como U; y S; son isometrias, se tiene que
[Ui(h, 0)[lac = [|(~, 0)[lac = [|Rlloc = [15i(R)[lsc = [/(0, Si(h))[[a¢c

Por (2.4),
Ui(h,0) = (0,S;(h)) (h€X).
De donde,

U U(h, 0) = U710, Si(h)) = U5 (0, S;(5785) () = (S;7S:(h), 0)

UpU; ' U;(h, 0) = Up(S;1Si(h),0) = (0, 5,551 S;(h)).
Como Uy, Uy, Us conmutan dos a dos (ver el Lema [1.14, parte (a)), entonces
SkS; 1S =85S (i,4,k =1,2,3).

Contradiccion a (2.3). Por lo tanto, no existen operadores unitarios {Uy, Uy, Us} C L(F) que

conmutan, tales que se cumple (2.2).

OBSERVACION 2.7. Sean H un espacio de Hilbert y T' € L(%H), si p(z) es una funcién

dada por
N N
p(z) = Z apz® + Z bpz "
k=0 k=0
se define
N N
p(T) =) T+ T
k=0 k=0
Andlogamente, si Ty, Ty € L(H) y
N N

p(z,w) = Z arj 2wl + Z brjz Fw™

k,j=0 k,j=0
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se define

N N
p(Tl,TQ) = Z CLkJleTQJ + Z bk]Tl*sz*J
k,j=0 k,j=0

LEMA 2.8. Sean H un espacio de Hilbert y Ty, Ty € L(H) contracciones que conmutan.
Sea Styr el sistema operador en C(T x T,C) dado en el ejemplo de la Definicion [1.24.
Entonces, la aplicacion ¥ : Spyr — L(H) definida por

F(f) = f(T1,T2) (f € Srxt)
es completamente positiva.

DEMOSTRACION. Sea f € Styr. Como T} y T, son contracciones que conmutan, por el
teorema de Ando, existe un espacio de Hilbert & que contiene a H como subespacio cerrado

y dos operadores unitarios que conmutan Uy, Uy € L(F), tales que
TPy = P UM U ae (n,m =0,1,2,...).
De donde,
T Ty™ = PLU Us™s¢ (n,m=0,1,2,...).
Luego,
F(f) = Pi; (f (U1, U))lsc.

Sea ¢ : (T x T,C) — L(F) la aplicacién dada por
¢(g) = g(U1,Uz) (g9 € &(T x T,C)).

Entonces,

F(f) = P (f)lsc.

Sea ¢ : C(T x T,C) — L(H) la aplicacién definida por

v(9) = Pio(9)|sc (g € €(T x T, C)).

Por el Lema [1.14} se tiene que ¢ es un homomorfismo unital * y como PJ; es un operador
lineal, acotado y autoadjunto, por el teorema de Stinespring, ¢ es completamente positiva y

como ¢ extiende a F, entonces F : Spyr — L(H) es completamente positiva. O
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2. Representaciones unitarias.

DEFINICION 2.9. Un grupo abeliano topoldgico es un grupo (2, +), en el que estd definida

una topologia Hausdorff, tal que las operaciones del grupo:

AxQ—0 Q-0

(W, ) —w+o W —w

son continuas.

Si (€2, +) un grupo abeliano y d es una métrica en €2, que es invariante por traslaciones,

es decir
d(w + wo, W' + w,) = d(w,w")
para todo w,w’, w, € € entonces 2 es un grupo topoldgico con la topologia inducida por d.

En lo que sigue, salvo que se indique expresamente lo contrario, (£2,4) es un grupo

abeliano con una métrica d invariante por traslaciones y elemento neutro 0.

DEFINICION 2.10. Sea H un espacio de Hilbert. Una representacién de 2 en L(H) es
una aplicaciéon U : Q — L(H), que satisface:
(i) U(wy + w2) = U(w1)U(w2) para todo wy,ws € €,
(ii) U(0) = Iy (operador identidad).
Se dice que la representacion es unitaria si U(w) es un operador unitario para todo w € €.

En este caso, U(w)* = U(—w) para todo w € €.

DEFINICION 2.11. Sean H un espacio de Hilbert y {U(w)},eq una representacion de €2
en L(H), se dice que {U(w)}ueq es:
(1) fuertemente continua (fuertemente continua en 0) si, para cada h € H, la aplicacién
wi— U(w)h de © en H es continua en todo €2 (continua en 0),
(ii) débilmente continua (débilmente continua en 0) si, para cada h, h’ € 3, la aplicacién
w i (U(w)h, h')gc de Q en C es continua en todo 2 (continua en 0),
(iii) wniformemente fuertemente continua si, para cada h € H, la aplicaciéon w — U(w)h

de © en H es uniformemente continua en 2.

EJEMPLO.
Sea A € L(H) autoadjunto. Para t € R sea U(t) = 4. Entonces, {U(t)}icr es una

representacion unitaria de R en L(JH), fuertemente continua en 0.
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PROPOSICION 2.12. Sean H wun espacio de Hilbert y {U(w)}ueq una representacion

unitaria de 2 en L(HH). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Yoeq es débilmente continua en 0.

(b) {U(w)}wea es débilmente continua.

)
)
w) }ueq es fuertemente continua en 0.
w) }uea es fuertemente continua.

)

w) bweq es uniformemente fuertemente continua.

DEMOSTRACION.
(a)=(b):
Sean € > 0;wp € Qy h, W' € H, veamos que existe d,,. > 0 tal que si w € Q y

d(w,wp) < duye, entonces
(U (w)h, B )3c — (U(wo)h, B)se < e.
Por (a), existe dp. > 0 tal que si d(7,0) < ¢, entonces
(U(T)hy — hy, ha)acl <& (hy, hy € H).
Sea 0y = 0o, Sl w € Q,d(w,wpy) < dpe y T =w — wp, entonces
d(1,0) = d(w — wp, 0) = d(w — wop, wy — wp) = d(w, wp) < Jpe.

Asi,

(U (@)h, 1')ac = (U(wo)h, W )ac| = [{U(w — wo)h = h, U(wo)"h')s|

= [{U(T)h = h,U(wo) W')s| < e.

(b)= (c):
Por (b), se tiene que {U(w)},ecq es débilmente continua en 0. Si h € H y w € Q, como
|U(w)h = hll5¢ < 2||k]|5¢ — 2Re(U(w)h, h)sc

se obtiene el resultado.

(c)= (d):

Sean € > 0;wp € Qy h, W' € H, veamos que existe d,,. > 0 tal que si w € Qy
d(w,wp) < duye, entonces

|U(w)h — U(wo)h||5 < €.

Por (c), existe dp. > 0 tal que si d(7,0) < do., entonces

Uy = hllsc <= (b € H),
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Sea 0y = 0o, Sl w € Qs d(w, wp) < dpe y T =w — wp, entonces
d(7,0) = d(w,wp) < doe-
Asi,
1U(w)h = Ulwo)hllsc = [|U(wo) (U(w — wo)h — h)[s¢
< U(h = Rl < .
(d)= (e):

Por (d), se tiene que {U(w)}ueq es fuertemente continuo en 0. Sea € > 0, por definicién

existe dp > 0 tal que si d(7,0) < dg -, entonces
|U(T)h = hllsc <e (b€ H).
Sean h € Hy w,w’ € Q, si d(w,w) < dp ., entonces

[U(w)h = U(W)hllse = |U(W)(U(w = ') — hl|sc
< U(w = w)h = hllsc
<e.
(e)= (a):
Sean h, h' € H, como la aplicacién w — U(w)h es uniformemente continua en €2, entonces
es continua en 0.

Por la desigualdad de Cauchy-Schawrz, la aplicaciéon w +— (U(w)h,h')s¢ es continua
en 0. U

3. Semigrupos de contracciones.

Sea A C € un subsemigrupo, es decir, A es estable con respecto a la suma y 0 € A.

DEFINICION 2.13. Sea H un espacio de Hilbert. Un semigrupo de operadores con pardme-
tro en A es un conjunto {T'(w)}uea C L(H), tal que:

(i) T(wy + wa) = T'(w1)T (w2) para todo wy,wq € A,

(il) T(0) = I
Se dice que el semigrupo es de contracciones si cada operador T'(w) es una contraccion.
Si {T(w)}wea C L(H) es un semigrupo, también el conjunto de los operadores adjuntos

{T'(w)*}oea es un semigrupo y se denomina semigrupo adjunto de {T(w)}oen.

Se define T'(w) = T'(—w)* si —w € A.
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OBSERVACION 2.14. Si {T'(w)}wea es un semigrupo de contracciones débilmente continuo

en 0, también el semigrupo {7 (w)*},eca es de contracciones y débilmente continuo en 0.

PROPOSICION 2.15. Sean H un espacio de Hilbert y {T(w) }wea C L(H) un semigrupo de
contracciones débilmente continuo en 0. Supongamos que 2 = AU(—A), entonces {T (w) }wea

es fuertemente continuo en A.

DEMOSTRACION. Sean h € H y wy,wy € A, tales que w = w; — wy € A. De la siguiente

relacion:

1T (w1)h — T(wo)hll5¢ = |T(wo)(T(wr — wo)h — h)I5¢
< | T(w)h — hll5
= [T (w)hll3 — 2Re(T(w)h, h)sc + ||k I3
< 2||hlf5¢ — 2Re{T (w)h, h)sc,

se obtiene el resultado.

Andlogamente, si w =wy —w; € A (6 —w = w; —wy € —A), se tiene que
|17 (wo) e — T(wi)hl3c = I T(wi)(T(wo — wi)h — h)l[5¢ < 2[|All5 — 2Re(T (w)h, h)sc.
0

DEFINICION 2.16. Sean H y F espacios de Hilbert, sean {T'(w) }uea C L(FH) un semigrupo
de operadores y {U(w) }weq C L(F) una representaciéon de 2 en L(F).

Se dice que {U(w) }weq es una dilatacion de {T'(w) }wea si F contiene a H como subespacio

cerrado y
T(w) = PU(w)|3c (w € A)

donde PJ. es la proyeccién ortogonal de F sobre K.
Se dice que la dilatacién es unitaria si la representacion {U(w)},eq es unitaria.
Si ademas
F =\ U@)(),
weN

se dice que la dilatacion es minimal.

OBSERVACION 2.17. Si {U(w)}uea C L(F) es dilatacién unitaria de {T'(w)}uea C L(H),
entonces {U(w)*}ueq C L(TF) es dilatacién unitaria de {T(w)*}oea C L(H).
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OBSERVACION 2.18. Si un semigrupo de operadores posee una dilatacién unitaria, en-
tonces posee una dilatacién unitaria minimal. Més precisamente, si {U(w)}oeq C L(F) es
dilatacion unitaria de {T'(w)},ea C L(H), el subespacio

F =\ Uw)(H)
we
es invariante por U(w) para cada w € Q (porque el conjunto {U(w)(H)},eq es invariante
por U(w)) y contiene a H como subespacio cerrado. Asi, {U(w)|s }weq es dilatacién unitaria
de {T'(w)}wen, que ademds es minimal, es decir,
F =\ Uw)|s(H).
we

DEFINICION 2.19. Sean B = {V(w)}wea C L(F) y B = {V'(w)}}wea C L(F') dos di-

lataciones de {T'(w)}wea C L(H). Se dice que B y B’ son isomorfos si existe un operador

unitario ¢ : F — F’ tal que:
(i) ¢(h) = h para todo h € K,
(i) V'(w) = ¢V (w)¢~! para todo w € €.

A continuacién se enuncia el caso continuo del teorema de dilatacién de Sz.-Nagy (ver
[21) pagina 31]) que corresponde con el caso @ = Ry A =R, = {s € R: s > 0}. Este
resultado establece que todo semigrupo de contracciones con parametro en R, fuertemente

continuo en 0, posee una tunica dilatacién unitaria minimal. En detalle,

TEOREMA  2.20 (Sz. Nagy, [18]). Sean H un espacio de Hilbert y
{T'(s)}s>0 C L(H) un semigrupo uniparamétrico de contracciones fuertemente continuo en
0. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado y una

representacion unitaria {U(s)}ser C L(F) de R en L(F), fuertemente continua en 0, tal que:
T(s) = PEU(s)lsc (5> 0)
Si se pide la condicion de minimalidad

7= \/ U(s)(30),

seR

entonces {U(s)}ser es tnico, salvo isomorfismo.

El siguiente resultado muestra que si un semigrupo de contracciones posee una
dilatacién unitaria entonces, bajo ciertas condiciones, la continuidad del semigrupo implica

la continuidad de la dilatacion unitaria minimal.



4. SEMIGRUPOS BIPARAMETRICOS DE CONTRACCIONES. 26

PROPOSICION 2.21. Sean H un espacio de Hilbert y {T (w)}oea C L(H) un semigrupo

de contracciones débilmente continuo en 0, que posee dilatacion unitaria.
Si{U(w)}wea C L(F) es una dilatacion unitaria minimal de {T(w) }oea y Q2 = AU(=A),

entonces {U(w) bweq €s fuertemente continuo.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.12, basta probar que {U(w)},eq es débilmente
continuo en 0.

Como U(w) tiene cota independiente de w € Q (en efecto, ||U(w)|| = 1) y el conjunto
de las combinaciones lineales finitas de elementos de la forma U(w;)h (w; € Q,h € H) es

denso en &, es suficiente probar que la aplicaciéon
w = (U(w)U(wi)h, U(wz)h)5

es continua en 0, para cualquier h, ' € H; wy,ws € Q  (fijos).

Por definicién de dilatacién unitaria, se tiene que
(U(w)U(w1)h, U(wa)hyg = (U(w + w1 — wa)h, W) g
= (P3U(w + w1 — wa)h, B )5
= (T(w+w; —wa)h, W), siw+w; —wy € A.
Andlogamente, si w +w; —wy € —A (6 wy —w; —w € A), entonces
(U()U(wi)h, Uw2)h)5 = (T'(—w — w1 + wa)*h, h)3.

Como {T'(w)}wea ¥ {T(w)*}oea son débilmente continuos en 0, se obtiene el resultado.
U

4. Semigrupos biparamétricos de contracciones.

En lo que sigue, €y y 25 son grupos métricos, con métricas invariantes por traslaciones

dy, ds, respectivamente, y elementos neutros 0y, 09, respectivamente.

LEMA 2.22. Parai = 1,2, sean A; C ; dos subsemigrupos, tales que

Sean J un espacio de Hilbert y {T'(s,t)}(speaxa, C L(H) un semigrupo biparamétrico
de contracciones débilmente continuo en 0 = (01,03), que posee dilatacion unitaria.

St {U(5,t) }(syeaix0. C L(F) es una dilatacion unitaria minimal de {T'(s,t)}(s1)ea;xAss
entonces {U(s,1)}(s,en.xq, €5 fuertemente continuo, y por lo tanto uniformemente fuerte-

mente continuo.
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DEMOSTRACION. Sean
Ui(s) = U(s,09) paras € )y,

Us(t) = U(0y,t) parat € Qo,
Fi=V UL v F=\ U)K
seM teQg
Se tiene que {Ui(s)}sco, C L(F1) y {Ua(t) hien, C L(F2) son dilataciones unitarias
minimales de {7°(s,02)}sen, ¥ {T(01,%) }1en,, respectivamente. Por la Proposicién 2.21, se
tiene que {U1($)}seq, ¥ {Ua2(t) hieq, son fuertemente continuos en 0; y 0q, respectivamente.
Para ver que {U(s,)}(se0,xq, s fuertemente continuo, por la Proposicién 2.12, es
suficiente probar que es fuertemente continuo en 0. Como F =\ ;g «q, U(s,1)(H), sea

f € F dela forma f = U(sg,to)h para algun h € H y (so,tp) € 21 X 9, se tiene que

[U(s, ) f = fllz = 1U(s,02)U(01,8) f = fll5

= [|U(s,02)U(01,8) f = U(s,02) f + U(s,02) f — [z

= [|U(s,02)(U(01, ) f = ) + (U(s,02) f = [z

< [[U(s0,to)U (01, 8)h — U(s0, to)hl|5 + [|U (0, to)U (s, 02)h — U(so, to) |7
< |[Us(t)h — b5, + |Ur(s)h = hl|5,.

Como {U;(s)}seq, ¥ {Us(t) }req, son fuertemente continuos en 0; y 0y, respectivamente,

se obtiene el resultado. O

LEMA 2.23. Sean A1 C 0y y Ay C Q5 dos subgrupos densos, para i = 1,2, sean A; C A;

dos subsemigrupos, tales que
A =AU (=A)).

Sean H un espacio de Hilbert y {T'(s,t)} nen, xa, C L(H) un semigrupo biparamétrico
de contracciones débilmente continuo en 0.

Si {T(s,t)}(syen xa, posee una dilatacion unitaria, entonces {T'(s, )} nem, xa, tam-
bién posee una dilatacion unitaria y por lo tanto, tiene una dilatacion unitaria minimal

fuertemente continua.

DEMOSTRACION. Sea {Uy(s,t)}(senxn, C L(F) una dilatacion unitaria minimal de
{T(s,t)}syenrxn,- Por el Lema 2.22, se tiene que {Us(s,t)}(sen, xa, €s uniformemente

fuertemente continua.
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Como A; es denso en €; (i = 1,2) y la aplicacién (s,t) — Up(s,t)f de Ay x Ay en F es
uniformemente continua, entonces existe una tnica aplicacién continua (s,t) — U(s,t)f de
0 x Qs en F, tal que

U(s,t)f =Usp(s, 1) f
para todo (s,t) € Ay x Ay y f € 5.

Si (s,t) € Qp x g, existen sucesiones {wy }n>1 C A1, {Vn}n>1 C Ay, tales que

Imw, =s en(Q,dy) vy limuy,=1t en(Q,ds).

n—oo n—oo

Se cumple que

U(s,t)f = lim Up(wn, vy)f (2.5)

para todo f € F.
Se tiene que:
a) U(s,t) es un operador lineal y acotado para todo (s,t) € Q5 x Q.
b) Si f € F, se cumple que
) U(0,0)f = If.
i) Us,)U(s", ") f =U((s,t) + (5, ) f  ((s,1), (s, ) € Q1 x Qy).
iii) U(s,t)"f = U(—s,—t)f, asi se obtiene que U(s,t) es unitario.
Veamos la prueba de ii). Sean (s,t),(s',t') € Q; x Qy, entonces existen sucesiones

{wn}n217 {wyll}n21 C A17 {I/n}nzlv {V;}nzl C A27 tales que

Im w, =s enf)y lm v, =t enf€ly
7
n—oo n—oo
lim W), =" en@y, lim v, =t enQ.
n—oo n—oo

Se tiene que

i Un(wn, 7)ol vA)F = Jim Vol ) + () = U(s,0) + ().

Por otro lado

1Uo(wn, va)Uo(wy, vp) f = Uls, YU 1) fllw < [Uo(wp, v) f = U ) fll

n»“n n'-n

U ) (Uo(wn, vn) f = U(s, 8) f)l -

De donde se obtiene el resultado.
Luego, {U(s,1)} (s, x0, €8 una representacién unitaria de €y x Qy en L(JF), fuertemente

continua.
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Si (s,t) € A x A, existen sucesiones {s, }n>1 C Ay, {tn fn>1 C Ay tales que

Iims,=s en{;y y limt,=¢t enl.

n—oo n—oo

De donde,

lim (s,,t,) = (s,t) enQy x Q.

n—oo

Sea h € H, como {Uy(s,t)}siyen,xn, es dilatacién unitaria de {7°(s,t)} e, xas,
entonces

PiUo(5n, tn)h = T(sp, tn)h.

Por la Proposicién 2.15, se tiene que {7'(s,02)},cx, ¥ {7'(01,%)},cx, son fuertemente
continuos, entonces

lim T'(sy,,09)h = T(s,04)h,

n—oo

lfm T(01,t,)h = T(01,¢)h.

De donde,
lim T'(s,,t,)h = T(s,t)h.
Luego,

lim P§Uy(8n,ta)h = T(s,t)h.

n—oo

Consideremos la sucesién {Uy(sn,tn)h}ns>1 € F, por (2.5) y como PJ es un operador
continuo, entonces

PiU(s,t)h =T(s,t)h ((s,t) € Ay x Ay).



CAP{TULO 3

Dilataciones unitarias de semigrupos de contracciones

con parametro en R, x R,.

1. Semigrupos de contracciones con parametro en Q, x Q..
NOTACION. Si 2 =R 6 Q, sea
A=R; 6Qi ={seQ:s>0},
—A=R_6Q_={seQ:s5<0}.

Para demostrar el teorema principal de este trabajo serdn necesarios dos resultados

preliminares, que se dan a continuacién

LEMA 3.1. Sea H un espacio de Hilbert, sean {T'(s,t)}(specq, <0, C L(H) un semigrupo
biparamétrico de contracciones y S el sistema operador en Cy(R? C) dado por los elementos

de la forma: p+q donde,

=3 Y (agy € G g,y € Qu G =0, V)

k,j=0

Z by €Y (b € C; 05 € Qs by j = 0,0, N).

k,j=0

Entonces, la aplicacion L : S — L(H) definida por

N
Lip+q) = Y  ayT(owBy)+ Z b T (—e, —6;)"
k,j=0 k,j=0

es completamente positiva.

DEMOSTRACION. Sea n € N. Sea [ fg,]¢,_; un elemento positivo de M., (S). Veamos
que Ly, ([ fen]#,=1) es un elemento positivo de L(H").

Para cada &,n =1, ...,n, sean

fen(®,y) = pen(,y) + q@(% Y)

30
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donde,
al o iBEMy
e z n .
k,j=0
i€ iglen
Zer(,9) Z b R (b,(i.") € C; ,Ylgfn)’gj('&n) €Q .k j=0, ...,N) .
k,j=0
Sea d € N el minimo comin miultiplo de los denominadores de oz,(fn), 5j(5’7 ,vk ), 6’](577),
puede escribir
'ngn) (577> (in) . ;577)
fuao) = 32 o) 5 e
donde, 5 ), fn) A 5" -(577) €l k,j=0,...,.N;&En=1,...n
Por definicién de Ln, L y semigrupo de operadores, se tiene que
Ln ([f&?]?n:l) = [L(ffn)]gnzl =
(&) e
Z a0 T(1/d,0)%" T(0,1/d)"" Z bENT(1/d, 0" T(0,1/d)™
7] =0 7] =0 6777:1
Sean
(&m) (577) (&n L &m
fén z,w) Z a(En) s ot Z b N T
9.] =0 ,j =0
donde, z,w € T; &,n=1,....,n (es decir, z = "=, w = €"*; v, v, € [0,27]).
Como | fgn]?nzl > 0, entonces [fén} es un elemento positivo de M, (StxT)-
' Em=1

Sean Ty = T(1/d,0) y To = T(0,1/d), se tiene que Ty y T3 son contracciones que conmu-
tan. Por el Lema 2.8 la aplicaciéon F : Sty — L(HH) definida por

F(g) = g(T1,T2) (g € StxT)

es completamente positiva.
~ n
Como [ ffn} > 0, entonces
&mn=1

Lo (Ueltoer) =Fa ([0] ) 20
De donde, Ly, ([fey]2,—1) es un elemento positivo de L(H"). O

A continuacién se prueba que todo semigrupo de contracciones con parametro en Q, xQ, ,

posee dilatacién unitaria minimal. En detalle,
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TEOREMA 3.2. Sean 3 un espacio de Hilbert y {T'(s,t)}(seq, xo, C L(F) un semigrupo
biparamétrico de contracciones. Entonces, existe un espacio de Hilbert F que contiene a H
como subespacio cerrado y una representacion unitaria {U(s,t)}spnegz C L(F) de Q* en
L(F), tal que

T(s,t) = PiU(s, )|sc ((5,1) € Qy x Q)

donde P3; es la proyeccion ortogonal de F sobre H.
Si se pide la condicion

F=\/ Uls,t)(%)
(s,t)€Q2

entonces la dilatacion es minimal.

DEMOSTRACION. Sean S el sistema operador en Cy(R?* C) y L : S — L(H) la aplica-
cién completamente positiva dados en el Lema [3.1. Por el teorema de Arveson, existe una
aplicacion completamente positiva L: Cy(R% C) — L(H) que extiende a L.

Por el teorema de Stinespring, existe un espacio de Hilbert §, un homomorfismo
unital * ¢ : €,(R?,C) — L(G) y un operador acotado V' : H — G, tal que

L(f) = V*¢(f)V para todo f € €y(R2, C).
Como L extiende a L, se tiene que
Lip+q) =V*¢(p+7qV paratodop+qeS.
Como ¢ y L son unitales (ver la Observacién [1.22), se puede escribir
L(p+7q) = Pjio(p+q)|sc para todop+7 € 5.

Sea
ho(z,y) = e e™ € S.
Se tiene que
P§io(ha)lsc = Lha) = T(s,8) s (5,1) € Qs x Qs (3.1)

Sea Uy(s,t) : G — G el operador dado por

Uo(s,t) = ¢(hs)  ((s,1) € Q7).
Como ¢ es un homomorfismo unital * y

isx is'z jit'y 6i(s+s’)$€i(t+t’)y

€Tty 1T

para todo (s,t),(s',t') € Q?, se tiene que
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(i) Un(0,0) = I

(i1) Up((s,t) + (s',t")) = Up(s,t)Up(s',t') para todo (s,t),(s',t') € Q%
(iii) Uo(s,t)* = Up(—s, —t).
(iv) Up(s,t) es unitario para todo (s,t) € Q2.

De donde, {Uy(s,t)}(s.nep2 C L(G) es una representacion unitaria de Q? en L(G).
Sea F =V, ycqe Uo(s, 1)(H). Consideremos Uf(s,t) = Up(s,t)|s, por (3.1) se tiene que
{U(s,t)}(s1)cq2 es una dilatacién unitaria minimal de {T'(s,?)} (e, x0, -
U

OBSERVACION 3.3. El resultado anterior es original, es importante destacar que en el

mismo no es necesario suponer la continuidad fuerte del semigrupo.

2. Demostracion del teorema de dilatacién de Slocinski.

El teorema de Slocinski ([14],[15]) es la versién continua del resultado de Ando y su

enunciado es el siguiente,

TEOREMA 3.4  (Slocinski, [15]). Sean H un espacio de  Hilbert y
{T(s5,t)}spyery xr, C L(F) un semigrupo biparamétrico de contracciones fuertemente conti-
nuo en 0. Entonces, existe un espacio de Hilbert & que contiene a H como subespacio cerrado
y una representacion unitaria {U(s,t)}snerz C L(F) de R* en L(F), fuertemente continua
en 0, tal que

T(s,t) = P3U(s,t)|sc ((s,t) € Ry x Ry)

donde P es la proyeccion ortogonal de F sobre H.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.2, el semigrupo {7T'(s,t)}(s1ec0, xo, Posee una dila-
tacion unitaria. Como {7'(s,t)}(ser, xr, €8 un semigrupo biparamétrico de contracciones
débilmente continuo en 0, por el Lema 2.23, tomando €; = R; A; = Q v A; = Q4
(i=1,2), se obtiene que {7'(s,t) }(s,)cr, xr, Posee una dilatacién unitaria minimal fuertemente

continua. [l
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