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Introduccién

Un algebra A es un espacio vectorial sobre C (conjunto de los nimeros complejos) tal

que existe una aplicacion P : A x A — A llamada producto, dada por
P(a,b)=a-b

para todo a,b € Ay que verifica las propiedades asociativa y distributiva.

Un algebra A tal que (A, ||.||) es espacio de Banach y la norma satisface que:
la- bl < [lall [[0]

para todo a,b € A, es denominado dlgebra de Banach.

Para H un espacio de Hilbert complejo, L(H), el espacio de los operadores lineales y
acotados T : 'H — 'H, con la composicién de operadores como producto y la norma usual, es
un ejemplo de algebra de Banach.

Con las dlgebras conmutativas Gelfand comenzé el estudio de algebras de Banach. Su
motivacién surge debido al hecho de que muchos de los ejemplos importantes de algebras
de Banach que se originaron en analisis son conmutativas. Entre ellos estd el espacio de
las funciones continuas y acotadas f : X — C, donde X es un espacio topoldgico, con el
producto usual de funciones y la norma del supremo.

En un édlgebra A es importante la presencia de una involucién que es una aplicacion de

A en A dada por

*

ar—a

donde a* es el adjunto de a. Aclaramos que el adjunto de a es el elemento de A tal que:

(i) a** = a,

para todo a,b € Ay a,3 € C.
El cuerpo de escalares C tiene una involucion natural que es la conjugacién y muchas de

las propiedades de ciertas dlgebras de Banach dependen de la presencia de una involucién.
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Si (A, ||.||) es un algebra de Banach con involucién y para todo a € A,
la* - al| = [lal®

se dice que A es un édlgebra C*. Un ejemplo de estas dlgebras es L(H), donde la involucién
esta dada por el adjunto de un operador.

La transformada de Gelfand es una poderosa herramienta que nos permite conocer carac-
teristicas de algebras C* (no necesariamente conmutativas) y de los elementos positivos de
un algebra C*. Luego, estas propiedades son extendidas a funciones completamente positivas
definidas en estas algebras.

Una técnica muy usada para estudiar elementos de L(H) es la de representarlos como
parte de un operador mas simple cuyo dominio es un espacio de Hilbert mas grande. Esta
técnica, esencialmente geométrica, es conocida como dilatacion.

Las funciones completamente positivas en algebras C* fueron introducidas por
Stinespring con el objetivo de estudiar la existencia de dilataciones. Posteriormente, el
estudio de la relacién entre las funciones completamente positivas y la teoria de dilatacion
fue profundizado por Arveson, quien desarrollé una teoria profunda alrededor de este tipo
de funciones, incluyendo una versién a valores operadores del Teorema de Hahn-Banach.

Actualmente, las funciones completamente positivas juegan un papel central en el estudio
del producto tensorial de algebras C*, en el analisis armoénico no conmutativo y en los
problemas de extension y dilatacién en espacios de Hilbert.

Debido a ello resulta muy relevante estudiar el articulo de Stinespring [12], donde se
introduce el concepto de funcién completamente positiva, se demuestra un teorema de re-
presentacion y se dan algunas condiciones para que una funcién positiva sea completamente
positiva.

El propésito de este Trabajo de Grado es presentar un resultado que permita identificar
a funciones completamente positivas en algebras C* por medio de una representacion.

El Capitulo 1 presenta una breve introduccién sobre los conceptos de espacios de Hilbert
complejos [5],[10] y el producto tensorial algebraico de espacios vectoriales [6].

El Capitulo 2 contiene las propiedades béasicas sobre algebras de Banach, algebras C* y
las funciones positivas en algebras C* [4],[10].

Finalmente, el Capitulo 3 presenta propiedades de las funciones completamente positivas

y se prueba el teorema de representacién de Stinespring (Teorema 3.10).



CAPITULO 1

Espacios de Hilbert

1. Espacios de Hilbert

Como es usual denotaremos por N y R los conjuntos de los niimeros naturales y reales,

respectivamente.

DEFINICION 1.1. Un espacio de Hilbert complejo es un espacio vectorial sobre C con
producto interno, que es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

EJEMPLOS.

1. C con el producto usual de nimeros complejos es un espacio de Hilbert complejo.

2. C™ con el producto interno dado por:

n

(z,w), = Z 23 W}

k=1
para z = (21,...,2,) € C" y w = (wy,...,w,) € C", es un espacio de Hilbert
complejo.

3. El espacio

I*(N) = {{fﬂn}nzl 2, €Cn>1)y Z lzn|? < oo}

es un espacio de Hilbert complejo con el producto interno dado por:

({zatnzt, (Yndnz1) = D 2T,

para {xn}an {yn}n21 S lQ(N)

OBSERVACION 1.2. La completacién de un espacio con producto interno es un espacio
de Hilbert.

NOTACION. Si H y K son espacios de Hilbert complejos, sea
L(H,K)={T:H — K :T es un operador lineal y acotado}.

Denotaremos L(H, H) por L(H).



2. PRODUCTO TENSORIAL ALGEBRAICO DE ESPACIOS VECTORIALES 4

DEFINICION 1.3. Sean H vy K espacios de Hilbert complejos y T : H — K un operador

lineal, diremos que T es acotado inferiormente si existe M > 0 tal que
M ||lz|l3 < [1T()]x
para todo x € 'H.

DEFINICION 1.4. Sean H y K espacios de Hilbert complejos y T' € L(H, K), diremos que
T es invertible si existe S € L(K, H) tal que

ST =10 y TS=Ig
donde Iy v I son los operadores identidad en H y IC, respectivamente.

Recordemos los siguientes resultados que nos permiten discutir sobre la invertibilidad de

operadores en espacios de Hilbert.

PROPOSICION 1.5. Sean H y K espacios de Hilbert complejos y T € L(H,K), entonces

T es invertible, con inverso acotado si y solo si'T' es sobreyectivo y acotado inferiormente.

PROPOSICION 1.6. Sean H y K espacios de Hilbert complejos, sea T € L(H,K), si T y

T* son acotados inferiormente, entonces T es invertible. Donde T™ es el operador adjunto
de T.

2. Producto tensorial algebraico de espacios vectoriales

DEFINICION 1.7. Sean X,) y V espacios vectoriales sobre C, diremos que la funcién
F : X xY — V es bilineal cuando satisface las siguientes condiciones, para todo
T,21,T2 € X? Y,Y1,Y2 Eyy )\,OZ S (C7
(i) F(Azy + aza,y) = AF(21,y) + aF (22,y),
(ii) F(z, Ay1 + ayz) = AF(2,51) + aF (2, 42).

Si V = C entonces F' es llamado funcional bilineal.

EJEMPLOS.

1. Sean H y K espacios de Hilbert complejos y G : L(H,K) x H — K la funcién dada
por
G(T,z) =T(x)
para todo T' € L(H,K) y « € H.

Tenemos que G es una funcién bilineal.
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2. Sea ) un espacio vectorial sobre Cy F : C x ) — ) la funcién dada por
F(A\y) =Xy
paratodo A€ Cey e ).

Tenemos que F' es una funcién bilineal.

DEFINICION 1.8. Sean X e ) espacios vectoriales sobre Cy F' : X x ) — V una funcién
bilineal, donde V es un espacio vectorial sobre C. Diremos que (V, F') es un producto tensorial

algebraico de X' e Y si satisface las siguientes condiciones:
(i) Rango(F) = V.
(ii)) Si G : X x Y — & es una funcion bilineal, donde € es un espacio vectorial sobre C

arbitrario, entonces existe una funcion lineal f : )V — & tal que
G=foF.
Esta condicion es conocida como la propiedad de la factorizacion.

NOTACION. Si X e ) son espacios vectoriales sobre C y (V, F) es un producto tensorial
algebraico de X' e ), denotaremos V por ¥ ® Y y F(z,y) por x ®y. Entonces la bilinealidad

es expresada en la forma:
(1.1) (Ar1 +am) @y =Ar1 QY+ ar, @y = AMz1 ®Y) + a(re ® y)
(1.2) @M1 +ay) =Xy +ar®ys = ANz QY1) + oz ® ys)

para todo x,x1,29 € X, y,y1,2 € Yy N\, a € C.

EJEMPLO. Sea Y un espacio vectorial sobre C y F': C x Y — Y la funcién bilineal dada
en el Ejemplo 2 de la Definiciéon [1.7.
Tenemos que (Y, F') es el producto tensorial algebraico de C e ). En efecto, ya que

Ay € Y paratodo A€ Cysiy e ), y=1ly, entonces
Rango(F) = Y.

Consideremos una funcién bilineal G de C x ) a un espacio vectorial sobre C arbitrario

£ y definamos la funcién f: ) — & por

fly) = G(1,y)

para todo y € V.

Tenemos que f es lineal porque G es una funcion bilineal.
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Entonces,
foF(\y) = f(Ay) =G, Ay) = AG(L,y) = G(Ay).
De donde,
Y=CoJ).
En particular, si ) = C tenemos que C ® C = C con
A® o=\

para todo A\, o € C.

TEOREMA 1.9 (Existencia y unicidad de productos tensoriales). Sean X e Y espacios
vectoriales sobre C, entonces existe el producto tensorial algebraico de X e Y (X ® V). Mas

ain, si XQY es otro producto tensorial algebraico de X e ), entonces X @ ) es isomorfo a

XR).

No demostraremos este teorema, sélo indicamos que su prueba se basa en el uso de la
propiedad de la factorizacién y la proyeccién candnica. Una prueba puede encontrarse en

[6], pagina 9.

OBSERVACION 1.10. Si X e ) son espacios vectoriales sobre C y 7o®1y € X ®)Y, entonces
xo ®yo # 0 para z¢ # 0 e yp # 0. En efecto, si zg # 0 e yo # 0, entonces existen funcionales
lineales f: X - Cy g:)Y — C tales que

f(xo) #0 'y g(yo) # 0.
Consideremos el funcional bilineal
(z,y) = f(x)g(y).
Por la parte (ii) de la Definicién [1.8, existe un funcional lineal h: X ® Y — C tal que
Wz ®y) = f(x)g(y).
Como el producto de dos niimeros complejos no nulos es no nulo, tenemos que
h(zo ® yo) = f(0)g(yo) # 0,

de donde
2o ® Yo # 0.
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PROPOSICION 1.11. Sean X e Y espacios vectoriales sobre C, sean x, € X para

k=1,....,nyseany, €)Y para k =1,...,n, vectores linealmente independientes. Si
(1.3) Zxk®yk:0

k=1
entonces

xr =0 para todo k =1,...,n.

DEMOSTRACION. Ya que los vectores y;, son linealmente independientes, podemos elegir

n funcionales lineales g; : Y — C tales que
1 sit=k
0 sii#k

(1-4) 9i(Yx) = Oir =

Consideremos el funcional bilineal
F(z,y) =) filx) gi(y)
i=1

donde f; : X — C(i =1,...,n) son funcionales lineales arbitrarios.

Por la parte (ii) de la Definicién [1.8, existe un funcional lineal h: X ® Y — C tal que
hr®y) = F(z,y) =Y _ filz) gi(y).
i=1

De (1.4) tenemos que

n n

h (Z T & ykz) = Z filww) gi(yr) = Zfi(iﬁi)-

=1 k=1

De (1.3) y como h es lineal, entonces
(1.5) > filzi) =0.
i=1

Sea k (1 < k < n) un nimero entero arbitrario, si escogemos f; = 0 para i # k, de (1.5)

tenemos que
fu(@i) = 0.

Como fj es una funcién arbitraria y k& es un nimero entero arbitrario, entonces

xr, =0 paratodo k=1,...,n.
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OBSERVACION 1.12. Sean X e Y espacios vectoriales sobre C, asumiendo que z ® y # 0
paraz € X ey € ), de (1.1),(1.2), la Observacién [1.10/y la Proposicién [1.11 tenemos que

IRQYU=TRY
si y solo si
~_ 1
T=Ar =—
y vy )\y
para A € C, A # 0.

OBSERVACION 1.13. Sea X un espacio vectorial sobre C, la funcién (., .)y : X X X — C
es un producto interno degenerado en X, si de las condiciones de producto interno no se

satisface que:

(r,x)x =0 = 2 =0.

PROPOSICION 1.14. Sean X e Y espacios vectoriales sobre C, sea (.,.)xgy un producto
interno degenerado en X @ ) y

N={ecX®Y:(Ersy =0}

Entonces:

(a) N es una variedad lineal de X @ ).
(b) SiL: X®)Y — X ®)Y es una transformacion lineal tal que

(L(&), L(&)) xay < M (&, &) xoy

para todo £ € X ®Y y para algin M > 0, entonces N es invariante bajo L, es decir,
LIN)CN.

DEMOSTRACION.

(a) Sean &1,& € Ny A\, a € C, veamos que
M+ ab e N.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y como &;,& € N, tenemos que
0 < |61, &) ray| < <§1>51>2%c®y : <52’52>2%c®y =0

de donde
<§17 §2>X®y = 0.
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Entonces

(A1 + abo, M1 + a&a)xay = A&, &) xay + A&, S)xay + aX (&, §2) xay T |al* (&, &) xay
=0.

Por lo tanto, N es una variedad lineal de X @ ).

(b) Sea L: X ® Y — X ® Y una transformacion lineal tal que

(1.6) (L&), L(&)) xey < M (&, &) vy

para todo £ € X ® ) y para algin M > 0.
Sea 1 € L(N), entonces existe £ € N tal que n = L(€).
Por (1.6) y como £ € N tenemos que

(.M xey = (L(€), L(E)) xey = 0
de donde

y asi
L(N)CN.
O

Consideremos el espacio cociente X ® Y/N y sea (.,.)xgyn el funcional en
XRY/N x X ®Y/N definido por

([E]ns M) xeyv = (€, M xey

para todo [£]y, [Ny € X @ Y/N.

Sié e N oneN, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (£,7) vsy = 0, por lo tanto la
funcién (.,.) vy /n esta bien definida, es decir, depende sélo de [¢]x y no de £, similarmente,
depende sélo de [n]yr y no de 7.

Tenemos que la funcién (., .) xgy,a €s un producto interno en X @ Y/N y asi X @ Y /N

es un pre-espacio de Hilbert.



CAPITULO 2

Algebras C*

1. Algebras de Banach

DEFINICION 2.1. Un dlgebra A es un espacio vectorial sobre C tal que existe una apli-
caciéon P : A x A — A llamada producto, que denotaremos mediante P(a,b) = a - b para
todo a,b € Ay que verifica las siguientes propiedades, para a,b,c € A y para todo A € C
(i) AMa-b) = (Xa) - b,

(ii)) a-(b-c)=(a-b)-c,
(iii) a-(b+c)=a-b+a-c,y
(a+b)-c=a-c+b-c

~— N N

(iv
EJEMPLOS.

1. C con el producto usual de niimeros complejos.

2. Sea M5, (C) el conjunto de las matrices n x n con entradas en C. Con el producto
usual de matrices M,,x,(C) es un algebra.

3. Sea H un espacio de Hilbert complejo (excluimos el espacio trivial H = {0}). Con
la composicién de operadores como producto L(H) es un algebra.

4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y
C(X,C)={f:X —C: f es continua en X}.
Para f,g € C(X,C), con el producto definido mediante
f-9(x) = f(x)g(x)

para todo x € X, tenemos que C(X,C) es un algebra.
5. Sea

C(R,C) = {f :R — C: f es continua y |1|im |f(x)| existe } :
Para f,g € C;(R,C), con el producto definido mediante

frg(x) = f(x)g(x)

para todo x € R, tenemos que C;(R,C) es un algebra.

10
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6. Sea

Co(R,C) = {f :R— C: fescontinuay lim |f(z)|= 0}.

|z|—o0

Para f,g € Co(R, C), con el producto definido mediante

para todo x € R, tenemos que Cy(R, C) es un algebra.

DEFINICION 2.2. Un algebra A tiene unidad cuando existe un elemento e € A tal que

e-a=a-e=aparatodoa € A.
OBSERVACION 2.3. Si existe la unidad de un 4lgebra entonces es tinica.

EJEMPLOS.

1. En C el elemento unidad es 1+ 4(0) = 1.

2. En M,,+,,(C) el elemento unidad es la matriz I = [0;;]1<i j<n, donde

1 sii=y
5, = /
0 sii#j
(El simbolo 6;; es el delta de Kronecker).
3. Sea ‘H un espacio de Hilbert complejo, en L(H) el elemento unidad es el operador
identidad I, definido por

I(z) =2z

para todo = € 'H.

4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # ), en C(X,C) y C;(R, C) el elemento
unidad es la funciéon constantemente igual a uno.

5. Co(R, C) No tiene elemento unidad.

NOTACION. Si A es un élgebra con unidad y a € A, paran > 1 (entero) a™ es el producto

de a con ella misma , n veces. Para n = 0 definamos a° = e.
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DEFINICION 2.4. Sea A un &lgebra y B un subconjunto de A, decimos que B es una
subdlgebra de A cuando B es una variedad lineal y a - b € B para todo a,b € B.

EJEMPLOS.

1. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # ) y sea f € C(X,C), un polinomio

en f es un elemento de C(X,C) de la forma

p(f)=aol +arf+-+a,f"

para algunos ay € C (k=0,...,n), donde 1 : X — C es la funcién constantemente
igual a uno.

Sea
Pi(X,C)={g € C(X,C) : g = p(f) para algin polinomio p}.

Entonces P;(X, C) es una subélgebra de C(X, C).
En particular, si X =[0,1] y f(x) =z para = € [0, 1], entonces

Pi(X,C) = {g € C(X,C) : g es un polinomio en x con coeficientes complejos}.

2. Co(R, C) es una subdlgebra de C;(R, C).

DEFINICION 2.5. Sea A un &lgebra con unidad. Sea a € A, diremos que a es invertible
en A si existe b € A tal que
a-b=0b-a=e.

Denotaremos b por a~*.

EsemMpLO. Si X =[0,1] y f(z) =z paraz € [0,1], en P;(X, C) los elementos invertibles

son las funciones constantes no nulas.

OBSERVACION 2.6. Si existe la inversa de un elemento de .4 entonces es tinica. En efecto,

sea a € A y supongamos que b, ¢ € A son tales que

entonces
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Ademas si a y b son elementos invertibles en A, entonces a - b es invertible en A y
(a-b)t=b"t-at
porque
(a-b)- bt a)=e=0"at) (a-b).

Y si A € C, X # 0, también Aa es invertible en A y

1
()\a)_l = Xa_l.

DEFINICION 2.7. Sean A y B édlgebras con unidad. Sea ¢ una funcién de A a B, diremos

que @ es un homomorfismo cuando:
(i) ¢ es lineal.
(i) p(a-b) = p(a) - p(b) para todo a € A,b € A.
(iii) ¢(e4) = ep, donde e4 y ep son los elementos unidad de A y B, respectivamente.
EJEMPLOS.

1. Sea A un &lgebra con unidad. La funcién ¢ : A — A definida por:

pla) =a

para a € A, es un homomorfismo.
2. Sean X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 , A = C(X,C) y B = C. Sea
x € X, la funcién ¢, : A — B dada por:

es un homomorfismo.

DEFINICION 2.8. Un dlgebra de Banach A es un dlgebra en la que estd definida una

norma ||.|| tal que (A, ||.||) es un espacio de Banach y satisface:
lla- bl < [lall[[b]]

para todo a,b € A.

Si A tiene unidad requerimos que ||e|| = 1.

EJEMPLOS.

1. C con el producto dado en el Ejemplo 1 de la Definiciéon 2.1/ y con la norma dada

por el valor absoluto es un algebra de Banach.
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2. En M, (C), sea A = [a;;]1<ij<n € Myxn(C), escribiendo:
AZ == (allzl + -+ A1nin, - -+, Anle1 + -+ annzn)

para z = (z1,...,2,) € C* (C"=C@ -" @ C), usando el producto interno

n

(z,w), = Z 23 Wk

k=1

donde z = (z1,...,2,) € C" , w = (wy,...,w,) € C"y la norma
|Az[[; = (Az, A2)n,

entonces M,,»,(C) con el producto dado en el Ejemplo 2 de la Definicién 2.1y la
norma dada por:

[Allnxn = sup [ Az[[n,

zlln=
es un algebra de Banach.
3. Sea 'H un espacio de Hilbert complejo, L(H) con el producto dado en el Ejemplo 3
de la Definicion 2.1 y con la norma dada por:
1Tl Ly = Sup IT()]]
para T € L(H), es un algebra de Banach.
Si dim(H) = n < oo, entonces L(H) es isomorfo a M, ,(C) debido a el isomor-
fismo entre H y C" y el Ejemplo 2.
4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # ), C(X,C) con el producto dado en

el Ejemplo 4 de la Definicién 2.1 y con la norma dada por:
[flloe = sup | f(z)] = max [f(z)]
xeX rzeX

para f € C(X,C), es un dlgebra de Banach.
5. C/(R,C) con el producto dado en el Ejemplo 5 de la Definicién 2.1y con la norma
dada por:

[flloc = sup | f(z)]
zeR
para f € C;(R,C), es un édlgebra de Banach.

6. Co(R,C) con el producto dado en el Ejemplo 6 de la Definicién 2.1 y con la norma
dada por:

£l zilelﬂlglf(x)\

para f € Co(R,C), es un algebra de Banach.
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7. Si A es un dlgebra de Banach con unidad y B es una subéalgebra cerrada de A tal

que e € B, entonces B es un algebra de Banach con unidad.

OBSERVACION 2.9. En un 4lgebra de Banach A, la desigualdad
lla - o] < [all][ol]

hace del producto una operacién continua en A, es decir, si {a,}n>1, {bn }n>1 son sucesiones

en Ay a,be A son tales que

lima, =a vy lim b, = b

n—oo n—oo
entonces

lim a, -b, =a-b.

n—oo

Esta igualdad se obtiene usando:
ap b, —a-b=(a,—a) b,+a- (b, —b),
y el hecho de que una sucesién convergente es acotada.

OBSERVACION 2.10. Si A es un algebra de Banach sin unidad, ésta se puede extender a
una con unidad.

Sea
Ay ={(a,\):a€e Ay A€ C}.

Si para todo a,b € A y para todo A, a € C definimos en A;:

(i) (a,\) - (b,a) = (a-b+ \b+ aa, A\a).
(i) A(a,a) = (Aa, \a).
(iii) (a,A) + (b,a) = (a + b, A + «).
) 1@, A)llay = llalla+[A]
(v) e=(0,1) donde 0 € Ay 1 €C,

(iv

entonces A; es un algebra de Banach con unidad y la aplicacién a +— (a,0) es un isomorfismo
isométrico de A sobre {(a,0) : a € A} (subdlgebra de A;).
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PROPOSICION 2.11. Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Sea a € A tal que ||a]| < 1,

entonces

(a) e — a es invertible en A.
1
(b) (e —a)7H £ ——
1 — |l

DEMOSTRACION.

(a) De ||a™|| < ||a||™ para n > 0, obtenemos que

00
Y a"| < Z la™]] < Z lall".
n=0

n=0
La serie de la derecha es una serie geométrica de razén ||a|| < 1, asi que converge

en R. Por lo tanto la serie ) °  a™ converge en A a un elemento b € A, de donde

tenemos que:

N N
—a)-b=e-b—a-b=b—a-b= li no_ ntl |
(e—a)-b=e-b—a-b=b—a-b ]\}'li:noo (2% a Z a ) e

n=0

N N
b-(e—a):b-e—b-a:b—b-azj\}llr;o(Za — (Za)-a) =e.

n=0
Luego e — a es invertible en A.

(b) En la prueba de (a) obtuvimos que

6—(1 E a"

entonces

oo
Ie—a)™" I <> flal™
n=0

Como la serie de la derecha es una serie geométrica de razon |jal]| < 1 tenemos que

Z lall* =
IaH

Luego

1
1= [laf|

I(e —a)™l <
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PROPOSICION 2.12. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y sea
Ga={a € A:a esinvertible en A}.
Entonces Gy es abierto en A.

DEMOSTRACION. Sea a € G4y b € A tal que
1
la = bl < 7—
la=*]
entonces
le —a™ b =lla™" - (a =)l < [la™"[|la — b]| < 1.
Por la parte (a) de la Proposicién 2.11, a™*-b€ G4 ycomo b=a-(a ' -b) yae Gy
entonces b € G 4.

Por lo tanto,
B(a,1/la” ) ={be A: [la=b]| <1/la” ||} C Ga
de donde G4 es abierto en A. O

1

PROPOSICION 2.13. La funcion en G4 definida por a — a~' es continua.

DEMOSTRACION. Sea a € G4 vy sea b€ G4 tal que

1
=0 Sy
entonces
(2.1) le—a'-b|| <1/2 < 1.
Por la Proposicién 2.11, a=t-b€ G4 v
1
L R e P
entonces
5 = 16 a) - < -l <
1—fle—a=t-b]

De (2.1) tenemos que

o'l iy,

l—|le—a=t-b|| —
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Luego
15~ < 2fla™"l.
Y asi
la™ =07 = lla™ - (@ =0) - 07| < [la™ [[lla = BIIb~H ] < 2[la™[*[la — b
Sea ¢ >0 y d = min{e/2|la"|?,1/2][a™ ||}, si |la—0b|| <& entonces ||[a™t —b7t| <e. O

LEMA 2.14. Sea A un dlgebra de Banach con unidad, sean a, € G4 paran > 1 (entero)
y a € 0G4, donde 0G4 es la frontera de G4, tal que

lim a, =a en A.

n—oo

Entonces
lim [ja;!|| = co.
n—oo

DEMOSTRACION. Supongamos que
lim ||a; || # oo
n—oo

entonces existe M < oo tal que ||a,;!|| < M para infinitos valores de n. Ya que {an}n>1

converge a a en A, por definicién de convergencia, existe ng tal que

le = any - all = llag, « (an, — )| < llag, [Han, —all <1,

y asi a,,) - a € G4 por la parte (a) de la Proposicién 2.11.

-1,
no

Como a = ay, - (a,, -a) y an, € G4, entonces a € G4. Como G4 es abierto en A debido a

la Proposicién 2,12, entonces a ¢ 0G 4. Llegamos a una contradiccién ya que a € 0G4. O

DEFINICION 2.15. Sea A un algebra de Banach con unidad. Sea a € A, el espectro de a

es:
o4(a) ={X € C:a— Xe NO es invertible }.

Y el conjunto resolvente de a es:

o4(a)? = pa(a) = {\ € C:a — Xe es invertible en A}.



1. ALGEBRAS DE BANACH 19

OBSERVACION 2.16. El 4lgebra de Banach A puede ser una subdlgebra de un élgebra de
Banach B y entonces podria ocurrir que algiun elemento a € A no es invertible en A pero es
invertible en B. Por lo tanto el espectro de a depende del dlgebra.

Siempre se cumple que
op(a) C oa(a).

Mas adelante detallaremos sobre la relacién entre ambos espectros.
A continuacién veamos algunos ejemplos de espectros.

EJEMPLOS.

1. Para A = C, sea z € C entonces
oa(z) ={z}.
2. Para A = M,,x,(C), sea A € M, (C) entonces
oa(A)={r e C:det(A— ) =0} ={X € C: X es autovalor de A}.
3. Sea H un espacio de Hilbert complejo y A = L(H). Sea T' € L(H), entonces
oA(T) ={A € C:T — A NO es invertible}.

Por la Proposiciéon 1.5, T'— Al no es invertible si T — Al no es acotado infe-
riormente o Rango(T — A\I) # H.
4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y A= C(X,C). Sea f € C(X,C),

entonces
oalf) ={f(z) 2z € X}

OBSERVACION 2.17. Sea H un espacio de Hilbert complejo y A = L(H), si la dimensién
de H es finita, entonces T' — AI no es invertible si det(7"— AI) = 0. Ya que det(T" — \I) es
un polinomio en A, cuyas raices son exactamente los valores propios de T, se sigue que en el
caso de dimensién finita o 4(T") es el conjunto de los autovalores de T

Si la dimensién de H es infinita puede ocurrir que A € o4(7T") y sin embargo A no sea
autovalor de T

Por ejemplo, consideremos el espacio

*(N) = {{xn}n>1 2, €C (n>1)y Z |z |? < oo}

n=1
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con la norma

[un

2

H{zn}nz1 || = (Z |xn|2)

para {z, }n,>1 € [*(N), y definamos T : [*(N) — [*(N) por:

T({x1,xe,...}) = {z1,22/2,25/3,... }.

Tenemos que 7" es inyectivo, por lo tanto Nicleo(T') = {0} asi que cero (0) no es autovalor
de T'. Por otro lado

1
T(en)| = =,
Tl = +
donde e,, ={0,...,0,1,0,...} (1 en la n-ésima posicién) luego
lim ||7(e,)|| = 0.
Pero como ||e,|| = 1, entonces T no es acotado inferiormente y por la Proposicién [1.5]

T no es invertible, de donde 0 € o 4(T).

TEOREMA 2.18. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y a € A, entonces o4(a) es

compacto y no vacio.

DEMOSTRACION. Veamos que g 4(a) es compacto.
Sea ¢ : C — A la funcion definida por:

d(A) =a— de

para A € C.
Tenemos que ¢ es continua. En efecto, sea e > 0y A € C, si |\ — a| < € para a € C,

entonces

[6(A) = ()| = [[(=A+ a)e]| = [(=DA = )| = |A —af <&

Como el conjunto G4 (dado en la Proposicién 2.12) es abierto en A y ¢ es continua,
entonces ¢~1(G4) es abierto en C.

Pero
¢G4 ={reC:d()\) €Ga}={\€C:a— deesinvertible en A} = p4(a)

entonces o4(a)’ = pa(a) es abierto en C y asf o4(a) es cerrado en C.
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Sea A € C, si || > ||a|| entonces

1] It
(& e )\a = )\a

y por la parte (a) de la Proposicién 2.11

al
S L
A

e— %a € G,
luego
a—Xe € Gy
y por lo tanto
A € pa(a).

Hemos probado que
{Ae C[A[> [lall} € pala)
entonces
oala) C{A e C: A <o}
y asi 04(a) es un conjunto acotado, que ademas es cerrado en C y por lo tanto compacto.

Veamos que 0 4(a) no es vacio.

Sea R : pa(a) — A la funcién definida por:
R(\) = (a— Xe)™*

para A € pa(a).
Sia, A € pa(a) tenemos que

R(a)™" - (R(a) = R(N) - R(A) ™" = (a —ae) - ((a—ae) ™" — (a—Xe)™) - (a—Ae)

De donde

R(a) — R(A\) = (A + a)R(a) - R(N).

Como la inversién es continua por la Proposicién 2.13), para A € p4(a) tenemos que
R(a) — R(A
L R(a) = ROV

a—A o —

existe

y éste es:
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Por lo tanto R es una funcién analitica en p4(a) y de esto obtenemos que la funcién

F: py(a) — C dada por

es analitica en p4(a), para todo f € A* (espacio dual topoldgico de A).
Si |A| > ||la]|, por resultado obtenido en la prueba de la parte (a) de la Proposicién 2.11]

RA)=(a=Xe) ' =X e-A"a) " =271 io: (%)”

entonces
I <= (|lal\" 1 1
RO < ~ (— - _ .
| InE% Al ML= (llall/IAD) Al = [la]l
De donde
lim R(A) =0
Aim (A)
y
IR < llall™ st Al = 2[la]l > |lall
Luego
lim F(A\) =0
[A]—o00 ( )
y, para f € A*

[EX < (1A lllall™*

wn

i A= 2lall > flal

Sioa(a) = 0 entonces py(a) = Cy en ese caso F es analitica en C (es una funcién entera)
que ademés se anula en el infinito y |F(A\)| < M < oo para todo A € C tal que |A| > 2||al|.
Por el teorema de Liouville debe ser FI(\) = 0. (Este teorema dice que una funcién que es
analitica y acotada en todo el plano es una funcién constante). Luego, por un corolario del
Teorema de Hahn Banach que dice que si X es un espacio normado y g € X es tal que
f(zg) = 0 para todo f € X* entonces xy = 0, tenemos que R(A) = 0. Hemos llegado a

una contradiccién ya que R() es, por definicién, un elemento invertible en 4. Por lo tanto

oala) # 0. O
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TEOREMA 2.19 (Gelfand-Mazur). Sea A un dlgebra de Banach con unidad en la cual

cada elemento distinto de cero es invertible, entonces A es isométricamente isomorfo a C.

DEMOSTRACION. Sea a € A, o4(a) # () por el Teorema 2.18. Sea A\, € o.4(a), entonces
a — Aqe no es invertible por definicién. Ya que cada elemento de A, distinto de cero, es

invertible y a — A,e no es invertible, entonces
a—MXe=0
y asi
(2.2) a = A\e.
Luego, para A # )\, tenemos que
a—Xe= (A, — e

el cual es invertible.
Con estos hechos podemos concluir que todo elemento de A es multiplo escalar de la
unidad y que o4(a) contiene exactamente un nimero complejo A, por cada a € A.

Sea ¢ : A — C la funcién definida por:

para a € A.

Tenemos que 1 es un isomorfismo isométrico de A sobre C. En efecto,
(i) Sia,be Ay (a) =1(b) entonces A\, = \p. Como
a=XMe=Xe=0b
tenemos que
a=b.

Por lo tanto v es inyectiva.

(ii) Dado A € C y tomando a = e € A tenemos que

P(a) = A

Por lo tanto 1 es sobreyectiva.

(iii) De (2.2) tenemos que

(@)l = [Aal = [[Aacll = llall

y asi ¢ es isométrica.
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PROPOSICION 2.20. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y a,b € A.

(a) Sie—a-be Gy entoncese—b-a € Gy
(e—b-a)'=e+b-(e—a-b)" a
(b) o4(b-a)U{0} =o04(a-b)U{0}.

DEMOSTRACION.

(a) Sea e — a - b invertible en A, veamos que
(e—b-a)-[e+b-(e—a-b) " -al=e=[e+b-(e—a-b)'-a] - (e—b-a).
Primero probaremos que

(e—b-a)-le+b-(e—a-b)"-al=e.

(e—b-a)-[e+b-(e—a-b) al=e+b-(e—a-b) a—b-a-le+b-(e—a-b)""-q
—etb-(e—a-b) " a—b-a—b-a-b-(e—a-b)-a
—e—beatbele—b-a)—a-b-(e—a-b)-a
—e—b-atb-(c—a-b)e—a-b)-a

=e—b-atb-e-a=e.

Finalmente probaremos que

e+b-(e—a-b)"'-a]l-(e—b-a)=e.

e+b-(e—a-b)""'-al-(e—b-a)=e—b-a+b-(e—a-b)"-a-(e—b-a)
—e—b-atb-(e—a-b)t-a—b-(e—a-b)t-ab-a
=e—b-at+b-[e—a-b) ' —(e—a-b)'-a-b]-a
=e—b-at+b-(e—a-b)'-(e—a-b)-a

=e—b-a+b-e-a=e.

(b) Para A € C, A # 0, si

a‘b—)\e:—A<e—§a~b) €304



1. ALGEBRAS DE BANACH 25

entonces por (a)

b-a—Aez—A(e—%b-a) € Gy.

Asi

oa(b-a)U{0} = oa(a-b)U{0}.
U

OBSERVACION 2.21. Los espectros g 4(b-a) y o4(a - b) no siempre son iguales. Veamos
el siguiente ejemplo:

Para A = L(I*(N)), sea S : [*(N) — [?(N) el operador definido por:
S({z1, w9, 23,...}) = {0, 21,29, 23,... }
para {z, },>1 € [*(N). Y sea T : [*(N) — [*(N) el operador definido por:
T({xy,z9,x3,...}) = {xo, 23, 24,...}

para {z, },>1 € [*(N).
Tenemos que T'S es invertible y sin embargo S7T" no es invertible. En efecto,

TS({x1,2a,...}) =T{0,21,29,...}) = {x1,29,... }

de donde T'S = I es el operador identidad en [*(N), por lo tanto 0 ¢ o 4(T'S). El elemento

ST no es invertible porque
ST({1,0,0,...})=5({0,0,...}) ={0,0,0,...}

y no existe T € L(I2(N)) tal que TST({1,0,0,...}) = I({1,0,0,...}). Recordemos que los

operadores lineales envian el vector cero a cero.
Recordemos la siguiente definicién topoldgica:

DEFINICION 2.22. Sea X un espacio topolégico, una componente conexa £ de X es un
subconjunto conexo maximal de X, es decir, £ es conexo y no es subconjunto propio de

ningin subconjunto conexo de X.
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LEMA 2.23. Sea X un espacio topologico, sean V y VW conjuntos abiertos en X tales que
Y CW y W no contiene puntos fronteras de V', entonces V es una union de componentes

conexas de W.

DEMOSTRACION. Sea ) una componente conexa de W tal que Q NV # 0, tenemos que

QN Y es abierto en WW. Como W no contiene puntos fronteras de V entonces

WnNov =1

de donde, Q C OV® y V C 9VY. Aqui OV es la frontera de V v 9V es el complemento
de OV.

Sea U = VC, QNU es abierto en W y tenemos que
QNAV)U@QNU) =2N(YVUU)=2n(VUav®) =Q.
Ademas

QNy)n@nu) = 0.
Ya que € es conexo y 2NV # 0, entonces QNU = () de donde 2NV = Q y por lo tanto

QcCy.

Como las componentes conexas son disjuntas y su unién es W, deducimos que V es una

union de componentes conexas de W. 0

TEOREMA 2.24.

(a) Sea A un dlgebra de Banach con unidad y B una subdlgebra cerrada de A tal que
e € B, entonces Gg es una union de componentes conexas de BN G 4.

(b) Sea A un dlgebra de Banach con unidad y B una subdlgebra cerrada de A tal que
e € B, sea b € B, entonces o5(b) es la union de o.4(b) y una coleccion (posiblemente

vacia) de componentes conexas acotadas de pa(b).

DEMOSTRACION.

(a) Todo elemento de B que tiene inverso en B tiene el mismo inverso en A. De donde
G C G4, ademés Gg y BNG 4 son subconjuntos abiertos de By Gg C BNG 4. Por el
Lema 2.23 basta probar que G4 no contiene puntos fronteras de Gg.

Sea b € 0Gp, existe una sucesién {b, },>1 C Gg tal que

lim b,=b enB

n—oo
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porque B es cerrado. Como B es un algebra de Banach con unidad (ver el

Ejemplo 7 de la Definicién 2.8)), por el Lema 2.14
Jim 67| = oo,
Si b € G4 entonces
lim b, ' =571,

n—oo

debido a la continuidad de la inversién en G 4 por la Proposicién 2.13| en ese caso la
sucesion {||b;']|}n>1 es acotada, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto b ¢ G 4.

(b) Siempre se cumple que
pB(b) C /)A<b>7

porque A € pp(b) siy sélo si b — Ae € Gg C G4. Sea A, punto frontera de pg(b),
entonces b— \,e es punto frontera de Gg. Por (a), b— A,e ¢ G4, entonces A\, ¢ p4(b).

Por el Lema 2.23, pg(b) es la unién de ciertas componentes conexas de p(b) y
entonces las otras componentes conexas de p4(b) son subconjuntos de og(b) y por
lo tanto acotadas. Como siempre o4(b) C op(b), tenemos que og(b) es la unién de
o4(b) y una coleccién de componentes conexas acotadas de p4(b).

Si pa(b) es conexo entonces tiene una séla componente conexa que es el mismo
pa(b) y no es acotada. Por lo tanto la coleccién de componentes conexas acotadas

de pa(b) es vacia. Esto también sucede cuando el interior de o5(b) es vacio.

O

DEFINICION 2.25. Sea A un &lgebra de Banach con unidad y a € A, definimos el radio

espectral de a como

rala) = /\glj?((a) | Al

EJEMPLOS.
1. Para A = C, sea z € C, por el Ejemplo 1 de la Definicién 2.15 tenemos que
ra(z) = [z].

2. Para A = M,x,(C), sea A € M,«,(C), por el Ejemplo 2 de la Definicién 2.15

tenemos que

r4(A) = max{|\| : A es autovalor de A}.
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3. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0y A= C(X,C). Sea f € C(X,C),

por el Ejemplo 4 de la Definicién 2.15, tenemos que

ra(f) = max|f(2)] = |[f]l-

TEOREMA 2.26 (Férmula de Beurling-Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach con unidad

ya € A, entonces
(23) ra(@) = Tim 0"} = inf fla”] *
Y la desigualdad
ra(a) < o]

estd contenida en la Formula (2.3))

DEMOSTRACION. Veamos que
lim [la"||* = inf [|a"||
—00 n>1

Sea m > 1 (entero fijo). Sin > 1 (entero), por el algoritmo de Euclides, existen ¢, > 0

y 1, > 0 (enteros) tales que
n = mgqg, + T,
donde 0 < r,, < m. Luego
il gt 1 - mdn
(2.4) la™ ([ = fla™ (| < fla™ || fla]| =
Como 0 < r, < m entonces 0 < I < — y tenemos que
n n
r
2.5 lim = = 0.
(2:5) e
Como
1
Gn = E(n —Tp)
entonces
n 1 n
W~ (1 _ L)
n m n
y de (2.5) tenemos que
n 1
lim n _ —.
n—oo M M

(2.6)
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Luego de (2.4),(2.5) y (2.6) obtenemos la desigualdad

lim sup [|a™[|+ < ||a™||=

para todo m > 1, de donde

hmsupHa"Hn < mf HamHm < hmmea”Hn

n—oo
y como
lim inf [|a"]|* < limsup [|a"||*
n—oo n—oo
entonces
lim ||a"||% existe
n—oo
y

lim [|a||# = inf [|a™||7.

n—oo n>1

(1) Veamos que

ra(a) < lim [ja”|".

n—oo

Sea A € C tal que

Al > lim [|a"[|=

n—oo

entonces

a”||

z Bl < oo

debido al criterio de la raiz, porque

1
a1\
1 <1,
nir?o<|A\n

y por lo tanto

=1
2 5" <
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Sea

=1
P T

(e_§a>.b:b.(e_§a) —e

1
se sigue que e — X& € G4 y por lo tanto a — Ae € G4. De donde

{reC:n> fim a7} € pafa)

Como

y asi
oaa) C {)\ €C: |\ < lim ||an||%}.
Luego

. 1
rala) < lim [la"|+.

(2) Veamos que

ra(a) > lim [ja"|.
Sea R : pa(a) — A la funcién definida por:

R(\) = (a—Xe)™!

para A € pa(a). En la prueba del Teorema 2.18 obtuvimos que R es analitica en
pala) y que

oa(a) C{A e C:[A < lal},
entonces r4(a) < |la]| y R es analitica en {\ € C : |\| > ryg(a)}. Sea f € A*
(espacio dual topoldgico de A) y definamos

FQA) = f(R(X))
para A € py(a), entonces F' es analitica en {A € C : |[A| > ra(a)}. Ademsés si
|A| > 7r4(a) tenemos que
=)\1 i if
i
(porque el desarrollo es valido en cualquier conjunto de la forma {\ € C : || > x}

que esta contenido en el dominio de F).
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Sea A\g € pala) tal que |Ag| > r4(a), entonces {f(a™/A§)}22, es una sucesién
acotada para todo f € A* por (2.7). De donde

[a"/Ag I < M

para todo n > 0 (entero) y algin M > 0.

Luego
1 1
[a™[|» < Mw|Xol,

por lo tanto

lim [ja”[|= < |A,

n—oo
de donde

lim [|a"* < rala).

n—oo

O

OBSERVACION 2.27. El radio espectral de a € A no depende del dlgebra ya que su férmula
(formula de Beurling-Gelfand) es expresada en términos de las propiedades métricas de las
potencias de a y ellas son independientes de lo que ocurra en el exterior de A (cuando A es

subélgebra de un algebra de Banach).

NOTACION. (Célculo simbdlico). Sea A un dlgebra de Banach con unidad y a € A. Para
z€C,si

p(z)=ap+ -+ a,z" (ap € C)
es un polinomio, entonces denotamos por p(a) el elemento de A definido mediante

pla) = age + aqa + - - - + a,a”.

La funcién p — p(a) es un homomorfismo del dlgebra de los polinomios a A.

Veamos algunas definiciones de elementos de A dadas por otras funciones.
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Si
[e.9]
o(z) = Zanz” (a, € C)
n=0
es una funcién entera en C, es natural definir ¢(a) por
[e.9]
p(a) = Z apa;
n=0
esta serie siempre converge a un elemento de A porque

S 00
D ana™|| < Ja|lal|™
n=0 n=0

y la serie >~ |an|lal|™ siempre converge en R dependiendo del valor de su radio de

convergencia. Si

o(x)= —— (aeCz#a)

o —z

la definicién natural de p(a) es

p(a) = (ae —a)™!

la cual es la misma para todo a € A tal que a € pa(a).
Sea H un espacio de Hilbert complejo, en particular, si A = L(H) y T € A es un operador
normal, podemos interpretar a ¢(7") como un operador lineal, acotado y normal en H cuando

v € C(o4(T),C). Més adelante detallaremos sobre este hecho.

TEOREMA 2.28 (Aplicacion espectral para polinomios). Sea A un dlgebra de Banach con

unidad, a € A y p un polinomio, entonces

oa(p(a)) = ploa(a)) = {p(A) : A € aa(a)}.

DEMOSTRACION.
(1) Veamos que
oa(p(a)) C ploa(a)).
Sea A € o4(p(a)) entonces p(a) — Ae no es invertible por definicién. Si la forma

canénica de p(z) — A para z € C, estd dada por:

p(z) = A=X(z—1)(z— ) ... (2 — ay)
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donde )y € C es constante y a; € C (i =1,...,n), tenemos que
pla) — Xe = No(a — are)(a — ase) ... (a — ae).

Como p(a) — Ae no es invertible entonces existe algin & € {1,...,n} tal que

a — age no es invertible y por lo tanto ay € o.4(a). Como

plag) = A

entonces A € p(o4(a)).

(2) Finalmente probaremos que

p(oa(a)) C oalp(a)).
Sea A € p(o4(a)) entonces
p(z) = A=X(z—1)(z — ) ... (2 — ay)
donde a; € o4(a) y tenemos que
pla) — Xe = No(a — are)(a — age) ... (a — agye).
Como «; € o4(a) entonces a — aje no es invertible. Por lo tanto p(a) — Ae no

es invertible, de donde A € o 4(p(a)).
U

2. Algebras de Banach conmutativas

En esta seccion trataremos sobre la Teoria Gelfand de algebras de Banach conmuta-
tivas, aunque alguno de los resultados de esta teoria pueden ser aplicados a algebras no

conmutativas.
DEFINICION 2.29. Un algebra A es conmutativa cuando a - b = b - a para todo a,b € A.

EJEMPLOS.

1. C es conmutativa.

2. M,»n(C) NO es conmutativa.

3. Si H es un espacio de Hilbert complejo tal que dim(H) > 1, entonces L(H) NO es
conmutativa. (Excluimos el espacio trivial H = {0}).

4. Para X un espacio de Hausdorff compacto, X # ), C(X,C) es conmutativa.

5. C(R,C) y Cy(R, C) son conmutativas.
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DEFINICION 2.30. Sea A un algebra conmutativa, sea Z un subconjunto de A, decimos

que 7 es un ideal cuando:

(i) Z es un variedad lineal de A , y
(ii) a- b € T para cualquiera € Ay b € 7.

SiZ # A, decimos que Z es un ideal propio de A.

Diremos que Z es un ideal maximal de A si es un ideal propio tal que los tinicos ideales

que lo contienen son Z o A.

EJEMPLOS.

1. Co(R,C) es un ideal propio de C;(R, C).
2. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # (). Seaz € X y

M, = {f €C(X,C) : f(z) = 0}.

Entonces M, es un ideal maximal de C(X,C). En efecto, definiendo la funcién
¢z : C(X,C) — C por:

para todo f € C(X,C), tenemos que ¢, es un homomorfismo y que

M, = Nicleo (p,).

Por lo tanto M, es un ideal propio de C(X,C).

Supongamos que Z es ideal de C(X,C) y M, & Z. Veamos que Z = C(X, C).

Como M, G T entonces existe f € T — M, = MY tal que f(z) = a # 0. Sea
h : X — C la funcién dada por:

h(y) = f(y) — «

para todo y € X, entonces h(z) = 0y como h € C(X,C) tenemos que h € M, & 7,
de donde h € T y como f € 7 entonces f —h € Z porque Z es un ideal. Sea

tenemos que
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para todo y € X. Sea

)=
para todo y € X, entonces
(- 9)w) =)o) = ~a =1=(g- ().

Como r € C(X,C) y g € Z entonces r - g = g-r € Z, de donde la funcién

constantemente igual a uno pertenece a Z. Sea s € C(X,C),

s=s-1€7.

Por lo tanto C(X,C) C Z y como Z es ideal de C(X, C) entonces

7 =C(X,C).

Luego M, es un ideal maximal de C(X,C).

OBSERVACION 2.31.

(a) Si A es un algebra conmutativa con unidad y si Z es un ideal propio de A, entonces
cada elemento de Z no es invertible.
(b) Si A es un algebra de Banach conmutativa y si Z es un ideal de A, entonces la

clausura Z de 7 es un ideal.

TEOREMA 2.32 (Teorema maximal de Hausdorff). Todo conjunto no vacio parcialmente
ordenado P contiene un subconjunto totalmente ordenado C el cual es maximal con respecto

a la existencia de los subconjuntos totalmente ordenados de P.

No demostraremos este teorema, solo indicamos que su prueba se basa en el uso del

axioma de eleccién. Una prueba puede encontrarse en [11], pagina 392.
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TEOREMA 2.33.

(a) Sea A un dlgebra conmutativa con unidad, entonces todo ideal propio de A estd
contenido en un ideal mazimal de A.
(b) Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad, entonces todo ideal mazimal

de A es cerrado.

DEMOSTRACION.

(a) Sea J un ideal propio de A. Sea
P={Z C A:T esideal propiode Ay J CZ}.

Como J € P, entonces P # (). El orden parcial en P est4 dado por la contencién
de conjuntos.

Por el teorema maximal de Hausdorff, P contiene un subconjunto totalmente
ordenado C el cual es maximal. Sea

M=|]JF
Fec

Cuando F, # Fp entonces F, & Fg o Fp & F,, ademds F, y Fz son ideales.
Por lo tanto M es un ideal. Ademas J C M y M # A ya que los elementos de P
no contienen el elemento unidad de A. Como C C M , la maximalidad de C implica
que M es un ideal maximal de A.

(b) Sea J un ideal maximal de A. Como cada elemento de J es no invertible, entonces
le — b|| > 1 por la Proposicién 2.111y asi e ¢ J. Por lo tanto J es un ideal propio
de Ay como

JCT G A,

la maximalidad de J implica que
J=J.
De donde J es cerrado en A.

A continuacién veamos algunos resultados sobre dlgebras cociente .
Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad y R un ideal propio y cerrado en

A. Tenemos que A/R es un algebra con las siguientes operaciones:
(i) [alr + [tlr = [a + b]r,
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para a,b € Ay A € C. Ademés A/R es conmutativa y tiene como elemento unidad [e]z.
Como R es un subespacio (cerrado) de A, para [a|g € A/R definimos en A/R la siguiente

norma:
ol = inf fla+ L
Recordemos que con esta norma A/R es un espacio de Banach y satisface que:

(a) || [a]r - [b]rlla/m < [llalr]l.a/r] b= |l4/= Para todo a,b € A.
(d) lllelrlla/r = 1.

Probaremos (a).

Sean a,b € A, entonces
[lalr - [b]rlla/r = llla - blr[l.a/=

— inf .
inf fla-b+ 7l

= inf |la-b+a-ro+7r-b+7r1-12)a
r1,712€ER

— inf :
i at ) ()l

< i inf

< inf Jla +rifla inf [1b+72fla

= ||[G]R||A/RH[5]R||A/R.

Finalmente probaremos (b).

Por la Proposicién 2.111y la parte (a) de la Observacion 2.31, tenemos que

le—rlla=>1
para todo r € R, entonces
l[elllazm = inf fle —rlLa

Luego, A/R es un élgebra de Banach conmutativa con unidad y la funcién
II: A— A/R dada por:

para todo a € A, es un homomorfismo.

Llamaremos a II la proyeccion canonica.
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NOTACION. Si f es una funcién de A a B, denotaremos Nicleo(f) y Rango(f) por ker(f)

y ran(f), respectivamente.
ker(f) ={a € A: f(a) =0}.
ran(f) = {f(a) € B:a € A}.
TEOREMA 2.34. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad vy sea

Mua={f: A— C: f es un homomorfismo }.

Entonces:

(a) Todo ideal maximal de A es el nicleo de algin h € M 4.

(b) Si h € My, el nicleo de h es un ideal maximal de A.

(c) Un elemento a € A es invertible en A si y sdlo si h(a) # 0 para todo h € M 4.
)

(d) Sea a € A, X € o4(a) si y sdlo si h(a) = X\ para algin h € M 4.

DEMOSTRACION.
(a) Sea J un ideal maximal de A. Tenemos que J es cerrado por la parte (b) del

Teorema 2.33y por lo tanto A/ J es un élgebra de Banach conmutativa con unidad.

Seaac A-Jy
R={c-a+b:ce Abe T}

Entonces R es un ideal de A ya que J es un ideal de A y contiene a J porque
side J,d=0-a+d. Ademés a € R ya que

a=¢e¢-a+0,

por lo tanto R = A y entonces ¢ - a + b = e para algin c € A y algin b € J.
Sill: A— A/J es la proyeccién canénica, como
ker(II) = {a € A : II(a) = 0}
={a€A:[al; =0}
={aeAd:aeg}=J

entonces b € ker(Il) y asi
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porque II es un homomorfismo y A es conmutativa. Por lo tanto todo elemento no
nulo I(a) € A/J es invertible en A/ J. Por el Teorema 2.19, existe un isomorfismo
isométrico ¢ de A/J sobre C. Sea h: A — C la funcién definida mediante

h=¢poll

Entonces h esta bien definida , h € M 4 (va que es la composicién de homomor-

fismos) y como ¢ es un isomorfismo tenemos que
ker(h) = {a € A: h(a) =0}
={a e A:p(laly) =0}
={aecA:als=0}=J.
(b) Sea h € M 4, sabemos que ker(h) es un ideal de A.
Si ker(h) = A entonces h = 0 y asi h & M 4, pero esto contradice que h € M 4.
Por lo tanto, debe ser ker(h) # A.

Para a € A tenemos que
h(a — h(a)e) = h(a) — h(a)h(e) = h(a) — h(a) = 0,
es decir, a — h(a)e € ker(h) y ademés
a = (a— h(a)e) + h(a)e.
Luego
A =ker(h) + {le: X e C}.

Entonces ker(h) es maximal.

(c) (=) Seaa e Atal que a € G4y h € M4, entonces
h(a)h(a™") = h(a-a') = h(e) = 1.
De donde
h(a) # 0.
(<) Sea a € A, supongamos que a no es invertible en A, entonces
R={b-a:be A}

es un ideal propio de A porque e ¢ R. Por la parte (a) del Teorema 2.33, R estéd
contenido en algin ideal maximal J de A.

Por (a) existe h € M4 tal que ker(h) = J y entonces h(a) = 0 porque
0=nh(e-a)=h(a).
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(d) Por (c) tenemos que a — Ae es invertible en A si y sélo si h(a — Ae) # 0 para todo
h € M4, es decir, a — \e es invertible en A si y sélo si h(a) # A para todo h € M 4.
De donde, A € o 4(a) siy sblo si h(a) = A para algin h € M 4.

0
OBSERVACION 2.35. Debido al Teorema 2.34] tenemos que M 4 # ().

TEOREMA 2.36. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad, entonces

(a) ||f|l =1 para todo f € M.
(b) Sea 8% la bola unitaria cerrada de A* (espacio dual topolégico de A), es decir,

Si={he A" ||n|| <1},

entonces M 4 es un subconjunto compacto de S’ en la topologia débil *.

(¢) M4 es un espacio de Hausdorff.

DEMOSTRACION.

(a) Sea f € My, Por la prueba de la parte (b) del Teorema 2.34 sabemos que

ker(f) # Ay que
A=ker(f)+{Xe: e C}.

Entonces
| f(a)]
11l = sup )]
a0 lall
- |f(b+ Ae)l
= sup S
beker(H a0 |0+ Aell
_ 70) +
beker(f) A0 |0+ Ae]|
— s AL
beker(F) a0 ||b + Ae|
s P
beker(F) a0 [0/ X + el
1
= sup

ceker(f) HC + 6” .

Si ||c 4+ e]| < 1, entonces ¢ € G4 por la parte (a) de la Proposicién 2.11] y asi

f(c) # 0 por la parte (c) del Teorema 2.34. Llegamos a una contradiccién ya que
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obtenemos que ¢ ¢ ker(f). Entonces ||c + e|| > 1 de donde

1
sup —— =
ceker(f) ||C+€H

Por lo tanto || f|| = 1.

(b) Sea f € 84y {fu}n>1 C My, tal que {f,}n>1 converge a f en la topologia débil*.
Para probar la compacidad de M 4 es suficiente probar que M 4 es cerrado en S%
con la topologia de la convergencia puntual, porque &’ es compacto en vista del
teorema de Banach-Bourbaki-Alaoglu, y todo cerrado contenido en un compacto es
compacto. Entonces

(i) Como f € &4 C A", f es lineal.
(ii) Sean a,b € A, como en C el producto es una operacién continua, tenemos que

flab) = Tim fua-b) = Tim fu(a) fu(0) = lim fu(a) - lm fu(b) = f(@) - (D)

n—oo

(iii) Siendo e el elemento unidad de A, entonces

f(e) = lim f,(e) = lim 1 =1.

n—oo n—oo

Luego M 4 es cerrado en S7.

(c) M4 es un espacio topoldgico cuya topologia estd dada por la restriccion a M 4 de
la topologia débil* de A*.
Para que M4 sea un espacio de Hausdorff basta probar que C(M4,C) separa
puntos de M 4.

Recordemos que para cada a € A existe una funciéon continua a : M4 — C dada

por:
a(f) = f(a)

para cada f € M 4. Sean f,g € M4 tales que f # g, entonces existe a € A tal que
fla) # g(a)

y por lo tanto
a(f) # a(g).

Entonces C(M 4, C) separa puntos de M 4.
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DEFINICION 2.37. Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad, la transformada
de Gelfand en A es la funcién I' : A — C(M 4, C) dada por:

Donde

para todo f € M 4.

En algunos casos escribiremos I 4.

Ya que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales maximales de A y los
elementos de M 4, entonces M 4 con la topologia débil inducida por ran(I"), que es la menor

topologia que hace a cada I'(a) continua, es llamado el espacio ideal mazimal de A.

EJEMPLO. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # () y A = C(X,C) con la norma
I oo
Sabemos que para cada = € X, f — f(x) es un homomorfismo 1,. Como C(X, C) separa

puntos de X (por el lema de Urysohn), x # y implica que
Yy # Py

Asi z +— 1, es la inclusion de X en M 4. Se cumple que cada 1» € M4 es un 1,. Si esto

es falso, podemos encontrar 1) € M 4 tal que

O(f) =0# f(x)

para algin f € C(X,C). De donde existe un ideal maximal R de C(X,C) el cual contiene,
para cada y € X, una funcién f tal que f(y) # 0.

De la compacidad de X tenemos que todo cubrimiento por abiertos de X admite un
subcubrimiento finito, lo que implica que R contiene un ntimero finito de funciones fi,..., f,

tal que al menos una de ellas es distinta de cero (0) en cada punto de X. Sea

Entonces g € R porque R es un ideal y g(y) > 0 para todo y € X, luego g es invertible
en C(X,C). Llegamos a una contradiccién ya que los ideales propios no tienen elementos
invertibles. Por lo tanto x < 1, es una correspondencia uno a uno entre X y M 4 y puede
ser usada para identificar a M4 con X.

Esta identificacion es también correcta en término de las dos topologias que se presentan:

e La topologia débil en X inducida por C(X,C), que llamaremos 7, y

e la topologia original de X, que llamaremos 7.
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Como v es mas débil que 7 (y C 7) y 7 es una topologia Hausdorff (distintos puntos
de X tienen entornos disjuntos) , entonces v = 7. Para ver esto, sea V' C X cerrado con
respecto a la topologia 7 (T-cerrado), ya que X es T-compacto entonces V' es T-compacto.
Como v C 7 tenemos que V' es y-compacto.

Por la compacidad en espacios de Hausdorff, como ~ es una topologia Hausdorff entonces
V' es vy-cerrado.

Con las propiedades anteriores, X es el espacio ideal maximal de C(X,C) y la transfor-
mada de Gelfand es la funcién identidad en C(X, C).

PROPOSICION 2.38. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad, T la transfor-
mada de Gelfand en A y a € A, entonces:

(a) T' es un homomorfismo.

(b) oala) =ran(I'(a)).

(©) T(a)]loc = rala).
DEMOSTRACION.

(a) Sean a,b € Ay X\ € C, entonces para f € M4
(i) IF(Aa+b)(f) = f(Aa+b) = Af(a) + f(b)
= AL(a)(f) + T(0)(f) = (A'(a) + T'(0))(f)-

(i) Tla-b)(f) = fla-b) = f(a)f(b) = T(a)(f) - T(b)(f) = ((a) - T(b))(f)-

(iii) Siendo e el elemento unidad de A, entonces

Luego I' es un homomorfismo.

(b) Por la parte (d) del Teorema 2.34 tenemos que
A € o4(a) siy sélo si h(a) = X para algin h € M 4.
De donde
o4(a) =ran(l'(a)).

(c) Por (b) tenemos que

(a)]leo = h(a)| = A = Al = ra(a).
IT(@)lleo = max |a(a)] = max Al = max [A]=r4(a)
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OBSERVACION 2.39. T envia todos los elementos de la forma a.b — b.a a cero (0). Enton-
ces, si A no es conmutativa el ran(I'), que es una subélgebra de C(M 4, C), puede presentar
dificultad al reflejar las propiedades de algunos elementos de A, como por ejemplo la inver-
tibilidad. En el caso conmutativo, sin embargo, M4 # 0 y la invertibilidad de un elemento
a € A es determinada por la invertibilidad de I'(a) € C(M4,C). Si a es invertible en A,
['(a™!) es la inversa de I'(a) y si a no es invertible en A entonces I'(a) no es invertible en
C(M4,C) debido a la parte (c) del Teorema 2.34. Este hecho hace de la transformada de
Gelfand una poderosa herramienta para el estudio de algebras de Banach conmutativas, que
mas adelante permitiran caracterizar elementos positivos de algebras de Banach no necesa-

riamente conmutativas.

3. Algebras C*

DEFINICION 2.40. Sea A un algebra (no necesariamente conmutativa), una involucion
en A es una aplicacién a — a* de A en A que satisface las siguientes propiedades: para todo

a,b e Ay para todo a, A € C
(i) a™ = a,
(i) (aa+ Ab)* =a@a* + \b*, y
(iii) (a-b)* =0b" - a*.
El elemento a* es llamado el adjunto de a.

Si A tiene unidad debe satisfacer que e* = e.

EJEMPLOS.

1. Una involucién en C estd dada por

para z € C.
2. Una involucién en M, (C) estd dada por
A" = [@il1<ij<n

para A = [a;j]1<ij<n € Mpuxn(C). Donde A* es la matriz transpuesta conjugada.
3. Sea H un espacio de Hilbert complejo, una involucién en L(H) estd dada por
T* € L(H) tal que

(T'(x),y) = (z, T"(y))

para todo z,y € H.
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4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # ) , una involucién en C(X,C) estd

dada por
* 7

~

para f € C(X,C), donde

para todo z € X.
Y es la misma para C;(R,C) y Cy(R, C).

DEFINICION 2.41. Sea A un &4lgebra con involucién y a € A, entonces:
(i) a es normal si a-a* =a* - a.
(ii) a es autoadjunto o hermitiano cuando a = a*.

(iii) Si A tiene unidad, a es unitario si a-a* = a*-a = e, es decir, sia € G4 y a™ ' = a*.

FEJEMPLOS.

1. Sea A un dlgebra con involucién y a € A, sean

a; = %(a—ira*) . Qg = Qll_(a —a”)
entonces a; y as son hermitianos, a* - a y a - a* son hermitianos.
Cada elemento hermitiano es normal.
2. En C los elementos unitarios son los nimeros complejos que tienen valor absoluto
uno. Por ejemplo,
e = cosf + isen .
DEFINICION 2.42. Sean A y B élgebras con involucién y ¢ una funcién de A a B, diremos

que  es una funcion® si

para todo a € A.

Diremos que ¢ es un homomorfismo* cuando:

(i) ¢ es un homomorfismo y

(ii) ¢ es una funcién*.

EJEMPLOS.
1. En M,«,(C), sea A = [aij]1<ij<n € Mpxn(C) y definamos tr : M, y,,(C) — C como

tr(A) = a1 + -+ - + ann.

Entonces tr es una funcion®.
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2. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # () , A =C(X,C) y B=C. Con la
definicion de f* dada en el Ejemplo 4 de la Definicién 2.40 tenemos que:

Para cada x € X, f — f(x) es un homomorfismo*.

OBSERVACION 2.43. Si X es un espacio vectorial sobre C con producto interno (posible-
mente degenerado) (.,.)x y L : X — X es una transformacién lineal, entonces L* : X — X

es una transformacion lineal que satisface:

<L($),y>x = <$,L*(y)>)(
para todo x,y € X.

Si el producto interno no es degenerado entonces L* es tinica en caso de que exista.

NOTACION. Si X es un espacio vectorial sobre C con producto interno (., .) x, escribiremos
L(X)={L:X — X:Leslineal y L* existe}.

Con el producto definido por la composicién Z(X ) es un &lgebra y la aplicaciéon L +— L*

es una involucién en L(X).

PROPOSICION 2.44. Sea A un dlgebra con involucién, sea X un espacio vectorial sobre
C con producto interno degenerado {(.,)x y ¢ : A — Z(X) una funcion® que satisface
w(a-b) =p(a) - @) para todo a,b € A.

Paraa€e A, siz e X,

(2.8) (z,2)x <1
Y

(2.9) (pla)z, pla)z)x > 1
entonces

(p(la -a]zk)x,x>;g >1 parak=0,1,2,3,...

DEMOSTRACION. Por induccién sobre k.

(1) Veamos para k = 0.
Como ¢ es una funcién* que satisface ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b) para todo a,b € A,
tenemos que

*

(pla” - a)z,x)x = (p(a”)pla)z,z)x = (pla) pla)r,r)x = (p(a)r, p(a)z)x.

De (2.9) obtenemos que

(2.10) (pla” - a)r,x)x > 1.
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(2) Veamos para k = 1.
Por (2.10), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por (2.8) tenemos que
1

1 <[{p(a”-a)z,z)x| < (pla” - a)z,p(a” - a)r); . (z,7)}
< {pla - a)z, pla” - a)a)}.
De donde
(2.11) (p(a” - a)x,p(a” -a)x)x > 1.

Como

*

(p(la" - o)z, 2y = {pla
de (2.11) obtenemos que
(p([a* - a]*)z, x)x > 1.

(3) Supongamos que la proposicién vale para k, entonces tenemos como hipétesis in-

ductiva que
(p(la” - a]* ), 2)x > 1

para a € A. Veamos si se cumple para k + 1.

(p(la” - a)” e, w)x = (pla” - a] 2w, 2)x = (p(([0” - a*)” )z, 7) 2

= (p([(a" - a)" - (a" - )] )z, 7).
Por hipétesis inductiva
(e a)" - (@ - @) )z, 2)x > 1.
Por lo tanto

s ]2k+1)

(p([a* - a zr,x)x > 1.

DEFINICION 2.45. Si A es un &lgebra de Banach con involucién y
* 2
la” - all = lal]
para todo a € A, entonces A es un dlgebra C*.

EJEMPLOS.
1. C con las propiedades dadas en el Ejemplo 1 de la Definicion 2.8y el Ejemplo 1 de
la Definicién 2.40 es un algebra C*.
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2. Mp«n(C) con las propiedades dadas en el Ejemplo 2 de la Definicién 2.8 y el
Ejemplo 2 de la Definicion 2.40/ es un algebra C™*.

3. Sea 'H un espacio de Hilbert complejo, L(H) con las propiedades dadas en el
Ejemplo 3 de la Definicién 2.8 y el Ejemplo 3 de la Definicion 2.40/ es un dlgebra C*.

4. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # (0 , C(X,C) con las propiedades
dadas en el Ejemplo 4 de la Definicién 2.8 y el Ejemplo 4 de la Definicién 2.40 es

un algebra C*.

5. C/(R,C) con las propiedades dadas en el Ejemplo 5 de la Definicién 2.8y Co(R, C)

con las propiedades dadas en el Ejemplo 6 de la Definicion 2.8 son dlgebras C*.
6. Si A es un algebra C*, toda subdlgebra con involucién y cerrada en A es un
algebra C*.

OBSERVACION 2.46. Toda algebra C* es isométricamente isomorfa a una subdlgebra
con involucién y cerrada en L(H) , donde H es un espacio de Hilbert complejo. Asi las
subélgebras con involucién y cerradas en L(H) son los ejemplos mdas generales de
algebras C™*.

En la seccién 6 detallaremos sobre este hecho.
PROPOSICION 2.47. Sea A un dlgebra C* y a € A, entonces
lall = {la™].
Es decir, la involucion en A es una isometria.
DEMOSTRACION. Ya que la desigualdad
lal* = lla” - al| < [la*[ll|a]
implica que
(2.12) lall < lJa™]
y como a™* = a, entonces de (2.12) tenemos que

la*ll < lla™] = {lall.
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Luego, por simetria
lall = l[a™[l

O

PROPOSICION 2.48. Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad, sea M4 el espacio
ideal mazimal de A y a € A tal que a = a*, entonces o 4(a) C R.

DEMOSTRACION. Sea f € My, veamos que f(a) € R.

Sea

b=a+ite
parat € R. Si
fla) =z +1y
con z,y € R, entonces
f(b) = f(a) +it =z +i(y +1)
b-b* = (a+ite) - (a — ite) = a® + t?e.

Como A es un algebra C* y f es continua debido a la parte (a) del Teorema 2.36, tenemos

que
v+ (y+ 1) =[O < [ol* = [b- b7 < Jlal* + £,
de donde
o +y? 2yt < |lal (—oco <t < o0).

Como el lado izquierdo de la desigualdad es una recta donde la variable es ¢, entonces
= 0. Por lo tanto

y asi
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TEOREMA 2.49 (Gelfand-Naimark). Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad, con
espacio ideal mazimal M4, entonces la transformada de Gelfand en A es un isomorfismo

isométrico* de A sobre C(My4,C).

DEMOSTRACION. Si a € A entonces

1 1
(2.13) a; = i(a +a*) y ay= Z(a —a%)
son hermitianos y
(2.14) a=a +iay , a" =a; — ias.

Ya que o4(a;) =ran(I'(a1)) v o0a(ag) = ran(I'(ay)) estén contenidos en R por la Propo-

sicién 2.48, las funciones I'(a;) y I'(az) son a valores reales. Por lo tanto

['(a)" =T(a) =T(a) +il'(az) = T'(a1) — il'(az) = ['(ay — iag) = T'(a”).

Entonces I' es una funcién* y ran(I") es cerrado bajo la conjugacién compleja. Ademés
ran(I") separa puntos de My (si g, f € M4 tales que f # g, entonces existe b € A tal
que f(b) # g(b)) y contiene a las funciones constantes (I'(Ae)(f) = A). Por el teorema de
Stone-Weierstrass, ran(I") es denso en C(M 4, C).

Sib=a-a" entonces b =b"y

(2.15) 16%[1 = 11 b = [[ol}*.
Supongamos que

(2.16) 6% (1 = [[B1*"

para un n > 1 (entero). Veamos si se cumple para n + 1.
De (2.15) , (2.16) y como b* = (b*)* tenemos que

1671 = 672 = )] = (16?1 = Jlell>

Luego (2.16)) siempre es cierta para todo n > 1 (entero) cuando b = b*.
Por (2.16), la Definicién 2.45, la Proposicién 2.38, el Teorema 2.26/ y el hecho de T es

una funciéon* tenemos que

lall* = fla- |l = lI(a-a*)*"[|>" = lim ||(a-a*)*" |2

= T(a- a")]lw = [T(a)  T(a")lle = [IT(@)*[loc = [T (a)l|2

Por lo tanto I' es una isometria y a partir de esto obtenemos que es inyectiva ya que es

lineal y si I'(a) = 0 entonces a = 0. También obtenemos que ran(I") es cerrado en C(M 4, C).
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Como ademés ran(I') es denso en C(M 4, C), podemos concluir que
ran(I') = C(M 4, C).
Entonces I' es un isomorfismo. Por lo tanto I' es un isomorfismo isométrico* de A sobre
C(My, C). O
NOTACION. Sean a,b € A, un polinomio en dos variables de A es de la forma:
p(a,b) = ape + Apa™ + Ny1a" b Apa - BT AD",
donde a, e Cy Ay € C (k=0,...,n).

El siguiente teorema es un caso especial del Teorema 2.49 porque presenta la inversa de

la transformada de Gelfand con la finalidad de relacionar el calculo simbdlico.

TEOREMA 2.50. Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad la cual contiene un ele-

mento a tal que el dlgebra de los polinomios en a y a* es denso en A, sea I' la transformada
de Gelfand en A, entonces la funcion ¢ : C(o4(a),C) — A dada mediante

Y(f) =T (f o T(a))

para todo f € C(oa(a),C), define un isomorfismo isométrico* de C(o4(a),C) sobre A.
Mas ain, si f(N) = X para todo \ € o 4(a), entonces

U(f) = a

DEMOSTRACION. Veamos que si f € C(o4(a),C) entonces f o I'(a) estd bien definida.
Sea M 4 el espacio ideal maximal de A. La funcién I'(a) : M4 — o4(a) dada por

['(a)(g) = g(a)

para todo g € M4, estd bien definida y es sobreyectiva ya que ran(I'(a)) = o4(a) por la

parte (b) de la Proposicién 2.38, ademés es continua. En efecto, como g es continua

P(a)(g)] = lg(a)] < llallllgll

Veamos si ['(a) es inyectiva.

Sean hy, hy € M4 tales que I'(a)(hy) = I'(a)(hg), de donde
hl (CL) = hg(a).

Por el Teorema 2.49 tenemos que

hi(a*) = T'(a")(h) = T'(a)(h1) = [(a)(he) = I'(a”)(ha) = ha(a®).
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Si p es un polinomio de A en dos variables, entonces

hi(p(a,a*)) = ha(p(a,a*))

porque hy y ho son homomorfismos.
Por hipétesis el algebra de los polinomios de la forma p(a, a*) es denso en A. Entonces

la continuidad de h; y ho implica que
hi(b) = ha(b)

para todo b € A. Luego hy = hsy y por lo tanto I'(a) es inyectiva.

Como I'(a) es biyectiva y continua, y como, M 4y o 4(a) son espacios de Hausdorff com-
pactos, por la caracterizacion de homeomorfismos en términos de funciones abiertas y cerra-
das, tenemos que I'(a) es un homeomorfismo de M, sobre oy4(a) y entonces
(T(a))™' : 04(a) — M4 es continua.

Luego la funcién ¢(f) = f oI'(a) estd bien definida y es un isomorfismo isométrico* de
C(oa(a),C) sobre C(M 4,C). En efecto,

(i) ¢ es lineal.
(ii) Sea g € C(M 4, C), tomando f = go (I'(a))~! tenemos que

o(f) =g

Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

(ili) Como M 4 es homeomorfo a o4(a) tenemos que

Iflloe = max |f(M)] = max |f o T(a)(g)] = [If o T(@)lloe = [l (f)lloo-

De donde ¢ es una isometria y como ¢ es lineal obtenemos que es inyectiva ya
que si ¢(f) = 0 entonces f = 0.
(iv) Ademés

p(f*) =¢(f) = fol(a) = fol(a) = o(f)"

Por el Teorema 2.49, I' es un isomorfismo, entonces cada f oI'(a) es la transformada de
Gelfand de un tnico elemento de A, el cual denotamos por ¥(f), es decir,

—

L((f)) =¥(f) = foTl(a)
y satisface que || ¥(f)| = || f]le ya que

[PHI = TNl = 1 o T(@)lloc = | flloo-
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Como
entonces

porque I' es un isomorfismo*.

Si f(A) = A para A € o4(a), entonces

foT(a) = T(a),
de donde

y como [ es un isomorfismo

O

DEFINICION 2.51. Sea A un &lgebra C* con unidad y a € A, el dlgebra C* generada por

a es la menor algebra C* que contiene a a y la denotaremos por Ag).

PROPOSICION 2.52. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A tal que a es normal. Sea
P = {p(a,a”) : p es un polinomio en dos variables },

entonces la clausura P de P es un dlgebra C* conmutativa con unidad y P = Ay

DEMOSTRACION. Ya que a y a* conmutan, P es una subdlgebra conmutativa con invo-
lucion y ademas
P C A(a).
Como

P=PUP

donde P’ es el conjunto de los puntos limites de P, y el producto es una operacién continua
en A(a) entonces P es conmutativa y por lo tanto P es conmutativa.

Ademas
e,a,a*ef y fQA(a).
Concluimos que P es una subélgebra con involucién y cerrada en A(a), de esto sigue que

P es un algebra C* que ademas es conmutativa y tiene unidad.

Como A, es la minima algebra C* que contiene a a, tenemos que P = Aa).- O
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OBSERVACION 2.53. De la Proposicién 2.52 obtuvimos que si a € A es normal, entonces
A(s) es conmutativa. Las funciones de C(o4, (a),C) a C(My,,C) dadas por f — foTI'(a)
y [ = I'(f(a)) (donde I' es la transformada de Gelfand en A,)) son homomorfismos*, sus

valores coinciden cuando f es una de las funciones:

A= 1, A= A, A=A

para A € o4, (a). Como el dlgebra C* generada por esas funciones es C(04,,(a), C) debido
a la Proposicion 2.52 (recordemos que el dlgebra de los polinomios P(0.4,, (a), C) es densa

en C(o4,,(a),C)), los dos homomorfismos son iguales, es decir,

fol(a) =T(f(a)).
De donde el Teorema 2.50 nos dice que la relacion
Cloa, (a),C) — A
estd dada por
fe— [la).
Es decir, extiende el calculo simbdlico (particularmente para el dlgebra A(,) a funciones
arbitrarias que son continuas en o4, (a).

Més adelante veremos que o4, (a) = o.4(a).

DEFINICION 2.54. Sea A un é&lgebra y B un subconjunto de A, decimos que B es

conmutativo si cualquier par de elementos de B conmutan.
OBSERVACION 2.55. Si B es conmutativo, entonces
(2.17) Bc{a€A:a-b="b-a paratodob € B}.

DEFINICION 2.56. Sea A un dlgebra con involucién y B C A, decimos que B es un

subconjunto normal de A si B es conmutativo y a* € B para todo a € B.
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TEOREMA 2.57. Sea A un dlgebra de Banach con involucion y con unidad , sea B un
subconjunto normal de A que es mazimal con respecto a la existencia de los subconjuntos

normales de A. Entonces,

(a) B es una subdlgebra conmutativa y cerrada en A tal que e € B y

(b) og(a) = o4(a) para todo a € B.

DEMOSTRACION.

(a) Veamos que si a € A,

(2.18) a-a* =a*-a

(2.19) a-b =b-aparatodobeb,

entonces a € B.
Sea a € A tal que a satisface (2.18) y (2.19). Como B es un subconjunto normal
de A, entonces b* € B para todo b € B, asi

a-b"=0"-aparatodobe BB
y por lo tanto
(2.20) a-b=0"-a) =@ b)) =b-a

para todo b € B. Entonces de (2.18)),(2.19) y (2.20) tenemos que B U {a,a*} es un
subconjunto normal de A. Como B es maximal, entonces a € B.

De (2.17), (2.18) y (2.19) obtenemos que e € By B es una subdlgebra conmuta-
tiva de A.

Veamos que B es cerrado en A. Sea {a,},>1 C By a € A tal que

lim a, =a en A.
n—oo
Como B es conmutativa, para n > 1,
a, -b=">-a, para todo b € B.

Ya que el producto es una operaciéon continua en A, entonces

a-b=b-a
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y por lo tanto
a-b=0"-a)=(a-b")" =b-a"
para todo b € B. En particular,
a*-a, =a,-a paratodon > 1

de donde

Entonces a € B. Luego B es cerrado en A.

(b) Sea a € B tal que a € G4. Entonces a* € G4y (a*)™! = (a')* porque
(a-a ) =e=(a"'" a).

Como a es normal entonces a~! es normal y como a conmuta con todo elemento

de B entonces a~! conmuta con todo elemento de B. En efecto, la igualdad

implica que
at () =(aH) - a
Y si b € B tenemos que
b-a't=(@"'a-b)-at=(@'b-a)-at=ab-(a-at)=a""b
Luego a~! € B. Deducimos entonces que para cada b € B
pa(b) C ps(b)
de donde

op(b) C a4(b)

y como siempre 0 4(b) C oz(b) entonces

CTB(b) = OA(b).
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OBSERVACION 2.58. Si A es un dlgebra C* y a € A es normal, entonces {a,a*} es un
subconjunto normal de A que, por el teorema maximal de Hausdorff, esta contenido en un

subconjunto normal maximal de A.

La siguiente aplicacién del Teorema 2.57 puede extender algunas consecuencias del

Teorema 2.49 a algebras C* que no necesariamente son conmutativas.

PROPOSICION 2.59. Sea A un dlgebra C* con unidad.

(a) Sia € A es hermitiano, entonces o4(a) C R.
(b) Sia € A es normal, entonces r4(a) = ||a]|.
(c) Sibe A, entonces ra(b-b*) = ||b||*.

DEMOSTRACION.

(a) Sea a € A tal que a es hermitiano, entonces a es normal. Por el teorema maximal de
Hausdorff, a pertenece a un subconjunto normal maximal B de A (ver la Observa-
cién 2.58). Por el Teorema 2.57, B es un algebra C* conmutativa con unidad y para
cada b e B

op(b) = o4(b).
Por el Teorema 2.49, B es isométricamente isomorfo al ran(I'g) y tiene la pro-

piedad de que para cada b € B
o4(b) = op(b) = ran(I'z(d)).

Como a es hermitiano, el Teorema 2.49 prueba que I'g(a) es una funciéon en Mg
a valores reales, donde Mj es el espacio ideal maximal de B.
Por lo tanto
oa(a) CR.
(b) Sea a € A tal que a es normal, escogiendo B como en la prueba anterior tenemos
que la igualdad
o4(a) =ran(I'g(a))
implica que
ra(a) = [[Is(a)| -

Como By ran(I'g) son isométricos entonces
IT5(a)lloo = [lall

Luego

ra(a) = [lafl
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(c) Sea b € A, sabemos que b - b* es hermitiano y por lo tanto normal. Por (b) y como

A es un algebra C* tenemos que

ra(b-b) = [1b- 0| = [[b]*.

4. Elementos positivos de un algebra C*

DEFINICION 2.60. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A, decimos que a es positivo
si a es hermitiano y o4(a) C [0, 00).

En este caso escribimos a > 0.

EJEMPLOS.

1. Para A = C, z € A es positivo cuando la parte real de z es un numero real no
negativo y la parte imaginaria es cero.
2. Para A = M,+,(C), A € A es positiva cuando todos los autovalores de A son

nimeros reales no negativos.
3. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # 0 y A= C(X,C), f € A es positiva

si es una funcion a valores reales no negativos.

TEOREMA 2.61. Sea A un dlgebra C* con unidad.

(a) Siac A, be A, a>0 1y b>0, entonces a+b > 0.
(b) Siae A, a>0y —a >0, entonces a = 0.
(c) Siae A, entonces a-a* > 0.

DEMOSTRACION.

(a) Sean a,b € A tales que a >0y b> 0. Sea
c=a+b y t=]|a|]+]|b].
Ya que o.4(a) C [0,00), por la parte (b) de la Proposicién 2.59 tenemos que
(2.21) oa(a) C [0, lall].
Sea p el polinomio dado por
p(z) = |lall — .

Por el Teorema 2.28 y por (2.21) tenemos que

aa(llalle —a) = p(aala)) 0, [|al]
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entonces la parte (b) de la Proposicion 2.59 y la definicién de radio espectral

implican que
[ lalle —all < lall.
Por la misma razén
[[olle = b < [[o].
Entonces

(2.22) lte — ¢|| < t.

El elemento te — ¢ es hermitiano porque ¢ = ¢*, entonces por la parte (a) de la

Proposicién 2.59, o4(te — c¢) C Ry por (2.22)

oalte —c) C [~t,1],
pero esto implica, debido al Teorema 2.28, que

oalc) C[0,2¢].

Por lo tanto c=a + b > 0.
(b) Sea a € A tal que a > 0y —a > 0 entonces

UA(a) - [0,00) y - UA(CL) = UA(_CL) - [0,00)
de donde

oa(a) C (—o0,0]
y por lo tanto
oa(a) = {0}.
Por la parte (b) de la Proposicién 2.59
lall = r4(a) =0.

Luego
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(c) Sea a € A (consideremos a # 0 ya que claramente 0 € A es positivo) y b = a - a*,
b es hermitiano. Escogiendo a B C A como en la prueba de la parte (a) de la
Proposicién 2.59, tenemos que I'z(b) es una funcién en My a valores reales.

Ya que
o4(b) = ran(I'g(b))
entonces debemos probar que I'g(b) > 0 en M.
Como ran(I'z) = C(Mp,C) y [I'g(b)| —'g(b) es continua en Mz, entonces existe
c € B tal que
['s(c) = |I'g(b)| —T's(b) en Mg.
Como I'z(c) es una funcién a valores reales, por el Teorema 2.49
I's(c) =Ts(c)” = I's(c")
de donde ¢ = ¢*. Sea ¢-a = d, de (2.13) y (2.14) tenemos que
C'(I:d:dl—}—idz

donde d; y dy son elementos hermitianos de .A. Como ¢ € By b € B, conmutan,
entonces
d-d*=c-(a-a*)-c*=c-(b-c)=c*-b.
Por otro lado
d-d* =d —idy-dy+idy-dy + ds.
Por lo tanto

d*-d=2d +2d5 —d-d* = 2d; +2d5 — c* - b.

Como dy = df y o4(d;) C R por la parte (a) de la Proposicién 2.59, entonces
d? es hermitiano y o 4(d3) = (0.4(d1))? C [0,00) por el Teorema 2.28. Por lo tanto
d? > 0 y también d3 > 0. Veamos que —c? - b > 0.

Como
—(Ts(c))? - T(b) = 2|Ts(b)| - (T5(b))* — 2(Ts(b))?

entonces
—(FB<C))2 . FB(b) > 0 en MB.

Ya que ¢® - b € B, tenemos que —c*-b€ By

oa(—c*-b) =ran(T'g(—c* - b)) = ran( —(z(c))* - Ta(b))
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entonces —c?-b > 0y por (a), d*-d > 0.

Por la Proposicién 2.20, o4(d - d*) C o4(d* - d) U {0} entonces d - d* > 0 y asi
ran( (Tz(c))? - Tz(b)) C [0,00) , pero como —(I'5(c))? - T'p(b) > 0 en My entonces
I'z(c) =0y en ese caso

[s(b) = [I's(b)].

Por lo tanto

FB(b) Z 0 en MB.

El siguiente teorema nos permite obtener que o4, (a) = o4(a).

TEOREMA 2.62. Sea A un dlgebra C* con unidad, sea B una subdlgebra cerrada de A tal
que e € B y b* € B para todo b € B, entonces o 4(b) = op(b) para todo b € B.

DEMOSTRACION. Sea b € B tal que b € G4. Debemos probar que b=! € B.

Como b € G4 entonces b* € G4 y por lo tanto b - b* € G4, de donde 0 & o 4(b - b*).
Como b - b* es hermitiano entonces o4(b - b*) C (—o0,00) debido a la parte (a) de la
Proposicién 2.59.

Por la parte (c) de la Proposicién 2.59 y la parte (c¢) del Teorema 2.61 tenemos que

oa(b-b*) C (0, ||b]|*], por lo tanto p4(b-b*) tiene componentes conexas y no acotadas porque
(=00, 0] U ([l b ][*, 00) S palb-b%).

La parte (b) del Teorema [2.24/ prueba que o5(b-b*) = o4(b- b*), entonces (b-b*)"! € B
y cOmo

bl =0 (b-b) !

tenemos que b~! € B. O

PROPOSICION 2.63. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A, a es positivo si y sélo si
existe b € A tal que a = b* - b.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos que a > 0, entonces
a=a" 'y oala) Cl0,00).

Como A(,) es conmutativa porque a es normal, C(0.4,,,(a), C) es isomorfo a C(My,,, C)

Y 04, (a) = o4(a), podemos considerar la transformada de Gelfand I' : A(,) — C(o4(a), C).
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Como ran(I'(a)) = o4(a) C [0,00) entonces
I'(a)(A) > 0 para todo A € g4(a).

Por lo tanto I'(a) > 0 (ver el Ejemplo 3 de la Definicién 2.60), entonces existe
v € C(o4(a),C) tal que

I(a) = o]

En realidad,

o) = exp ( FogT@O) ).

De donde,

A=T(@)(A) = [eW)* = o(\)e(A) = o(A) @(N).

Debido a la relacion C(o4(a), C) «+— A,y podemos escribir

0= p(a) - pla)

(<) Si existe b € A tal que a = b* - b entonces a es positivo debido a la parte (c) del
Teorema 2.61. O

Una aplicacién particular de esta proposiciéon es la siguiente:

PROPOSICION 2.64. Sea H un espacio de Hilbert complejo, A = L(H) y T € L(H),
entonces T es positivo si y solo si (T(x),x) > 0 para todo x € H.

DEMOSTRACION.
(=) Sea T' > 0, por la Proposicién 2.63 existe S € L(H) tal que T'= S*S. Luego

(T(x),2) = (SS(x),2) = (S(x), S(x)) =] S(x) |*= 0.

(<) Sea (T'(z),z) > 0 para todo = € H, entonces (T'(x), z) es un nimero real no negativo.
Luego

(T"(x), ) = (2, T(2)) = (T(x), 2) = (T(x),z).
De donde T* =T

Veamos que o4(7") C [0,00). Sea A < 0, como (T'(z),z) > 0 entonces

(T = AD@)|* = (T = M)(2), (T = A)(2)) = [T (@)|* = 2MT (), z) + N [|=]* = 3]
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Luego T — Al es acotado inferiormente. Como (7T — A )* = T — M, por la

Proposicién 1.6, T°— A1 es invertible. Entonces
(_007 0) C pA<T)

y asi

oa(T) C [0, 00).

DEFINICION 2.65. Sea A un dlgebra C* con unidad y a,b € A, entonces
a<b sib—a espositivo .

OBSERVACION 2.66. De las partes (a) y (b) del Teorema 2.61] tenemos que la relacién

binaria < hace de A un conjunto parcialmente ordenado, ya que

(i) a < a para todo a € A,
(ii) sia < by b<c entonces a < ¢,

(iii) sia < by b < a, entonces a = b.

PROPOSICION 2.67. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A hermitiano, entonces:

(a) a < lalle, y
(b) —llalle < a.

DEMOSTRACION.

(a) El elemento ||alle — a es hermitiano ya que a y e son hermitianos. Veamos que

oa([lalle —a) <10, 00).
Como a es normal, por la parte (b) de la Proposicién 2.59
ra(a) = |lall
de donde
oala) C [=lall, l[all]

Sea p el polinomio dado por
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Por el Teorema 2.28 tenemos que
oa(p(a)) = ploa(a))
entonces
ploa(a)) < [0,2]lafl] < [0, 00).
Por lo tanto
oa(llalle —a) C [0, 00).
(b) El elemento a + ||al|e es hermitiano ya que a y e son hermitianos. Veamos que
oala+ llalle) C [0, 00).
Como a es normal, por la parte (b) de la Proposicién 2.59
ra(a) = [la]
de donde
oala) C [=llal,[la].
Sea p el polinomio dado por
p(x) =z + [|af.
Por el Teorema 2.28 tenemos que
oa(p(a)) = ploa(a))
entonces
ploala)) C [0,2[a]]] C [0, 00).
Por lo tanto

oula+ |lalle) C [0, 00).

64
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5. Funciones positivas en algebras C*

DEFINICION 2.68. Sean A y B dlgebras C* con unidad y ¢ : A — B una funcién lineal,

diremos que ¢ es una funcidén positiva si ¢(a) > 0 para todo a € A, positivo.

EJEMPLOS.

1. En M4, (C), para 1 <i,j <n, sea E;; la matriz cuya entrada (¢, j) es uno (1) y el

resto es cero (0).

Sabemos que el conjunto {E;;} es base de M,,»,(C). Sea ¢ : M,x,(C) — M5, (C)

la funcién lineal dada por
P(A) =" ai o(Eij)i<rsn
i=1 j=1

para todo A = [a;j]1<ij<n € Myuxn(C), donde para cada 1 <i,7 < n, ¢(E;j)i<rs<n
es la matriz cuyas entradas (r,s) son (r — j)(s — ). Por ejemplo, si n = 3, para

1 =1y 5 =1 tenemos que

SO(En)lgr,sg?) =

o O O

0
1
2

- N O

Sea A = [a;j]i<ij<n € Mpxn(C) tal que A > 0, para probar que ¢(4) > 0
usaremos la Proposicién 2.64/ (recordemos que se puede identificar M, «,(C) con
L(C™) ya que dim(C") = n < oo cuando C" es espacio vectorial sobre C).

Sea (z1,...,2,) € C", como A > 0 entonces

(0(A) (21, -y 2n), (215 oy 20) )0 = <Z ai; 0(Eij)rs(21, .oy 20), (21, - . 7zn)>

n

=Y ay(r=s—i)zz

— Z Z aij (Z (r— j)zT> (Z (s — z)z_>
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donde
z= (Z(r—l)zT,...,Z(T—n)zr> = (Z(S—1)257---,Z(S—n)25>-

Luego ¢(A) > 0.

2. Sea 'H un espacio de Hilbert complejo y z, € H, sea v : L(H) — C el funcional

lineal dado por

para todo T' € L(H).

Tenemos que v es positivo.

3. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # ), sea z, € X y ¢ : C(X,C) — C el

funcional lineal dado por

e(f) = f(zo)
para todo f € C(X,C).

Tenemos que ¢ es positivo.

4. Sean A y B algebras C* con unidad y v : A — B un homomorfismo*. Entonces

1 es positivo ya que

para todo a € A.

PROPOSICION 2.69. Sean A y B dlgebras C* con unidad y ¢ : A — B una funcién lineal

positiva.

(a) Sia € A es hermitiano, entonces |¢(a)|s < |lp(e)lls ||lala-

(b) La funcién ¢ es continua en A.

DEMOSTRACION.

(a) Sea a € A hermitiano, por la Proposicién 2.67/ tenemos que
lallae—a>0 'y a+]a|lsae>0.
Como ¢ es lineal positiva entonces

lallaw(e) —w(a) >0 v @(a)+ |lallaple) >0,
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de donde
—llall.ae(e) < wla) < llallaele).
Luego
lea)lls < llple)ls[lalla-
(b) Sea a € A, ya que

1 1
a; = §(a+a*) y  ag= %(a—a*)

son hermitianos, entonces por (a) y la Proposicién 2.47 tenemos que

le@lla = o 50+ @) + igila—a)

2i 5

o (a0 + o0 (o)

<Jeer), |G-,
<letells ([3a+a)]| +|gta-a] )

< lle(e)lls (llalla + lla*]la)

= 2[le(e)ll llall.a

Luego

le(a)lls < 2[le(e)llsllalla-

Sea € > 0y ¢ = €/2||p(e)| s, para a,b € A si |la —b||a < 6, entonces por

linealidad de ¢ y la desigualdad anterior tenemos que

le(a) — @(b)|s = l¢(a—0b)|s
< 2[[p(e)|slla — blla
<2|p(e)l|s0

< €.
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PROPOSICION 2.70. Sea A un dlgebra C* con unidad y ¢ : A — C un funcional lineal

positivo. Entonces:

(a) p(a*) = p(a) para todo a € A.
(b) |o(a-b")]? < pla-a*)e(b-b*) para todo a,b € A.

DEMOSTRACION.

(a) Sean a,b € A, como ¢ es positivo, para todo A € C tenemos que
o((a+ Ab) - (a+ Ab)*) > 0,
entonces, como ¢ es lineal
(2.23) ola-a*) +Xp(a-b)+Xo(b-a*) + M o(b-b*) > 0.
Si A =1,
pla-a”) +i(p(b-a) —¢(a-b")) +@(b-b) >0

de donde i(p(b- a*) — p(a - b*)) es un nimero real no negativo y si A = 1,

pla-a”) +ob-a”) +pla-b") +¢b-b") =0

de donde (b - a*) + ¢(a - b*) es un nimero real no negativo.

Asi, deducimos que
p(b-a”) = pla-b¥).

Tomando b = e tenemos que

p(a”) = p(a).
(b) Sean a,b € A, si ¢(a-b*) = 0 claramente obtenemos (b). Si ¢(a-b*) # 0, en (2.23)
consideramos
b

—C *)

[pla-b%)|
donde ¢ € R.

Luego
) olb-a*
(2.24) ola-a*) +t (\gp(a )| + W(aw(i ?Ob(*” - )) o b >0

Como ¢(b-a*) = ¢((a-b*)*), por (a) tenemos que

p(b-a*) = p(a-b*)
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y sustituyendo en (2.24)
wla-a*) +2|p(a-b")|t+pb-b*)t* > 0.

Obtenemos una ecuacion de segundo grado en ¢ cuya desigualdad se satisface si

el discriminante cumple que

4lp(a- ) —4dp(a-a*)pb-b) <0.
Entonces

lp(a-b)]* < @la-a*)e(b-b").

6. Caracterizacion de algebras C*

LEMA 2.71. Sea X un espacio topoldgico y ¢ : C(X,C) — C un funcional lineal y continuo

tal que
loll = (1) = 1.
Entonces
0<yp(f)<1
si feC(X,C)y0< f(z) <1 para todo v € X.
DEMOSTRACION. Sea
o(f) =r+is

con r,s € R. Como ¢ es lineal, para todo ¢t € R tenemos que

90<f—%1+@'t1) :go(f)—%—I—it

1
:T—§+i(8+t),

de donde

2

1 ,
<l || f =5 1+it1

VR
=

|
N | —
~
[\&)

+
e
+
~
S~—
no

A

oo
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ya que @ es continua. Si 0 < f(z) <1 para todo z € X, entonces

1
__1 < =
s =
y asi
S
Hf——l—l—ztl < -+t
4
Luego
1\? 1
(r 2) + (s +1) <+t
entonces

rP—r+s24+2st<0

para todo t € R. De donde debemos tener que s = 0 y en ese caso

7’2§r
Luego
0<r<i
y asi
0<¢(f)<1

O

TEOREMA 2.72. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A, entonces existe un funcional

lineal positivo F : A — C tal que
Fle)=1 y F(a-a")=al?

DEMOSTRACION. Sea b = a - a*. Por la parte (c¢) del Teorema 2.61, o4(b) C [0, 00).
Consideremos el dlgebra C* generada por b. Sea My, el espacio ideal maximal de Aw)
Por el Teorema 2.49, ran(I" 4, ) = C(Ma,, C) v T4, (b) es una funcién continua en My,
a valores reales no negativos ya que ran(I' 4, (b)) = 0.4, (b) = 0.4(b), de donde alcanza su

valor méximo para algin h € My, , asf

L gy (0)(h) = h(b) = [T 4, (bl = [IbI = lla]l*.
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Sea 9 : Ap) — C el funcional lineal dado por
w(c) = F.A(b) (C)<h)

para todo ¢ € Ag). Entonces

Ye)=1 y (b)) =y a’) =]l
Ademss ||| =1 ya que

()] < [T, (oo = llel]

para todo ¢ € A).
La funcién 1 es extendida, debido al teorema de Hahn-Banach, a un funcional lineal

continuo F': A — C tal que

para todoc € Ay y
IF]l = 1.
Debemos probar que F(d) > 0 para todo d € A, d > 0.
Sead € A, d>0yseap:C(Myy,,C)— Cel funcional lineal dado por
SO(F.A(d)(C)) = F(C)

para todo ¢ € A(g). Entonces

lell =1 =¢(1)
ya que
| o(Cagy (D] < IFell = llell = [Taq () lloo-

Por el Lema 2.71! tenemos que

P(Tau(c) 20

para todo ¢ € A tal que I'y, (¢) > 0.
Ya que d > 0, por los mismos hechos explicados al comienzo de la prueba, tenemos que
F.A(d)(d) > 0.
Luego
F(d) = ¢(Ta, (d)) > 0.
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TEOREMA 2.73. Sea A un dlgebra C* con unidad y a € A,a # 0. Entonces existe un
espacio de Hilbert complejo Hy y @o : A — L(H,) un homomorfismo* tal que

lea () < 0l

para todo b € A.
Y

[@ala)]] = llal]

DEMOSTRACION. Por el Teorema [2.72, existe un funcional lineal positivo F' : A — C tal
que
F(e)=1 y F(a"-a)=|al
Sea
Np={beA: F(c-b) =0 para todo c € A}.
Ya que F es continua debido a la parte (b) de la Proposicién 2.69, Nx es un subespacio

(cerrado) de A.

Consideremos el espacio cociente A/Np. Sea

((blngs [ne) 4y = F(c - D)

para todo [b]n, [cny € A/NE.

Para ver que la funcién (.,.) 4/n;. esta bien definida, es decir, que es independiente de la
eleccién de b y ¢ , es suficiente probar que F(c*-b) =0si c € Nr o b € Np.

Si b € Np, por definicién de Ng, F(c¢* - b) = 0.

Si ¢ € N, por la parte (a) de la Proposicién 2.70, tenemos que

F(c"-b)=F(b*-¢c)=0.

Luego, la funcién (.,.) 4/n; estd bien definida.

Veamos que (.,.) 4/n; €s un producto interno en A/Np.

(i) Para [blny, [ne € A/NF,

<[b]NF7 [C]NF>A//\/F = F(C* ' b) = F<b* ’ C) = <[C]NF7 [b]NF>A/NF

(ii) Ya que F es lineal la funcién (.,.) a/n; es lineal en la primera variable.

(iii) Sea [b]n, € A/Np, como F' es positiva
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(iv) Sea [bnr, € A/NE. Si [b]x, = [0]a, entonces b € Nr y asi F(b* - b) = 0.
Si
{[blne s [blne ) asne = 0
entonces
F@®*-b) =0.
Por la parte (b) de la Proposicién 2.70),
F(c-b)=0

para todo ¢ € A. Luego b € Np y asi [b]n,. = [0]n-

Entonces A/NF es un espacio con producto interno y tiene, para cada [b]n, € A/Np,

una norma dada por
1lave layace = F (b b)2.
Tomamos esta completacion ‘H como el espacio de Hilbert buscado.
Para c € A, sea T, : A/Nr — A/NF el operador lineal dado por

Te([b]wr) = [e - blws

para todo [b]y,. € A/Np.
Si b € Nr entonces, por definicién de Nz, ¢-b € Nr por lo tanto T, estd bien definido.

La funcién ¢ — T, tiene las siguientes propiedades:

(1) Es lineal.
(2) Sicy,co € A, entonces
ToToy = Thpe,.

(3) El operador T, es el operador identidad en A/N.
(4) Veamos que para todo ¢ € A

ITell < el
Para cada [b]y, € A/NF tenemos que
ITe(l)II* = {[e - Bl e - Ulase) e = F(B" - " - e+ b).

Para b € A (fijo), sea G : A — C la funcién dada por

para todo ¢ € A. Claramente GG es un funcional lineal positivo.

Por la parte (a) de la Proposicién 2.69 tenemos que

G(c"c) < Gle) |lc]*.
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Luego, por la definicién de la norma dada en A/ N,

ITe([blyo) I = Ge* - ¢) < F(b" - 0) flell* = [[[Blae [I” llel|?

y asi
ITe]l < lell-
(5) Para todo [b1|n, [b2]n, € A/NF,

(Ter ([01]we)s [l ) aynve = ([ - balngs [balng ) aynve

(C . bg)* . bl)

Luego
Te ([balnr) = T2 ([br ] )-

74

Debido a esta igualdad y ya que A/Npx es denso en H tenemos que ¢ — T, es

una funcion®.

(6) Como
lall* = F(a™ - a) = | Ta([elam) I < 1 Tall* Ilelns I
y
lelnll* = Fe-e) = F(e) = 1,
entonces
lall < |ITal
pero , como probamos en (4),
[Tall < llall-
Por simetria
ITall = lall

Tomemos ¢, : A — L(H,) como el homomorfismo* dado por

para todo ¢ € A.
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DEFINICION 2.74. Sea A un conjunto no vacio y sea {H, : @ € A} una coleccién de

espacios de Hilbert complejos, la suma directa algebraica de los espacios H,, es:

EB H, = {(xa)aeA € H H, @ zq = 0 salvo para una cantidad finita de Vectores}

aEA acA

donde [],ca Ha es el producto cartesiano de los espacios H,.

TEOREMA 2.75. Sea A un dlgebra C* con unidad, entonces existe un isomorfismo isomé-
trico* de A sobre una subdlgebra con involucion y cerrada en L(H), donde H es un espacio

de Hilbert complejo escogido adecuadamente.

DEMOSTRACION. Para cada a € A, sea H = @, H, que es la suma directa algebraica
de los espacios de Hilbert H, construidos como en el Teorema 2.73.

Una descripciéon més precisa de H es la siguiente: sea v € [[ H, y sea z¥ la
H,-coordenada de v. Por la Definiciéon 2.74, tenemos que v € H si y sélo si z, = 0 salvo

para una cantidad finita de vectores, asi
V|2
> Nl < oo
a

donde ||z¥|| denota la H,-norma de x%.

El producto interno en ‘H esta dado por
W "= (w2l
para todo v',v"” € H, de donde

ol = (v, v)2 =D i,
a

y debido a esto y a la definicion de ‘H tenemos que H es un espacio de Hilbert complejo.
Si S, € L(H,), si existe M > 0 tal que ||S,]| < M paratodoa € AysiS:H — H es

un operador cuya coordenada en H, esta dada por

230 = Sa(x))

a

para todo v € H, es decir, si v = (x4, ;) entonces
S() = S((a, 26)) = (Salza), Sp())-
Obtenemos que S € L(H) y que

(2.25) 151 = sup [|.Sa[-
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Ahora, para cada b € A consideremos un operador 7, € L(H) cuya coordenada en H,

esta dada por
22 = 0y () ()
para todo v € ‘H, donde ¢, : A — L(H,) es como en el Teorema 2.73.
Ya que

la )| < ol = s (O

por el Teorema [2.73), entonces de (2.25) tenemos que
I T5]| = sup [l (0) ]| = 0]

y asi la funcién b — T, de A a {1, : b € A} C L(H) cumple con las propiedades requeridas

por el teorema siguiendo una aplicacion ordenada del Teorema 2.73. 0



CAP{TULO 3

Representacion de funciones

completamente positivas en algebras C*

1. Funciones completamente positivas en algebras C*

NOTACION. Si A es un dlgebra C*, denotaremos M, (A) (conjunto de las matrices n xn

con entradas en A) por A™.

OBSERVACION 3.1. Si A es un algebra C* con unidad, entonces existe un espacio de
Hilbert complejo H tal que A es isométricamente isomorfo a una subdalgebra con involucion
y cerrada U de L(H), debido al Teorema 2.75. Entonces podemos identificar M, ., (A) con
M, (U).

Si T;; € U para 1 <14, j < n, escribiendo:

(Tijl(x1, .. xn) = (T(zr) + -+ Tin(xn), ..o Toa(z1) + - + Ton())

para todo x, € H (k =1,...,n), obtenemos que la matriz [T};];<; j<» €s un operador lineal
y acotado en H & .7. @ H, es decir, [T};]i<ij<n € L(H® .". & H). De donde M, ,(U) es
una subélgebra de L(H @ -*- & H) cuya involucién estd dada por

[Tijh<ij<n = [Thih<ij<n

y ademés M,,,(U) es cerrada porque U es cerrada en L(H).

Entonces A™ también es un &lgebra C* con unidad. (Ver el Ejemplo 6 de la
Definicién 2.45).

Si A = [ai]i<ij<n € A™, el adjunto de A estd dado por

A" = [af;h<ij<n-

Sean A y B élgebras C* y ¢ una funcién lineal de A a B. Para n > 1 (entero), sea o™
la funcién de A™ a B™ dada por:

0" (A) = [p(ay)]i<ij<n

para todo A = [aij]lgingn c A(n)

7
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Tenemos que ¢™ es una funcién lineal debido al hecho de que ¢ es una funcién lineal y

por las propiedades de suma de matrices y el producto de una matriz por un escalar.

DEFINICION 3.2. Sean A y B dlgebras C* con unidad y ¢ una funcién lineal de A a
B, diremos que ¢ es completamente positiva si para todo A = [a;j]1<ij<n € A A >0

tenemos que ¢ (A) = [¢p(aij)]1<ij<n > 0 para cada n > 1 (entero).

KEJEMPLOS.

1. Sean A y B algebras C* con unidad y ¢ : A — B un homomorfismo*, entonces 1
es completamente positivo. En efecto, sea A = [a;]1<ij<n € A™, A > 0, por la
Proposicién 2.63 existe B = [bi;]i1<ij<n € A™ tal que A = B*B, por la definicién
de B*, paracada 1 <i,5 <n

n
_ *
aij = § by + bry-
k=1

Como ¢ es un homomorfismo* tenemos que

[(aij)hi<ij<n = |V (Z by - bkj)]
L k=1 1<ij<n

= Zw<bm>*~w<bm]

1<4,5<n
= [V(0ij)[1<i j<n [W(bij)]1<ij<n

En particular, la funcién definida en el Ejemplo 3 de la Definicion 2.68 es com-
pletamente positiva.
2. La funcion definida en el Ejemplo 2 de la Definicion 2.68 es completamente positiva.

(Esto se obtiene en vista del Teorema [3.6)).

PROPOSICION 3.3. Sean A y B dlgebras C* con unidad y ¢ : A — B una funcién

completamente positiva, entonces ¢ es positiva.

DEMOSTRACION. Seaa € A, a > 0, por la Proposicién 2.63 existe b € A tal que a = b*-b,
sl a;; = a para 1 < 4,5 < n entonces [a;j]1<;j<n > 0 porque

*

aij] =
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Como ¢ es completamente positiva tenemos que
[(a)ij)i<ij<n =0

donde ¢(a);; = ¢(a).
Por la Proposicién 2.63, existe B = [b;j]1<ij<n € A™ tal que

pa)ij = b - b
k=1

Como ¢(a);; = ¢(a) para cada 1 <1, j < n, entonces

pla) = Z D - Dri-
k=1

O

OBSERVACION 3.4. Es posible pensar que una funcién positiva es completamente positiva.
Veamos un contraejemplo que prueba que esto no siempre es cierto.

Sea A = M,y,(C), la funcién ¢ : M,y,(C) — M,«,(C) dada en el Ejemplo 1 de
la Definicién 2.68 es positiva, sin embargo, no es completamente positiva. En efecto, sea
E = [Eijli<ij<n € A donde E;j es la matriz dada en el Ejemplo 1 de la Definicién 2.68.
Tenemos que E>0 ya que

*

-~ o o ... 0 0O 0 ... 0
E= :
0 0 0 0 0 0

pero ¢™(E) no es positiva porque
ST —i)s— )b =Y (i—34)(j—i) <O0.
iy, i=1 j=1

Recordemos que se puede identificar M, «,(C) con L(C™) y podemos aplicar la Propo-

sicion 2.64l.
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2. Condiciones para que una funcion positiva sea completamente positiva

OBSERVACION 3.5. Si H es un espacio de Hilbert complejoy T;; € L(H) paral <i,j <mn,
sabemos que [T};]1<ij<n € L(H @& .7. & H). (Ver la Observacion 3.1)

Por la Proposicion 2.64, tenemos que [1};]1<i j<n > 0 si y sélo si
DO (Ty(ag), ) > 0
i=1 j=1
para todo xpy € H(k=1,...,n).

TEOREMA 3.6. Sea A un dlgebra C* con unidad y ¢ : A — C un funcional lineal positivo,

entonces ¢ es completamente positivo.
DEMOSTRACION. Sea A = [a;j]1<ij<n € A™ tal que A > 0. Veamos que

[p(aij)hi<ij<n = 0.

Ya que podemos identificar M,,x,,(C) con L(C™), debido a la Observacién 3.5 basta probar
que
D3 el AW = 3 el Ay A
i=1 j=1 i=1 j=1
para \; € C(i =1,...,n).
Como A > 0, por la Proposicién 2.63 existe B = [bi;]1<ij<n € A™ tal que A= B*B de

donde, para cada 1 < 1,7 < n, tenemos que

n
. *
a; =) Ui biy.
k=1

Luego

n n

Zau)\ iy —ZZ)\ )\_ wi * Okj
1 j=1

=1 j=1
— Z <Z by b,ﬁ) - (Z A bkj) .
k=1 \i=1 j=1

Por la parte (a) del Teorema 2.61, tenemos que

i=1 j=1

=
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De (3.1) y como ¢ es un funcional lineal y positivo, entonces

ZZ%"% (ZZ%A A) 0.

i=1 j=1 =1 j=1

Por lo tanto, ¢ es completamente positivo. 0

TEOREMA 3.7. Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad, sea H un espacio de Hilbert

complejo y ¢ : A — L(H) una funcion lineal positiva, entonces ¢ es completamente positiva.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio de Hausdorff compacto, X # (). Podemos tomar
A = C(X,C). Recordemos que por el Teorema 2.49 un algebra C* conmutativa con unidad
A es isomorfa a C(M 4, C).
Sea A = [fijli<ij<n € A™, tal que A > 0. Debido a la Observacién 3.5, basta probar
que
Z Z (fij)zj, i) >0
i=1 j=1
parazy € H(k=1,...,n).
Sean r; e H(i=1,...,n) y ¥ : A — C el funcional dado por

n

() = (el f)ai, )

i=1
para todo f € A.

Tenemos que ¥ es lineal y positivo, por la parte (b) de la Proposicién 2.69, ¢ es continua
en A, entonces 1) € A*. Por el teorema de Riesz-Markov, existe una medida de Borel positiva

regular m en X tal que

> (oD = [ 1) dm(r)

para todo f € A.

Sean %j : A — C los funcionales dados por
ig(f) = {elf)zj,z)

para todo f € A.
Tenemos que {/)Vij son lineales y ademés continuos porque ¢ es continua debido a la parte
(b) de la Proposicién 2.69, entonces ?Zij € A*. Por el teorema de Riesz-Markov, existen

medidas de Borel complejas p;; en X tales que
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P = [ 10)dus(2)
X
para todo f € A.

Si f>0y > (o(f)w,z;) =0 entonces (p(f)zr;,x;) = 0 debido a la desigualdad de

Cauchy-Schwarz generalizada,

[{o(Pag, z)|* < (o, x) (p(f)i, wa)-
Si f no es positiva recordemos que esta se puede escribir como
f=H—f+ilfy = f)
donde fi, fi, o, f; son funciones medibles a valores reales no negativos.

Por lo tanto las medidas p,;; son absolutamente continuas con respecto a m. Por el

teorema de Radon-Nikodym, existen funcionales medibles h;; : X — C, tales que

@m@wﬁzéf%wmmw

para todo f € A.
Sea f € A tal que f > 0, como ¢ es positiva ¢(f) > 0, entonces existe Ty € L(H) tal

que
o(f) =T5Ty

y tenemos que
[o(f)]i<ij<n =0

porque
Ty Ty ' Ty Ty
0 0 0 0
[o(fh<ij<n =
0o ... 0 0O ... 0

Como ¢ y ¢(f) son lineales entonces, debido a la Observacion 3.5,

ZZ X Dy =303 (o)A a5, A = 0

i=1 j=1 i=1 j=1
para A\, € C(k=1,...,n).
De donde
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Luego

casi siempre.

Entonces, para cada n existe un conjunto medible &, tal que

i=1 j=1

Sea & = |J°2, &,, tenemos que m(€) = 0 y si v € £, entonces v € (oo, Y de donde

n=1 n=1%n

obtenemos que
(3.2) > hi(MAA >0
i,J

para toda r-tupla de nimeros complejos Aq, ..., A, con parte real e imaginaria racionales y
con la excepcion de v € £.
Ya que A = [fi;]i<ij<n > 0, existe B = [gij]1<ij<n € A™ tal que A = B*B, de donde

fii = Tui O
k=1

para cada 1 <i,5 < n.
Asi

n n

(3.3) S iy =0

i=1 j=1
para todo v € X y para a € C(k=1,...,n), porque
n

Y Y fuaym =) (Z a; 9m’(’¥)> (Z a; 9kj(7)> :

i=1 j=1 k=1
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De (3.2) y (3.3) tenemos que

n n

2.2 Filhhi(y) = 0

casi siempre y asi

ZZ< (fij)zj, i) —/ <ZZLJ i ( > m(y) > 0.

i=1 j=1 =1 j=1

Por lo tanto ¢ es completamente positiva. O

3. Representacién de funciones completamente positivas en algebras C*

LEMA 3.8. Sea A un dlgebra C* con unidad, sea H un espacio de Hilbert complejo y
v A — L(H) una funcion®, lineal y completamente positiva, entonces la funcion
(, dagn : ARH X A®H — C dada por

(€, 77A®H—ZZ xwy])

i=1 j=1

para todo § =Y " a;@x; ,n = Z?Zl b;®y; € AQH, es un producto interno, posiblemente
degenerado, en A ® H.

DEMOSTRACION. Debido a la Observacién [1.12; la funcidn (.,.) 497 estd bien definida.

(i) Sean & = 2;11“1 ® x4, & = 22:1014 @ 2k, N = Z;'L:lbj ®y € AQHy AeC, por
definicién de (.,.) 491 y como ¢ es lineal tenemos que

(A& + &2 asgm = <Z Aa; ® x; + Z Ck @ 2, ij ® yj>
i=1 k=1 j=1 AeH

(zz o) + (zz W)

i=1 j=1 k=1 j=1

T n

2O SEVRITEAES 3 ECRSENT)

=1 j=1 k=1 j=1

= M&1, M) aer + (&2:1) Aok
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(ii) Sean & = > a; @i, n = 2?21 b;®y; € AQH. Usando la propiedad del conjugado

de la suma de nimeros complejos y el hecho de que ¢ es una funcién* tenemos que

=§;§;<yj,go<a, b))
—gé@j,@(% ;) ;)
=§:§<¢<b a;)i, ;)
:iiw ) )
(e

(iii) Sea & =", a; ® x; € A®H, tenemos que [a] - a;]i<ji<m > 0 ya que

ay as ... Qmpm a; az ... Qny

. 0 0 0 0 0 0
[a} - aili<jicm = :

0 0 0 0 0 0

IFTE ZZ a;)x;, xj) > 0.

(Ver la Observacién 3.5).
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LEMA 3.9. Sea A un dlgebra C* con unidad, sea H un espacio de Hilbert complejo. Para
cada a € A, sea P(a) : AQH — A®H la funcion dada por

n

1/}((})2@@3/@- =D (a-b) @y,

i=1
para todo > " b; @ y; € A® H. Entonces:

(a) ¥(a) es lineal y (a)* existe.

(b) La funcién a — (a) de A a L(A®H) es un homomorfismo*.

DEMOSTRACION.

(a) Seaa € A;sean { =3 " b Quyn = jaQx, € AQH y A € C, por (1.1),
(1.2) y la definicién de ¢ (a) tenemos que

P(a)(AE +n) = ¢(a) <Z Abi @ yi+ ) ay @ %)

n

:ZA(a~bi)®yi+Z(a~ak)®xk
i=1 k=1

= )\T/J(Q)sz‘@?iyrﬂb(a)zak ® T

i=1 k=1
= A(a)§ +(a)n.

Entonces ¥ (a) es lineal.

Usando la funcién (.,.) 4o dada en el Lema 3.8, tenemos que

n

(W(a)é, maen = <Z(a “bi) @ yi, Zak & $k>
ARH

=1 k=1

3

I
M:
NE

(p((a”™ - ap)” - bi)yi, vx)

= bz®yl,2(a* (Lk)®xk>
' A®H

Es decir,
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(b) (i) Seana,be A, eCye=>" bRy € AQH. Por (1L.1),(1.2) y la definicién

de v, tenemos que

n

Y(Aa+0)§ = Z(A(a b)) @y + (b bi) @ y;)

n

:Z)‘(a‘bz’)®yi+2(b'bi)®yi

=1 =1

- )\Z(a'bi) ® Yy, +Z(b‘bi) R Yi
= \p(a)§ + P (b)§
= (M(a) +¥(b))E.

Entonces, ¥ es lineal.

(ii) Sean a,be Ay £ =>""  b;@y; € A®H. Por la definicién de ¢ tenemos que

n

v(a) - p(b)s = (a) > (b-b) @y

:i(a-b) b @y,
- vla-be
Entonces,
b(a) - (b) = Y(a-b).

(iii) Sea & = > b, ® y; € A® H, tenemos que

1/1(6)5:2 ®yz Zb®yz— .

i=1

(iv) Por la definicién de 1(a*) y 1(a)* tenemos que

a)¢ = Z bi) ® i = P(a)E.

Por lo tanto v es una funcion®.
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TEOREMA 3.10 (Stinespring [12]). Sea A un dlgebra C* con unidad, sea H un espacio de
Hilbert complejo y ¢ : A — L(H) una funciéon lineal*. Una condicion necesaria y suficiente

para que @ tenga la forma:
pla) =T"¢(a) T
para todo a € A, donde T' € L(H,K), K es un espacio de Hilbert complejo y ¢ : A — L(K)

es un homomorfismo®*, es que @ sea completamente positiva.

DEMOSTRACION.

(1) Condicién de necesidad:

Sea a € A, supongamos que

pla) =T"¢(a)T.

Sea A = [ai;]1<ij<n € A™ tal que A > 0. Sabemos que ™ (A) € L(H®-*®H).
Veamos que ¢™(A) > 0. Para ello basta probar que

para x; € H(k=1,...,n).(Ver la Observacion 13.5).
Ya que ¢ es un homomorfismo* entonces es completamente positivo, por lo tanto
la matriz [¢(a;;)]i1<ij<n € LIK & " & K) es positiva, luego

ZZ plaij)Tj, ;) ZZ(T*¢(aij)T$j,$i>

i=1 j=1 i=1 j=1

= ZZ (a;j) Txj, Ta;) > 0.

i=1 j=1
(2) Condicién de suficiencia:
Supongamos que ¢ es completamente positiva.
Consideremos el espacio vectorial A ® H con el producto interno (posiblemente
degenerado) dado en el Lema 3.8 y sea ¢ : A — L(A® H) la funcién definida en el

Lema 3.9, veamos que esta funcién satisface:

(3.4) (¥(a)€,P(a)€) asn < llall® (€, €) aen

para todoa € Ay £ € A®H.
Si no se cumple (3.4) podemos encontrar a € Ay £ =51 b @y; € A®H tal

que

€ Qasn <1y all <1
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pero
<¢(a)§7 1/’(‘1)5),4@7-( > 1.

Por la Proposicion 2.44

(W(la* - a]*" )€, &) amn > 1

para k=0,1,2,3,....
Por la Proposicién 3.3, ¢ es positiva, como también es lineal, por la parte (b)

de la Proposicion 2.69 ¢ es continua en A y como ||a|| < 1 tenemos que

1< ((la* - a* ), ) aom = 3 > (ol [a* - a*

i=1 j=1

k+1
< D> Mlbslllal® 1oyl lys 1l =0

i=1 j=1

porque

exp(2°* log([lall)) ;==0.

k—oo

Hemos llegado a una contradiccién. Por lo tanto se satisface (3.4).

Sea
N={{c AOH : (§ &) aen = 0}.

Por la Proposicién 1.14, N es una variedad lineal de A ® H y también N es
invariante bajo 1 (a) para cada a € A, debido a (3.4)).

Sabemos que la funcién

(€l M) asryn = (€M) aen

para todo [¢]x, [Ny € A®H /N, es un producto interno en AQH /Ny asi AQH /N

es un pre-espacio de Hilbert.
Definamos en la completaciéon K de A®@H/N el operador T': H — K, dado por

para todo = € H.
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De (I.1) y (1.2) obtenemos que T es lineal y como ¢(a) € L(H) para cada a € A,

entonces
eRT,e® T)Axn
ple”-e)z,z)
ple)r, )

< lle(@ ll=*

IT(@)llk = llle ® vk <

/\/\/\

Por lo tanto T' es acotado.
Sea ¢ : A — L(K) la funcién dada por

para todo a € Ay [¢]n € K.

Si [&1]x = [&2]n entonces & — & € N, como N es invariante bajo 1(a) para cada
a € A, tenemos que ¥(a)é; — P(a)é € Ny asi [(a)éi]y = [¢(a)ée]n, por lo tanto
¢(a) estd bien definida.

Por la parte (b) del Lema 3.9y las operaciones de suma y producto de clases de
equivalencia tenemos que ¢ es un homomorfismo*.

Por la definiciéon de v (a) y el producto interno (posiblemente degenerado)

definido en A ® H, para todo =,y € H, tenemos que
(I"¢(a) T'(x),y) =

Por lo tanto,

para cada a € A.
0

OBSERVACION 3.11. Como ¢(e) = T*T, entonces si p(e) = Iy tenemos que T es una

isometria.
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