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Introducciéon

El conmutante de un operador lineal (o de un conjunto de operadores lineales) es el
conjunto formado por los operadores que conmutan con el operador dado (o con cada uno
de los operadores en el conjunto dado).

El poder determinar el conmutante de un operador es parte importante de su estudio.

En algunos casos es posible caracterizar de manera muy precisa el conmutante de un
operador, entre estos casos destaca el conmutante del operador de traslacién (shift) S de
L*(u) en L*(u), donde p es una medida regular no negativa definida en la circunferencia
unitaria T. El conmutante de este operador es el conjunto de los operadores de multiplicacién.

Si Hi y Ha son espacios de Hilbert, Sy : Hy — Hi (kK = 1,2), y A : 'Hy — Hs son

operadores lineales acotados, se dice que A entrelaza a Sy y Ss si
AS; = S, A.

Este tultimo concepto generaliza la nociéon de conmutacion, ya que la contiene como caso
particular cuando ‘H; = Hy v 51 = Ss.

El caracterizar operadores que entrelazan determinados operadores es una técnica muy
usada y que tiene diversas aplicaciones en analisis funcional, teoria de operadores y analisis
armonico.

Sean p; y po dos medidas no negativas en la circunferencia unitaria y sean
Sk o L*(uy) — L*(ug) (k = 1,2) los correspondientes operadores de traslacién. Mischa
Cotlar y Alejandra Maestripieri en su libro “Representaciones de Fourier, factorizacién de
operadores triangulares y operadores diferenciales canénicos” ([4]), caracterizan a los opera-
dores que entrelazan a Sy y Sy (ver también los trabajos de Mischa Cotlar y Cora Sadosky
[5, 16]).

El objetivo de este trabajo es presentar, de una manera comprensible y bastante auto-

contenida, este resultado.



CAP{TULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados que seran necesarios para

la comprensién del siguiente trabajo. En la mayoria de los casos se ha omitido la demos-

tracion de los resultados presentados, bien sea porque forman parte de la formacion bésica

ya obtenida en la Licenciatura en Matematica o para evitar alargar exageradamente este

trabajo. Las referencias fundamentales para este capitulo son libros de W. Rudin ([8},19]), el

libro de C. Betz ([1]) y la gufa de R. Bruzual y M. Dominguez ([3]).

1. Espacios normados y de Banach

DEFINICION 1.1. Un espacio vectorial (o espacio lineal) consiste de:

(1) Un cuerpo de escalares K
(2) Un conjunto X de objetos llamados vectores
(3) Una operacién llamada suma de vectores, que asigna a cada par de vectores x,y € X
un vector z + y € X llamado suma de x y de y de manera que se cumplen las
siguientes propiedades
(a) La suma es conmutativa, esto es z +y = y + x, para todo =,y € X.
(b) La suma es asociativa, esto es = + (y + z) = (x + y) + z para todo z,y, z € X.
(c) Existe un tnico vector 0 € X llamado vector cero, tal que x + 0 = z para todo
x e X.
(d) Para cada vector € X existe un tnico vector —z tal que z + (—z) =0
(4) una operacién llamada multiplicacién por un escalar, que asigna a cada escalar
A € Ky acada vector x € X un vector Az, llamado producto de A y de z de manera
que que cumplen las siguientes propiedades
(a) 1z = z para todo x € X
(b) (MAg)z = Ai(Aex) para todo (A1 A2) € K, z € X
() Mz +y) =X+ Ay paratodo A e K, z,y € X
(d) (A1 4+ A)x = Mz + Az, para todo A, s € K 2z € X
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Cuando no hay confusién con el cuerpo de escalares, es usual referirse al espacio vectorial
como X pero generalmente es deseable especificar el cuerpo de escalares y en ese caso se dice

que X es un espacio vectorial sobre K o un K-espacio vectorial.

En general los espacios vectoriales que se consideraran en este trabajo son espacios vec-

toriales sobre el cuerpo C de los ntimeros complejos.

EJEMPLO 1.2.
(1) C™ es un espacio vectorial complejo.
(2) El conjunto de las matrices m xn con entradas en C es un espacio vectorial complejo.
(3) Sea A un conjunto. El espacio de las funciones de A en C es un espacio vectorial

complejo.

DEFINICION 1.3. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una norma en X es una funcién
|-l : X — R tal que:

1) ||z|| > 0 para todo x € X

3
4) ||z +yll < ll=ll + [lyll para todo z,y € X

(1)

(2) ||z|| =0siysolosiz=0

(3) |[Az|| = |All|z|| para todo z € X y todo escalar A € C
(4)

En este caso se dice que (X, || - ||) es un espacio normado.

Sea (X, |-]|) un espacio normado y sea {x,} una sucesién en X. Se dice que {z,} converge
a r € X si para cada € > (0 existe un numero natural N tal que sin € Ny n > N entonces
|z, — z|| < € y se dice que la sucesién {x,} es convergente si existe x € X tal que {z,}
converge a x.

Se dice que {x,} es una sucesion de Cauchy si para € > 0 existe N € N tal que
|zn — Tl < €sin,m> N.

Se tiene que toda sucesion convergente es de Cauchy, sin embargo existen espacios nor-
mados en los que se pueden dar ejemplos de sucesiones de Cauchy que no son convergentes.

Los espacios en los que toda sucesiéon de Cauchy es convergente se llaman completos.
DEFINICION 1.4. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

EJEMPLO 1.5.



1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

(1) C con la norma usual es un espacios de Banach.

(2) Iy = (C" |- |I) donde

n 1/p
|1, 22, 20) = (Z mrp)

i=1
paran € N, 1 < p < 00, es un espacios de Banach.

(3) I = (C™, ][ - [lc) donde
(1, T2, ..., Tn) |0 = max{|z1],. .., |z0l|}-

para n € N, es un espacios de Banach.

(4) Para 1 < p < oo sea

b ={(@)nz1:7, €Cy > _|ayl’ < o0}

=1

Para = (x,)n>1 se define

0o 1/p
el = (zw) |

i=1

Se tiene que [, con esta norma es un espacio de Banach.
Sean (X., || ||x,) y (X.,] |lx,) dos espacios normados y sea
T:%X, — X,
un operador lineal. Entonces T es continuo si y solo si existe M > 0 tal que
T2, < M|z,
para todo x € X,. En este caso se define la norma del operador 1" por
IT]] = sup [T,
lleflx, =1

y se cumple

1T, < [|IT]|%]],

para todo x € X,.
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2. Espacios de Hilbert

DEFINICION 1.6. Sea & un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en £ es una

funcién (-,-) : € x £ — C, tal que

x,y) = (y,x) para todo z,y € £.
r+y,z) = (x,2) + (y,z) para todo z,y, z € £.

(1) «

(2) (

(3) (Az,y) = Nz, y) para todo x,y € £.
(4) (x,x) > 0 para todo z € £.

(5) (z,z) =0 siy solosi z =0.

Un espacio con producto interno es un par (&, (-, -)) donde € un espacio vectorial sobre C y

(-,+) es un producto interno en &.

Si (-,+) es un producto interno en el espacio vectorial £ se tiene que, si para z € £ se
define
]| = ({a, 2))'72,
entonces, || || es una norma en £. Esta norma se conoce como la norma inducida por el
producto interno y es la que, usualmente, se considera en H.

Ademas se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[z, y)| < ||lz||lly| para todox,y, € &.

DEFINICION 1.7. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma inducida por el producto interno.

EJEMPLO 1.8. C" es un espacio de Hilbert con el producto interno euclideo,
n
(v, W), =vw* = kaw_k
k=1
donde v,w € C" y w* es el adjunto de w.

EjempPLO 1.9. El espacio

l(Z) = {(xn)nEZ o, €Cy Z |z, |* < OO} ;

neZ

es un espacio de Hilbert, con el producto interno dado por

(,9) = Dl

nel
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EjempLO 1.10. EIl espacio

l2(N) = {(mn)neN rx, €Cy Z |5En|2 < OO},

nez

es un espacio de Hilbert, con el producto interno dado por

<£B, y) = Z TnYn-

neN

Es importante destacar que l3(N) se puede considerar como un subespacio de l5(Z), si se

identifica la sucesion (zg, x1,...) con la sucesién (...,0,0,xg, z1,...)

Si ‘H es un espacio de Hilbert y y € H entonces, por las propiedades del producto interno

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el funcional f : H — C, definido por

f(x) = (z,y) para z € H

es lineal y continuo.
El siguiente teorema, que se debe a Riesz, garantiza que todos los funcionales lineales y

continuos de un espacio de Hilbert se obtienen de esta manera, mas precisamente.

TEOREMA 1.11 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y

sea f un funcional lineal y continuo de H en C. Entonces existe un unico y € H tal que
f(z) = (x,y) para todo = € H.

Ademas || f]| = |lyl|.

2.1. Funcionales sesquilineales.

Sea ‘H un espacio de Hilbert con producto interno (, ).

DEFINICION 1.12. Un funcional sesquilineal en ‘H es una funcién
A:HxH—C

que satisface

(1) A(axy + x2,y) = aA(x1,y) + A(z2,y) para todo z1, 29,y € H, a € C.
(2) Az, ayr +y2) = @A(z, 1) + A(z, y2) para todo z,y1,y2 € H, o € C.
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Se dice que el funcional sesquilineal A : H x H — C es acotado si
sup {[A(z,y)| - [[z]| = [lyll = 1} < oo,
en este caso se define la norma del funcional sesquilineal por
Al = sup {[A(z, y)| - [|«]| = [lyl| = 1}

y se tiene que

[A(z,y)| < [|All[lz[[l[y]l para todo 2,y € H.

TEOREMA 1.13. Si A: H x H — C es una forma sesquilineal y acotada, entonces existe

un unico operador lineal A € L(H) tal que
A(z,y) = (Az,y) para todo v € H,y € H.
Ademds || Al = ||A]l.

DEMOSTRACION. Para x € ‘H, se define el funcional lineal f, : H — C por

entonces
| ()| = [Az, y)| < Al [yl

por lo tanto f, es continuo. Por el teorema de Representacién de Riesz, existe un tnico

elemento z, € ‘H tal que

fa(y) = (y,2) paratodo yeH,
luego
A(l’, y) = <Z$7 y>
Se define A : ' H — H por

Ar = z,.

Por construccion se tiene que

A(x,y) = (Az,y) para todo x € H,y € H.
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Sean x1,x2,y € Hy a € C, entonces se tiene que

= (aAr; + Az, y),

por lo tanto

A(axy + x9) = aAzy + Az,

es decir A es lineal.

Como A es acotado se tiene que
[(Az,y)| = Az, y)| < | Al llz ][Iy
para todo x,y € H. Tomando y = Az, se obtiene
|Az||* = [(Az, Az)| = | A(Az, z)| < || Alll|Az][l],
de donde se deduce que

|Az|| < || A]l||z| para todo = € H.

Por lo tanto A es continuo y [|A|| < ||A]|. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
que || Al < ||A]| y por lo tanto se cumple la igualdad.
Finalmente la unicidad del operador A sigue de las propiedades del producto interno.

O

2.2. Adjunto de un operador.

Si H es un espacio de Hilbert, £(H) denota al conjunto de los operadores lineales y
acotados de H en H.

Nuevamente, sea ‘H un espacio de Hilbert. Del Teorema 1.13/ se deduce, de manera

sencilla, el siguiente resultado.
TEOREMA 1.14. Si T € L(H) entonces existe un inico operador T* € L(H) tal que

(Tx,y) = (x,T"y)
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para todo x,y € H. Ademds se tiene que ||T|| = || T7||.

El operador T se llama el adjunto de T'.

DEFINICION 1.15. Sea T' € L(H) se dice que T es un operador
(1) normal si T*T = TT*,
(2) wnitario si T*T =TT* =1,
(3) isométrico si T*T =1,

donde I denota al operador identidad.

De las propiedades del operador adjunto sigue que un operador 7' € L(H) es isométrico
si y solo si
(Tx,Tx) = (x,z) paratodo z € H,
lo que equivale a

|Tz|| = ||x|| para todo x € H.

Ademads un operador T' € L(H) es unitario si y s6lo si T es isométrico y sobreyectivo.
EJEMPLO 1.16. Sea U : [*(Z) — I*(Z) el operador definido por

U((xn)nEZ) = (L@—l)nez-

Entonces U es isométrico y sobreyectivo, por lo tanto U es unitario.

EJEMPLO 1.17. Sea V : [*(N) — [%(N) la el operador definido por

0 sin =0,
V), =

Tp—1 Sin>0.

Entonces V' es isométrico y no es sobreyectivo, por lo tanto V' es una isometria no unitaria.

OBSERVACION 1.18. Sean U y V los operadores definidos anteriormente. Es importante
destacar que, con la identificacién senalada en el Ejemplo 1.10, V' es restriccién de U al
subespacio [*(N).

Al operador U se le suele llamar operador de traslacion bilateral, o shift bilateral y al

operador V' se le suele llamar operador de traslacion unilateral o shift unilateral.
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2.3. Suma directa de espacios de Hilbert y representacién matricial de ope-
radores.

Sean H; y Hz espacios de Hilbert con producto interno (, )z, v (, )3, respectivamente.

Para (f1,91), (f2,92) € Hi X Ha se define

((f1,91), (f2,92)) = (f1, 90) w0 + (f2, 92) 7,

Se tiene que (, ) asi definido es un producto interno en H; x Hs y con este producto
interno, H; X Hs es un espacio de Hilbert.

La suma directa de Hy y Hy es el espacio H; X Hy con el producto interno definido
anteriormente y se denota por H; & Has.

Es usual denotar al par (f,g) por f @ g o también como vector columna

f
g

SiT:Hi®Hy — Hi @ Hs es un operador lineal y acotado, entonces se tiene que

T(f®g)=(Tif+Tag) ® (Tor f + Thg),
donde
Tij . Hj — Hz

es un operador lineal y continuo (7,7 = 1, 2).

En este caso es usual representar a 1" por la matriz de operadores

Tll T12
T21 T22

y, en la notacién de vectores columna se tiene que

I |Ta Tl (f|  |Tuf+Tog
g To1 Ty g Tor f + Thag
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3. Nociones generales de teoria de la medida

3.1. Definiciones basicas.
Sea X un conjunto y sea P(X) el conjunto de partes de X. Un conjunto F C P(X) es
una o-dlgebra si
(1) 0 e F,
(2) F estable bajo complemento, es decir, para todo A € F se tiene A¢ € F,
(3) F es estable bajo uniones numerables, es decir, para toda coleccion {A,} C F se

tiene que

Jaer
n=1

Al par (X, F) se le suele llamar espacio medible y a los elementos de F se les suele llamar
conguntos medibles.

Si (X, F) un espacio medible y f : X — R (6 C) es una funcién, se dice que f es medible
con respecto a la o-dlgebra F si la imagen inversa bajo f de un abierto en R (6 C) es medible
(es decir, estd en F).

Si X es un conjunto y A es un subconjunto de P(X) existe una o-dlgebra contenida en
P(X), que es la o-dlgebra més pequena que contiene a A. Esta o-dlgebra se conoce con el
nombre de o-dlgebra generada por A

Si X es un espacio topolégico, la o-dlgebra de Borel de X es la o-algebra generada por
los abiertos y se dice que una funcién de X en R (6 C) es medible Borel si f es medible
con respecto a la o-dlgebra de Borel. Los elementos de la g-algebra de Borel son llamados
borelianos.

Sea R* = [0, 00) U {00}, con las operaciones usuales extendidas (a(+oc) = +o00 si a > 0,

a + 0o = +o00 sia € R, ete).

DEFINICION 1.19. Sea (X, F) un espacio medible.

(1) Una medida no negativa en (X, F) es una funcién p : F — R¥ tal que

(a) u(0) = 0,

(b) Si{E,}>, es una coleccién de conjuntos disjuntos de F, entonces

w(|J Bn) = S ul(E,).
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(2) Una medida compleja en (X, F) es una funcién p : F — C tal que si {E,}22, es

una coleccién de conjuntos disjuntos de JF, entonces

N(U E,) = ZN(EH)

Es importante destacar que las medidas complejas no pueden tomar valores infinitos y que
la primera condicion en la definicién de medida no negativa equivale a pedir que exista al

menos un conjunto de medida finita.

Se dice que una medida no negativa p es finita si u(X) < oo y se dice que u es o-finita

si existe una sucesiéon {A,} de conjuntos medibles tales que
+oo
X =4,
n=1
y cada A, es de medida finita.

3.2. Espacios 7.
Sea p una medida no negativa en el espacio medible (X, F). Para 1 < p < oo se define

el espacio L (X) por

LA(X) = {f : X — C tales que f es medible y /X |f(E)Pdu < oo}

i1, = [ 1760r) v

Si f: X — R¥ es una funcién medible, se define el supremo esencial de f denotado por

y, para f € L% (X) se define

supessf como

supessf = inf{M > 0: u{x € X : f(x) > M} = 0},

y para f : X — C medible se define
[f]loo = supess| f].
Se define el espacio Li7(X) por
L7(X) ={f: X — C tales que ||f||oc < o0}.

Si1 < p < oo, entonces || ||, es una norma en el espacio L? (X) y, con esta norma, L (X)

es un espacio de Banach.
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3.3. Convergencia en casi todo punto.

Sea p una medida no negativa en el espacio medible (X, F). Se dice que una propiedad
P se cumple en casi todo punto (abreviado c.t.p.), si el conjunto de los puntos de X en los
que no se cumple P tiene medida 0.

Si {f.} es una sucesién de funciones medibles de X en C se dice que la sucesién {f,}

converge a f en casi todo punto (c.t.p) si
p{xr € X : f.(x) no converge a f(x)} = 0.

Es decir, {f,} converge puntualmente a f, excepto en un conjunto de medida cero.
El siguiente resultado serd utilizado mas adelante.
Sil<p< ooy f,: X — C es una sucesion de funciones medibles que converge a f en

| |l,, entonces existe una subsucesion {f,, } de {f,} que converge a f en casi todo punto.

3.4. Medidas absolutamente continuas.

DEFINICION 1.20. Sea p una medida positiva en una o-dlgebra F, y sea A una medida ar-
bitraria en F ( A podria ser no negativa o compleja). Se dice que A es absolutamente continua

con respecto a 1y se escribe A < p, si A(E) = 0 para cada E € F tal que pu(F) = 0.

El siguiente resultado, conocido como teorema de Radon-Nikodym serd utilizado mas

adelante.

TEOREMA 1.21. Sea p una medida no negativa y o- finita en el espacio medible (X, F).

Sea v : F — R otra medida o-finita tal que v < p. Entonces existe f € L}L(X) tal que
W(E) = [ fan
E
para todo E € F.

La funcién f es tnica en c.t.p-u, se conoce con el nombre de densidad de v con respecto

a iy es usual escribir

dv = fdpu.



5. EL ESPACIO L%(T) 14

3.5. Medidas regulares.
Sean X un espacio topolégico y p una medida de Borel en X. Se dice que p es regular si

se cumplen las siguientes dos condiciones

(1) Para todo Boreliano E se tiene que
p(E) = inf{u(V): E CV,V abierto },
(2) Si E es un conjunto de Borel de medida finita, entonces
pu(E) =sup{u(K) : K C E, K compacto }.

El siguiente resultado serd utilizado mas adelante.
Sean X un espacio de Hausdorff compacto, u una medida de Borel no negativa y regular

y 1 < p < oco. Entonces el conjunto de las funciones continuas es denso en L (X).

4. El caso complejo del teorema de Stone-Weierstrass

Sea X un espacio de Hausdorff compacto, se define C(X,C) como el conjunto de las

funciones f : X — C continuas. Se tiene que C'(X, C) es un espacio de Banach, con la norma

[ flloc = sup [f(2)].
zeX

Ademas, con el producto puntual de funciones, C'(X,C) es un algebra.
El teorema de Stone-Weierstrass (caso complejo) establece lo siguiente.

Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subalgebra de C(X,C) tal que

(1) A separa puntos de X
(2) A contiene las funciones constantes

(3) A es estable con respecto a la conjugacion

Entonces A es densa en C(X,C).

5. El espacio L’(T)

Sea T = {z € C : |z| = 1} la circunferencia unitaria, entonces T es un espacio métrico
compacto. Con el cambio de variable z = e* puede identificarse con el intervalo [—m, 7], con

los extremos —m y 7 identificados.
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Sean P el conjunto de los polinomios trigonométricos, P* el conjunto de los polinomios
trigonométricos analiticos y P~ el conjunto de los polinomios trigonométricos anti-analiticos,
es decir

N
PZ{Z a,z2" NGN,anGC},

n=—N

N
P+={Zanz” - N eN, anG(C},

n=0

-1
P_:{Z a,2" NGN,anGC}.

n=—N
Entonces P es una subalgebra de C(T, C) que separa puntos y que contiene las constantes.
Ademds, como para z € T se tiene que Z = z~! se tiene que P es estable con respecto a la
conjugacion. Por el teorema de Stone-Weierstrass se tiene que P es denso en C(T,C) (con
respecto a la norma || ||o).
Sea p una medida de Borel no negativa y regular en T. El espacio LZ(T) definido en la

seccién 3,2 es un espacio de Hilbert con el producto interno

(f.g) = / F(2)9(=) dul2).

Por ser p regular se tiene que el conjunto de las funciones continuas C(T,C) es denso
LA(T 1 i implica 1 ' ' 1
en L;(T) y, como la convergencia en || || implica la convergencia en || ||z, se tiene que e

conjunto de los polinomios trigonométricos P es denso en Li(T).

El espacio H}(T) se define como la clausura de P* en L2 (T).

6. Matrices positivas de medidas

Una medida matricial de Borel (2 x 2) en T es una matriz I' = (;;)7 -, donde cada p;;
es una medida de Borel en T.
Se dice que la medida matricial I' es positiva si para cada A C T de Borel, la matriz

(pij(A))7._, es definida positiva, es decir si

i’j:

2
> i (AAX; >0

ij=1

para cada A C T de Borel, A\, Ay € C.
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Esta condicion equivale a

pi1(A) >0, pga(A) >0,  p2(A) = ma(A),

|pa2(A)[? < g (A) paa(A)
para todo A C T de Borel.
Poniendo g = 1 (p11 + po2), se tiene que p es una medida positiva y x(A) = 0 implica
p11(A) = po2(A) = po1(A) = p12(A) =0



CAP{TULO 2

Operadores que conmutan con el operador de traslacion

1. El operador de traslacién

Sea p una medida de Borel positiva, finita y regular en T. Para ¢ € Ly*(T) y f € Li(T)

se define el operador de multiplicacion por ¢, M, por
Mcpf = 90f~
PROPOSICION 2.1. Se tiene que M, : L2(T) — L2(T) es un operador lineal, continuo y

Mol < Jleplloc-

DEMOSTRACION. Es claro que M,, es lineal. Para mostrar que M, f € L2(T) si f € L2(T)

y la acotacién de la norma, basta notar que

1M, £ = / PO S ()P du(e) < |lll% / FEO du().

1.1. El operador de traslacién unidimensional.

Sea ey : T — T la funcién definida por
e1(z) = z.
Es claro que e; € L°(T) y que [[eq]lo = 1.

DEFINICION 2.2. El operador de traslacion (o shift) es el operador S : L2(T) — L2(T)

definido por S = M,,, es decir
(5F)(2) = 2f(2).

PROPOSICION 2.3. El operador de traslacion es unitario.

DEMOSTRACION. La sobreyectividad sigue de que si g(z) = 271 f(z), entonces Sg = f.
Si f,g € L7(T), entonces

17
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(Sf,Sg) = / 21(2)79 () du(z) = / 2f(2) 9(2) du(2)

T

_ /T F(2)9(z) du(z) = (f, )

: N e o
Sip(z) =>,_ ya,2z" es un polinomio trigonométrico, entonces

N N+1
()= 3 @t = Y
n=—N n=—N+1

Por lo tanto S deja invariante al espacio de los polinomios trigonométricos. También
es claro que S deja invariante al espacio de los polinomios analiticos y por lo tanto deja
invariante al espacio H(T).

La restriccion de S al espacio Hi(T) se suele llamar operador de traslacion unilateral vy,
en este mismo contexto, al operador S se le suele llamar operador de traslacion bilateral. Al
referirse a operador de traslacion se entendera que se esta haciendo referencia al operador

de traslacion bilateral.

OBSERVACION 2.4. Si u es la medida de Lebesgue, entonces la transformada de Fourier

fr=(f(n))
es un isomorfismo isométrico entre L2(T) y I*(Z).
Por lo tanto, cada elemento de L7 (T) se puede identificar con una sucesién en I*(Z).
Con esta identificacién el operador de traslacion bilateral corresponde con el operador del
Ejemplo [1.16]y el operador de traslacién unilateral corresponde con el operador del Ejemplo

1.17. Para mas detalles ver [7].

1.2. El operador de traslaciéon bidimensional.

Sean py y po dos medidas de Borel positivas, finitas y regulares en T.

DEFINICION 2.5. El operador de traslacién bidimensional

S - Lil (T) ® Liﬂ‘) — Lil (T) @ Li2(’JI‘)
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es el operador definido por
S1 0
0 S
donde Sy : L2 (T) — L2 (T)y Sy : L2,(T) — L2, (T) son los operadores de traslacién en

w2

S =

L2 (T)y L?,(T) respectivamente.

2. Conmutante del operador de traslacion unidimensional

Tal como se dijo en la introduccion, el conmutante de un operador es el conjunto de los
operadores que conmutan con el operador.

Sea 1 una medida de Borel no negativa y regular en la circunferencia T y sea
S Lo(T) — L(T)

el operador de traslacion.
Sipe LEO(T) entonces se tiene que S conmuta con el operador de multiplicacién por ¢,
es decir

SM,=M,S5.

A continuacién se probara que todo operador que conmuta con el operador de traslacion

S es de la forma M, para alguna funcién ¢ € L°(T).

TEOREMA 2.6. Sea H = L2(T). Si A € L(H) conmuta con S entonces existe una tnica

funcion ¢ € L(T) tal que

Ademds || Al = [|¢]loo-

DEMOSTRACION.
Sea A € L(H) tal que AS = SA.
Para n € Z, sea e, € L*(T) la funcién definida por

entonces
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Ademas
S"eg = e, n=0,+1,4£2,+3,---,
Sea
p(z) = (Aeo)(2),
entonces

2
Y e L”(']I‘).

Como A conmuta con S, se tiene que A conmuta con S™ para n € Z. Luego, sin € Z y

z € T, se tiene que
(Aen)(2) = (AS"e)(2) = (5" Aeg)(2) = 2"p(2).
Sea p un polinomio trigonométrico, es decir
N
p(z) = Z anz" parazeT,
n=—N

donde a_y,...ay € C.

Entonces
(Ap)(z) = (A ( > anS"e())) (2) = > an(AS"e)(2) = > an(S"Aeg)(2)
= ) an2"(Aeg)(z) = (Z w”) p(z) = p(2)¢(2)

2 /s . . s . . . Jr
Sea f € L#(']I‘), entonces (ver pagina [14) existe una sucesién de polinomios trigonométri-

cos {p,} tal que
Ipn = fllzz — 0.

Por la continuidad de A se tiene que
|Af — Apnllrz — 0.

Como la sucesién {Ap,} converge a Af en la norma de L2(T), se tiene que existe una
subsucesion {Ap,, } de {Ap,} tal que la sucesiéon numérica {Ap,, (z)} converge en casi todo

punto (con respecto a u) a Af(z).
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Por la misma razén existe una subsucesion {p,, } de {p,,} tal que la sucesién numérica
J
{pn, (%)} converge en casi todo punto z (con respecto a u) a f(z).
J

Por lo tanto

Af(z) = lim (Apn, )(2) = M o(2)pn, (2) = @(2)f(2),

Jj—o0 Jj—00

en casi todo punto z (con respecto a ).

Luego
Af = pf para toda f € LZ(T).

Como A es un operador acotado se tiene que, para toda f € Lﬁ(’]l"),

leflicz = 1Af Lz < ANz,

es decir

[ 1) < 141 [ 1)FduC) 2.1)

Para ¢ > 0, sea E. = {z € T : |p(2)| > ||A|| + ¢}. Aplicando la desigualdad (2.1) a la
funcién xp, € L2(T) se obtiene

/E (o(=)Pdu(z) < | AI2u(E.).
Por otra parte

lo(=)[*du(z) = (I All + )’ u(Ex),

E.

luego

(Il + e)*p( E:) < (| AP u(E:)

de donde se deduce que u(E.) = 0.

Finalmente

uiz € T: (=) > All} =u{U E;} <> u(E)=
n=1 n=1
de donde se concluye que

el < A

De la Proposicion 2.1 sigue la igualdad.
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OBSERVACION 2.7. Una generalizacién de este resultado, en la que se considera el opera-
dor de traslacién restringido a un subespacio invariante contenido en H?(T), fue probada por
D. Sarason en su trabajo [10]. Esta generalizacién permite un enfoque unificado de una gran

variedad de problemas de interpolacién y sirvié de base para muchos trabajos posteriores.

DEFINICION 2.8. Sea A una forma sesquilineal en L2(T). Se dice que A es S-invariante

si
A(Sf,Sg) = A(f,9)

para todo f,g € L7 (T).

PROPOSICION 2.9. Sean A un operador acotado en LZ(T) y A la forma sesquilineal
asociada al operador A. Entonces A conmuta con S si y solo si la forma sesquilineal A es

S-invariante.

DEMOSTRACION.

Sean f,g € L2(T), si A conmuta con S entonces
A(Sf,Sg) = (ASf,5g) = (SAf,Sg) = (Af,g9) = A([. 9)-
Supéngase que A es S-invariante, entonces
(ASf,Sg) =(Af,9)

para todo par f,g € LZ(']T).
Como S es unitario se tiene que (ASf,Sg) = (STPASf, g), por lo tanto

(STLASf, ) = (Af,9)
para todo par f,g € Li(’]l‘) de donde se concluye que
ST1AS = A,

es decir

AS = SA.
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TrEOREMA 2.10. Si A : L2(T) x L2(T) — C es una forma sesquilineal acotada y

S-invariante, entonces existe una funcién p € Li7(T) tal que

A(f.g) = / F(2)9@)0(=)dpu(z) para todo f,g € L2(T).

Ademds ||l = [|All-

DEMOSTRACION. Por el Teorema [1.13 existe una operador acotado A : L2 (T) — L2 (T)

tal que
A(f,9) =(Af.g) para f,g €H.

Como A es S-invariante, por la Proposicién anterior se tiene que A conmuta con S. Por el

Teorema 2.6, existe una funcién ¢ € L77(T) tal

Af = f para f € L3(T) v [lpll = 14|
Ahora bien,
AlF9) = (AF.0) = (oF.) = [ (D))
Por lo tanto
Alf9) = [ o) F()aTdn(z) para todo f.g € LA(T)
y 41 = 4] = llell =

3. Conmutante del operador de traslacion bidimensional

El siguiente teorema es una generalizacion parcial del Teorema 2.6/ y caracteriza a los
operadores lineales y acotados que conmutan con el operador de traslacion bidimensional S,
dado por

Sy 0
0 Sy

S:

donde Sy y S; son los operadores de traslacién unidimensional en los espacios L (T) y

2 .
L, (T) respectivamente.

TEOREMA 2.11. Si B : L2 (T) ® L7 (T) — L2 (T) ® L7, (T) es un operador lineal y
acotado, tal que

BS =5B
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Entonces existe una funcion medible

o= P11 P12 T C2%2
P21 P22
Tal que
s |7
Ja fa
DEMOSTRACION.

24

Sea B : L2 (T) @ L2 (T) — L2 (T) @ L2 (T) un operador lineal y acotado tal que

BS = SB.

Para n € Z, sea el € L2 la funcién definida por

eM(z) = 2" zeT

vy el e L2, la funcién definida por

e (\) = A" AeT,
entonces
e(()l) =1y e(()z) = 1.
Ademas,
Srelt) = e n=0,41,42 43 ...,
y
Sel® = e, m=0,41,42,£3,...,.

Sean ¢11, Y12, Y21, W las funciones de T en C definida por

o -
e
P11 _B 0
| P21 0
0
©12 _B
(2)
_9022_ _60 ]

y sea
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Como B conmuta con S, se tiene que B conmuta con S", luego

En [ e
B|™ | =Bs" | | =snB | | =5 |7,
0 0 0 P21
0
B _ BS™ _S"B _gm | P
e N ye
m 0 0 P22

paran,m =0,+1,+2 +3,.....

Sea h la suma directa de dos polinomios trigonométricos, es decir

donde
N
k=—N
N
q= Z bke](g)’
k=—N
entonces
N N
Z ake,(;) Z akaeél)
Bh=B|"| =B |~ =B =N

25
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Como
N
> arStey’ N [ ] N [ o ]
szN _ k|0 k
B = > aBS : + > bBS )
Z ka§€0 k=—N | Y| k=N [ “0
N _6(1)_ N [ 0 i
=Y aS'B|" |+ > wS'B “
k=N 0] =n €0 |
al P11 al P12
= > ast + > bst
k=— P21 =—N P22
al 6;(:)%1 6;2; )<P12
= ar by, ,
(2) (2)
=N €. P21 k=—N € P22

se tiene que

N
Y ae) | on + Z brel” | o1
Bh= | =N | Pt g2 P
_.|_
( Z akek ) P21 + ( Z bke,(f)) P22 D¥21 T qP22 q
k=—N

Usando argumentos de convergencia en casi todo punto similares a los usados en la prueba

del Teorema 2.6, se obtiene que

g0

f2 f
para todo par (fi, fo) € L2, (T) @ L2, (T) O



CAPITULO 3

Caracterizacion de los operadores

que entrelazan a dos operadores de traslacion

A continuacién se demuestra el resultado principal de este trabajo, que da una carac-
terizacion de los operadores que entrelazan a dos operadores de traslacién unidimensionales.
Este resultado corresponde con el Teorema 1.1.d de la pag. 19 del libro de M. Cotlar
y A. Maestripieri [4] y estd relacionado con resultados previos obtenidos en contextos més

generales por M. Cotlar y C. Sadosky (ver [5} 6]).

TEOREMA 3.1. Sean uy y pus dos medidas de Borel finitas, positivas y requlares en T y
sea A: L2 (T) — L2 (T) un operador lineal acotado.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A entrelaza el operador de traslacion Sy de L, (T) con el operador de traslacion Sy
de L, (T), es decir,
AS; = SHA.

(2) La forma sesquilineal asociada al operador A estd dada por

A(f.g) = / FOTEduole)  (f € I2,(T), g I2,(T)),

donde py es una medida compleja de Borel en T tal que

o(D)* < Al 1 (D) (D)

para todo boreliano A C T.
(3) Sip= %(Ml + p2), wi Y we estan definidas por dpy = widp , dus = wadp, entonces
eziste 0 € L (T) con [|0]| e () < |A] tal que

w1 (5)
wz(ﬁ)

e = ( )1/29(£)f(£)

para toda f € L2 (T).

27
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DEMOSTRACION.
(1) = (3)
Sea S el operador de traslacién bidimensional en L? (T) @ L7, (T). Entonces S tiene la
representacion matricial
S1 0
0 S

S:

donde S; y S son los operadores de traslacién unidimensional en los espacios Lil(’]l‘) y

2 .
L2, (T) respectivamente.

Sea B: L2 (T)® L7 (T) — L2, (T) @ L2, (T) el operador definido por

0 0
B =
A0
Entonces
Sy 0 0 0 0 0
SB = =
0 S| |A O SeA 0
y
0 0] (S O 0 0
BS = =

A 0l [0 S AS; 0O

Como AS; = S5A se tiene que BS = SB. Por el Teorema 2.11 existe una funciéon medible

P11 P12

o= : T — C**?

Y21 P22
tal que
0 0f | A P P2 fi
A0 f2_ - a1 paz| | fa
Como

0 O- fof |0
I RAEY
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e piz| | A B o11f1 + iafo
P21 2| | f2 021 f1 + P2 fo

0 _ p11f1+ p12f
Afi ©21f1 + P22 fo

para todo f; € Lil(T), fo € LiQ(']I‘). Por lo tanto @11 =0, 912 =0, =0y

se tiene que

Afl = @1 fi.

Para f € L7, (T) se tiene que

1A I3,y < IAIPIA15, -
Por lo tanto

[ len@FUOF due©) < A [ 1FOF dufe)
para toda f € L> (T).
Como dpy = widp y dpe = wedp, la desigualdad anterior equivale a

/ e (©OPIF ) wale) dule) < A2 / FO wi(€) du(©).

Por esta desigualdad se tiene que, si N = {€ € T : wy(§) = 0}, entonces |pa1(§)|w2(§) =0
en casi todo punto de N con respecto a p.

Sea 6 : T — C la funcién definida por

o (©) (“"2@)1/2 SEET\N,

0(&) = wi(§)
0 si&eN.
Sea f € L7, (T), entonces se tiene que
o1 1/2
(AN = enl©1(© = (5) " s017(©)

/T o (EPIFO wa(€) du(€) = / 0PI () wr (&) duu(€)

_ / 6(6)P1F(©) dyun (©).
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Luego
/T BOPIFEP di(€) < | A / FOP dm(©),

por el Teorema 2.6, se tiene que

100l 52 ) < [IA][-

(3) = (2)

Sea 1, la medida compleja definida por

dpio(€) = wi (&) wy?(€) (&) dul(€).

Entonces, para f € L2 (T) y g € L (T), se tiene que

Q
—~
~—
)
—
s
~—

L W2
Alf9) = AL = [ 16 ( 1/2(5)) dpa(€)

Sea A C T un conjunto de Borel, entonces
)] =| [ O 00 aute)
< [ i@t © 0] aute)
A
<14l [ ol©w} ) dute),
A

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

&) < 41 ([ ) du(f))m ([ et dms))w

~ 11 dm(é))m (f duz(€)>l/2

= [JA]| (s (A)'? (ua(A))"2.

30
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(2) = (1)
Sean f € L> (T) y g € L2, (T), entonces

(AS11.9) 13,00 = [ (ST duol) = [ €SE0TTE drnl®)

= [ FOFTIE duole) = (41,57 0)13,00

S2Af7 > T)7

por lo tanto

AS; = S A.

OBSERVACION 3.2. Por lo expuesto en la Seccién (6l del Capitulo/1 se tiene que la condicién

lo(A)[* < [AII? i (D) (D)

para todo boreliano A C T que aparece en (2) del teorema anterior equivale a que la matriz

de medidas
[Al 1 po

fio Al p2

es positiva.

OBSERVACION 3.3. Si en el teorema anterior se considera el caso ji; = pg, entonces se

tiene que w; = wq y por lo tanto se obtiene el Teorema 2.6.
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