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te asesoŕıa durante la realización de este T.E.G. la cuál fue de vital importancia para la

culminación en el tiempo esperado.

Por otro lado agradezco a la Universidad Central de Venezuela, espećıficamente a la Es-
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a Arqúımedes González, Julio Nemer, Andrés Contreras, Roberto Morillo (Bigote), Manuel

Gonzalez, Yarot Avendaño, Ewuard Avila, Alejandra Ruiz, Karelys Medina, Alan Gonzalez,



v

Nelson Molina, Jose Camero, Jose Di Campo, Gonzalo Barragan (Cabeza de Mesa), Mileva

Rojas, Jose Quintero, Gledys Sulbaran, Freddy Hernandez, Gisell Marcano, Mariolys Rivas,
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Introducción

El problema de calcular el área de una figura plana o el volumen de un sólido, está ı́nti-

mamente ligado al Cálculo Integral y se remonta a la antigüedad. El papiro de Moscú,

encontrado en Egipto y fechado alrededor del año 1800 A.C., muestra que ya para entonces

se conoćıa una fórmula para hallar el volumen de un tronco piramidal. La primera técnica

sistemática documentada capaz de determinar integrales es el método de exhaución creado

por Eudoxo (Cnido, actual Turqúıa, 390 A. C. – 337 A. C.), que trataba de encontrar áreas y

volúmenes partiendo la figura en un número infinito de formas para las cuales se conocieran

el área o el volumen. Este método fue desarrollado y usado más adelante por Arqúımedes

(Siracusa, 287 A. C. – 212 A. C.), que lo empleó para calcular áreas de parábolas y una apro-

ximación al área del ćırculo. Métodos similares fueron desarrollados de forma independiente

en China alrededor del siglo III por Liu Hui, que los usó para encontrar el área del ćırculo.

Más tarde, Zu Chongzhi usó este método para encontrar el volumen de una esfera. En el

Siddhanta Shiromani, un libro de astronomı́a del siglo XII del matemático hindú Bhaskara

II (India, 1114-1185)), se encuentran algunas ideas de cálculo integral.

En el siglo XVI comienzan a aparecer adelantos significativos sobre el método de exhau-

ción. En esta época, por un lado, con el trabajo de Cavalieri con su método de los indivisibles

y, por otro lado, con los trabajos de Fermat, se empezaron a desarrollar los fundamentos del

cálculo moderno. A comienzos del siglo XVII, se produjeron nuevos adelantos con las apor-

taciones de Barrow y Torricelli, que presentaron los primeros indicios de una conexión entre

la integración y la derivación.

Los principales adelantos en integración vinieron en el siglo XVII con el descubrimiento

del teorema fundamental del cálculo, realizado de manera independiente por Newton y Leib-

nitz. El teorema demuestra una conexión entre la integración y la derivación. Esta conexión,
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INTRODUCCIÓN 2

combinada con la facilidad, comparativamente hablando, del cálculo de derivadas, se puede

usar para calcular integrales.

Las primeras demostraciones, poco rigurosas, que se dieron del Teorema Fundamental

del Cálculo en los inicios, estaban basadas en la siguiente idea intuitiva: si F (x) representa

el área bajo el gráfico de la función f , entonces F (x + h)− F (x) ≈ f(x)h, para h pequeño.

B. Riemann dio una formalización del concepto de integral, que le permitió obtener una

demostración rigurosa de este resultado.

En su art́ıculo “A lost theorem: definite integrals in an asymptotic setting” R. Cavalcante

y T. Todorov ([2]) presentan una teoŕıa de integración que rescata y formaliza las ideas

iniciales que permitieron llegar al teorema fundamental del cálculo.

En este art́ıculo construyen una teoŕıa de integración bastante simple, basada en un par

de axiomas. Dan aplicaciones que muestran como puede aparecer la integral en el cálculo,

sin necesidad de sumas de Riemann y discuten la conexión entre esta presentación y la

historia del cálculo. Incluso en la prueba de la existencia de la integral definida para funciones

continuas (que si utiliza sumas de Riemann), para los autores, este enfoque axiomático es más

elegante y didáctico que el convencional. También consideran que la teoŕıa de integración que

presentan en su art́ıculo es un primer paso para llegar a una manera más simple, pero rigurosa

de enseñar el cálculo y sus aplicaciones en un curso de cálculo o un curso introductorio de

análisis real.

El objetivo fundamental de este Trabajo Especial de Grado es presentar de manera

autocontenida y rigurosa las ideas del art́ıculo ya mencionado y comparar con la manera

clásica de introducir la integral de Riemann.

El trabajo se organizó de la siguiente manera:

Un primer caṕıtulo, dedicado a la construcción clásica de la integral de Riemann. Se

demuestra que la construcción original de Riemann y la construcción posterior de Darboux

son equivalentes.
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Un segundo caṕıtulo dedicado a la definición de integral dada por Calvacante y Todorov

en su trabajo [2].

Finalmente un tercer caṕıtulo en el que se detalla la forma en que se pueden introducir

los conceptos de área bajo una curva, longitud de arco y volumen de un sólido de revolución

y justificar las fórmulas para su cálculo basándose en esta nueva manera de introducir la

integral.

Las notas históricas que aparecen en esta parte del trabajo fueron tomadas de [3] y de

[6].



CAṔıTULO 1

Construcciones clásicas de la integral de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 de septiembre de 1826 - 20 de junio de 1866) fue

un matemático alemán que realizó contribuciones muy importantes en análisis y geometŕıa

diferencial, algunas de ellas allanaron el camino para el desarrollo más avanzado de la rela-

tividad general. Su nombre está conectado con la función zeta, la integral de Riemann, el

lema de Riemann-Lebesgue, las variedades, las superficies y la geometŕıa de Riemann.

B. Riemann

(Esta nota bibliográfica y la imagen fueron tomadas de [6])

La idea intuitiva de calcular el área de una figura dividiéndola en pequeños rectángulos

se remonta a la antigüedad. La primera formalización precisa del concepto de integral se

debe a B. Riemann.

Jean Gaston Darboux (14 de agosto de 1842 - 23 de febrero de 1917) fue un matemático

francés. Hizo muchas contribuciones importantes a la geometŕıa y el análisis matemático.

Una de sus contribuciones al desarrollo de la matemática fue una nueva presentación de la

4



1. CONSTRUCCIONES CLÁSICAS DE LA INTEGRAL DE RIEMANN 5

integral de Riemann. Esta presentación resulta más didáctica, fácil de trabajar y es la que

usualmente se presenta en los libros de cálculo y de introducción al análisis.

G. Darboux

(Esta nota bibliográfica y la imagen fueron tomadas de [6])

En este caṕıtulo se presenta la definición de integral dada por Riemann, un resumen de

la definición y la construcción de la integral dada por Darboux y se demuestra que ambas

integrales son equivalentes.

La construcción de la integral de Riemann depende fuertemente de la estructura del

conjunto de los números reales. El siguiente concepto de partición es fundamental para su

desarrollo.

Definición 1.1.

Sean a, b ∈ R, a < b. Una partición del intervalo [a, b] es una colección finita de puntos

de [a, b] de los cuales uno es a y otro es b.

Si P = {t0, t1, . . . , tn} es una partición de [a, b] es usual suponer que la numeración se

escogió de manera que

a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b.
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Al hablar de una partición siempre se supondrá que está ordenada en la forma anterior

y la norma de la partición, ‖P‖, se define por

‖P‖ = máx{ti − ti−1 : 1 ≤ i ≤ n}.

1. Construcción original de Riemann

Definición 1.2 (Integral según Riemann).

Sea [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a, b] → R una función. Se dice

que f es integrable Riemann en [a, b] si existe A ∈ R que satisface lo siguiente:

Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si P = {t0, t1, . . . , tn} es una partición de [a, b],

{c0, c1, . . . , cn} ∈ [a, b] son tales que ci ∈ [ti−1, ti] y ||P || < δ, entonces

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ci) (ti − ti−1)− A

∣∣∣∣∣ < ε.

Al número A que aparece en esta definición se le llama integral de Riemann de f sobre

[a, b]. A la sumas que aparecen en esta definición de le llaman sumas de Riemann.

La integral de Riemann de f sobre el intervalo [a, b] se denotará por

(R)

∫ b

a

f(x) dx,

ó simplemente por ∫ b

a

f(x) dx

si no existe posibilidad de confusión.

2. Construcción de Darboux de la integral de Riemann

Definición 1.3.

Sean a, b ∈ R, a < b y sea f : [a, b] → R una función acotada.

Si P = {t0, t1, . . . , tn} es una partición del intervalo [a, b], para 1 < i < n, se definen

mi = ı́nf {f(x) : ti−1 ≤ x ≤ ti}

Mi = sup {f(x) : ti−1 ≤ x ≤ ti}
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La suma inferior de f correspondiente a la partición P , se denota por L(f, P ) y se define

por

L(f, P ) =
n∑

i=1

mi (ti − ti−1) .

La suma superior de f correspondiente a la partición P , se denota por U(f, P ) y se define

por

U(f, P ) =
n∑

i=1

Mi (ti − ti−1) .

Las sumas superior e inferior de una función con respecto a una partición también son

conocidas con el nombre de sumas de Darboux

La definición de integral que dio Darboux fue la siguiente.

Definición 1.4 (Integral según Darboux).

Una función f definida en [a, b] es integrable Darboux sobre [a, b] si f es acotada y

sup{L(f, P ) : P es partición de [a, b]} = ı́nf{U(f, P ) : P es partición de [a, b]}

A este valor común se le llama integral de Darboux de f sobre [a, b].

La integral de Darboux de f sobre el intervalo [a, b] se denotará por

(D)

∫ b

a

f(x) dx,

ó simplemente por ∫ b

a

f(x) dx

si no existe posibilidad de confusión.

3. Equivalencia entre las definiciones dadas por Riemann y por Darboux

Se tiene que la integral de Riemann y la integral de Darboux son equivalentes, más

precisamente se cumple el siguiente resultado.

Teorema 1.5.

Sea [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a, b] → R una función. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Riemann,

(ii) f es integrable Darboux.
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Además, en caso de cumplirse una de las condiciones anteriores se cumple que

(D)

∫ b

a

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx.

La demostración que se va dar de este resultado sigue el esquema planteado (como ejer-

cicio) en [1]. Será necesario utilizar algunos resultados referentes a la integral de Darboux,

los resultados que usualmente se encuentran en la literatura especializada se enuncian sin

demostración.

Los tres resultados siguientes se pueden encontrar en [1, 4, 5].

Lema 1.6. Sea f una función acotada definida en el intervalo [a, b]. Si P y Q son dos

particiones del intervalo [a, b] tales que P ⊂ Q entonces

L(f, P ) ≤ L(f, Q) ≤ U(f, Q) ≤ U(f, P ).

Teorema 1.7. Sea f una función acotada definida en el intervalo [a, b].

Si P y Q son particiones del intervalo [a, b], entonces

L(f, P ) ≤ U(f,Q).

Teorema 1.8.

Sea f una función acotada definida en el intervalo [a, b] entonces f es integrable Darboux

sobre [a, b] si y solo si para cada ε > 0 existe una partición P de [a, b] tal que

U(f, P )− L(f, P ) < ε

Los siguientes resultados son más especializados, por lo que se hará su demostración.

Teorema 1.9. Sea f : [a, b] → R una función. Supóngase que existe M > 0 tal que

|f(x)| ≤ M para todo x ∈ [a, b] y sea P una partición de [a, b].

(a) Si c ∈ [a, b] entonces

U(f, P )− U(f, P ∪ {c}) ≤ 2M ‖P‖

y

L(f, P ∪ {c})− L(f, P ) ≤ 2M ‖P‖ .
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(b) Si Q es una partición de [a, b] que contiene a lo sumo n puntos más que P entonces

U(f, P )− U(f,Q) ≤ 2nM ‖P‖

y

L(f, Q)− L(f, P ) ≤ 2nM ‖P‖ .

Demostración.

(a) Supóngase que P = {x0, x1, . . . , xn}, donde a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Si c es un elemento de la partición el resultado es inmediato. En otro caso existe k tal

que xk−1 < c < xk y por lo tanto

P ∪ {c} = {x0, x1, . . . , xk−1, c, xk, . . . , xn} .

Siguiendo la notación usual se tiene que

U(f, P ) =
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1) =
k−1∑
i=1

Mi(xi − xi−1) +
n∑

i=k+1

Mi(xi − xi−1) + Mk(xk − xk−1)

y

U(f, P ∪ {c}) =
k−1∑
i=1

Mi(xi − xi−1) +
n∑

i=k+1

Mi(xi − xi−1) + M ′
k(c− xk−1) + M ′′

k (xk − c),

donde

M ′
k = sup

xk−1≤x≤c
{f(x)}

y

M ′′
k = sup

c≤x≤xk

{f(x)} .

Además

|M ′
k| ≤ M, |M ′′

k | ≤ M, |Mk| ≤ M.

Por lo tanto

U(f, P )− U(f, P ∪ {c}) = Mk(xk − xk−1)− (M ′
k(c− xk−1) + M ′′

k (xk − c))

≤ |Mk|(xk − xk−1) + |M ′
k|(c− xk−1) + |M ′′

k |(xk − c)

≤ M(xk − xk−1) + M(c− xk−1) + M(xk − c)

= 2M(xk − xk−1) ≤ 2M ‖P‖ .

Con las sumas inferiores se procede de manera análoga.
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L(f, P ) =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1) =
k−1∑
i=1

mi(xi − xi−1) +
n∑

i=k+1

mi(xi − xi−1) + mk(xk − xk−1)

y

L(f, P ∪ {c}) =
k−1∑
i=1

mi(xi − xi−1) +
n∑

i=k+1

mi(xi − xi−1) + m′
k(c− xk−1) + m′′

k(xk − c).

donde

m′
k = ı́nf

xk−1≤x≤c
{f(x)}

y

m′′
k = ı́nf

c≤x≤xk

{f(x)} .

Además

|m′
k| ≤ M, |m′′

k| ≤ M, |mk| ≤ M.

Por lo tanto

L(f, P ∪ {c})− L(f, P ) = m′
k(c− xk−1) + m′′

k(xk − c)−mk(xk − xk−1)

≤ |m′
k|(c− xk−1) + |m′′

k|(xk − c) + |mk|(xk − xk−1)

≤ M(xk − xk−1) + M(c− xk−1) + M(xk − c)

= 2M(xk − xk−1) ≤ 2M ‖P‖

(b) Sea Q una partición que contiene a lo sumo n puntos más que P entonces

U(f, P )− U(f, Q) = U(f, P )− U(f, P ∪ {c1, . . . , cn})

= U(f, P )− U(f, P ∪ {c1}) + U(f, P ∪ {c1})− U(f, P ∪ {c1} ∪ {c2})

+ U(f, P ∪ {c1} ∪ {c2})− U(f, P ∪ {c1, c2, c3}) + · · ·+

+ U(f, P ∪ {c1, . . . , cn−1})− U(f, P ∪ {c1 . . . , cn})

≤ 2M ‖P‖+ 2M ‖P‖+ · · ·+ 2M ‖P‖

= 2nM ‖P‖ .
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La desigualdad correspondiente a las sumas inferiores se demuestra de manera comple-

tamente análoga.

¤

Lema 1.10. Sea f : [a, b] → R una función acotada e integrable Darboux, entonces para

cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si P es una partición de [a, b] y ‖P‖ < δ, entonces

U(f, P )− L(f, P ) < ε.

Demostración. Sea ε > 0, por el Teorema 1.8 existe una partición Po de [a, b] tal que

U(f, Po)− L(f, Po) <
ε

2
.

Sea n el número de elementos de Po y sea δ =
ε

8nM
.

Por el Teorema 1.9, si P es una partición de [a, b] tal que ‖P‖ < δ entonces

U(f, P )− U(f, P ∪ Po) ≤ ε

4

y

L(f, P ∪ Po)− L(f, P ) ≤ ε

4
.

Por lo tanto

U(f, P )− U(f, P ∪ P0) + L(f, P ∪ P0)− L(f, P ) ≤ ε

2
.

Por el Lema 1.6,

U(f, P )− L(f, P ) ≤ ε

2
+ U(f, P ∪ P0)− L(f, P ∪ P0)

≤ ε

2
+ U(f, P0)− L(f, P0)

<
ε

2
+

ε

2
= ε

¤

Demostración del Teorema 1.5.

(i) (⇒) (ii) Supóngase que f es integrable Riemann.

Esta parte de la demostración se hará en dos pasos.

Paso 1: Demostración de que f es acotada.
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Considerando ε = 1 en la Definición 1.2 se obtiene que existe δ > 0 tal que si

P = {t0, t1, . . . , tn} es una partición de [a, b], {c1, . . . , cn} ∈ [a, b] son tales que ci ∈ [ti−1, ti]

y ‖P‖ < δ, entonces ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ci)(ti − ti−1) − A

∣∣∣∣∣ < 1.

Sea Po = {x0, x1, . . . , xN} una partición de [a, b], de norma menor que δ.

Sea x ∈ [a, x1], entonces se tiene que
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1) − A

∣∣∣∣∣ < 1

y

∣∣∣∣∣f(x)(x1 − a) +
n∑

i=2

f(xi)(xi − xi−1) − A

∣∣∣∣∣ < 1.

Por lo tanto

|(f(x)−f(x1))(x1 − a)| =

=

∣∣∣∣∣f(x)(x1 − a) +
n∑

i=2

f(xi)(xi − xi−1) − A−
(

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1) − A

)∣∣∣∣∣

≤ 2.

De donde se deduce que

|f(x)| ≤ |f(x1)|+ |f(x)− f(x1)| ≤ |f(x1)|+ 2

x1 − a

si x ∈ [a, x1].

De igual manera se puede proceder en el resto de los intervalos de la partición, obte-

niéndose que f es acotada.

Paso 2: f satisface la condición del Teorema 1.8.

Sea ε > 0, nuevamente por la Definición 1.2, existe una partición P = {t0, t1, . . . , tn} de

[a, b] tal que si {c1, c2, . . . , cn} ∈ [a, b] satisfacen ci ∈ [ti−1, ti] entonces
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ci)(ti − ti−1)− A

∣∣∣∣∣ <
ε

3
.
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Como Mi = sup {f(x) : ti−1 ≤ x ≤ ti} y c1 ∈ [t0, t1] , c2 ∈ [t1, t2], . . . , cn ∈ [tn−1, tn] son

arbitrarios se tiene que

U(f, P ) =
n∑

i=1

Mi(ti − ti−1)

= sup

{
n∑

i=1

f(ci)(ti − ti−1) : c1 ∈ [t0, t1] , c2 ∈ [t1, t2], . . . , cn ∈ [tn−1, tn]

}
,

por lo tanto

|U(f, P )− A| ≤ ε

3
.

En forma completamente análoga se obtiene que

|L(f, P )− A| ≤ ε

3
.

Por lo tanto

U(f, P )− L(f, P ) ≤ |U(f, P )− A|+ |A− L(f, P )| ≤ ε

3
+

ε

3
< ε.

(ii) (⇒) (i) Supóngase que f es integrable Darboux.

Por el Lema 1.10 existe δ > 0 tal que si P es una partición de [a, b] y ‖P‖ < δ, entonces

U(f, P )− L(f, P ) < ε.

Sea P = {t0, t1, . . . , tn} una partición de [a, b] tal que ‖P‖ < δ y sean {c0, c1, . . . , cn} ∈ [a, b]

tales que ci ∈ [ti−1, ti], entonces

0 ≤ U(f, P )− (D)

∫ b

a

f(x) dx < ε,

0 ≤ (D)

∫ b

a

f(x)− L(f, P ) dx < ε

y

L(f, P ) ≤
n∑

i=1

f(ci) (ti − ti−1) ≤ U(f, P ).

Por lo tanto ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ci) (ti − ti−1)− (D)

∫ b

a

f(x)

∣∣∣∣∣ < ε,

de donde se concluye que f es integrable Riemann y que

(D)

∫ b

a

f(x) = (R)

∫ b

a

f(x).

¤



CAṔıTULO 2

Definición de la integral de Riemann sin sumas de Riemann

1. Motivación

Supóngase que ρ : [a, b] → R es una función continua.

Por el Teorema Fundamental del Cálculo (ver [1, 4, 5]) se tiene que

d

dx

(
(R)

∫ x

a

ρ(t) dt

)
= ρ(x)

para todo x ∈ [a, b] (en los extremos a y b del intervalo la derivada debe tomarse a derecha

y a izquierda, respectivamente).

Observación 2.1. Notar que por el Teorema 1.5

(R)

∫ x

a

ρ(t) dt = (D)

∫ x

a

ρ(t) dt.

Sea F : [a, b] → R definida por

F (x) = (R)

∫ x

a

ρ(t) dt,

entonces

ĺım
h→0

F (x + h)− F (x)− ρ(x)h

h
= 0.

Por la propiedad aditiva de la integral de Riemann se tiene que, si h > 0

F (x + h)− F (x)

h
=

1

h

(
(R)

∫ x+h

x

ρ(t) dt

)
,

y si h < 0

F (x + h)− F (x)

h
= −1

h

(
(R)

∫ x

x+h

ρ(t) dt

)
=

1

h

(
(R)

∫ x+h

x

ρ(t) dt

)
.

Por lo tanto si se define

G : [a, b]× [a, b] → R

14
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por

G(x, z) = (R)

∫ z

x

ρ(t) dt,

se tiene que

ĺım
h→0

G(x, x + h)− ρ(x)h

h
= 0.

Como es usual, esto último suele abreviarse con la siguiente notación

G(x, x + h)− ρ(x)h = o(h), h → 0,

que será explicada con más detalle a continuación y que se seguirá utilizando a lo largo del

trabajo.

Además, por la propiedad aditiva de la integral se tiene que, para x1, x2, x3 ∈ [a, b]

G(x1, x2) + G(x2, x3) = G(x1, x3).

Observación 2.2 (La notación o(h)).

Es usual denotar por o(h) al conjunto de las funciones f : Df → R tales que Df ⊂ R,

0 ∈ Df y

ĺım
h→0

f(h)

h
= 0.

En vez de escribir f ∈ o(h) es usual escribir f(h) = o(h), h → 0, o simplemente denotar

por o(h), h → 0 cualquier función que dividida entre h tiende a 0 cuando h → 0.

De acuerdo con esta última convención se tienen las siguientes propiedades, que aunque

son un abuso de notación, simplifican mucho las demostraciones

(1) o(h) + o(h) = o(h)

(2) o(h)2 = o(h)

(3) co(h) = o(h), c ∈ R



1. MOTIVACIÓN 16

Los siguientes gráficos ilustran las propiedades anteriores en términos de la interpretación

de la integral como el área bajo el gráfico de la función y = ρ(x).

Y

X

a                                                                       bx                      x                              x
1 2 3

Y

y = ρ(x)

h

(x , ρ(x) )

      x                  x + h   a                                                                           b

o(h)

ρ(x)h

Las dos propiedades mencionadas caracterizan la integral de la función ρ, más precisa-

mente se cumple el siguiente resultado.

Lema 2.3.

Sean a, b ∈ R, a < b y sea ρ : [a, b] → R una función continua. Entonces existe una única

función G : [a, b]× [a, b] → R que satisface las siguientes condiciones

(a) G(x, x + h)− ρ(x)h = o(h), h → 0 para todo x ∈ [a, b],

(b) G(x1, x2) + G(x2, x3) = G(x1, x3) para todo x1, x2, x3 ∈ [a, b].

Además G es la única solución del siguiente problema a valor inicial

d

dx
G(a, x) = ρ(x), G(a, a) = 0

en el intervalo (a, b).

Demostración.

Existencia:

Considerar

G(x, y) = (R)

∫ y

x

ρ(t) dt.
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Unicidad:

Se va a probar primero que si G satisface (a) y (b) entonces G es solución del problema

a valor inicial

d

dx
G(a, x) = ρ(x), I(a, a) = 0

en el intervalo (a, b).

d

dx
G(a, x) = ĺım

h→0

G(a, x + h)−G(a, x)

h

= ĺım
h→0

G(x, x + h)

h

= ĺım
h→0

G(x, x + h)− ρ(x)h + ρ(x)h

h

= ĺım
h→0

G(x, x + h)− ρ(x)h

h
+ ρ(x)

= 0 + ρ(x) = ρ(x).

Además G(a, a) + G(a, a) = G(a, a), por lo que G(a, a) = 0.

La condición (a) implica la continuidad a derecha de la función x 7→ G(a, x) ya que

G(a, a + h) = ρ(a)h + o(h), h → 0 y G(a, a) = 0. De igual manera se prueba que la función

x 7→ G(b, x) es continua a izquierda en b y que G(b, b) = 0.

Sea G1 : [a, b]× [a, b] → R otra función que satisface (a) y (b).

Considérese H : [a, b] → R definida por

H(x) = G(a, x)−G1(a, x),

entonces H es continua en [a, b], diferenciable en (a, b), H(a) = 0 y H ′(x) = 0 para todo

x ∈ (a, b). Por lo tanto H ≡ 0, de donde se concluye que

G(a, x) = G1(a, x)

para todo x ∈ [a, b].

Por la propiedad (b) se tiene que

G(x, y) = G(a, y)−G(a, x)

y

G1(x, y) = G1(a, y)−G1(a, x),
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por lo tanto

G = G1.

¤

Observación 2.4. Es importante destacar que para la demostración de la unicidad en el

lema anterior no es necesario particionar el intervalo [a, b] ni considerar sumas de Riemann.

Este resultado de unicidad está basado en el hecho, bastante elemental de cálculo que afirma

“Toda función con derivada nula en un intervalo es constante”.

2. Integrales definidas sin sumas de Riemann

En esta sección se desarrolla la definición de integral propuesta por R. Cavalcante y T.

Todorov en su trabajo [2].

Se debe comenzar por suponer que no ha sido definido ningún

concepto de integral, se va a partir del cálculo diferencial básico.

Sean a, b ∈ R, a < b, sea ρ : [a, b] → R una función continua.

Si

I : [a, b]× [a, b] → R

es una función, se dirá que I satisface la propiedad aditiva si se cumple

(A) I(x, y) + I(y, z) = I(x, z) para todo x, y, z ∈ [a, b].

Se dirá que I satisface la propiedad asintótica con respecto a ρ si se cumple

(B) I(x, x + h) = ρ(x)h + o(h), h → 0 para todo x ∈ [a, b], es decir

ĺım
h→0

I(x, x + h)− ρ(x)h

h
= 0

ó, lo que es equivalente

ĺım
h→0

I(x, x + h)

h
= ρ(x)

(en los extremos del intervalo se deben considerar los ĺımites a derecha y a izquierda respec-

tivamente).

En forma completamente análoga a la parte de la demostración correspondiente a la

unicidad del Lema 2.3, se demuestra el siguiente resultado.
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Lema 2.5. Sean a, b ∈ R, a < b, sea ρ : [a, b] → R una función continua. Si existe una

función I : [a, b]× [a, b] → R que satisface las propiedades (A) y (B) entonces

(i) La función I(a, x) es solución del problema a valor inicial

d

dx
I(a, x) = ρ(x), I(a, a) = 0

en el intervalo [a, b] (en los extremos del intervalo se deben considerar derivadas

laterales).

(ii) I es única.

La propiedad de unicidad establecida en el lema anterior permite dar la siguiente defini-

ción.

Definición 2.6 (Integral de Calvacante-Todorov).

Sea ρ : [a, b] → R una función continua. Si existe una función I : [a, b] × [a, b] → R que

satisface las propiedades (A) y (B) se dice que ρ es integrable Calvacante-Todorov sobre

[a, b] y se define la integral de Calvacante-Todorov de ρ sobre el intervalo [a, b] por

(CT )

∫ b

a

ρ(t) dt = I(a, b).

Observación 2.7. Si ρ : [a, b] → R una función continua y existe una función

I : [a, b] × [a, b] → R que satisface las propiedades (A) y (B) y si a ≤ α ≤ β ≤ b en-

tonces la restricción I|[α,β]×[α,β] satisface las propiedades (A) y (B) con respecto a ρ|[α,β].

Por lo tanto, si ρ es integrable Calvacante-Todorov sobre [a, b] y a ≤ α ≤ β ≤ b entonces

se tiene que ρ es integrable Calvacante-Todorov sobre [α, β] y

(CT )

∫ β

α

ρ(t) dt = I(α, β).

Teorema 2.8 (Teorema fundamental). Sea ρ : [a, b] → R una función continua. Si ρ es

integrable Calvacante-Todorov en [a, b], entonces ρ es integrable Calvacante-Todorov en [a, x]

para todo x ∈ [a, b], la función

F (x) = (CT )

∫ x

a

ρ(t) dt

es diferenciable en el intervalo (a, b) y

d

dx

(
(CT )

∫ x

a

ρ(t) dt

)
= ρ(x)

para todo x ∈ [a, b].
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Demostración. De la Observación 2.7 sigue la integrabilidad en [a, x] para x ∈ [a, b].

Sea I : [a, b]× [a, b] → R definida por

I(x, y) = (CT )

∫ y

x

ρ(t) dt.

Entonces I satisface las propiedades (A) y (B).

Por la propiedad (A) se tiene que

I(a, x + h)− I(a, x) = I(x, x + h),

combinado esto último con la propiedad (B) se obtiene

d

dx

(
(CT )

∫ x

a

ρ(t) dt

)
= ĺım

h→0

I(a, x + h)− I(a, x)

h

= ĺım
h→0

I(x, x + h)

h

= ρ(x).

¤

Teorema 2.9 (Teorema débil de existencia). Sea ρ : [a, b] → R una función continua.

Si ρ posee una antiderivada R en [a, b], entonces ρ es integrable Calvacante-Todorov en [a, b]

y

(CT )

∫ b

a

ρ(t) dt = R(b)−R(a).

Demostración. I : [a, b]× [a, b] → R definida por

I(x, y) = R(y)−R(x).

Entonces I satisface las propiedades (A) y (B), por lo tanto

(CT )

∫ b

a

ρ(t) dt = I(a, b) = R(b)−R(a).

¤

Del Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de Riemann sigue inmediatamente

el siguiente resultado.

Corolario 2.10. Si ρ : [a, b] → R es una función continua que posee antiderivada

entonces

(CT )

∫ b

a

ρ(t) dt = (R)

∫ b

a

ρ(t) dt.
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3. Resultado general de existencia

La sencilla, pero rigurosa, teoŕıa que se ha desarrollado en la Sección anterior, es lo

suficientemente poderosa para sustentar la mayoŕıa de los temas relacionados con la integral

y sus aplicaciones, en los comienzos de un curso t́ıpico de cálculo.

Sin embargo, para poder trabajar con integrales de funciones cuya primitiva no se puede

expresar en términos de funciones elementales, como
∫ b

a
e−x2

dx y
∫ b

a
sin(x2)dx es necesario

un resultado más general de existencia.

Se va a probar el siguiente resultado de existencia, que extiende el que ya fue probado.

Teorema 2.11 (Resultado general de existencia). Sea ρ : [a, b] → R una función

continua. Entonces ρ posee una antiderivada en (a,b) y por lo tanto es integrable Calvacante-

Todorov sobre [a, b].

Para demostrar este resultado de existencia será necesario considerar particiones del

intervalo [a, b] y sumas de Darboux. Además se necesitan ciertos resultado previos que se

dan a continuación.

La nociones de suma superior, suma inferior, partición, etc que aparecen y se usan a

continuación son las ya dadas en el Caṕıtulo 1.

Sea [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y acotado y sean x, y ∈ R tales que a ≤ x ≤ y ≤ b.

De acuerdo a las definiciones ya dadas una partición del intervalo [x, y] es un conjunto de

la forma P = {x0, x1, . . . , xn}, donde n ∈ N y x = x0 < x1 < . . . < xn = y. El conjunto de

todas las particiones de [x, y] se denotará por P [x, y].

Sea ρ : [a, b] → R una función continua y sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición de [x, y].

Entonces, de acuerdo a las definiciones dadas en el caṕıtulo anterior, si

mk = mı́n{ρ(t) : xk−1 ≤ t ≤ xk}, y Mk = máx{ρ(t) : xk−1 ≤ t ≤ xk},

L(ρ, P ) =
n∑

k=1

mk(xk − xk−1)

y

U(ρ, P ) =
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1),

son las sumas inferiores y superiores de ρ(t) con respecto a la partición P .
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Sean x, y, z ∈ R, a ≤ x < y < z ≤ b. Si P ∈ P [x, y] y Q ∈ P [y, z] entonces P∪Q ∈ P [x, z]

y se tiene que

L(ρ, P ) + L(ρ, Q) = L(ρ, P ∪Q)

y

U(ρ, P ) + U(ρ,Q) = U(ρ, P ∪Q).

El siguiente resultado es sencillo de probar y se puede encontrar en cualquiera de las

referencias [1, 4, 5].

Proposición 2.12. Sea ρ : [a, b] → R una función continua y sean P y Q dos particiones

de [a, b]. Si m = mı́n{ρ(t) : a ≤ t ≤ b} y M = máx{ρ(t) : a ≤ t ≤ b}, entonces

m (b− a) ≤ L(ρ, P ) ≤ U(ρ,Q) ≤ M (b− a).

Teorema 2.13. Sea ρ : [a, b] → R una función continua, entonces para cada ε > 0 existe

una partición P de [a, b] tal que U(ρ, P )− L(ρ, P ) < ε.

Demostración. Sea ε > 0, como ρ es continua, es uniformemente continua en [a, b] y

por lo tanto existe δ > 0 tal que si t, t′ ∈ [a, b] y |t− t′| < δ, entonces

|ρ(t)− ρ(t′)| < ε

2(b− a)
.

Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición de [a, b] tal que xk − xk−1 < δ para k = 1, . . . , n.

Entonces, siguiendo la notación ya establecida

Mk −mk ≤ ε

2(b− a)

y por lo tanto

U(ρ, P )− L(ρ, P ) =
n∑

k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1)

≤
n∑

k=1

(
ε

2(b− a)

)
(xk − xk−1)

=

(
ε

2(b− a)

)
(b− a)

=
ε

2
< ε.
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¤

Demostración del Teorema 2.11.

Se debe probar que existe una función I : [a, b]× [a, b] → R que satisfaces las propiedades

(A) y (B) enunciadas al principio de la Sección 2.

Primer paso: Definir I(x, y).

Primero sean x, y ∈ R tales que a ≤ x < y ≤ b.

Por la Proposición 2.12 el conjunto {L(ρ, P ) : P ∈ P [x, y]} está acotado superiormente

por (máx{ρ(t) : x ≤ t ≤ y})(y − x).

Para x, y tales que a ≤ x < y ≤ b, sea

I(x, y) = sup {L(ρ, P ) : P ∈ P [x, y]} .

En los otros casos se define I(x, x) = 0 y I(x, y) = −I(y, x) si a ≤ y < x ≤ b.

Segundo paso: Probar que

ĺım
h→0

I(x, x + h)− ρ(x)h

h
= 0.

Por la Proposición 2.12 se tiene que

(mı́n{ρ(t) : x ≤ t ≤ x + h})h ≤ I(x, x + h) ≤ (máx{ρ(t) : x ≤ t ≤ x + h})h,

para h > 0.

Por la continuidad de ρ se tiene que

ĺım
h→0+

I(x, x + h)

h
= ρ(x).

Por otra parte, también se tiene que

(mı́n{ρ(t) : x− h ≤ t ≤ x})h ≤ I(x− h, x) ≤ (máx{ρ(t) : x− h ≤ t ≤ x})h,

para h > 0, luego

ĺım
h→0−

I(x, x + h)

h
= ĺım

h→0−

−I(x + h, x)

h

= ĺım
h→0+

I(x− h, x)

h

= ρ(x).

Tercer paso: Probar que I(x, z) = I(x, y) + I(y, z) si a ≤ x < y < z ≤ b
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Notar que si c y d son números reales tales que a ≤ c < d ≤ b entonces, por la definición de

I(c, d) se tiene que L(ρ, P ) ≤ I(c, d) y por la Proposición 2.12 se tiene que I(c, d) ≤ U(ρ, P )

para toda P ∈ P [c, d].

Sean x, y, z tales que a ≤ x < y < z ≤ b. Sean P ∈ P [x, y] y Q ∈ P [y, z]. Entonces se

cumple que

L(ρ, P ) ≤ I(x, y) ≤ U(ρ, P ),

L(ρ,Q) ≤ I(y, z) ≤ U(ρ,Q),

L(ρ, P ∪Q) ≤ I(x, z) ≤ U(ρ, P ∪Q),

ya que P ∪Q ∈ P [x, z]. Por lo tanto

L(ρ, P ) + L(ρ,Q)− U(ρ, P ∪Q) ≤ I(x, y) + I(y, z)− I(x, z)

≤ U(ρ, P ) + U(ρ,Q)− L(ρ, P ∪Q)
(2.1)

Por el Teorema 2.13, dado ε > 0 es posible elegir las particiones P ∈ P [x, y] y Q ∈ P [y, z]

de manera que

U(ρ, P )− L(ρ, P ) <
ε

2

y

U(ρ,Q)− L(ρ,Q) <
ε

2
.

Como L(ρ, P )+L(ρ,Q) = L(ρ, P ∪Q) y U(ρ, P )+U(ρ,Q) = U(ρ, P ∪Q), de la desigualdad

(2.1) se deduce que

−ε < I(x, y) + I(y, z)− I(x, z) < ε

y por lo tanto

I(x, z) = I(x, y) + I(y, z).

Cuarto paso: Probar que I(x, z) = I(x, y) + I(y, z) para x, y, z ∈ [a, b].

Sean x, y, z ∈ [a, b] tales que a ≤ x < z < y ≤ b, entonces

I(x, y) = I(x, z) + I(z, y).

Como I(y, z) = −I(z, y) se obtiene

I(x, z) = I(x, y) + I(y, z).

El resto de los casos posibles se trata de manera análoga. ¤

Combinando el Teorema 2.11 con el Corolario 2.10 se obtiene el siguiente resultado.



3. RESULTADO GENERAL DE EXISTENCIA 25

Teorema 2.14. Toda función continua ρ : [a, b] → R es integrable Calvacante-Todorov y

(CT )

∫ b

a

ρ(t) dt = (R)

∫ b

a

ρ(t) dt.

Observación 2.15 (Linealidad de la integral).

Habiendo probado que toda función continua posee antiderivada, una consecuencia del

Teorema 2.9 es que si f y g son funciones continuas y c1, c2 ∈ R, entonces

(CT )

∫ b

a

[c1f(x) + c2g(x)]dx = c1

(
(CT )

∫ b

a

f(x)dx

)
+ c2

(
(CT )

∫ b

a

g(x)dx

)
.



CAṔıTULO 3

Área, longitud de arco y volumen

Este caṕıtulo está dedicado a desarrollar la Sección 4 del trabajo de Calvacante y Todorov

[2]. En esta parte del trabajo desarrollan ideas para introducir los conceptos de área bajo una

curva, longitud de arco y volumen de un sólido de revolución, basándose en su construcción

de la integral. Los autores consideran que esta es una presentación más intuitiva, sencilla y

comprensible que la usual y que le da un gran valor didáctico a la forma en que presentan

la integral.

Solamente se consideran integrales de funciones continuas. Si f es continua en [a, b] la

integral de f sobre [a, b] se denotará simplemente por

∫ b

a

f(t) dt

y se supondrá que esta integral ha sido definida de acuerdo a la Definición 2.6.

1. Área bajo una curva

Definición 3.1 (Área Bajo la Curva).

Sea f : [a, b] → R una función continua tal que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b].

Si A : [a, b] × [a, b] → R es una función en dos variables que satisface las siguientes dos

propiedades

(a) A(x1, x2) + A(x2, x3) = A(x1, x3) para todo x1, x2, x3 ∈ [a, b],

(b) A(x, x + h) = ±R(x, x + h) + o(h) cuando h → 0± para todo x ∈ [a, b], donde

R(x, x + h) denota el área del rectángulo con vértices (x, 0), (x + h, 0), (x + h, f(x))

y (x, f(x)),

entonces el número A(a, b) es llamado el área bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a, b].

La definición anterior puede ser fácilmente ilustrada y justificada intuitivamente a través

de la siguiente figura.

26



1. ÁREA BAJO UNA CURVA 27

Y

y = f(x)

h

(x , f(x) )

      x                  x + h   a                                                                           b

o(h)

R(x , x+h) = f(x)h

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Si f : [a, b] → R es una función continua tal que f(x) ≥ 0 para todo

x ∈ [a, b]. Entonces existe A(a, b), el área bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a, b].

Además A(a, b) es única y

A(a, b) =

∫ b

a

f(t) dt

Demostración.

Como R(x, x + h) = f(x)|h|, la función A debe satisfacer

A(x, x + h) = ±R(x, x + h) + o(h) = ±f(x)|h|+ o(h) = f(x)h + o(h), h → 0.

Por otra parte se tiene que si A(x, y) =
∫ y

x
f(t) dt entonces

A(x, x + h) = f(x)h + o(h), h → 0.

Para h → 0+

A(x, x + h) = f(x)h + o(h) = f(x)|h|+ o(h) = R(x, x + h) + o(h).

Como A(x + h, x) = −A(x, x + h), para h → 0− se tiene

A(x, x + h) = −A(x, x + h) = −f(x)h + o(h) = f(x)|h|+ o(h) = −R(x, x + h) + o(h).
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Por la definición de integral de Calvacante-Todorov (Definición 2.6) y el resultado de

unicidad dado en el Lema 2.5 se tiene que

A(x, y) =

∫ y

x

f(t) dt,

por lo tanto A(a, b) es única y

A(a, b) =

∫ b

a

f(t) dt.

¤

2. Longitud de arco

Definición 3.3 (Longitud de Arco).

Sea f : [a, b] → R una función diferenciable y con derivada continua.

Si L : [a, b] × [a, b] → R una función de dos variables que satisface las siguientes dos

propiedades

(a) L(x1, x2) + L(x2, x3) = L(x1, x3) para todo x1, x2, x3 ∈ [a, b],

(b) L(x, x + h) = ±D(x, x + h) + o(h) cuando h → 0± para todo x ∈ [a, b], donde

D(x, x + h) es la distancia euclidiana entre los puntos (x, f(x)) y (x + h, f(x + h)),

entonces el número L(a, b) es llamado Longitud de Arco de la curva y = f(x) entre los puntos

(a, f(a)) y (b, f(b)).

La definición anterior puede ser justificada intuitivamente de la siguiente manera:

Para simplificar los argumentos se supondrá que h es positivo y que f ′(t) es positivo para

t en el intervalo [x, x + h].

x                                        x+ha                                                                         b

X

Y

h

(x , f(x))

y = f(x)

(x+h , f(x+h))
D(x , x+h)

(x+h , f(x)+f’(x) h )
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La figura sugiere (por supuesto, bajo ciertas condiciones de regularidad) que L(x, x + h)

está acotado inferiormente por D(x, x+h) y superiormente por la longitud del segmento que

une los puntos (x, f(x)) y (x + h, f(x) + f ′(x)h) más la longitud del segmento que une los

puntos (x + h, f(x) + f ′(x)h) y (x + h, f(x + h)).

Por lo tanto

D(x, x + h) ≤ L(x, x + h) ≤
√

h2 + (f ′(x)h)2 + f(x + h)− f(x)− f ′(x)h,

como f(x + h)− f(x)− f ′(x)h = o(h) se obtiene

0 ≤ L(x, x + h)−D(x, x + h) ≤ h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h)−D(x, x + h).

Por otra parte

D(x, x + h) =
√

h2 + (f(x + h)− f(x))2

=
√

h2 + (f ′(x)h + o(h))2

= h

√
1 + (f ′(x))2 +

2f ′(x)o(h)h

h2
+

(
o(h)

h

)2

,

de donde se concluye que L(x, x + h)−D(x, x + h) está acotado superiormente por

h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h)− h

√
1 + (f ′(x))2 +

2f ′(x)o(h)h

h2
+

(
o(h)

h

)2

y por lo tanto

L(x, x + h)−D(x, x + h)

h

tiende a 0 si h → 0+.

A partir de la definición de longitud de arco se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Sea f : [a, b] → R una función diferenciable y con derivada continua.

Entonces existe L(a, b), la longitud de arco de la curva y = f(x) en el intervalo [a, b]. Además

L(a, b) es única y

L(a, b) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.
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Demostración.

Sea ∆y = f(x + h)− f(x), entonces ∆y = f ′(x)h + o(h), h → 0. Se tiene que la función

L debe satisfacer

L(x, x + h) = ±D(x, x + h) + o(h) = ±
√

h2 + ∆y2 + o(h)

= ± |h|
√

1 +

(
f ′(x)h + o(h)

h

)2

+ o(h)

= h

√
1 + (f ′(x))2 +

2f ′(x)o(h)h

h2
+

(
o(h)

h

)2

+ o(h)

= h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h)/h + o(h)

= h
[√

1 + (f ′(x))2 +
√

1 + (f ′(x))2 + o(h)/h−
√

1 + (f ′(x))2
]

+ o(h)

= h

[√
1 + (f ′(x))2 +

o(h)/h√
1 + (f ′(x))2 + o(h)/h +

√
1 + (f ′(x))2

]
+ o(h)

= h
[√

1 + (f ′(x))2 + o(h)/h
]

+ o(h) = h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h) + o(h)

= h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h)

Por otra parte si

L(x, y) =

∫ y

x

√
1 + (f ′(t))2 dt

entonces

L(x, x + h) = h
√

1 + (f ′(x))2 + o(h), h → 0.

Por la definición de integral de Calvacante-Todorov (Definición 2.6) y el resultado de

unicidad dado en el Lema 2.5 se tiene que

L(x, y) =

∫ y

x

√
1 + (f ′(t))2 dt,

por lo tanto L(a, b) es única y

L(a, b) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt.

¤
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3. Volumen de un sólido de revolución

En esta sección se da una justificación de la fórmula para el volumen de un sólido de

revolución, utilizando lo que se conoce como el “método de la conchas ciĺındricas” en el

cálculo elemental.

Definición 3.5 (Volumen de un sólido de revolución).

Sean a, b ∈ R tales que 0 ≤ a < b y sea f : [a, b] → R una función continua tal que

f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b].

Si V : [a, b]×[a, b] → R una función en dos variables que cumple las siguientes condiciones

(a) V (x1, x2) + V (x2, x3) = V (x1, x3) para todo x1, x2, x3 ∈ [a, b],

(b) V (x, x + h) = ±U(x, x + h) + o(h) para h → 0± si x ∈ [a, b], donde U(x, x + h)

es el volumen de la concha ciĺındrica obtenida al rotar el rectángulo con vértices

(x, 0), (x + h, 0), (x + h, f(x)) y (x, f(x)) al rededor del eje y (ver figura),

entonces el número V (a, b) es llamado volumen del sólido de revolución alrededor del eje y

de la región 0 ≤ y ≤ f(x), a ≤ x ≤ b.

La definición anterior se puede justificar intuitivamente de la siguiente manera:

Para simplificar los argumentos se supondrá que h es positivo y que f es creciente en el

intervalo [x, x + h].

La diferencia entre el volumen V (x, x + h) del sólido obtenido al rotar alrededor del eje

y la región definida por

{(t, y) : 0 ≤ y ≤ f(t), x ≤ t ≤ x + h}

y el volumen U(x, x + h) de la concha ciĺındrica que corresponde a rotar alrededor del eje y

la región

{(t, y) : 0 ≤ y ≤ f(x), x ≤ t ≤ x + h}

se puede acotar por el volumen obtenido al rotar alrededor del eje y la región definida por

{(t, y) : f(x) ≤ y ≤ f(x + h), x ≤ t ≤ x + h}.

El volumen de este último sólido es

π((x + h)2 − x2)(f(x + h)− f(x)).
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Efectuando las operaciones y usando que f(x + h) − f(x) = f ′(x)h + o(h), h → 0 se

obtiene

V (x, x + h)− U(x, x + h) = π(2xh + h2)(f ′(x)h + o(h))

= hπ(2x + h)(f ′(x)h + o(h)),

de donde se deduce que

V (x, x + h)− U(x, x + h)

h

tiende a 0 si h → 0+.

De la definición de volumen de un sólido de revolución se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Sea f : [a, b] → R una función continua tal que f(x) ≥ 0 para todo

x ∈ [a, b] y 0 ≤ a < b. Entonces existe V (a, b), el volumen del sólido de revolución alrededor

del eje y de la región 0 ≤ y ≤ f(x), a ≤ x ≤ b. Además V (a, b) es único y

V (a, b) = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

.

Demostración.

El volumen de la concha ciĺındrica es

U(x, x + h) =
∣∣π(x + h)2 − πx2

∣∣ f(x).
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Por lo tanto debe cumplirse

V (x, x + h) = ±U(x, x + h) + o(h) = ±
∣∣π(x + h)2 − πx2

∣∣ f(x) + o(h)

= ±
∣∣π(2xh + h2)

∣∣ f(x) + o(h) = ±2πxf(x) |h|+ πf(x)h2 + o(h)

= ±2πxf(x) |h|+ o(h) = 2πxf(x)h + o(h), h → 0.

Nuevamente por la definición de integral de Calvacante-Todorov (Definición 2.6) y el resul-

tado de unicidad dado en el Lema 2.5 se tiene que

V (x, y) = 2π

∫ y

x

tf(t) dt.

Por lo tanto V (a, b) es único y

V (a, b) = 2π

∫ b

a

xf(x)dx.

¤
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[3] R. Courant y H. Robbins, ¿Qué es la Matemática?. Editorial Aguilar. Citado en la(s) página(s): 3

[4] W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis. Editorial McGraw-Hill. Citado en la(s) página(s): 8,

14, 22

[5] M. Spivack, Calculus Vol 1 y Vol 2. Editorial Reverté. Citado en la(s) página(s): 8, 14, 22
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