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Introducciéon

El problema de calcular el drea de una figura plana o el volumen de un sélido, esta inti-
mamente ligado al Célculo Integral y se remonta a la antigiiedad. El papiro de Moscu,
encontrado en Egipto y fechado alrededor del ano 1800 A.C., muestra que ya para entonces
se conocia una férmula para hallar el volumen de un tronco piramidal. La primera técnica
sistematica documentada capaz de determinar integrales es el método de exhauciéon creado
por Eudoxo (Cnido, actual Turquia, 390 A. C. — 337 A. C.), que trataba de encontrar areas y
volimenes partiendo la figura en un ntimero infinito de formas para las cuales se conocieran
el darea o el volumen. Este método fue desarrollado y usado mas adelante por Arquimedes
(Siracusa, 287 A. C. - 212 A. C.), que lo empleé para calcular dreas de parabolas y una apro-
ximacion al area del circulo. Métodos similares fueron desarrollados de forma independiente
en China alrededor del siglo I1I por Liu Hui, que los usé para encontrar el area del circulo.
Mas tarde, Zu Chongzhi usé este método para encontrar el volumen de una esfera. En el
Siddhanta Shiromani, un libro de astronomia del siglo XII del matematico hindi Bhaskara

IT (India, 1114-1185)), se encuentran algunas ideas de calculo integral.

En el siglo XVI comienzan a aparecer adelantos significativos sobre el método de exhau-
cién. En esta época, por un lado, con el trabajo de Cavalieri con su método de los indivisibles
y, por otro lado, con los trabajos de Fermat, se empezaron a desarrollar los fundamentos del
calculo moderno. A comienzos del siglo XVII, se produjeron nuevos adelantos con las apor-
taciones de Barrow y Torricelli, que presentaron los primeros indicios de una conexion entre

la integracién y la derivacién.

Los principales adelantos en integracién vinieron en el siglo XVII con el descubrimiento
del teorema fundamental del calculo, realizado de manera independiente por Newton y Leib-

nitz. El teorema demuestra una conexién entre la integracion y la derivacion. Esta conexién,
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combinada con la facilidad, comparativamente hablando, del calculo de derivadas, se puede

usar para calcular integrales.

Las primeras demostraciones, poco rigurosas, que se dieron del Teorema Fundamental
del Célculo en los inicios, estaban basadas en la siguiente idea intuitiva: si F'(x) representa
el area bajo el grafico de la funcién f, entonces F(x + h) — F(z) ~ f(x)h, para h pequeno.

B. Riemann dio una formalizaciéon del concepto de integral, que le permitié obtener una

demostracion rigurosa de este resultado.

En su articulo “A lost theorem: definite integrals in an asymptotic setting” R. Cavalcante
y T. Todorov ([2]) presentan una teorfa de integracién que rescata y formaliza las ideas
iniciales que permitieron llegar al teorema fundamental del calculo.

En este articulo construyen una teoria de integraciéon bastante simple, basada en un par
de axiomas. Dan aplicaciones que muestran como puede aparecer la integral en el célculo,
sin necesidad de sumas de Riemann y discuten la conexién entre esta presentacion y la
historia del calculo. Incluso en la prueba de la existencia de la integral definida para funciones
continuas (que si utiliza sumas de Riemann), para los autores, este enfoque axiomético es més
elegante y didactico que el convencional. También consideran que la teoria de integraciéon que
presentan en su articulo es un primer paso para llegar a una manera mas simple, pero rigurosa
de ensenar el calculo y sus aplicaciones en un curso de calculo o un curso introductorio de

analisis real.

El objetivo fundamental de este Trabajo Especial de Grado es presentar de manera
autocontenida y rigurosa las ideas del articulo ya mencionado y comparar con la manera

clasica de introducir la integral de Riemann.

El trabajo se organizé de la siguiente manera:
Un primer capitulo, dedicado a la construccion clasica de la integral de Riemann. Se
demuestra que la construccién original de Riemann y la construcciéon posterior de Darboux

son equivalentes.



INTRODUCCION 3

Un segundo capitulo dedicado a la definicion de integral dada por Calvacante y Todorov
en su trabajo [2].

Finalmente un tercer capitulo en el que se detalla la forma en que se pueden introducir
los conceptos de area bajo una curva, longitud de arco y volumen de un sélido de revolucién
y justificar las formulas para su calculo basdndose en esta nueva manera de introducir la
integral.

Las notas histdricas que aparecen en esta parte del trabajo fueron tomadas de [3] y de

[6].



CAP{TULO 1

Construcciones clasicas de la integral de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 de septiembre de 1826 - 20 de junio de 1866) fue
un matematico aleméan que realizé contribuciones muy importantes en andlisis y geometria
diferencial, algunas de ellas allanaron el camino para el desarrollo mas avanzado de la rela-
tividad general. Su nombre esta conectado con la funcién zeta, la integral de Riemann, el

lema de Riemann-Lebesgue, las variedades, las superficies y la geometria de Riemann.

B. Riemann

(Esta nota bibliografica y la imagen fueron tomadas de [6])

La idea intuitiva de calcular el area de una figura dividiéndola en pequenos rectangulos
se remonta a la antigiiedad. La primera formalizacion precisa del concepto de integral se
debe a B. Riemann.

Jean Gaston Darboux (14 de agosto de 1842 - 23 de febrero de 1917) fue un matemético
francés. Hizo muchas contribuciones importantes a la geometria y el analisis matematico.

Una de sus contribuciones al desarrollo de la matematica fue una nueva presentacién de la
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integral de Riemann. Esta presentacion resulta mas didactica, facil de trabajar y es la que

usualmente se presenta en los libros de calculo y de introduccion al analisis.

G. Darboux

(Esta nota bibliografica y la imagen fueron tomadas de [6])

En este capitulo se presenta la definicién de integral dada por Riemann, un resumen de
la definicion y la construccion de la integral dada por Darboux y se demuestra que ambas
integrales son equivalentes.

La construccién de la integral de Riemann depende fuertemente de la estructura del
conjunto de los niimeros reales. El siguiente concepto de particién es fundamental para su

desarrollo.

DEFINICION 1.1.

Sean a,b € R,a < b. Una particidn del intervalo [a,b] es una coleccién finita de puntos
de [a, b] de los cuales uno es a y otro es b.

Si P = {tg,t1,...,t,} es una particién de [a,b] es usual suponer que la numeracién se

escogié de manera que

a=tg<t; < - <th_1<t,=0b
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Al hablar de una particién siempre se supondra que estda ordenada en la forma anterior

y la norma de la particion, ||P||, se define por

1. Construccién original de Riemann

DEFINICION 1.2 (Integral segin Riemann).

Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una funcién. Se dice
que f es integrable Riemann en [a,b] si existe A € R que satisface lo siguiente:

Para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si P = {tg,t1,...,t,} es una particién de [a, b],

{co,c1,...,cn} € [a,b] son tales que ¢; € [t;—1,t;] y ||P|| < d, entonces

<E.

Z fle) (ti—tioa) — A

Al niimero A que aparece en esta definicién se le llama integral de Riemann de f sobre
[a,b]. A la sumas que aparecen en esta definicién de le llaman sumas de Riemann.

La integral de Riemann de f sobre el intervalo [a, b] se denotara por

(R) / () d.

/a ’ f(z) dx

2. Construcciéon de Darboux de la integral de Riemann

6 simplemente por

si no existe posibilidad de confusién.

DEFINICION 1.3.
Sean a,b € R,a < by sea f:[a,b] — R una funcién acotada.

Si P = {tg,t1,...,t,} es una particién del intervalo [a, b], para 1 < i < n, se definen

M; =sup{f(x) :t;.y <z <t}
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La suma inferior de f correspondiente a la particién P, se denota por L(f, P) y se define

por
L(f, P) = Zmi (ti —tiz1)-
i=1

La suma superior de f correspondiente a la particién P, se denota por U(f, P) y se define

por
U(f,P) = M;(t; —t;1).
=1

Las sumas superior e inferior de una funcion con respecto a una particién también son

conocidas con el nombre de sumas de Darbouz
La definicion de integral que dio Darboux fue la siguiente.

DEFINICION 1.4 (Integral segin Darboux).

Una funcién f definida en [a, b] es integrable Darboux sobre [a,b] si f es acotada y
sup{L(f, P) : P es particién de [a,b]} = Inf{U(f, P) : P es particién de [a,b]}

A este valor comun se le llama integral de Darbouz de f sobre [a, b].

La integral de Darboux de f sobre el intervalo [a, b] se denotard por

(D) / () d

/abf(x) dx

3. Equivalencia entre las definiciones dadas por Riemann y por Darboux

0 simplemente por

si no existe posibilidad de confusién.

Se tiene que la integral de Riemann y la integral de Darboux son equivalentes, mas

precisamente se cumple el siguiente resultado.

TEOREMA 1.5.
Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una funcién. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es integrable Riemann,

(ii) f es integrable Darboux.
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Ademds, en caso de cumplirse una de las condiciones anteriores se cumple que

(D) / ) dr = (B) / () do.

La demostracién que se va dar de este resultado sigue el esquema planteado (como ejer-
cicio) en [1]. Serd necesario utilizar algunos resultados referentes a la integral de Darboux,
los resultados que usualmente se encuentran en la literatura especializada se enuncian sin
demostracion.

Los tres resultados siguientes se pueden encontrar en [1, 4, [5].

LEMA 1.6. Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b]. Si P y Q son dos

particiones del intervalo |a,b] tales que P C Q) entonces

L(f,P) < L(f,Q) < U(f,Q) <U(f, P).

TEOREMA 1.7. Sea f una funcién acotada definida en el intervalo [a,b].

Si P y Q son particiones del intervalo [a,b], entonces

L(f,P) <U(f,Q).

TEOREMA 1.8.
Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b] entonces f es integrable Darboux

sobre [a,b] si y solo si para cada € > 0 eziste una particion P de [a,b] tal que
U(f7P)_L(faP) <e
Los siguientes resultados son mas especializados, por lo que se hard su demostracion.

TEOREMA 1.9. Sea f : [a,b] — R una funcion. Supdngase que existe M > 0 tal que

|f(z)| < M para todo x € [a,b] y sea P una particion de [a,b].

(a) Sic € [a,b] entonces

U(f, P) = U(f, PU{c}) <2M || P|

L(f, PU{c}) = L(f, P) < 2M || P[]
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(b) Si Q es una particion de |a,b] que contiene a lo sumo n puntos mds que P entonces

U(f, P)=U(f,Q) < 2nM || P||

)
L(f?QD _'L(f7fﬁ SanAIH})”'
DEMOSTRACION.
(a) Supéngase que P = {xg,21,...,2,}, donde a = xg < 27 < ... <z, = b.

Si ¢ es un elemento de la particion el resultado es inmediato. En otro caso existe & tal

que T < ¢ <z y por lo tanto
PU{c} =4z, 21, ., Xp_1,C Tp, ..., T }.

Siguiendo la notacién usual se tiene que

k—1 n
ZM — 1) Z M;(x; —xi—1) + Z M;(x; — xi—q) + Mi(vg — 1)
i=1 i=k+1
y
k—1
(f,PU{c}) ZMZ i — Til1) ZM i — xi1) + M (¢ — xp_q) + Mj (zx — )
i=1 i=k+1
donde
M= sup {f(x)}
T—1<z<c
y
My = sup {f(z)}.
c<zx<zp
Adems3s

[Mp| < M, M| <M, [M| < M.
Por lo tanto
U(f, P) = U(f,PU{c}) = My(x, — 2-1) — (Mj(c — 2-1) + My (25 — ¢))
< [ Mil(z — @p-1) + [M|(c — @p-1) + [ME](2), — ©)
< M(xp — 1) + M(c — 1) + M(z), — )
= 2M (zx — x—1) < 2M [|P].

Con las sumas inferiores se procede de manera analoga.
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n

n k—1
L(f, P)= Zmz($z — i) = Zmz(% — 1)+ Z mi(z; — ;1) + me(TE — Tp_1)
i=1 i=1

i=k+1
y
k—1 n
L(f,PU{c}) = Zml(xl —Ti1) + Z mi(x; — xi1) +mi(c — xp_1) + mi(x, — c).
i=1 i=k+1
donde
r ,
= il {f)
y
n__
mi= inf {f(@)}.
Ademas

i < M, my| < M, [my| < M.

Por lo tanto

L(f,PU{c}) — L(f,P) = m}(c — xp_1) + mj(xx — ¢) — mp(x) — Tp_1)
< my|(c = zp-1) + [migl(ze — ¢) + [ma| (21 — zp-1)
< M(xp — 1) + M(c— 1) + M(x), — )

(b) Sea @ una particién que contiene a lo sumo n puntos mas que P entonces

U(f,P)=U(f,Q) =U(f,P) = U(f, PU{cr,... . cu})
=U(f,P)=U(f, PU{ar}) + U(f, PU{cr}) = U(f, PU{c1} U{ca})
+U(f,PU{c1}U{c}) —U(f,PU{c1,co,c3}) + -+
+U(f,PU{c1,...,cn1}) —U(f,PU{c1...,cn})
<2M||P|| +2M |[P|| + -+ 2M || P|

— oM ||P].

10
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La desigualdad correspondiente a las sumas inferiores se demuestra de manera comple-

tamente andloga.

0

LEMA 1.10. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e integrable Darbouz, entonces para

cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si P es una particion de [a,b] y ||P|| < d, entonces
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0, por el Teorema [1.8 existe una particién P, de [a,b] tal que

U(f7po)_L(f7Po) <

DO ™

€
Sea n el nimero de elementos de P, y sea § = ——.
SnM

Por el Teorema (1.9, si P es una particién de [a, b] tal que || P|| < ¢ entonces

U(f,P)-U(f,PUP,) <

=1 M

L(f,PUPO)—L(LﬂP)S

A~

Por lo tanto

U(fap)_U<f7PUPO)+L<f7PUPO)_L(f>P)S

DO ™

Por el Lema 1.6,

U(f.P) = L(f.P) < S+ U(f, PUR) = L(f,PUR)
§§+U(f7pﬂ)_L(faP0)
19 8_
<§+§—€

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [1.5.
(i) (=) (ii) Supdéngase que f es integrable Riemann.
Esta parte de la demostracion se hara en dos pasos.

Paso 1: Demostracion de que f es acotada.
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Considerando ¢ = 1 en la Definicién [1.2/ se obtiene que existe 6 > 0 tal que si
P = {to,t1,...,t,} es una particién de [a,b], {c1,...,c,} € [a,b] son tales que ¢; € [t;_1,1;]

y ||P|| < ¢, entonces

< 1.

Z fle)(ti—tio) — A

Sea P, = {xg,x1,...,xy} una particién de [a, b], de norma menor que .

Sea x € [a, x1], entonces se tiene que

<1

Z flxi)(wi —xiq) — A

Por lo tanto

<2

De donde se deduce que

2

Ir1 —a

[f (@) < [fz)] + [f(2) = fle)] < [f(z)] +

siz € [a,zq].

De igual manera se puede proceder en el resto de los intervalos de la particién, obte-
niéndose que f es acotada.

Paso 2: f satisface la condicién del Teorema [1.8.

Sea € > 0, nuevamente por la Definicién [1.2] existe una particién P = {t¢,ty,...,t,} de

[a, 0] tal que si {c1,co,..., ¢} € [a,b] satisfacen ¢; € [t;—1,1;] entonces

> HE) (i~ tim) = A < 5.
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Como M; = sup{f(z):t;1 <z <t;} y e € lto,t1], ca € [t1,ta],...,Cn € [tn_1,tn] son

arbitrarios se tiene que
n
= Z M;(ti —ti-1)
i=1

= sup {Z f(Cl)<t,L — tifl) 1 C € [to,tl] , Cg € [tl,tg], oo, Cp € [tnlatn]} ,
=1

por lo tanto

U, P) - A < 2.
En forma completamente andloga se obtiene que
€

Por lo tanto
U(f,P) = L(f.P) < U(f,P) = Al + |[A= L(f. P)| < - + % <.
(i) (=) (i) Supdngase que f es integrable Darboux.

Por el Lema [1.10 existe § > 0 tal que si P es una particién de [a,b] y || P|| < 6, entonces

U(f,P)—L(f,P)<c¢

Sea P = {to,t1,...,t,} una particién de [a, b] tal que ||P|| < ¢ y sean {cg,c1,...,cn} € [a,b]

tales que ¢; € [t;_1,1;], entonces

0<U(f,P)— /f )dr < e,

/f L(f,P)dz < ¢

L(f,P) < Z fei) (ti —tioa) < U(f, P).

Por lo tanto

n b
> £ (1 = tis) — (D) / f(@)

de donde se concluye que f es integrable Riemann y que

o) [(s@=m [ 1w



CAP{TULO 2

Definicion de la integral de Riemann sin sumas de Riemann

1. Motivacién

Supdngase que p : [a,b] — R es una funcién continua.

Por el Teorema Fundamental del Calculo (ver [1, 4, [5]) se tiene que

= (o [ e =pte)

para todo z € [a,b] (en los extremos a y b del intervalo la derivada debe tomarse a derecha

y a izquierda, respectivamente).

OBSERVACION 2.1. Notar que por el Teorema 1.5

) [ oty =) [ ployae.

Sea F': [a,b] — R definida por

entonces
lm F(z+h)—F(x) — p(x)h

h—0 h =0

Por la propiedad aditiva de la integral de Riemann se tiene que, si h > 0

F(x + h})l — Fz) _ % ((R) /;+hp(t) dt) ,

ysih <0

Herl = [ o) =5 (w0 [ o).

Por lo tanto si se define
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por
Glx.2) = (R) / Cp(t) dt.

se tiene que

Como es usual, esto tltimo suele abreviarse con la siguiente notacién
G(z,z+ h) — p(x)h = o(h), h — 0,

que sera explicada con mas detalle a continuacién y que se seguira utilizando a lo largo del
trabajo.

Ademas, por la propiedad aditiva de la integral se tiene que, para 1, xq, 3 € [a, D]

G(l’l, SCQ) -+ G(l’g, 1’3) = G(I’l, l’g).

OBSERVACION 2.2 (La notacién o(h)).

Es usual denotar por o(h) al conjunto de las funciones f : Dy — R tales que Dy C R,
0€Dyy

h

lim —f( )

pm = =0.

En vez de escribir f € o(h) es usual escribir f(h) = o(h), h — 0, o simplemente denotar
por o(h), h — 0 cualquier funcién que dividida entre h tiende a 0 cuando h — 0.
De acuerdo con esta iltima convencion se tienen las siguientes propiedades, que aunque

son un abuso de notacion, simplifican mucho las demostraciones

(1) o(h) +o(h) = o(h)
(2) o(h)* = o(h)
(3) co(h) =o0(h), ce R
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Los siguientes graficos ilustran las propiedades anteriores en términos de la interpretacion

de la integral como el drea bajo el gréfico de la funcién y = p(zx).

Ay ‘F Y
y=p(x) y=pk
h
A
L o(h)
(x,p(x))
p(x)h
| > X | | >
X X x, | : | X x+h |
a 1 2 3 b a b

Las dos propiedades mencionadas caracterizan la integral de la funcién p, mas precisa-

mente se cumple el siguiente resultado.

LEMA 2.3.
Sean a,b € R,a < by sea p : [a,b] — R una funcion continua. Entonces existe una inica
funcion G : |a,b] X [a,b] — R que satisface las siguientes condiciones
(a) G(x,z+ h) — p(x)h = o(h), h — 0 para todo x € [a,b],
(b) G(x1,x2) + G(x2,x3) = G(x1,23) para todo x1, 22, x3 € [a,b).

Ademas G es la unica solucion del siguiente problema a valor inicial

%G(a, x) = p(x), G(a,a) =0

en el intervalo (a,b).

DEMOSTRACION.
EXISTENCIA:

Considerar

Gr.y) = (R) / " ot)
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UNICIDAD:
Se va a probar primero que si G satisface (a) y (b) entonces G es solucién del problema

a valor inicial

%G(a,x) = p(x), I(a,a) =0

en el intervalo (a,b).

0t = i S
— m G(z,x + h)
h—0 h
_ lm G(z,z 4+ h) — p(x)h + p(z)h
h—0 h
. Gz, 2+ h) — p(x)h
= h @)

Ademés G(a,a) + G(a,a) = G(a,a), por lo que G(a,a) = 0.

La condicién (a) implica la continuidad a derecha de la funciéon =z — G(a,z) ya que
G(a,a+h) = p(a)h+o(h), h — 0y G(a,a) = 0. De igual manera se prueba que la funcién
x +— G(b,z) es continua a izquierda en by que G(b,b) = 0.

Sea G : [a,b] X [a,b] — R otra funcién que satisface (a) y (b).

Considérese H : [a,b] — R definida por

H(z) = G(a,z) — G1(a,x),

entonces H es continua en [a, b], diferenciable en (a,b), H(a) = 0 y H'(z) = 0 para todo

x € (a,b). Por lo tanto H = 0, de donde se concluye que
G(CL, x) = Gl (CL, %’)

para todo z € [a, b].
Por la propiedad (b) se tiene que

G(x,y) = Gla,y) — G(a, x)

Gi(r,y) = Gi(a,y) — Gi(a, z),
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por lo tanto

O

OBSERVACION 2.4. Es importante destacar que para la demostracién de la unicidad en el
lema anterior no es necesario particionar el intervalo [a, b] ni considerar sumas de Riemann.
Este resultado de unicidad esta basado en el hecho, bastante elemental de calculo que afirma

“Toda funcién con derivada nula en un intervalo es constante”.

2. Integrales definidas sin sumas de Riemann

En esta seccién se desarrolla la definicion de integral propuesta por R. Cavalcante y T.

Todorov en su trabajo [2].

Se debe comenzar por suponer que no ha sido definido ningin

concepto de integral, se va a partir del calculo diferencial basico.

Sean a,b € R, a < b, sea p: [a,b] — R una funcién continua.
Si
I:]a,b] x[a, 0] = R

es una funcion, se dira que I satisface la propiedad aditiva si se cumple

(A)  I(x,y)+ I(y,z) = I(x,2) para todo z,y, z € [a,].

Se dira que [ satisface la propiedad asintotica con respecto a p si se cumple

(B) I(z,xz+h)=p(x)h+o(h), h — 0 para todo = € [a,b], es decir
I(x,z+ h) — p(x)h

A h =Y
0, lo que es equivalente
. Iz, +h)
iy 5 =

(en los extremos del intervalo se deben considerar los limites a derecha y a izquierda respec-
tivamente).
En forma completamente andloga a la parte de la demostracion correspondiente a la

unicidad del Lema 2.3, se demuestra el siguiente resultado.
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LEMA 2.5. Sean a,b € R, a < b, sea p : [a,b] — R una funcion continua. Si existe una
funcion I : |a,b] X [a,b] — R que satisface las propiedades (A) y (B) entonces

(i) La funcién I(a,z) es solucién del problema a valor inicial

%I(a, x) = p(z), I(a,a) =0

en el intervalo [a,b] (en los extremos del intervalo se deben considerar derivadas
laterales).
(ii) I es tnica.
La propiedad de unicidad establecida en el lema anterior permite dar la siguiente defini-
cién.
DEFINICION 2.6 (Integral de Calvacante-Todorov).
Sea p : [a,b] — R una funcién continua. Si existe una funcién [ : [a,b] X [a,b] — R que
satisface las propiedades (A) y (B) se dice que p es integrable Calvacante-Todorov sobre

la,b] y se define la integral de Calvacante-Todorov de p sobre el intervalo [a, b] por

b
(CT)/ p(t)dt = 1(a,b).
OBSERVACION 2.7. Si p : [a,b] — R una funcién continua y existe una funcién
I : [a,b] x [a,b] — R que satisface las propiedades (A) y (B) ysia < a < < b en-
tonces la restriccién I|j g)x[a,5) satisface las propiedades (A) y (B) con respecto a plj.g-
Por lo tanto, si p es integrable Calvacante-Todorov sobre [a,b] y a < o < 3 < b entonces

se tiene que p es integrable Calvacante-Todorov sobre [a, 3] v

8
(cT) / plt) dt = I(a, ).

TEOREMA 2.8 (Teorema fundamental). Sea p : [a,b] — R una funcion continua. Si p es
integrable Calvacante-Todorov en [a,b], entonces p es integrable Calvacante-Todorov en |a, x|

para todo x € |a,bl, la funcion

Fz) = (CT) / o) di

es diferenciable en el intervalo (a,b) y

= (e [ owar) = pio

para todo x € [a,b).
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DEMOSTRACION. De la Observacién 2.7 sigue la integrabilidad en [a, x| para = € [a, b].
Sea [ : [a,b] X [a,b] — R definida por

I(z,y) = (CT) /y p(t) dt.

Entonces [ satisface las propiedades (A) y (B).
Por la propiedad (A) se tiene que

I(a,x +h)—I(a,z) = I(z,x + h),

combinado esto 1ltimo con la propiedad (B) se obtiene

a ((CT) / " dt) i I(a,z +h) — I(a, )

de —0 h
— m I(x,x + h)
h—0 h
= p(x).

O

TEOREMA 2.9 (Teorema débil de existencia). Sea p : [a,b] — R una funcion continua.

Si p posee una antiderivada R en [a,b], entonces p es integrable Calvacante-Todorov en [a, b]

Y

(CT) /b p(t)dt = R(b) — R(a).
DEMOSTRACION. [ : [a,b] X [a,b] — R definida por
I(z,y) = R(y) — R(x).
Entonces I satisface las propiedades (A) y (B), por lo tanto
(T) / () di = T(a.5) = R(b) — R(a).
U

Del Teorema Fundamental del Célculo para la integral de Riemann sigue inmediatamente

el siguiente resultado.

COROLARIO 2.10. Si p : [a,b] — R es una funcion continua que posee antiderivada

entonces

b b
(cT) / o(t) dt = (R) / o(t) dt.



3. RESULTADO GENERAL DE EXISTENCIA 21

3. Resultado general de existencia

La sencilla, pero rigurosa, teoria que se ha desarrollado en la Secciéon anterior, es lo
suficientemente poderosa para sustentar la mayoria de los temas relacionados con la integral
y sus aplicaciones, en los comienzos de un curso tipico de calculo.

Sin embargo, para poder trabajar con integrales de funciones cuya primitiva no se puede
expresar en términos de funciones elementales, como fab e dr y fab sin(z?)dx es necesario
un resultado mas general de existencia.

Se va a probar el siguiente resultado de existencia, que extiende el que ya fue probado.

TEOREMA 2.11 (Resultado general de existencia). Sea p : [a,b] — R wuna funcion
continua. Entonces p posee una antiderivada en (a,b) y por lo tanto es integrable Calvacante-

Todorov sobre [a, b].

Para demostrar este resultado de existencia sera necesario considerar particiones del
intervalo [a,b] y sumas de Darboux. Ademas se necesitan ciertos resultado previos que se
dan a continuacion.

La nociones de suma superior, suma inferior, particién, etc que aparecen y se usan a
continuacion son las ya dadas en el Capitulo [1.

Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sean x,y € R tales que a <z <y < b.
De acuerdo a las definiciones ya dadas una particion del intervalo [z,y] es un conjunto de
la forma P = {xg,x1,...,2,},donden € Ny x =z < 27 < ... < x, = y. El conjunto de
todas las particiones de [z, y| se denotard por Plz,y].

Sea p : [a,b] — R una funcién continua y sea P = {x¢, x1,...,x,} una particién de [z, y].

Entonces, de acuerdo a las definiciones dadas en el capitulo anterior, si

my =min{p(t) : v <t <ap}, y My =méx{p(t) : zp_1 <t <},

L(p, P) =Y mu(w — 1)

Ulp, P) = ZMk(Ik - Tp-1),
k=1

son las sumas inferiores y superiores de p(t) con respecto a la particién P.
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Seanx,y,z € Ria<zr<y<z<bSiPePlryyQ € Ply,z] entonces PUQ € Plz, 2]

y se tiene que

L(p,P)+ L(p,Q) = L(p, PUQ)

Up, P) +U(p,Q) =U(p, PUQ).
El siguiente resultado es sencillo de probar y se puede encontrar en cualquiera de las

referencias [1, 4, 5].

PROPOSICION 2.12. Sea p : [a,b] — R una funcidén continua y sean P y Q dos particiones
de [a,b]. Sim =min{p(t) : a <t <b} y M =max{p(t) : a <t <b}, entonces

m(b—a) < L(p,P) <U(p,Q) < M (b— a).

TEOREMA 2.13. Sea p : [a,b] — R una funcidn continua, entonces para cada € > 0 existe

una particion P de [a,b] tal que U(p, P) — L(p, P) < e.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0, como p es continua, es uniformemente continua en [a,b] y

por lo tanto existe § > 0 tal que si t,t' € [a,b] y |t — | < J, entonces

5
t)—p(t)] < :
olt) = (0] < 57—
Sea P = {xg,z1,...,x,} una particién de [a,b] tal que xp —xp_1 < d para k =1,...,n.
Entonces, siguiendo la notaciéon ya establecida
My, — <
BT S 2(b—a)

y por lo tanto
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.11.

Se debe probar que existe una funcién I : [a, b] X [a,b] — R que satisfaces las propiedades
(A) y (B) enunciadas al principio de la Seccién 2.

PRIMER PASO: Definir I(x,y).

Primero sean z,y € R tales que a <z <y < b.

Por la Proposicién 2.12 el conjunto {L(p, P) : P € Plx,y]} estd acotado superiormente
por (max{p(t) : v <t < y})(y — ).

Para =,y tales que a < x <y < b, sea

I(z,y) =sup{L(p,P) : P€Plz,yl}.

En los otros casos se define I(x,2) =0y I(z,y) = —I(y,z) sia <y <z <b.
SEGUNDO PASO: Probar que

lim I(z,x+ h) — p(z)h

i N =0.

Por la Proposicién 2.12/ se tiene que
(min{p(t) : e <t <z +h})h <I(x,x+h) < (max{p(t) : © <t <x+ h})h,

para h > 0.

Por la continuidad de p se tiene que

. I(x,z+h)

h—0+ h - p(x)

Por otra parte, también se tiene que
(min{p(t) : e —h<t<z}h)h<I(zr—h,z) < (max{p(t) : © —h <t <z})h,

para h > 0, luego

lim Hz,w +h) = lim —l+h2)
h—0~ h h—0~ h
I(x — h,x)
—
B0t h
= plz)

TERCER PASO: Probar que [(z,2) = I(z,y) + [(y,2) sia<x<y<z<b
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Notar que si ¢ y d son nimeros reales tales que a < ¢ < d < b entonces, por la definicién de
I(e,d) se tiene que L(p, P) < I(¢,d) y por la Proposicién 2.12 se tiene que I(c,d) < U(p, P)
para toda P € Plc,d].

Sean z,y, z tales que a < x <y < z < b. Sean P € Plx,y] y Q € Ply, z]. Entonces se

cumple que

ya que P U(Q € Pz, z]. Por lo tanto
L(p>P) +L(pvQ) - U(pvqu) < [(l'7y) —FI(y,Z) —[(ZL‘,Z)

<U(p,P)+U(p,Q) — L(p, PUQ)

Por el Teorema 2.13], dado € > 0 es posible elegir las particiones P € Plz,y| y Q € Ply, 2]

(2.1)

de manera que

U(p7p)—L(p,P) <

Do M

Up.Q) = L(p, Q) < 5.

Como L(p, P)+ L(p,Q) = L(p, PUQ) y U(p, P)+U(p,Q) = U(p, PUQ), de la desigualdad
(2.1) se deduce que
—e<I(x,y)+I(y,2) — I(z,2) <e¢

y por lo tanto
I(z,2) =I(z,y) + I(y, 2).
CUARTO PASO: Probar que I(x,z) = I(z,y) + I(y, z) para x,y, z € [a,b)].

Sean x,y, z € [a,b] tales que a < x < z < y < b, entonces
I(z,y)=1(x,z)+ 1(z,y).
Como I(y,z) = —1(z,y) se obtiene
Iz, z) =1(x,y) + I(y, 2).
El resto de los casos posibles se trata de manera analoga. 0

Combinando el Teorema 2.11 con el Corolario 2.10! se obtiene el siguiente resultado.
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TEOREMA 2.14. Toda funcion continua p : [a,b] — R es integrable Calvacante-Todorov y

(cT) / o(t) di = (R) / o(t) dt.

OBSERVACION 2.15 (Linealidad de la integral).
Habiendo probado que toda funciéon continua posee antiderivada, una consecuencia del

Teorema 2.9 es que si f y g son funciones continuas y ¢, cs € R, entonces

(CT) / b[cl F(@) + eag(@))dz = &1 ((CT) / ’ f(a:)da:) + s ((CT) / b g(x)dx).



CAPITULO 3

Area, longitud de arco y volumen

Este capitulo esta dedicado a desarrollar la Seccién 4 del trabajo de Calvacante y Todorov
[2]. En esta parte del trabajo desarrollan ideas para introducir los conceptos de drea bajo una
curva, longitud de arco y volumen de un sélido de revolucién, basdndose en su construccién
de la integral. Los autores consideran que esta es una presentacion mas intuitiva, sencilla y
comprensible que la usual y que le da un gran valor didactico a la forma en que presentan

la integral.

Solamente se consideran integrales de funciones continuas. Si f es continua en [a,b] la

integral de f sobre [a, b] se denotard simplemente por

/a o)t

y se supondra que esta integral ha sido definida de acuerdo a la Definicién 2.6.

1. Area bajo una curva

DEFINICION 3.1 (Area Bajo la Curva).
Sea f :[a,b] — R una funcién continua tal que f(z) > 0 para todo z € [a, b].
Si A [a,b] X [a,b] — R es una funcién en dos variables que satisface las siguientes dos
propiedades
(a) A(xy,z2) + A(z2, 23) = A(1,23) para todo x1,xe, 23 € [a,b],
(b) A(z,x + h) = £R(z,x + h) + o(h) cuando h — 0+ para todo = € [a,b], donde
R(x,z + h) denota el drea del rectangulo con vértices (x,0), (z + h,0), (x + h, f(z))
y (2, f(z)),

entonces el nimero A(a,b) es llamado el drea bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a,b].

La definicién anterior puede ser facilmente ilustrada y justificada intuitivamente a través

de la siguiente figura.

26
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Ay
y="f(x)
h
A
| oh
(x,f(x))
—_— R(x,x+h) =f(x)h
: ——
a X X+h b

Se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2. Si f : [a,b] — R es una funcion continua tal que f(x) > 0 para todo
x € [a,b]. Entonces existe A(a,b), el drea bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a,b].

Ademdas A(a,b) es unica y
b
A(a,b) = / f(t)dt

DEMOSTRACION.

Como R(z,x + h) = f(x)|h|, la funcién A debe satisfacer
A(x,x 4+ h) = £R(x,x + h) + o(h) = £f(x)|h| + o(h) = f(x)h + o(h), h — 0.
Por otra parte se tiene que si A(z,y) = f; f(t) dt entonces
A(x,x + h) = f(x)h+ o(h), h — 0.
Para h — 0%
A(x,z+ h) = f(x)h + o(h) = f(x)|h| + o(h) = R(x,z + h) + o(h).
Como A(x + h,z) = —A(z,z + h), para h — 0~ se tiene

A(z,x+ h) = —A(x,z+ h) = —f(x)h + o(h) = f(x)|h| + o(h) = —R(x,z + h) + o(h).
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Por la definicién de integral de Calvacante-Todorov (Definicién 2.6) y el resultado de

unicidad dado en el Lema 2.5 se tiene que

)
Awy) = [ f0yat,
por lo tanto A(a,b) es tnica y

Ala,b) = / F(t) dt.

2. Longitud de arco

DEFINICION 3.3 (Longitud de Arco).
Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable y con derivada continua.
Si L : [a,b] X [a,b] — R una funcién de dos variables que satisface las siguientes dos
propiedades
(a) L(zq,72) + L(xe,z3) = L(x1, x3) para todo x1,xs, x3 € |a, b],
(b) L(z,x + h) = £D(x,x + h) + o(h) cuando h — 0+ para todo = € [a,b], donde
D(x,z 4+ h) es la distancia euclidiana entre los puntos (z, f(z)) v (x + h, f(x + h)),

entonces el nimero L(a, b) es llamado Longitud de Arco de la curva y = f(x) entre los puntos

(a, f(a)) y (b, f(b)).

La definicion anterior puede ser justificada intuitivamente de la siguiente manera:
Para simplificar los argumentos se supondra que h es positivo y que f'(t) es positivo para
t en el intervalo [x,x + h].

A Y
y="f(x)

(x+h, f(x+h))
D(x,x+h)
(x+h, f(x)+f'(x) h)
(x,f(x)
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La figura sugiere (por supuesto, bajo ciertas condiciones de regularidad) que L(x,x + h)
estd acotado inferiormente por D(z, x + h) y superiormente por la longitud del segmento que
une los puntos (z, f(x)) vy (x + h, f(x) + f'(x)h) mas la longitud del segmento que une los
puntos (z + h, f(z) + f'(x)h) y (x + h, f(z + h)).

Por lo tanto

D(x,+h) < L(z,x +h) < /B2 + (f'(2)h)? + fz + h) = f(z) = f'(2)h,
como f(z+ h) — f(x) — f'(x)h = o(h) se obtiene
0< L(z,z+h)—D(z,x+h) < hy/1+ (f'(z))?>+0o(h) — D(z,z + h).

Por otra parte

D(z,z+h) = /h2+ (f(z +h) — f(2))?

= /12 + (f'(x)h + o(h))?

- h\/ L (e R (2

de donde se concluye que L(x,z + h) — D(z,x + h) estd acotado superiormente por

(7))2 e oy 21 (@)o(h)h o(h))*
/14 (F'(2)) +o<h>—h\/1+<f<x>> i *( h )

y por lo tanto

h

tiende a 0 si h — 0.

A partir de la definicién de longitud de arco se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.4. Sea f : [a,b] — R wuna funcion diferenciable y con derivada continua.
Entonces eziste L(a,b), la longitud de arco de la curvay = f(z) en el intervalo [a,b]. Ademds

L(a,b) es unica y

b
L(a,b) = / V14 (f'(x))%d.
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DEMOSTRACION.
Sea Ay = f(x + h) — f(x), entonces Ay = f'(x)h+ o(h), h — 0. Se tiene que la funcién

L debe satisfacer

L(z,z 4+ h) = +D(x, 2+ h) 4+ o(h) = h? + Ay? + o(h)

—i|h|\/1+ h+0 )+0(h)
:h\/1+(f’(x))2+2f (9220( ) + (0(:)> + o(h)
:h\/l—l—(f’(:v))2+o(h)/h +o(h)

= :w FP@P + VLT (F@) +ol)/h— VIT (F@)] + ofh)

o(h)/h
Vi +o(h)/h+ 1+ (f(x))?

—h [VTF (@) +o<h)/h]+o(h):h 1+ (J'(2))2 + o(h) + o(h)

=h + (f'(z)

+o(h)

= hy/ 1+ (f'(2))* + o(h)

Por otra parte si
y
L) = [ VT F@R
entonces

L(xz,x+h) =h\/1+ (f'())?>+o(h), h — 0.

Por la definicién de integral de Calvacante-Todorov (Definicién 2.6) y el resultado de

unicidad dado en el Lema 2.5 se tiene que

Liz,y) = / VT FOR L,

por lo tanto L(a,b) es unica y

L(a,b) :/ I+ (FORdr.
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3. Volumen de un sdélido de revolucién

En esta seccién se da una justificacion de la férmula para el volumen de un sélido de
revolucién, utilizando lo que se conoce como el “método de la conchas cilindricas” en el

calculo elemental.

DEFINICION 3.5 (Volumen de un sélido de revolucién).
Sean a,b € R tales que 0 < a < by sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que
f(z) > 0 para todo x € [a,b].
SiV :|a,b] x|a,b] — R una funcién en dos variables que cumple las siguientes condiciones
(a) V(xq,x9) + V(x2,23) = V (21, 23) para todo 1, xa, x5 € [a,b],
(b) V(xz,x + h) = £U(x,x + h) + o(h) para h — 0+ si = € [a,b], donde U(x,x + h)
es el volumen de la concha cilindrica obtenida al rotar el rectangulo con vértices

(x,0), (x + h,0), (z+ h, f(x))y (z, f(x)) al rededor del eje y (ver figura),

entonces el nimero V(a,b) es llamado volumen del solido de revolucion alrededor del eje y

de la region 0 <y < f(z), a <z <b.

La definicion anterior se puede justificar intuitivamente de la siguiente manera:

Para simplificar los argumentos se supondra que h es positivo y que f es creciente en el
intervalo [x,x + h].

La diferencia entre el volumen V' (z,z + h) del sélido obtenido al rotar alrededor del eje

y la regién definida por
{(t,y) : 0<y < f(t), x<t<x+h}

y el volumen U(z,z + h) de la concha cilindrica que corresponde a rotar alrededor del eje y
la region

{(ty) : 0<y<flx), v<t<z+h}
se puede acotar por el volumen obtenido al rotar alrededor del eje y la region definida por

{ty) : f@)<y<flz+h), z<t<z+h}

El volumen de este ultimo sélido es

w((z+h)* = 2°)(f(z + h) - f(2)).
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Efectuando las operaciones y usando que f(z + h) — f(z) = f'(x)h + o(h), h — 0 se

obtiene

V(z,z+h) — Ulx,z + h) = 7(2zh + h?)(f'(z)h + o(h))
= hr(2z + h)(f'(z)h + o(h)),

de donde se deduce que

V(z,z+h) —U(x,x + h)

h
tiende a 0 si h — 0.
N y
= y=f)
x
x+h I
-
————
@D _If(x)
— e — R

De la definicién de volumen de un sélido de revolucion se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.6. Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua tal que f(x) > 0 para todo
x € [a,b] y0 < a<b. Entonces existe V(a,b), el volumen del sdlido de revolucion alrededor

del eje y de la region 0 <y < f(z), a <x <b. Ademds V (a,b) es inico y

b
V(a,b) = 27r/ xf(x)dx

DEMOSTRACION.

El volumen de la concha cilindrica es

U(z,z + h) = |r(z + h)* — 72| f(z).
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Por lo tanto debe cumplirse
V(z,z+h)=2xU(x,x+h)+o(h) ==+ |7r(x +h)? — 7rx2| f(z)+o(h)
= £ |w(2zh + b?)| f(z) + o(h) = 27z f(z) |h| + 7 f (x)h* + o(h)

= +2naf(x)|h| + o(h) = 27z f(x)h + o(h), h — 0.

Nuevamente por la definicién de integral de Calvacante-Todorov (Definicién 2.6) y el resul-

tado de unicidad dado en el Lema 2.5/ se tiene que

Viz,y) = 2 /y LE(E) dt.

T

Por lo tanto V'(a,b) es tnico y

b
V(a,b) = 27r/ xf(z)dz.
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