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Prodlogo

La naturaleza esencialmente abstracta de las matematicas y el énfasis que hace en el
rigor légico de sus argumentos son sin duda dos de sus caracteristicas mas importantes.
El estudiante que inicia su estudio se enfrenta precisamente con esas dos dificultades: la
abstraccion y el rigor légico. Estas dificultades estan intimamente ligadas entre si a través
del lenguaje especial usado para enunciar, transmitir y crear el conocimiento matematico.
En la primera etapa de sus estudios el estudiante necesita conocer el lenguaje de la logica
y el de los conjuntos. Una vez que esté familiarizado con ellos podra enfrentar con éxito
el otro aspecto de las matemdticas que mencionamos al comienzo: el rigor légico de los
razonamientos usados para justificar los resultados.

En estas notas presentamos algunas de las ideas y herramientas basicas que necesitara un
estudiante de matematicas durante todos sus estudios de licenciatura. Creemos que, a pesar
de la naturaleza abstracta de las matematicas y de su parafernalia simbdlica, sus ideas fun-
damentales se pueden presentar de tal manera de convencer al estudiante que la matematica
no es sélo una larga cadena de teoremas entrelazados entre si.

El libro consta de 4 capitulos. En el primero estudiamos los rudimentos de la logica
simbodlica. El capitulo 2 contiene las nociones basicas de la teoria de conjuntos que seran
usados en practicamente todos los estudios de matematicas. En general, hemos tratado de ir
aumentando gradualmente el rigor en la presentacion de las demostraciones. En el capitulo
3 trataremos la induccion matematica. Por tltimo, en el capitulo 4 daremos una breve intro-
duccién a los nimeros enteros, presentando las nociones basicas de la teoria de niimeros. En
este capitulo el lector se encontrard, quiza por primera vez, con las demostraciones rigurosas.
Creemos que la teoria de ntimeros es un tema apropiado para que un estudiante se inicie en
los métodos de demostracion.

La primera version de estas notas se hizo entre los anos 1997 y 1999 para usarse con
los estudiantes de primer semestre de la licenciatura de matematicas de la Universidad de
Los Andes. Desde entonces han sido objeto de varias revisiones. En varios momentos de su
elaboracion hemos consultado los libros [1, 4, 7, 9, 11, 13, 14]. Deseo agradecer a Hernando
Gaitan, Olga Porras, Oswaldo Araujo, Juan Rada, Ernesto Zamora, Ramén Pino Pérez,
Giorgio Bianchi, Maria Gonzalez, Francisco Guevara, Cristobal Rodriguez y Claribet Pina
quienes han usado estas notas y me han hecho observaciones y sugerencias.

Carlos Uzcétegui.
Mérida, Marzo de 2011.
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Capitulo 1
Logica Simbdlica

En matematicas es fundamental poder reconocer cuando un razonamiento es correc-
to y también saber céomo construirlo. Veamos un ejemplo sencillo de un razonamiento en
matematicas. Supongamos nos dicen que cierto niimero entero positivo es menor que 14. Nos
dicen ademas que el niimero en cuestion es divisible por 3 y que al sumarle 2 obtenemos un
numero divisible por 4. ;Podemos a partir de esta informacion inferir cual era el niimero?
Veamos. Como el nimero buscado es divisible por 3 y menor que 14, entonces el niimero
debe ser alguno de los siguientes: 3, 6, 9 o 12. Pero también nos dicen que al sumarle 2 es
divisible por 4. Sumemos 2 a cada uno de los niimeros que vimos eran una posible solucién y
obtenemos: 5, 8, 11 y 14. Como entre estos, el 8 es el tinico que es divisible por 4, concluimos
que el nimero buscado es el 6. ; Por qué es correcto este razonamiento? ;Qué es lo que hace
a este argumento inobjetable? Aclarar estas preguntas es el objetivo de este capitulo.

La légica es la disciplina que se ocupa del estudio de los razonamientos, deducciones e
inferencias. Por “razonamiento” entendemos un proceso donde se concluye una afirmacién
a partir de un conjunto de afirmaciones. Diremos que el razonamiento es “correcto” si cada
vez que las afirmaciones iniciales son verdaderas también lo es la afirmacién inferida. Una
parte importante de la logica esta dedicada al estudio de los razonamientos correctos. Los

razonamientos en matematicas deben ser de ese tipo y solamente de ellos hablaremos en este
libro.

En este capitulo lo primero que haremos es precisar que tipo de afirmaciones podemos
usar en los razonamientos y después veremos cuales son las reglas que permiten inferir una
afirmacién a partir de otras. Fundamentalmente nos ocuparemos de la parte de la logica
llamada légica proposicional, que trata de la propiedades formales de las proposiciones
y de las reglas de inferencia. Todo esto con el fin de facilitar el aprendizaje de métodos
para hacer demostraciones que son una herramienta imprescindible para el estudio de las
matematicas. El lector interesado en profundizar el estudio de la logica puede consultar los
libros [12, 14].



1.1. Proposiciones y tablas de verdad

Ya hemos dicho que para entender cuales razonamientos son correctos, debemos en primer
lugar determinar el tipo de afirmaciones permitidas en los razonamientos. Ese es el objetivo
de esta seccion.

Una proposicion es una afirmacién de la que podemos decir, sin ambigiiedad, si es
verdadera o falsa. Las proposiciones corresponden a las oraciones declarativas del lenguaje
espanol.

Ejemplos 1.1. Las siguientes afirmaciones son proposiciones:
1. Mérida es el nombre de una ciudad andina.
2. 1+1=2.
3. 1+1=3.
4. 91245 _ 31001
5. El dia 15 de julio de 2008 llovié en la ciudad de Mérida (Venezuela).
6. El cuadrado de todo ntimero par también es par.
7. Todo entero par mayor que 4 es la suma de dos niimeros primos.

La oracién 5 es una proposicién pues obviamente es verdadera o falsa, aunque lo més
probable es que ninguno de los lectores pueda decir si es o no verdadera (pero el autor si
lo sabe). La oracién 6 es una proposiciéon pues uno acepta, al menos intuitivamente, que lo
que dice debe ser verdadero o falso, aunque en este momento no veamos como decidir cual
de las dos alternativas se cumple. De hecho, esta proposicién es verdadera. Por otra parte,
cualquiera que entienda lo que dice la oracion 7 deberia aceptar que es verdadera o falsa.
Sin embargo, hasta hoy no se sabe si es verdadera o falsa. Esta proposicién se conoce como
la conjetura de Goldbach (matemdtico Prusiano quién en 1742 propuso este problema) .

Ol

Ejemplos 1.2. Las siguientes oraciones no son proposiciones:
1. Espérame!
2. jPor qué estudias mateméaticas?
. r+y==zx
4. jA estudiar!

5. El es un estudiante.

'El simbolo O lo usaremos para indicar que hemos terminado una definicién, una demostracién o la
presentacién de un ejemplo.



La oracién 3 no es una proposicion, pues no hemos especificado el significado de los
simbolos x e y y por esto no podemos decir si es verdadera o falsa. Si dijéramos que

x4y =x para algin z,y € Z,

entonces esa afirmaicion es una proposicion verdadera. Pues tenemos, por ejemplo, que cuan-
doxr =1y y =0 secumple que z + y = x. La oraciéon 5 tampoco es una proposicion pues
no se sabe a quien se refiere el pronombre “El”. O

1.1.1. Conectivos légicos

Las proposiciones se pueden combinar para obtener otras proposiciones utilizando los
conectivos l6gicos (también llamados enlaces). Los conectivos son los siguientes:

»

Negacion: “ No tengo frio
Disyuncién: “ El carro es de color rojo o blanco
Conjuncion: “5H < 8 y 13 < 27"

Condicional: “ 8% llueve, entonces no voy al cine
Bicondicional: “ Voy al cine st, y sélo si, no llueve”.

»

”

Una proposicién que no contenga ningin conectivo se dice que es una proposicién
simple, también se les llama proposiciones atémicas. Por ejemplo, la afirmacién “3* es
menor que 100”7 es una proposicion simple. Las proposiciones que contengan algiin conectivo
se llaman proposiciones compuestas. Un ejemplo de proposicion compuesta es “ 3 es un
numero impar y 28 es par”.

En general, la oracién declarativa con que se expresa una proposicion puede ser larga y
compleja y por esto es conveniente, para simplificar su presentacion y manipulacién, susti-
tuirla por un letra. Usaremos las letras P, ), R--- para simbolizar proposiciones. De igual
manera, los conectivos seran representados en forma simbodlica de la siguiente manera:

para la negacién
para la disyuncién
para la conjuncion
para el condicional
para el bicondicional

I 1l >< 4

-P selee “no P”

PVv(@ selee P6Q

PAQ selee Py(Q
P — (@ selee Si P, entonces ()
P~ (@ selee P si, ysolosiQ




Ejemplo 1.3. Considere las siguiente propocisiones:

P = “esta lloviendo”
@@ = ‘el Sol esta brillando”
R = “hay nubes en el cielo”

Con estas tres proposiciones simples podemos construir varias proposiciones compuestas
como se ilustra a continuacion.

Esté lloviendo y el Sol esta brillando PAQ
Si estd lloviendo, entonces hay nubes en el cielo P—R
Si no esta lloviendo, entonces el Sol no esta brillando

y hay nubes en el cielo -P — (mQ A R)
El Sol esta brillando si, y sélo si, no esté lloviendo Q — P
Si no hay nubes en el cielo, entonces el Sol esta brillando -R—Q

|

Ejemplo 1.4. Sean P, () y R como en el ejemplo 1.3. Considere las siguientes proposiciones
compuestas.

1. (PNQ)— R
2. °P < (QVR)
3. °(PVQ)AR
4. (P—R)—Q

5. ~(P < (QVR))

La primera de ellas dice “Si esta lloviendo y el sol esta brillando, entonces hay nubes
en el cielo”. La tercera podria traducirse como: “no es el caso que esté lloviendo o el sol
esté brillando, pero hay nubes en el cielo”. Se recurrio6 a la frase “pero...” en lugar de “y...” para
indicar que la frase que seguia no estaba afectada por la expresion “no es el caso”. Dejamos
a cargo del lector traducir las otras proposiciones a oraciones en espanol. Tenga presente que
al hacerlo puede obtener oraciones, como antes, que no son de uso frecuente en espanol.

O

Existen dos tipos de disyuncion: La inclusiva y la exclusiva. Un ejemplo de disyuncion
exclusiva se encuentra en la frase “O corre o se encarama”. En cambio la “0” en su sentido
inclusivo la encontramos en la frase “Los que estén hablando o estén de pie”. La disyuncién
inclusiva se usa cuando ambas alternativas son posibles (o permitidas). En cambio, se usa la
disyuncion exclusiva cuando sélo una de las alternativas es posible. En matematicas usaremos
tinicamente la disyuncién en su sentido inclusivo. 2

2El sfmbolo V para la disyuncién viene de la palabra latina vel que significa “o” [12].
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Las proposiciones que tienen la forma
“Si P, entonces QQ”

se llaman proposiciones condicionales. P se llama antecedente y () consecuente. Usando
la notacién simbdlica, las proposiciones condicionales se denotan por P — Q).
La reciproca de una proposicion condicional P — @ es la proposicion

Q— P

La contrarreciproca (también llamada contrapositiva) de una proposicién condicional
P — (@) es la proposicion

Ejemplo 1.5. Considere la proposicion
Si estd lloviendo, entonces hay nubes en el cielo.

Usando la notacién del ejemplo 1.3 podemos expresar simbdlicamente esta proposicién por
P — R. La reciproca expresada simbodlicamente es R — Py dice

St hay nubes en el cielo, entonces estd lloviendo
En cambio la contrapositiva, que simbdlicamente se escribe =R — =P, dice
Si no hay nubes en el cielo, entonces no estd lloviendo.
O

Ejemplo 1.6. En este ejemplo calcularemos la negacion de algunas proposiciones. Usaremos
las proposiciones presentadas en el ejemplo 1.3.

1. La negacién de
Esta lloviendo y el Sol estd brillando

es
No estd lloviendo o el Sol no estd brillando.

Es decir, la negacién de una proposicion de la forma P A @) dice lo mismo que la
siguiente proposicion
=PV Q.

2. La negacion de
Esta lloviendo o el Sol estd brillando

es
No estd lloviendo y el Sol no estd brillando.

Pero usualmente decimos: Ni estd lloviendo ni el sol estd brillando.

Es decir, la negacién de una proposicion de la forma P V @) dice lo mismo que la
proposicién siguiente
P A=Q.



3. La negacion de
St esta lloviendo, entonces hay nubes en el cielo

es
Esta lloviendo y no hay nubes en el cielo.

La negacion de un proposicion condicional P — @) dice lo mismo que la proposicion

P A=Q.

Por 1ltimo, queremos hacer un comentario sobre la expresién
“P si, y solo si, Q7.
Aqui tenemos la conjunciéon de dos expresiones. La primera es
14 : 2
P,siQ.
La cual expresa lo mismo que la condicional “ si (), entonces P”. La segunda expresion es
)
13 4 : 2
P, sélo si Q7.

Esta proposicién dice que P ocurre solamente si () ocurre. Por esto decimos que () es una
condiciéon necesaria para que P ocurra. En otras palabras, cada vez que P se cumple,
necesariamente () también. Por esto, esa expresién equivale a decir que “Si P, entonces ()”.
Por ejemplo, la proposicion “ Iré a la playa, sélo si Gabriela me acompana” se interpreta
como “ Si voy a la playa, entonces Gabriela me acompana”. Pues si realmente fui a la playa,
necesariamente Gabriela me acompand.

En resumen, el significado de P « @) es el mismo que la conjuncién de P — Q y Q — P.

Ejercicios 1.1.1

1. ;Cuales de las siguientes son proposiciones? En caso que sea un proposicién diga si es
verdadera o falsa.

5+2="7.
24 < 32,

El Presidente actud en contra de la Ley.

a
b
c

d

e

f

Tu voto es tu opinion.
JTe duele?

)
)
)
)
)
) Me duele.



9)
h)
i)

)

J

El polo norte es frio y el polo sur es caliente.
Perro que ladra no muerde.
Si llueve el miércoles, no saldremos de paseo.

Si Venezuela gana el campeonato, entonces Colombia pierde.

2. Sean P, ) y R las proposiciones siguientes:

= “Juan llega demasiado pronto”
“Maria llega demasiado tarde”
= “El jefe se molesta”

P
Q
R

Traduzca las siguientes oraciones a notacion légica utilizando las letras P, ), R y los
conectivos 16gicos.

Si Juan llega demasiado pronto ¢ Maria demasiado tarde, entonces el jefe se
molesta.

Si Maria llega demasiado tarde, entonces Juan no llega demasiado pronto.
O el jefe se molesta 6 Maria no llega demasiado tarde.
Maria llega demasiado tarde, Juan llega demasiado pronto y el jefe se molesta.

Si el jefe no se molesta, entonces Juan no llega demasiado pronto y Maria no llega
demasiado tarde.

O Maria no llega demasiado tarde o Juan llega demasiado pronto.

Si Maria no llega demasiado tarde y Juan no llega demasiado pronto, entonces el
jefe no se molesta.

3. Traduzca cada una de las siguientes oraciones a notacién légica de manera andloga a
lo hecho en el ejercicio 2 (introduzca las letras que le haga falta).

El niimero de cédula de Genaro es menor que 5 millones o es mayor que seis
millones.

Alejandra esta comiendo, bebiendo y divirtiéndose.
El gordo Alberto vive para comer y come para Vvivir.

O yo estoy equivocado, o la pregunta niimero uno es cierta y la pregunta nimero
dos es falsa.

Si el libro cuesta més de Bs. 20, entonces Ramoén no podra comprarlo.

Si el nimero en la pantalla es menor que cuatro o mayor que diez, entonces no es
igual a seis.

4. Niegue las siguientes proposiciones:



a) Ganaremos el primer partido o el segundo.
b) 5> 3.

c) Las rosas son rojas y las margaritas amarillas.
d)
e) Si 2! < 3% entonces 1010 < 15.

Alejandra quiere comer fruta pero no helado.

5. Proporcione la reciproca y la contrapositiva de cada una de las siguientes proposiciones.

a) Si soy listo, entonces soy rico.
b) Si2+2 =4, entonces 2+ 4 = 8.

c) Si Juan llega demasiado pronto 6 Maria demasiado tarde, entonces el jefe se
molesta.

6. Considere la proposicién “si a es un nimero real y a > 0, entonces a?> > 0 7.

a) Proporcione la reciproca y la contrapositiva de la proposicion.

b) ;Cudl (o cuéles) de las siguientes proposiciones es verdadera: la proposicién orig-
inal, la reciproca o la contrapositiva?

1.1.2. Tablas de verdad

En la introduccién de este capitulo dijimos que para razonar correctamente debemos
garantizar que a partir de proposiciones verdaderas se infiera otra proposicion verdadera. Por
esto es fundamental poder decidir cuando una proposicién es verdadera. Dijimos que una
proposicién es una afirmacion que es verdadera o falsa, no puede ser ambigiia. Ahora bien,
las proposiciones compuestas pueden ser complejas. Por ejemplo, considere una proposicién
que tenga la siguiente forma

(P—=@Q) A (Q—R))—(P—R).

Aun sabiendo cuales de las proposiciones P, ) y R son verdaderas, no es del todo claro como
decidir si la proposicién de arriba es verdadera o no. Este es el problema que analizaremos
en esta seccion.

Comenzaremos con un ejemplo relativamente sencillo. Considere las siguientes proposi-
ciones:

P o= “20<3
Q — “3 <167
R = “ 22999 < 121000 ”

/Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas (y en consecuencia, cudles son
falsas)?: PV Q, PANQ, P — @, -P, R — @, R A P. Antes de dar respuesta a estas
preguntas, debemos saber cuales de las proposiciones P, () y R son verdaderas. Un céalculo



sencillo nos muestra que P es falsa pues 2° = 32 y 3% = 27. Q es verdadera. Es claro que R es
una proposicién pues necesariamente alguna de las siguientes dos alternativas se cumple: (i)
22999 < 121000 ¢ (jj) 22999 £ 121000 Dejaremos al lector averiguar cual de las dos alternativas
se cumple.

(i) Podemos concluir que P V @ es verdadera, pues al menos @ lo es. Note que también
podemos afirmar que @) V R es verdadera, aun cuando no sabemos si R es verdadera o
no.

(ii) La proposicién PAQ es falsa, pues P es falsa. Lo mismo ocurre con PAR. jQué podemos
decir acerca de Q) A R? Hasta tanto no resolvamos si R es verdadera o no, no podemos
decir nada.

(iii) La proposicién =P es verdadera, pues P es falsa.

(iv) Un momento de reflexién deberfa convencer al lector que una proposicién condicional
“Si .S, entonces T'” solamente puede ser falsa, cuando S es verdadera y T no lo es. En
todos los otros casos necesariamente es verdadera (pues no hay otra alternativa). Por
esto () — P es falsa, pues () es verdadera y P no lo es. Por la misma razon tenemos
que R — @ es verdadera, independientemente de si R es o no verdadera.

Los valores de verdad son las dos alternativas que tenemos para una proposicion:
ser verdadera o ser falsa. Seran denotados, respectivamente, con las letras V y F. Si una
proposicién es verdadera diremos que su valor de verdad es V y si es falsa, diremos que es F.

Ahora veremos algo fundamental para todo lo que sigue en este capitulo. Volvamos al
ejemplo al comienzo de esta seccion. Si en lugar de las proposiciones P y () usamos las
siguientes (P’ se lee P prima).

P/ — « 24 < 32 ’”
Ql — “ 5 < 10 b

Entonces Py P’ son ambas falsas y ) y (0 son ambas verdaderas. Deberfa ser claro que
al igual que antes tenemos que P’V Q' es verdadera; P’ A Q' es falsa; =P’ es verdadera y
Q' — P’ es falsa. Lo mismo es vélido si en lugar de P colocamos cualquier otra proposicion
que sea falsa y en lugar de () usamos cualquier otra proposiciéon que sea verdadera.

En resumen tenemos que:

El valor de verdad de una proposicion compuesta
depende ezclusivamente de los valores de verdad
de las proposiciones simples que aparecen en ella.




Por lo dicho arriba, en el estudio de la légica proposicional no trabajaremos con proposi-
ciones concretas, en su lugar usaremos simplemente letras que llamaremos variables proposi-
cionales (a veces también las llaman letras proposicionales). Con estas variables y los conec-
tivos 1égicos se construyen las féormulas proposicionales de la misma manera que se cons-
truyeron las proposiciones compuestas. Usaremos letras mintsculas p, ¢, r, etc. para denotar
las variables o férmulas proposicionales y dejaremos las mayusculas para denotar proposi-
ciones.

Si cada una de las variables que aparecen en una férmula proposicional se sustituye por
una proposicién se obtiene una proposicién (compuesta). El ejemplo que sigue ilustra lo que
acabamos de decir.

Ejemplo 1.7. Considere la formula

(pAgq)—r.

Sustituiremos p por la proposicién “ 37 < 4% 7. ¢ por la proposicién “ 4% < 3% y r por la
proposicién “ 37 < 3!, Obtenemos la proposicién que dice:

“Gi 37 < 4% y 48 < 315, entonces 37 < 317,
O

Ejemplo 1.8. A continuacién presentamos algunos ejemplos de férmulas proposicionales.
(pAg)—T
—p—(qVr)
~(pVa) AT
(p—r)—4q
—(pe=(qgVvr))
(PAg)V=(p—q)
(p—=a) A lg—=1)—=(—T)
O

De ahora en adelante simplemente diremos férmula en lugar de férmula proposicional.
También es usual denotar las féormulas con letras del alfabeto griego, ¢, ¥, p que se leen,
respectivamente, “ fi 7, “ si” (como en la palabra psicologia) y “ ro 7. Usaremos la misma
terminologia que usamos para las proposiciones. Por ejemplo, si ¢ y 1 son férmulas, entonces
la negacion de ¢ es —¢, la reciproca de ¢ — ¢ es ¥ — ¢ y la contrareciproca es =) — —¢.

El comportamiento de los conectivos logicos en relacion con el valor de verdad es muy
sencillo de establecer y se hace a través de las tablas de verdad que veremos més adelante 3.
Comenzaremos con la tabla de verdad para —. Es claro que —p debe ser verdadera exacta-
mente cuando p no lo es. Por esto la tabla de verdad para la negacién es la siguiente:

3Las tablas de verdad en forma tabular aparecen en 1918 con los trabajos de Lukasiewicz, Post, Wittgen-
stein (ver [5, pag. 87]).
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p

<3

F
\Y

Una disjuncién es verdadera cuando al menos una de las proposiciones es verdadera. La
tabla de la disyuncién es:

< <3S
< <L
<< <L <

Estas tablas se leen horizontalmente. Por ejemplo, la primera linea dice que si p es
verdadera y ¢ es verdadera, entonces p V ¢ también es verdadera. La tercera linea dice que
si p es falsa y ¢ es verdadera, entonces p V ¢q es verdadera etc.

Las tablas de verdad para los otros conectivos son:

p|lq|pPAgq pPlq|p—q
V|V V V|V V
V|F| F V|F| F
F|V F F|V V
FIF| F FIF| V

A cada férmula le asociamos una tabla de verdad. Construiremos la tabla de verdad para
la formula

(pAq)V=(p—aq)
Las primeras columnas de la tabla seran ocupadas por las variables involucradas, en este caso

p v q. Observe que tendremos 4 filas que corresponden al ntimero de posibles combinaciones
distintas de los valores de verdad de p y gq.

p qllphg|lp—q|-p—=q | @A)V -(p—q)
F F| F V F F
F V| F V F F
V F| F F V v
V V| Vv V F v

Un hecho importante que se deduce de la tabla de verdad de una férmula es el siguiente. La
tabla nos indica el valor de verdad que tiene la proposicién obtenida cuando cada variable de
la féormula se sustituye por una proposicién. Por ejemplo, si en la férmula (p A q) V =(p — q)
sustituimos p por una proposicion verdadera y ¢ por una falsa, entonces la proposicién
obtenida es verdadera (pues su valor viene dado por la tercera fila de la tabla de (pAq)V—(p —

q))
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Ejemplo 1.9. Hay una manera mas simple de presentar las tablas de verdad. En la tltima
fila indicaremos a que paso del procedimiento corresponde esa columna.

p q|lpAqg|V]|=-(p—9q)
F F| F |F|F V
F V| F |F|F Vv
V. F| F |VI|V F
V V| V |VI|F V
paso 1 1| 2 |43 2

Los valores en la columna 4 nos dan la tabla de verdad de la férmula original.
O

Algunas férmula tienen la propiedad de recibir sélo el valor V. Es decir, en su tabla de
verdad la tdltima columna sélo contiene V. Un ejemplo es la férmula p V —p. Este tipo de
formulas reciben el nombre de tautologias. Las tautologias forman una clase muy impor-
tante de férmulas.

Ejemplos 1.10. 1. p — p es una tautologia.

plpP—D
V V
F V
2. [p N (p— q)] — q es una tautologia.
P g|lp—=alpANp—=a|lpN P—=9]—q
vV V V V V
V F| F F v
F V \% F V
FF| v F v

O

Un férmula que reciba F en cada una de las filas de su tabla de verdad se dice que es una
contradiccién. Note que una formula es una contradiccion si, y sélo si, su negaciéon es una
tautologia. La contradiccién mas simple es p A —p.

Ejercicios 1.1.2
1. Considere las siguientes férmulas:
pP—q -p — 4, q—Dp, -q — TP,
p—(gnr), =p—(qVvr), (pVg)—-r, (pA-g)—7

Para cada una de ellas responda las siguientes preguntas:
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a) {Cudl es la reciproca?

b) (Cuél es la contrapositiva?
. Construya la tabla de verdad de cada una de la férmulas dadas en el ejemplo 1.8.

. Muestre que las siguientes férmulas son tautologias.

a) p— (pVq).
b) (pAq) —q
c) ((pVgA-p) —q

. Cada una de las tarjetas indicadas tiene en un lado un niimero y en el otro una letra.

Alguien afirmé: Todas las tarjetas que tienen una vocal en una cara tienen un niumero
par en la otra. | Cudl es la menor cantidad de tarjetas que hay que voltear para verificar
si tal afirmacion es verdadera? ;Cuales hay que voltear?

. Rodolfo y Margarita estan hablando. Rodolfo dice: (1) ;Qué iremos a comer hoy?.
Margarita, que parece molesta, le responde: (2) Si quieres comer, o preparas tu comida
o comes lo que sobré de anoche. Y Rodolfo responde: (3) Uhm....Como que no tengo
hambre. Observe que (2) y (3) pueden ser ambas verdaderas y de esta manera Rodolfo
no contradice lo dicho por Margarita y no tiene que cocinar y ni comer recalentado!

. José esta mirando una fotografia de un hombre. Alguien llega y le pregunta: ;Quién
es la persona que aparece en la foto?. José responde diciendo: No tengo hermanos ni
hermanas. Pero el padre del hombre de la foto es el hijo de mi padre. ;Quién es la
persona que aparece en la foto? (a) El abuelo de José. (b) El padre de José. (c) José.
(d) El hijo de José. (e) Ninguna de las anteriores.

. En un pueblo sus habitantes siempre dicen la verdad o siempre dicen mentiras. El grupo
V esta formado por aquellos que dicen siempre la verdad y el grupo M por aquellos
que siempre dicen mentiras. Tres habitantes P, ) y R del pueblo estaban conversando
en la plaza. Una persona que caminaba por la plaza le pregunt6 a P: ;Eres del grupo
V o del grupo M? Como no pudo escuchar la respuesta de P, entonces le pregunté a
Q: ;Qué fué lo que dijo P? Y @ respondio: “P dijo que él era del grupo M”. En este
momento R hablé y dijo: “No le creas a @), él esta mintiendo” ;A qué grupo pertenecen
Qy R?

13



1.1.3. Otras expresiones formales

En Matematicas con frecuencia trabajamos con expresiones que no son necesariamente
proposiciones pues contienen variables no especificadas (llamadas wvariables libres). Esto
ocurre con expresiones algebraicas como las siguientes

z2+y2:z2, x3+z42y3—x.

Observe que una vez que las variables se sustituyen por niimeros obtenemos una proposicion.
Por ejemplo, colocando z = 3, y =4 y 2 = 5 obtenemos

32 +42 =52 345t >4%-3.

Ambas, en este caso, son verdaderas. Pero si sustituimos x = 0, y = 0 y 2z = 1, entonces
obtenemos en la primera 0 = 1 que es falsa y en la segunda 1 > 0 que es verdadera. Lo
que queremos decir es que una expresién como x? + y?> = 2? no es ni verdadera ni falsa
hasta tanto no se le den valores a las variables x, y y 2. Esto es exactamente lo que ocurre
con las férmulas proposicionales. No son ni verdaderas ni falsas, hasta tanto cada variable
proposicional se sustituya por una proposicién (o lo que es lo mismo, hasta tanto se le asigne
a cada variable alguno de los valores V o F).

Por otra parte, atin cuando las férmulas algebraicas no son proposiciones, podemos ma-
nipularlas como si lo fueran. En el ejemplo de arriba, podemos negarlas y obtener

2yt £ B E S —
Podemos también formar expresiones mas complejas. Por ejemplo
Siz>5yy<8, entonces y? — 22 < 39.

Y asi podemos hablar de la reciproca o de la contrareciproca de estas expresiones. En este
ejemplo, tenemos que la reciproca es:

Siy? — 22 < 39, entonces x > 5y y < 8;
y la contrareciproca es:

Siy? — a2 £ 39, entonces x 2 50y £ 8.

Ejercicios 1.1.3

1. Proporcione la reciproca y la contrapositiva de cada una de las siguientes expresiones.

a) Six+y=1, entonces x? + y? > 1,

b) Six® =z, entonces v =06z =1.
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1.2. Calculo proposicional

Recordemos que un razonamiento es un conjunto de proposiciones, llamadas premisas o
hipétesis y otra llamada conclusién o tesis. Ahora comenzaremos el estudio de las reglas
de inferencia, es decir, los métodos para inferir una conclusién a partir de unas premisas. Por
supuesto, la reglas que nos interesan son aquellas que garatizen que la conclusiéon es verdadera
cada vez que todas las premisas sean verdaderas. Es decir aquellas reglas de inferencia que
produzcan razonamiento correctos.

Asf como existe una teorfa para realizar cdlculos con ntimeros (la aritmética) 6 con objetos
mas complejos como en el calculo diferencial e integral, también existen reglas precisas para
manejar férmulas proposicionales. En esta seccién introduciremos los rudimentos del calculo
con proposiciones, o como usualmente se dice, calculo proposicional.

1.2.1. Implicacién légica

En esta seccion analizaremos los razonamientos que tienen como punto de partida una
sola premisa. En la seccion 1.2.2 veremos el caso general con més de una premisa.

Diremos que una férmula ¢ implica légicamente a otra férmula 1, si “ ¢ es verdadera
cada vez que ¢ lo sea”. Mas precisamente, en las tablas de verdad de ¢ y de v, las filas donde
¢ tiene una V, también 9 tiene una V. Note que sélo nos interesa las filas donde ¢ tiene valor
V.

Usaremos la siguiente notacién para la implicacién logica

¢ = 1.

Usaremos ¢ #- 1) para indicar que ¢ no implica légicamente a ).
Otra maneras equivalentes de leer ¢ = 1 son las siguientes:

(1) ¢ es una condicién suficiente para 1. Pues es suficiente que ¢ sea verdadera (o que
lo que ¢ afirma se cumpla), para que ¥ también lo sea.

(2) 1 es una condicién necesaria para ¢. Pues cada vez que ¢ se cumple (es verdadera),
necesariamente ¢ también se cumple.

Veamos un ejemplo sencillo.
Si Ud. estd inscrito en el registro electoral, entonces es mayor de edad.

En este caso, que alguien esté inscrito en el registro electoral es suficiente informacién
para concluir que esa persona es mayor de edad. Por otra parte, ser mayor de edad es una
condicién necesaria para poder inscribirse en el registro electoral.

Ejemplo 1.11. La proposicién “Los perros ladran y muerden” légicamente implica cada una
de las siguientes proposiciones: “Los perros ladran” y “Los perros muerden”. Aqui hemos
usado el siguiente hecho

(PANq)=q
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Esto puede facilmente verificarse usando tablas de verdad. En efecto, observemos que la
Unica linea de la tabla de verdad de p A ¢ que recibe una V es cuando p y g reciben también
V.
Observe también que p # (p A q). Pues, por ejemplo, cuando p recibe valor V y ¢ valor
F, se tiene que p A q recibe valor F y p valor V.
O

Ejemplo 1.12. La proposicién “Los estudiantes son competentes” implica légicamente la
siguiente proposicion: “Los estudiantes son competentes o los profesores son injustos”. El
lector verificarda que este argumento ilustra la siguiente afirmacion:

p=(pVq)

El lector debera hacer las tablas de verdad correspondientes y verificar esta tltima afirmacién.
Observe que también tenemos que

(pVaq) #p

O

Ejemplo 1.13. Considere las proposiciones: “Juan compré la entrada para el cine”, de-
notémosla con la letra P y “Juan tiene derecho a entrar al cine”, que denotaremos con la
letra (). La proposicion P — @ dice que “si Juan comprd la entrada, entonces tiene derecho
a entrar al cine”. Si aceptamos las proposiciones Py P — (), entonces podemos légicamente
concluir @), es decir, “Juan tiene derecho a entrar al cine”.

El ejemplo anterior es un caso particular de una regla general. Considere las férmulas
[p A (p— q)] ¥y ¢. Mostraremos que

p AN (p—q)]=q

A continuacién presentamos la tabla de verdad de p A (p — q):

p qllp—=alp AN p—q
V V| V Y]
V F F F
F V| Vv F
F F| Vv F

Comparando las columnas 1 y 4 vemos que en efecto [p A (p — q)] = ¢.
Observe, como otro ejemplo mas, que ¢ % [p A (p — ¢)]. Pues en la fila 3 tenemos que
q tiene valor V pero [p A (p — q)] recibe valor F. O

Ejemplo 1.14. Considere las proposiciones: “Si llueve, entonces voy al cine” y “No voy al
cine”. Si aceptamos ambas proposiciones, entonces podemos légicamente concluir la proposi-
cion “No llueve”. La regla general detras de este argumento es la siguiente. Considere las
férmulas (p — ¢q) y —¢. Tenemos que

(p—q) N —~q]=-p
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Ejemplo 1.15. Considere las proposiciones: “Voy al cine o a dormir” y “No voy al cine”. Si
aceptamos ambas proposiciones, entonces podemos légicamente concluir la proposicién “Voy
a dormir”. La regla general detras de este argumento es la siguiente. Considere las férmulas
(pV q)y —q. Tenemos que
[(pVaq) N —q]=0p

O
Ejemplo 1.16. “Si el lunes voy a clase, no iré al banco” y “Si no voy al banco el lunes,
entonces no podré comprar el disco”. Si aceptamos ambas proposiciones, entonces podemos

légicamente concluir que “ Si el lunes voy a clase, no podré comprar el disco”. La regla
general detras de este argumento es la siguiente:

(p—a) A lg—=r)]=(—r)
O
Ejemplo 1.17. “Si Rodrigo viene, iré al cine” y “Si Isabel viene, iré al cine”. Si acepta-

mos ambas proposiciones, entonces podemos légicamente concluir que “ Si Rodrigo o Isabel
vienen, iré al cine”. La regla general detrds de este argumento es la siguiente:

(p—=r) Al@g—r)]=GVe—r
O

La tabla 1.1 resume algunas implicaciones logicas. Dejamos a cargo del lector hacer las
correspondientes tablas de verdad.

En latin la palabra Modus significa “modo” o “procedimiento”, Ponens proviene de la
palabra “ponere” que significa “afirmar” y Tollens viene de “tollere” que significa “negar”. La
terminologia completa para la regla Modus Ponens es Modus Ponendo Ponens que significa
un procedimiento que afirma (“ponens”) el consecuente de una condicional afirmando (“po-

nendo”) el antecedente. De igual forma, Modus Tollendo Tollens significa el procedimiento
que niega el antecedente de una condicional negando el consecuente.

Observacién 1.18. En resumen tenemos que si ¢ = 1, entonces podemos decir que ¥ se
concluye a partir de la premisa ¢ y que este razonamiento es correcto. Pues por la defincién
de la implicacién logica, cada vez que ¢ es verdadera, también v lo es.

Ejercicios 1.2.1

1. Demuestre las implicaciones logicas de la tabla 1.1 dada en la seccién 1.2.1. Es decir,
compare las correspondientes tablas de verdad.

2. Determine si las siguientes afirmaciones son validas:
a) (p—4q) = (p—(N9).

b) p—q)AN(p—r1) = (— (gAT)).
c) ((p—aq)Nq) =p.
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Implicaciones Légicas

p= (pVa) adicién

(pANqg) = p simplificacion
(pA(p—q] = ¢ Modus Ponens

(¢ AN (p—q ] = p Modus Tollens
[((pVaq) N—q] = p silogismo disyuntivo
[(p—q) N (g—71)] = (p—1) silogismo hipotético

[(p—1)AN(g—=71)] = (pVq) —r prueba por casos

Cuadro 1.1:

1.2.2. Razonamientos validos

Ahora ya estamos listos para analizar los razonamientos correctos. Recordemos que por
razonamiento se entiende un conjunto de proposiciones, llamadas premisas o hipotesis y
otra llamada conclusién o tesis. Ya hemos analizado en la seccién 1.2.1 los razonamientos
que tienen una sola premisa, es decir, si tenemos una férmula ¢ (llamada premisa) y otra
férmula ¢ (llamada conclusién), entonces diremos que el razonamiento que a partir de ¢ se
infiere 1) es correcto si ¢ = 1. ;Qué podemos decir si en lugar de una premisa tenemos dos,
por ejemplo ¢ y p?. jCuando podemos decir que una férmula v se infiere correctamente a
partir de ¢ y p? Un momento de reflexiéon deberia convencer al lector que lo que debemos
pedir es que ¢ A p implique l6gicamente a 1. Y esta es precisamente la definicion que usaremos
de razonamiento valido o correcto:

Un razonamiento es valido cuando la conjuncién de las premisas l6gicamente implica
la conclusion.

Antes de precisar esta nocién recordemos el ejemplo 1.14 donde mostramos que de las
premisas:

“Si llueve, entonces voy al cine”, “No voy al cine”,

se concluye légicamente la proposicién
“No llueve”.

En otras palabras, si aceptamos como verdaderas las premisas, necesariamente debemos
aceptar como verdadera la conclusién. Y por esto nuestro razonamiento es correcto.
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Denotaremos un razonamiento que tenga como premisas las férmulas ¢, ¢o,

como conclusion la féormula ¢ de la siguiente manera:

Premisas: @1, ¢2,- -+, Pp.
Conclusién: 1.

La siguiente notacion también es usada en los textos de légica:

o
o
o0
g

Un razonamiento con premisas ¢, -+ , @, y conclusion ¢ es valido si

GLANPI N Ny = .

«

En decir, si
también decir que “i se deduce a partir de ¢1,--- , ¢, .

S, Oy

1 es una consecuencia légica de ¢1 A --- A ¢,,”. En este caso se acostumbra

En esta seccién veremos una metodologia para verificar que un razonamiento es correcto.

Comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 1.19. Considere el siguiente conjunto de premisas: “Juan tiene trabajo”, “Si Juan
tiene trabajo, entonces debe ser licenciado”, “Si Juan es licenciado, entonces debié estudiar
en la universidad”. Como veremos a continuacion, de este conjunto de premisas podemos
logicamente concluir que “Juan debid estudiar en la universidad”. Usaremos letras para

denotar las proposiciones.

(P) Juan tiene trabajo.
(Q) Juan es licenciado.

(R) Juan estudié en la universidad.

En forma simbdlica tenemos que las premisas y la conclusion son las siguientes:

Premisas: pD,p—q,q—r.
Conclusién: 7.

Para justificar que este razonamiento es valido, haremos una deduccién o derivacion.

Justificacidon

(1) p Premisa
(2) p—yq Premisa
(3) q De (1) y (2) por Modus Ponens
4) g—r Premisa
(5) r De (3) y (4) por Modus Ponens
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Reglas de Inferencia

Adicién ﬁ Simplificacién %
¢ Y
Modus Ponens # Modus Tollens ¢ jgbw
oV Y o=
- : , —) - o Y —p
Silogismo Disyuntivo — Silogismo Hipotético =Y
¢
Conjuncion L
PNY

Cuadro 1.2:

El argumento anterior es valido pues en cada paso de la derivacion hemos incluido una
formula que es una de las premisas o una formula que es logicamente implicada por algunas de
las anteriores. Y la ultima linea de la deduccién contiene precisamente r que es la conclusion
de nuestro argumento.

O

La regla Modus Ponens puede verse como una derivaciéon que tiene dos premisas: p
y p — q y como conclusion se tiene ¢. De manera similar, la regla Modus Tollens y los
silogismos hipotético y disyuntivo son derivaciones con dos premisas. Por otra parte, las
reglas de simplificacién y de adicién, son derivaciones que tienen solamente una premisa.
Estas derivaciones también suelen llamarse reglas de inferencia. En la tabla 1.2 indicamos
algunas de las reglas de inferencia validas mas comunes. Como observara el lector, la mayoria
de ellas provienen de las implicaciones légicas que presentamos en la tabla 1.1.

El silogismo es un argumento en el que se infiere una conclusién a partir de dos premisas.
El silogismo es una de las derivaciones mas simples posible. Lo interesante de las derivaciones
es que aunque cada paso de ellas es muy sencillo y facil de justificar, el resultado final puede
ser una formula muy compleja. Veremos en esta seccion ejemplos de como se pueden usar
las derivaciones para justificar la validez de algunos razonamientos.

Hay otro aspecto de la deducciones que queremos resaltar. El lector habra observado que
las deducciones estan escritas con formulas proposicionales (recuerde nuestra convencién de
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usar las letras mayusculas para denotar proposiciones y las mintsculas para las variables
proposicionales). La razén es que lo que hace valido a un razonamiento no es el contenido
especifico de las proposiciones involucradas sino la forma que tiene. Y las féormulas precisa-
mente nos dicen cual es la forma que tiene una proposicién. En el ejemplo anterior (1.19),
la validez de ese razonamiento no se altera si en lugar de Juan hablamos de Rubén o si la
proposicion P es “Rubén tiene gripe”, ) es “Ruben es Mesonero” y R “Ruben trabajo en
Paris”. Aunque en este caso lo que dice el razonamiento no tenga mucho sentido, es légica-
mente correcto. Quiza la siguiente analogia aclare aun mas lo que queremos decir. Cuando
un ingeniero hace los calculos para la construccion de una casa, no le interesa el color con
el que pintaran las paredes ni el nombre de quienes la habitaran. Eso es irrelevante. Si el
ingeniero hace bien su trabajo, la casa no se derrumba; pero si no lo hace bien, entonces se
le caera encima ya sean blancas o amarillas las paredes o se llame Juan o Ruben la persona
que la habite.

Ejemplo 1.20. Si llueve por la noche, entonces la grama del jardin amanece mojada. Veo
que estd mojada la grama. Por lo tanto llovié anoche. jEs vélido este razonamiento? No
lo es, pues la grama pudo amanecer mojada por otra razén. Veamos cual es la forma de
este razonamiento. Sea P la proposicién “llueve por la noche” y @ la proposicién “la grama
estd mojada”.

Premisas: p—q, q.
Conclusién: p

Asi que la forma de este razonamiento es (p — ¢) A ¢ = p. Sin embargo esto no es
correcto, pues

(p—=q)Nqg # p

Dejamos al lector hacer las correspondientes tablas de verdad y verificar que cuando p es
falso y ¢ es verdadero, entonces (p — ¢q) A q es verdadero pero p es falso.
O

Antes de continuar con otros ejemplos de derivaciones tenemos que hacer unos comenta-
rios sobre el papel que puede jugar una tautologia en un razonamiento. Recordemos que una
tautologia es una férmula cuya tabla de verdad en su ultima columna sélo tiene valor V. Esto
dice que no importa qué valor de verdad se le asigne a las variables, siempre obtendremos
como resultado final el valor V. La tautologia méas sencilla es p V —p. En el curso de un
razonamiento, uno puede afirmar cualquier tautologia como parte del argumento y esto no
altera la validez del argumento. I[lustraremos este afirmacién con un ejemplo.

Imaginese que Ud. esta discutiendo con alguien acerca del futuro de un equipo de fatbol.
Suponga que Ud. dice que “O bien Juan viene o no viene”. Esta afirmacién es una tautologia
y serd aceptada por todos los participantes en la discusién. Por ejemplo, este argumento
imaginario podria continuar de la siguiente manera. St Juan viene, entonces el equipo tiene
mas chance de ganar este partido. Pero si Juan no viene y no ganamos, entonces el proximo
partido lo jugardn con el equipo de Valencia. Por lo tanto, como “ O bien Juan viene o no
viene”, podemos concluir que ganamos este partido o el prorimo juego serd con el Valencia.
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En este argumento se uso la tautologia p vV —p como una herramienta auxiliar para presentar
el argumento de manera mas convincente. Esto también se puede hacer en las derivaciones.

En conclusién, en cualquier paso de una derivacion se puede incluir una tautologia. En el
ejemplo que sigue usaremos la siguiente tautologia: ¢ — (¢ V u) (dejamos a cargo del lector
convencerse que en efecto esta es una tautologia).

Ejemplo 1.21. Si compramos una parcela, entonces construimos una casa o esperamos para
vender la parcela a un precio mayor. Si construimos una casa o compramos un apartamento,
entonces compramos muebles. Si compramos muebles, entonces compramos un televisor. Si
nos esperamos para vender la parcela, tendremos dinero suficiente para comprar un aparta-
mento. Por lo tanto, si compramos una parcela, entonces compraremos un televisor. ; Es este
razonamiento valido?
(P) Compramos una parcela.

(Q) Construimos una casa.

(R) Compramos muebles.
(S
(

~—

Compramos un televisor.
T) Esperamos para vender la parcela mas adelante a mejor precio.
(U) Compramos un apartamento.

En forma simbdlica, el razonamiento que estamos estudiando es

Premisas: p—(qVt), (qVu)—r, r—s, t—u.
Conclusién: p — s.

Observemos que bastaria mostrar que a partir de las premisas podemos deducir la sigu-
iente formula:
(Vi) —(qVu)

pues de esa forma obtendriamos la cadena:
p—(qVvt), (qVt)—=(qVu), (gVu) —r,r—s.

y a partir de estas podemos obtener p — s usando repetidamente el silogismo hipotético.
Usaremos esta idea para construir la derivacion que presentamos a continuacion.

Justificacidon

(1) (¢gVu)—r Premisa
(2) r—s Premisa
(3) (¢Vu)—s Silogismo hipotético en (1) y (2)
(4) q— (gVu) Tautologia
(5) u—(qVu) Tautologia
(6) t—u Premisa
(7) t— (¢Vu) Silogismo hipotético en (5) y (6)
(8) (gVt)— (qgVu) Prueba por casos en (4) y (7)
(9) (gVvt)—s Silogismo hipotético en (3) y (8)
(10) p—(qVi) Premisa
(11) p—s Silogismo hipotético en (9) y (10)
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O

Otra manera de mostrar la validez del razonamiento en el tultimo ejemplo es verificando
la siguiente implicacién logica:

[(p=(aVt) Algvu)=r) A(r—=s) AN(t—u)] = (p—s)

Para hacerlo usando una tabla de verdad tendrfamos que hacer una tabla con 2° = 64 filas
pues tenemos 6 variables proposicionales. Ahora deberia quedar claro que el método de la
derivacion es mucho méas corto que el de hacer tablas de verdad; pero requiere mas ingenio
para llevarlo a cabo.

En resumen, una derivacion puede verse como una sucesion de formulas 1, ¢s, - -+, 9,
que cumplen con las siguientes condiciones:

(i) 71 es una de las premisas o es una tautologia.

(ii) w41 es una premisa, es una tautologia o se deduce a partir de 11,1s, - - - , Yy, es decir,

YL NP A AN = P

Con frecuencia, ¢,; es la conclusién de una regla de inferencia cuyas premisas se
escogen entre las formulas ¢, s, - - -, Uy

(iii) 1), es la conclusién de la derivacién.

Observacién 1.22. La razén de por qué se puede incluir una tautologia en cualquier paso
de una derivacién es que una tautologia es una consecuencia logica de cualquier formula.
En efecto, suponga que ¢ es una formula cualquiera y 1 es una tautologia. Le dejamos al
lector la tarea de convencerse que ¢ — 1) es una tautologia. El lector interesado también
comprobara que al ser ¢ — 1) una tautologia, entonces ¢ = . En palabras, una tautologia
es una consecuencia légica de cualquier férmula.

Ejercicios 1.2.2

1. Represente en forma simbolica los siguientes razonamientos y determine si son validos.
Si lo es, halle una derivacién y en caso contrario explique por qué no es valido hallando
valores de verdad que hagan verdaderas a todas las premisas pero falsa a la conclusion.

a) Si gana Beatriz o Alicia, entonces pierden tanto Luisa como Carmen. Beatriz
gana. Por lo tanto, pierde Juana.

b) Si Bolivar fué asesinado, entonces Bolivar murié. Bolivar murié. Por lo tanto,
Bolivar fué asesinado.
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c)

Cuando Pedro sali6 pudo haber ido hacia el norte o hacia el sur. Si Pedro fué al
norte, entonces llegé a Trujillo. Cada vez que Pedro va a Trujillo visita a Ramén.
Si se fué hacia el sur, entonces pasé por El Vigia. Cuando Pedro pasa por El
Vigia continua el viaje hasta San Cristobal o hasta Cticuta. Pedro no llegd a San
Cristobal y Ramoén no vié a Pedro. Por lo tanto, Pedro esta en Ctcuta.

Si Maria termina pronto su trabajo, entonces se ira con Rosa a su casa. Maria se
ird con Rosa a su casa 6 se reunira con Luisa. Maria terminé pronto su trabajo.
Por lo tanto, Maria no se reunira con Luisa.

Si Marfa no se equivoca, entonces Jaime estd equivocado. Si Jaime esta equivo-
cado, entonces Luis también se equivoca. Si Luis estd equivocado, entonces esta
noche no es el espectaculo. Pero esta noche es el espectaculo 6 José se quedara tra-
bajando. Maria no se equivoca. Por lo tanto, José se quedara trabajando.

Si José es primo de Dario, entonces su edad es multiplo de 3. Si la edad de José es
multiplo de 3, entonces el nimero 17 es multiplo de 3. Pero, el ntimero 17 no
es multiplo de 3. Si Luis es primo de Dario, entonces vive entre Maracaibo y la
Concepcién. Si Luis vive en Maracaibo, entonces no vive entre Maracaibo y la
Concepcién. Luis vive en Maracaibo. Si José es primo de Dario, entonces o Luis
o Alberto es primo de Dario. Por lo tanto, Alberto es primo de Darfo.

Si el cajero o el contador hubieran apretado el botén de alarma, la béveda se
habria cerrado automaticamente y la policia habria llegado en tres minutos. Si la
policia hubiera llegado en tres minutos, habria podido alcanzar el automoévil de
los ladrones. Pero, no pudo alcanzar el automdévil de los ladrones. Por lo tanto, el
cajero no apreto el botén de alarma.

2. Halle una deduccion de la conclusion a partir de las premisas dadas.

Premisas: rvVs, =p, qV-—r, q—p.
Conclusién:  s.

Premisas: p—(rvgq), sh—t, s—p, q—t.
Conclusién: 7.

Premisas: SAT, S —p.
Conclusién: pVq.

Premisas: pVgq, p—S, q—r.
Conclusién: sV r.

Premisas: (pVq)— —r, s—r, p.
Conclusién:  —s.

3. Sean ¢ and 1) férmulas.

a)

Suponga que % es una tautologia. Convénzase que ¢ — 1 es una tautologia.
Esto dice que ¢ = 1. En palabras, una tautologia es una consecuencia logica de
cualquier férmula.
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b) Suponga que ¢ es una contradiccién. Convénzase que ¢ — 1 es una tautologia.
Esto dice que ¢ = 1. En palabras, cualquier férmula se puede deducir de una
contradiccion.

4. Yoana, una nina de 7 anos, acaba de conocer a Elena, la hija de Carmen. Carmen dice
que Yoana se parece bastante a su mama y le pregunta a Yoana: ja quien se parece
Elena, a la mamd o al papd? Aunque Yoana nunca ha visto al padre de Elena, dice
que Elena se parece a su papa. ;Cudl pudo ser el razonamiento usado por Yoana para
concluir esto? ;Qué premisas usé Yoana tacitamente?

5. Un prisionero debe hacer una elecciéon entre dos puertas: detrés de una de ellas esta una
hermosa dama y detras de la otra se halla un tigre hambriento. Suponga que cada una
de las puertas tuviera un letrero y el prisionero sabe que solamente un letrero es
verdadero. El letrero de la primera puerta dice:

En este cuarto hay un dama y en el otro cuarto hay un tigre.

El letrero de la segunda puerta dice:
En uno de estos cuartos hay una dama y en uno de estos cuartos hay un tigre.

Con esta informacién, el prisionero es capaz de elegir la puerta correcta (;la del tigre?).
(Este problema es tomado de [2])

6. Recordemos el problema que presentamos en la introduccién de este capitulo. Supong-
amos que tenemos un numero entero positivo menor que 14 y que satisface las siguientes
condiciones: es divisible por 3 y al sumarle 2 se obtiene un niimero divisible por 4. En-
tonces ese numero es el 6. En la introduccion mostramos que este razonamiento es
correcto. Exprese este razonamiento usando la logica proposicional e indique cuales
son las reglas de inferencia usadas en la demostracion.

1.2.3. Falacias

Una falacia es un argumento invalido que tiene la apariencia de ser correcto. En algunos
casos su aparente correctitud se debe a que es similar a uno que si es correcto.

Ejemplo 1.23. Supongamos que alguien dice que “Si llueve, no iré a trotar” y sucedié que
esa persona no fué a trotar. Entonces concluimos que llovio.

Premisas: “Si llueve, entonces no iré a trotar” y “No fué a trotar”.
Conclusién:  “Llueve”

Este argumento es incorrecto pues como ya comentaramos en el ejemplo 1.20 tenemos
que:
P—aANqg #p
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Sin embargo, la regla Modus Ponens nos asegura que

P—=a)Ap = q
Es decir, el siguiente argumento si es correcto.

Premisas: “Si llueve, entonces no iré a trotar” y “Llueve”.
Conclusién:  “No iré a trotar”

Ejemplo 1.24. Considere el siguiente razonamiento:

Premisas: “Si llueve, entonces no iré a trotar” y “No llueve”.
Conclusién:  “Iré a trotar”

. Es este argumento correcto? La respuesta es que no lo es, pues tenemos que

(p— @) ANp # —q

como lo puede verificar el lector interesado. Sin embargo, la regla Modus Tollens dice pre-
cisamente que

(p—q)Nnqg = —p.

Que corresponderia al siguiente argumento valido:

Premisas: “Si llueve, entonces no iré a trotar” y “Voy a trotar”.

Conclusién:  “No llueve”.
O

El lector interesado en conocer mas sobre las falacias puede consultar el libro [12] o las
siguiente direcciones de internet: http://www.xtec.es/ lvallmaj/preso/fal-log2.htm,
http://www.galeon.com/elortiba/falacias.html.

1.2.4. Equivalencia légica

Algunas férmulas atn siendo distintas tienen la misma tabla de verdad. Considere, por
ejemplo, las férmulas =(p V q¢) y =p A —¢. A continuacién calcularemos simultanemente las
tablas de verdad de estas férmulas.

p q|pVaqg|-(pVag|-p|—-q|-DpAq
V V[ V F F|F F
V F| VvV F F |V F
F V| V F V| F F
F F|| F V V|V v
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Observemos que las columnas 4 y 7 son idénticas. Es decir, independientemente de los valores
de verdad que se le asigne a las variables p y ¢ las proposiciones —(p V q) y =p A —q reciben
el mismo valor.

Para entender lo que esto significa notemos que —(pV q) es verdadera exactamente cuando
pV g no lo es. Lo cual ocurre exactamente cuando ni p ni g es verdadera. Es decir, cuando
p v q son falsas. Esto es, cuando —p A —¢ es verdadera. En otras palabras, desde el punto
de vista de su veracidad, las férmulas =(p V q) y =p A =¢ dicen lo mismo (pero de manera
diferente).

Veamos otro ejemplo. Considere ahora las formulas p — ¢ y ¢ — —p. La tabla de verdad
de ellas (calculadas simultdneamente) es la siguiente:

p a|p—aq|-p|og|-~g—p
V V[ V [F[F Y
V FI| F |F|V F
F V| Vv |V]|F %
FF| v |Vv]V %

De nuevo obtenemos que p — ¢ y =g — —p tienen tablas de verdad idénticas. Esto muestra
que una férmula condicional y su contrareciproca son equivalentes en el sentido de que
afirman lo mismo.

Dos formulas ¢ y ¢ se dicen que son légicamente equivalentes si sus tablas de verdad
son idénticas. Usaremos la siguiente notaciéon para expresar que ¢ y v son légicamente
equivalentes:

¢ =

La nocién de equivalencia légica esta presente en el lenguaje natural cotidiano. Esto se
observa cuando en el transcurso de una conversacién o discusién se usa una expresién como:
“Bueno, en realidad estamos diciendo la misma cosa, pero cada uno lo dice a su manera”. La
equivalencia légica es de cierta forma una version matematica de la nociéon comin de “estar
hablando de la misma cosa”.

Otra propiedad importante de la equivalencia logica viene dada por las reglas de susti-
tucion que veremos a continuacion. Sean ¢, i y p férmulas.

Reglas de sustituciéon
Suponga ¢ < 1) y a < (. Entonces

S1 - &
2 and & BAY

S3 aVe & [V
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Equivalencias Légicas

1 =(-p <p Doble negacion

2. pVqg&qVp Leyes conmutativas
2b pAg&qgAp

3a. pV(gVvr)& (pVg Vr Leyes asociativas
3b pA(gAT)ES (PAG AT

da p AN (gvr)e (pAqg) VvV (pAT) Leyes distributivas
b p Vv (gAr)e (Ve A (pVr)
ba —(pVaq) < (—pA—q) Leyes de De Morgan

5b =(pAgq) < (mpV —g)
6 p—q&s—qg— p Contrapositiva

7T p—qg& - pVyg Implicacién

Cuadro 1.3:

La primera afirmacién es valida, pues la ultima columna de la tabla de verdad —¢ se
obtienen de la de ¢ sustituyendo V por F y viceversa. Y lo mismo ocurre con ¢ y —.
Dejamos al lector la tarea de convencerse de las otras afirmaciones.

A través de equivalencias l6gicas es posible transformar las férmulas y obtener expresiones
mas simples. [lustraremos con un ejemplo como simplificar un férmula del tipo —¢. Pero para
hacerlo necesitaremos otra regla de sustitucion: La transitividad.

Transitividad Si ¢ < ¥ y ¥ < p, entonces ¢ < p.

La tabla 1.3 muestra algunas equivalencias légicas importantes. Dejamos a cargo del
lector comprobar estas equivalencias haciendo las correspondientes tablas de verdad.

Ejemplo 1.25. Considere la siguiente formula:

=(p—(qVr)) (1.1)

Usaremos las equivalencias presentadas en la tabla de arriba junto con la propiedad que
enunciamos justo después de la tabla para mostrar que esa formula es equivalente a

pA (g A-r).
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Seguiremos un procedimiento similar al de las derivaciones indicando en cada paso las reglas
usadas.

Justificacidon

(1) (p—(qVvr) & —pVigVr) implicacién
(2) —“(p—(qgVvr) & —((-p)VigVvr)) sustitucién S1, linea (1)
(3) =((=p)V(gVr)) < =(=p)A-(qgVr) De Morgan
(4) -(-p) & p doble negacion
(5) —(qVr) & —gA-r De Morgan
(6) —(-p)A=(gVr) & pA(-gA-T) sustitucién S2, lineas (4) y (5)
(7)  —(p—(¢Vvr)) & —(-p)A-(gVr) Transitividad, (2) y (3)
8 —p—I(qVvr)) & pA(—gA-T) Transitividad, (7) y (6)

La linea (8) nos dice que la férmula =(p — (¢ V' r)) es l6gicamente equivalente a p A =g A —r,
que es claramente mas simple que la primera.
Una vez que se tenga destreza con el manejo de las reglas de equivalencia uno puede
resumir lo anterior de la siguiente manera:
~(p—(qVr)) < —((=p)VigVvr))
& () A=(g V)
& pA(mgA-r)

O

Observacién 1.26. Es importante que el lector note que ¢ < 1) ocurre cuando se cumplen
simultaneamente que ¢ = 1 y también que ¢ = ¢. Por esta razén cuando se quiere establecer
la equivalencia logica entre dos proposiciones, uno puede hacerlo mostrando dos implicaciones
logicas.

De lo dicho anteriormente concluimos que las equivalencias logicas que aparecen en la
tabla 1.3 también pueden ser usadas como implicaciones légicas y por lo tanto como reglas
de inferencia. El préoximo ejemplo ilustra esto, pues haremos uso de la regla que llamamos
“contrapositiva’:

(p—4q) & (=g — —p)

En la practica, esto significa que en cualquier momento de una deduccién uno puede sustituir
una féormula del tipo p — ¢ por =¢ — —p.

Ejemplo 1.27. Mostraremos que el siguiente razonamiento es valido.

Premisas: q—r, p—q, pVt, t—s, .
Conclusién:  s.
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Justificacidon

(1) g—r Premisa
(2) —r— —q Contrapositiva de (1)
(3) - Premisa
(4) —q Modus Ponens en (2) y (3)
(5) p—q Premisa
(6) =g — —p Contrapositiva de (5)
(7) —p Modus Ponens en (4) y (6)
(8) pvVvt Premisa
(9) t Silogismo Disyuntivo en (7) y (8)
(10) t—s Premisa
(11) s Modus Ponens (9) y (10)

Ejercicios 1.2.4

. Demuestre las equivalencias logicas de la tabla dada en la seccién 1.2.4. Es decir,
compare las correspondientes tablas de verdad.

. Simplifique las siguientes férmulas siguiendo un procedimiento similar al usado en el
ejemplo 1.25.

S

o

~~ ISH
S~— S~— S~— N— S~— N—
J
YammS —~ —~ Y S —~ YamS
=3
J
—~
Q
>
=
S~—
SN—

. Determine si las siguientes afirmaciones son validas:
a) ~(p = (qVr)) = (-p = (-gA-r))
b) ((=pA—r) = =q) & ~((pVr)—q)

. Halle una deduccion de la conclusion a partir de las premisas dadas.

Premisas: (pVq)——r, s—r, p.
Conclusién:  —s.

. Hemos visto varias formas de la implicaciéon: — y =-; y también del bicondicional: <
y <. Este ejercicio deberia aclarar la relacién entre ellos.
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a) Muestre que afirmar que ¢ < v es equivalente a decir dos cosas: ¢ = 1 y ¢ = ¢.
b) Muestre que ¢ < 1 es equivalente a decir que ¢ < 1 es una tautologia.

c) Muestre que ¢ = 1 es equivalente a decir que ¢ — 1 es una tautologia.
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Capitulo 2

Conjuntos

En este capitulo introduciremos el lenguaje de los conjuntos y estudiaremos sus propiedades
haciendo uso de las herramientas de la logica vistas en el capitulo 1. Enunciaremos las
propiedades fundamentales de las operaciones entre conjuntos que constituyen lo que se
conoce como algebra Booleana en honor al matemadtico irlandés George Boole (1815-1864)
quien las introdujo en sus estudios de logica. Pero fué a comienzos del siglo XX con los traba-
jos del matemadtico aleman Georg Cantor (1845-1918) cuando se inici6 el estudio sistemdatico
de los conjuntos. Asi que una parte importante de las matematicas se desarrollé sin hacer
uso de ellos. Sin embargo, hoy en dia son imprescindibles. Se puede decir, sin exagerar, que
todas las teorias matemadticas se pueden expresar en términos de la nocién de conjunto.

En este capitulo comenzaremos a hacer demostraciones. Demostrar es una forma muy
especial de justificar una afirmacién. En una demostraciéon se debe dar un razonamiento
légicamente correcto que tenga como conclusién la afirmacién en cuestion. Las demostra-
ciones son similares a las deducciones que estudidaramos en la seccién 1.2.2. En matematicas
las afirmaciones, para ser consideradas validas, deben ser demostradas. Esta fuera de los
objetivos de este texto el dar una definicién precisa de esta nocion, sin embargo al final de
este capitulo haremos una aproximacién a una definiciéon de la nociéon de demostracién en
matematicas. Esperamos que los numerosos ejemplos de demostraciones que veremos le den
una idea al lector de como hacerlas.

2.1. Nociones basicas

Un conjunto es una coleccién de objetos. Usaremos letras maytsculas como A, B, X para
denotar conjuntos y letras minisculas como a, b, ¢, x para denotar los objetos. Un objeto a
que pertenece a un conjunto X se dice que es un miembro o elemento de X . Escribiremos
a € X para indicar que a es un elemento del conjunto X. En caso que a no pertenezca a
X escribiremos a ¢ X. La expresion a € X puede leerse de varias maneras equivalentes: a
pertenece a X, a es un elemento de X, a estd en X.
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2.1.1. Definiciones por comprension y por extension
Comenzaremos esta seccion presentando algunos ejemplos de conjuntos.

Ejemplos 2.1. 1. Consideremos el conjunto formado por los nimeros 1,2,3 y 4. Deno-
taremos este conjunto con el simbolo

{1,2,3,4}.

Las llaves { } se usardn siempre en las definiciones de conjuntos. Es indiferente el orden
en que se escriban los elementos de un conjunto. El conjunto anterior es igual a

{3,1,4,2}.

Cuando un conjunto se define dando la lista completa de todos sus miembros decimos
que el conjunto estd definido por extension.

2. En muchos casos no es posible o no es facil dar la lista completa de todos los elementos
de un conjunto, en su lugar se da una propiedad que satisfacen tnica y exclusivamente
los elementos del conjunto. Por ejemplo, consideremos el conjunto formado por todos
los niimeros naturales que dividen a 2346. Denotemos con la letra A este conjunto. Si
quisiéramos, podriamos dar la lista completa de todos los elementos de A, pero nos
tomarfia mucho tiempo hacerlo. Por ejemplo 2 € A, 6 € A, 7 & A, i ¢ A. Podemos
expresar la definicion de A de la manera siguiente

A = {n : n es un nimero natural que divide a 2346}.

Este tipo de definiciones, muy frecuentes en matematicas, se llaman definiciones por
comprension. Todas ellas tienen la siguiente forma

{: }

Antes de los dos puntos : (que se leen tal que) se coloca una variable (por ejemplo n, )
que denota los objetos que forman al conjunto que estamos definiendo. Después de los
dos puntos se escribe la propiedad que satisfacen tinica y exclusivamente los objetos
que pertenecen al conjunto en cuestién.

3. Consideremos el conjunto de todos los nimeros naturales que al dividirlos por 5 dan
resto 2. Denotemos este conjunto con la letra A. Podemos verificar facilmente que 7 € A
y 8 € A. Si alguien nos dice un niimero podemos, después de algunos calculos sencillos,
determinar si el niimero en cuestion pertenece o no al conjunto A. Sin embargo, no
podemos dar la lista completa de los elementos de A pues es infinita. Podemos expresar
la definicién de A de la manera siguiente

A = {n:n es un numero natural que al dividirlo por 5 da resto 2}.

Mas adelante veremos otros ejemplos similares.
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Algunos conjuntos en matematicas aparecen con tanta frecuencia y son de tal importancia
que han recibido una notacién especial. Veamos algunos de ellos: El conjunto de los niimeros
naturales se denota con el simbolo N.

N=1{0,1,2,3,4---}.
El conjunto de los nimeros enteros
7_47_37_27_170717273747"'

que esta formado por los niimeros naturales junto con sus opuestos y lo denotamos con Z. El
conjunto de los nimeros racionales, denotado con el simbolo QQ, consiste de los nimeros
fraccionarios, es decir, de las expresiones de la forma > donde n y m son enteros y m es
distinto de cero. Por ejemplo, los siguiente ntimeros son racionales

135 312 3

276 575577
Los ntimeros racionales contienen a todos los enteros, pues la fraccién de la forma 7 representa
al entero n. Por ejemplo, % es el nimero 2 y _TS es el —5.
Los nimeros reales se representan con expresiones decimales finitas e infinitas de la
forma
3,141592653589 - - - 1,414213562373095 - - -

(por cierto, el primero es una aproximacién del famoso ntiimero 7 que corresponde a la mitad
de la longitud de una circunferencia de radio 1 y el segundo es una aproximacién de v/2). El
conjunto de los ntiimeros reales se denota por R.

Teniendo estos conjuntos a nuestra disposicion, ahora es méas facil definir otros conjuntos
por comprension.

Ejemplos 2.2. 1. El orden de los nimeros enteros lo denotamos con el simbolo <. La
expresion n < m se lee “n es menor que m”. También escribiremos m > n para indicar
lo mismo que n < m. En general, también usara el simbolo < para el orden entre los
nimeros reales. El simbolo < se lee “menor o igual que”. Por ejemplo n < m indica
que n es menor que m o que n es igual a m. Esto también se escribe m > n.

Podemos usar < para definir conjuntos. Por ejemplo:
{m:meZy —4<m}

que consiste de todos los enteros mayores que -4. Observe que después de los dos
puntos se escribe la condicién que deben tener los elementos del conjunto que estamos
definiendo. En este caso, pedimos dos condiciones: que sean enteros y que sean mayores
que -4.

2. Consideremos el siguiente conjunto

{m:meQy —4<m}.
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Notemos la similitud de esta definiciéon con la que aparece en el ejemplo anterior. Sin

embargo, estos dos conjuntos no son iguales, pues _77 pertenece al que acabamos de

definir pero no pertenece al que definimos en el ejemplo anterior (;por qué?).
. También es comun usar la siguiente notacion
{meZ: —4<m}

que de inmediato le indica al lector el tipo de objetos que forman el conjunto que se
define, en este caso, el conjunto contiene sélo nimeros enteros. Es importante que el
lector comprenda que estas dos formas de describir los conjuntos son equivalentes. Es
decir,

{m:-meZy —4d<m}={meZ: —4<m}.

. En general la forma de definir conjuntos por comprension es la siguiente: Tenemos un
conjunto X y una propiedad P. Definimos otro conjunto como sigue

{x € X : z tiene la propiedad P}.

Es decir, la definicién por comprension consiste en separar una parte del conjunto
X por medio de una propiedad: La parte de X que contiene exactamente todos los
elementos de X con la propiedad en cuestion.

. El siguiente es otro ejemplo de un conjunto definido por compresion
{reN: 3<z<8}
En este caso es facil dar una lista completa de sus elementos

{3,4,5,6,7}.

. Recuerde que es irrelevante la letra usada para la variable en las definiciones por
compresion. Por ejemplo

{reN:3<z<8={neN: 3<n<8}

Ejemplo 2.3. Considere el siguiente conjunto

A={r €Z: r=n?>—nparaalginn € {1,2,3,4}}.

El conjunto A estd definido por comprension. Sin embargo, en este caso podemos también
dar una descripcion de A por extension, es decir, podemos dar una lista completa de todos
sus elementos:

nin-—n
1] 0

2 2

3] 6

4] 12
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En resumen, tenemos que

A=1{0,2,6,12}.

Note que la frase “para alginn € {1,2,3,4}”indica que la variable n puede tomar cualquiera
de los valores 1, 2, 3 0 4 y ademas, para hacer la lista completa de los elementos de A, debemos
considerar todas esas alternativas.

O

El primer conjunto definido en los ejemplos 2.2 también suele representarse de la siguiente

manera
{_37 _27 _]-7 Oa ]-7 2a 37 4a e }

Los 3 puntos --- es la manera de decir etcétera en matematicas. El contexto debe aclarar
el significado de - --. Es importante tener presente que este tipo de notacién para conjuntos
es algo ambigua, pues presupone que el lector es capaz de inferir los otros elementos del
conjunto.

[lustraremos ahora otra manera de presentar los conjuntos definidos por comprension.
Considere el conjunto X de todos los niimeros naturales que son el cuadrado de algin
natural. Podemos expresar la definicién de X de la siguiente forma:

X ={n € N: n=m? para algiin ntimero natural m}.

Por ejemplo tenemos que 4 € X, 6 ¢ X, 9 € X, 7 ¢ X. Sin embargo, es mas frecuente usar
la siguiente notacion para describir al conjunto X

X ={m?: m e N}L

Queremos resaltar que estas dos maneras de describir la coleccién de todos los cuadrados de
nimeros naturales son equivalentes, es decir,

{n € N: n =m? para algiin niimero natural m} = {m?: m € N}.

La ventaja que tiene la segunda descripcion, aparte de ser mas corta, es que ella senala
explicitamente el procedimiento que debemos seguir para obtener todos los elementos del
conjunto. En nuestro ejemplo, el procedimiento consiste en tomar el cuadrado de los ntimeros
naturales. Podemos también describir al conjunto X usando la notaciéon ambigua que men-
cionamos anteriormente

{0,1,4,9,16,25,36,49,64, - - - }.

Con esta notacién ambigua uno espera que el lector adivine cudl es el procedimiento que
debe seguirse para obtener todos los elementos del conjunto.
Veamos otros ejemplos que usaremos con frecuencia.

{0,2,4,6,8,10,12,14, 16, - - -} {1,3,5,7,9,11,13,15,- - -}.

El lector seguramente reconocié que el primero es el conjunto de los niimeros naturales pares
y el segundo es el de los nimeros impares. Si quisiéramos evitar la ambigiiedad de los - - -
podemos describir estos conjuntos de la manera siguiente:

{2n: n e N} {2n+1: n € N}.
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A veces se usa o mas bién se abusa del simbolo de igualdad y se describen conjuntos de la
siguiente manera

{2n: n=0,1,2,3,4}.

Esta notacion quiere indicar que la variable n puede tomar los valores 0, 1, 2, 3 6 4. Tenemos

entonces que
{2n: n=0,1,2,3,4} = {0,2,4,6,8}.

Ejemplo 2.4. Considere el siguiente conjunto
A ={6,10,14,18,22,26,30,-- -}

Lo que observamos de los elementos que nos dan de A es que la diferencia entre dos con-
secutivos es 4. Por lo tanto entre el primero 6 y el tercero 14 la diferencia es de 2 - 4. Esto

sugiere lo siguiente:
A={dn+2: neNyn>1}

Insistimos que la dltima descripciéon del conjunto A es mejor que la primera.

2.1.2. Igualdad de conjuntos.

Hemos usado el simbolo de igualdad entre conjuntos de manera intuitiva: dos conjuntos
son iguales cuando tienen los mismos elementos. El concepto de igualdad de conjuntos es
muy simple pero sumamente importante en matematicas y por esta razén lo resaltamos a
continuacion.

Definicién 2.5. Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos. Es decir
A = B si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) Todo elemento de A también pertenece a B.

(ii) Todo elemento de B también pertenece a A.

Dos conjuntos A y B no son iguales si existe un elemento de A que no pertenece a B 6 si
existe algin elemento de B que no pertenece a A. Por ejemplo, si A es el conjunto {1,4,5}
y B es el conjunto {4,5} entonces A # B, pues 1 € A pero 1 ¢ B. Cuando dos conjuntos no
son iguales escribimos A # B.

Ejemplos 2.6. 1. Considere los conjuntos A y B definidos a continuacién

A = {2 : neNy0<n<3}
B = {2,0,16,54}}

Queremos saber si A es igual a B. Por la forma en que A estd definido, podemos dar
una lista completa de sus elementos como lo hicimos en el ejemplo 2.3. Tenemos que

A =10,2,16,54}
Como A y B contienen los mismos elementos, entonces son iguales.
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2. Considere ahora los siguientes conjuntos

A = {1,2)
B = {1,2,3}

Por inspeccién se obtiene que 3 € B, pero 3 ¢ A. En consecuencia, A # B.

Observe que para mostrar que dos conjuntos no son iguales basta conseguir un elemento
de uno de ellos que no pertenece al otro conjunto.

2.1.3. El conjunto vacio

Ahora introduciremos un conjunto muy especial. Consideremos los siguientes conjuntos:

{neN: 1<n<?2} {reR: r? <0}
{geQ: g<0yq>T} {reR:22+1=0}

Estos cuatro conjuntos tienen una propiedad en comin: no contienen elementos. Asi que
todos ellos son iguales (ndtese que cada par de ellos satisfacen la definicién de igualdad de
conjuntos dada en la definicién 2.5). Al conjunto que no tiene elementos se le llama conjunto
vacio y se denota por (.

El conjunto vacio pudiera parecer inttil, pero no lo es. El juega un papel tan importante
en la teoria de conjuntos como lo hace el niimero cero en la aritmética.

2.1.4. Subconjuntos

Otro concepto que estd muy relacionado con la igualdad de conjuntos es el de subconjunto.

Definicién 2.7. Sean A y B dos conjuntos, diremos que A es un subconjunto de B vy
escribiremos A C B si todo elemento de A también pertenece a B.

Simbdlicamente, A C B si para todo x € A, se cumple que x € B.
Ejemplos 2.8. 1. Por inspeccién se verifica que {1,3,4} C {1,2,3,4,5}.
2. Yasabemos que NCZ, ZCQy QCR.
3. Considere los conjuntos
A={neN: nn-1)(n—-2) =0}

B=1{0,1,2,3,4}.

Para determinar si A C B 6 B C A debemos primero conocer los elementos de A. Por
simple inspeccién vemos que 0 € A, 1 € Ay 2 € A jhabran otros? Para que un niimero
natural n pertenezca a A debe satisfacer la ecuacién

n(n—1)(n —2)=0.
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Recordemos que el producto de varios enteros es igual a cero solo cuando alguno de
ellos es igual a cero. De esto obtenemos que n(n—1)(n—2) = 0,s6losin =0,n—1 =10
6 n—2 = 0. Por lo tanto los tinicos elementos de A son 0,1y 2, es decir A = {0, 1,2}.
Ahora es facil verificar que A C B.

Por otra parte, como 4 € By 4 ¢ A, entonces B no es un subconjunto de A. Esto
usualmente se escribe

B¢ A

La relacion de subconjunto satisface lo siguiente:

Para cualquier conjunto A:

0
A

IQNIA
N

. Puede el lector justificar estas afirmaciones?
Observemos que dos conjuntos A y B son iguales si se cumple que A C By B C A. Este
hecho simple lo usaremos repetidamente y por esta razon lo resaltamos a continuacién

Para mostrar que dos conjuntos A y B son iguales, es suficiente mostrar que

ACByBCA

2.1.5. El conjunto potencia

Podemos formar conjuntos cuyos elementos sean a su vez conjuntos. Por ejemplo,

{{1},{2,3},{1,3,6}}

es un conjunto con tres elementos: {1}, {2,3} y {1,3,6}. Otro ejemplo es {} cuyo tnico
elemento es (). Observemos que () € {#} y como () no contiene elementos, entonces tenemos
que O # {0}.

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto dado A se llama el
conjunto potencia o conjunto de partes de A y lo denotamos por P(A).

P(A)={B: BC A}
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Notemos que ) € P(A) y también que A € P(A) para cualquier conjunto A.
Ejemplos 2.9. 1. P(0) = {0}
2. Consideremos el conjunto {1}. Los subconjuntos de {1} son @) y {1}. Por esto
P{{1}) ={0,{1}}.

En general, si un conjunto A tiene un sélo elemento, digamos por ejemplo A = {a},
entonces los subconjuntos de A son () y {a}. Es decir,

P({a}) ={0,{a}}.
3. Si A ={1,2}, entonces P(A) = {{1,2},{1},{2}, 0}.
4. Considere ahora los siguientes conjuntos

X = P({1,2}
Y = P({1,2,3})

Por inspeccién se obtiene que {3} € Y, pero {3} € X, pues {3} Z {1,2}. En conse-
cuencia, X # Y.

5. Si A tiene 3 elementos, digamos que A = {a, b, c}, entonces

P({a,b,¢c}) = {{a,b,c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {0}, {c}, O}

6. Notemos que P({a,b,c}) tiene 23 elementos. Un resultado general, que se vera m4s
adelante, dice que si A tiene n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos. Por
ejemplo, P({1,2,3,4,5}) tiene 2° elementos.

7. Podemos repetir la operaciéon de tomar el conjunto potencia. Por ejemplo, P(P({1})).
Para calcular todos sus elementos recordemos que P({1}) = {0, {1}}. Por esto

P(P{1})) = {{0,{1}}, {0}, {{1}}, 0}
Observe que este conjunto tiene 22° elementos.

8. El tamano de los conjuntos obtenidos al tomar repetidamente el conjunto potencia
crece con mucha rapidez. Por ejemplo,

P(P(P({1,2})))

. 22 . . p .,
tiene 22 = 216 = 65.536 elementos. Si aplicamos una vez més la operacién de tomar
el conjunto potencia, tenemos

P(P(P(P({1,2}))))
2
Este conjunto tiene 92" _ 92 _ 965536 [ntente el lector calcular este ntimero (nece-

sitard varias paginas para escribirlo).
O
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Ejemplo 2.10. Le recomendamos al lector que preste especial atencién al uso de los simbolos
de pertenencia, €, y de inclusiéon, C. Con cierta frecuencia lo estudiantes al comienzo no
los usan correctamente. Por ejemplo, suponga que A C N, las siguiente expresiones son
equivalentes:

3e€ Ay {3} C A

Pero no tiene sentido decir que 3 C A.
En general, observe que decir que = € A es equivalente a decir que {x} C A. Pero puede
ocurrir que no tenga ningun sentido escribir x C A.

2.1.6. Las operaciones elementales

Comenzaremos definiendo la unién y la interseccién.

AUB={x: z€ Abx € B}
ANB={zx: v € Ayx € B}

Observemos que para cualquier par de conjuntos A y B se cumple lo siguiente

ANB C A
A C AUB.

Dados dos conjuntos A, B la diferencia de A menos B, denotada por A\ B, se define
de la siguiente manera

A\B={x:2€ Ayz ¢ B}

Ahora usaremos estas operaciones para definir otra. La diferencia simétrica, denotada
por AaB, se define de la siguiente manera

AaB = (A\ B)U(B\ A)

Observe que x pertenece a AaB cuando ocurre que x € A 6 © € B pero no ocurre que x
pertenezca a ambos conjuntos A y B. En algunos textos se usa el simbolo ¢ para denotar
la diferencia simétrica.

Veamos ejemplos de todas las operaciones que hemos definido.
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Ejemplo 2.11. Sea A={neN: n<7}, B={2n: neNyn<8tyC={n: ne€
Ny n es par}. Entonces tenemos que

AuB = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14, 16}

ANnB = {0,2,4,6}

A\B = {1,3,5,7}

B\A = {810,12,14,16}

AsB = {1,3,5,7,8,10,12,14, 16}

B\C =10

C\B = {2n: n>8yneN}

BaC = {2n: n>8yneN}

ANC = {0,2,4,6)

AnC = {1,3,5,7}U{2n: n>4yneN}

O

Ejemplo 2.12. Imaginese la siguiente situaciéon. Sobre una mesa hay 6 objetos dorados
marcados con las letras a,b,c,d,e y f. Hay cuatro personas A, B, C'y D que deben deter-
minar cuales de esos objetos son realmente de oro y cuales son imitaciones. La elecciéon de
cada persona la expresaremos por un conjunto que contiene las letras correspondientes a los
objetos que la persona considera son de oro.

A=A{a,b,c e, f} B ={a,b,c,d, e}
¢ ={d} D ={e, f}

Ahora bien, los objetos realmente de oro son a y f. ;Quién de las cuatro personas se ac-
ercO mas a la respuesta correcta? Si sélo nos interesara saber quienes eligieron los objetos
correctos tenemos que A seria el que se acercé mas a la respuesta. Sin embargo, si también
queremos incluir la informacién adicional sobre los objetos incorrectos que cada persona
eligio, entonces debemos escoger a D. Pues D mostrd tener mejor criterio que A, ya que
eligio uno sélo de los objetos de oro y ademas eligié sélo uno incorrecto. Por otro lado, A
eligié 3 objetos incorrectos, C' eligié solamente un objeto incorrecto, pero no eligié ninguno
correcto.
Veamos la diferencia simétrica de los conjuntos A, B, C'y D con la respuesta correcta

{a, [}

Anfa, f} = {b,c,e} Bafa, f} ={b,c,d,e, f}

Cofa, f} ={a.d, f} Da{a, f} =A{a, e}
Con este ejemplo vemos que la operacién de diferencia simétrica nos permite estimar qué tan
parecidos son dos conjuntos. El nimero de elementos que tiene la diferencia simétrica entre
la respuesta de cada persona y la respuesta correcta provee de un criterio para decidir cuél
de las personas es la ganadora. En nuestro caso vemos que Da{a, f} tiene el menor niimero

de elementos, por esta razén podemos decir que D es quien mostrd poseer el mejor criterio.
O

Nuestro préximo ejemplo ilustra cémo se puede mostrar una propiedad general sobre las
operaciones sobre conjuntos. El lector deberia prestarle bastante atencién a este ejemplo,
pues el método usado en él se repetira con frecuencia en todo el curso.

43



Ejemplo 2.13. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Mostraremos que
A\B=A\(ANB). (2.1)
Por dicho en la seccién 2.1.4 basta mostrar las siguientes afirmaciones:

A\B C A\(ANB) (2.2)

A\(ANB) C A\B. (2.3)

Veamos la primera afirmaciéon. Lo que deseamos hacer es mostrar que cualquier elemento
de A\ B también pertenece a A\ (AN B). Para hacerlo, denotemos con = un elemento
cualquiera de A\ B. Entonces, por definicién de la diferencia, se tiene que x € Ay = ¢ B.
Por lo tanto, también se tiene que x € AN B. Como x se tomd en A, hemos mostrado que
x € A\ (AN B). Ya que x representa un elemento cualquiera de A\ B, podemos concluir
que A\ B C A\ (AN B).

La segunda afirmacién se trata de manera analoga. Tomemos un elemento cualquiera x
en A\ (AN B). Entonces, por definicién de la diferencia, se tiene que x € Ay z ¢ AN B. Por
lo tanto, se tiene que x ¢ B (pues, si no fuera asi, entonces © € AN B lo que no puede ser).
Como z se tomé en A, hemos mostrado que x € A\ B. Ya que x representa un elemento
cualquiera de A\ (AN B), podemos concluir que A\ (ANB) C A\ B.

Lo dicho hasta ahora es una justificacién precisa de que las afirmaciones (2.2) y (2.3) son
validas. En otras palabras, los conjuntos A\ By A\ (AN B) tienen los mismos elementos.
Es decir, la afirmacién (2.1) es vélida.

Este tipo de justificaciones precisas y apropiadas es lo que llamamos rigor matematico
y es la caracteristica principal de las demostraciones en matematicas.

O

Los problemas en matematicas generalmente tratan sobre las propiedades de algiin con-
junto particular, por ejemplo N, Z, Q, R o P(N). El conjunto en cuestién usualmente se
denomina universo o conjunto universal. En relacion a un conjunto universal U prefijado
se define el complemento de un subconjunto A C U, denotado por A°, de la siguiente
manera

A= U\ A

Esta notacion es un poco ambigua pues A¢ depende obviamente del conjunto U que se
use. Tendremos el cuidado de que cada vez que usemos la operacién de complementacion el
conjunto universal U esté claramente especificado.

Ejemplo 2.14. Supongamos que nuestro universo son los nimeros naturales y sea A el
conjunto de ntimeros pares, es decir, A = {2n: n € N} y U = N. Entonces tenemos que A°
es el conjunto de nimeros impares, pues

N\A={2n+1: ne N}
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Ahora bien, si nuestro universo hubiese sido el de todos los niimeros enteros, es decir U = Z,
entonces tendriamos que

A={neZ: n<-1}U{2n+1: ne N}
O

Ejemplo 2.15. Sea A = {n € N : n es divisible por 3 }. Y sea B = {n € N : n no es divisible
por 3 }. Si nuestro universo es N, entonces A = B®y B = A°. O

Otra nocién que se usa con frecuencia es la siguiente. Diremos que dos conjuntos son
disjuntos si no tienen elementos en comin. En simbolos, los conjuntos A y B son disjuntos,
si AN B = (). Un ejemplo de dos conjuntos disjuntos son el conjunto de los nimeros pares y
el de ntimeros impares. Veamos un ejemplo. Considere los siguientes conjuntos:

A={zeR: 2<0} v B={reR: 1<x<2}.

El lector debe convencerse que A y B son disjuntos.
Otro ejemplo de conjuntos disjuntos es el siguiente. Sean A y B dos conjuntos cua-
lesquiera, entonces Ay B\ A son disjuntos. En simbolos:

AN (B\ A) =0.

2.1.7. Diagramas de Venn

Una manera de representar las operaciones entre conjuntos es a través de los diagramas
de Venn. A continuacién presentaremos los diagramas correspondientes a las operaciones
de unién e interseccion:

AUB ANB

Los diagramas correspondientes a las operaciones de diferencia y complementaciéon son
los siguientes:
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A\B Ae

Observemos que usando la operacion de complementacién podemos describir la diferencia
de dos conjuntos de la manera siguiente: Suponga que A y B son subconjuntos de un conjunto

universal U, entonces
A\ B=AnNDB".

Esto lo podemos verificar facilmente usando diagramas de Venn. Haremos un diagrama de
Venn que represente A N B¢y lo compararemos con el que hicimos arriba para A \ B.

N\

AN B¢

Vemos que ambos diagramas determinan el mismo conjunto. De lo anterior obtenemos
otra forma de expresar la diferencia simétrica

AaB = (AN B%) U (A°N B).

ArB
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El siguiente diagrama indica la relacién de subconjunto

Por tultimo, también podemos representar 3 conjuntos usando diagramas de Venn. Por
ejemplo la interseccién de tres conjuntos A, B y C se representa de la manera siguiente.

ANnBNC
Ejercicios 2.1
1. Dé una lista completa de los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

a) {reN: 3<z<9}

b) {1/n*: neN, nespary 0 <n <11}

c){z€eQ: 0<22<10y2* €N}

d) {x € Z: x =n*—n? para algin n € {1,2,3,4}}

e) P(P({1,2}))

2. Lea cuidadosamente lo dicho en los ejemplos 2.2 y determine si las siguientes defini-

ciones son correctas. En caso que lo sea, halle dos elementos del conjunto y en caso
que no sea correcta justifique porqué no lo es.
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a) A={neN: 3n+2}
b) A={3n+2: neN}
¢) A={re€Q: y+1>6}

d) A={2€Q: z=y+ 1paraalginy € Q con y > 6}
e) A={2x+1€Q: x <6}.

)

f) A={y: yeR}

3. Halle 6 elementos de cada uno de los siguientes conjuntos.

i) {2n+1:neN} (i) {2n:neN}
(iii) {n?:n e N} (iv) {n*—-4:neZ}
(v) {1-n*:neZ} (vi) {2": neN}
(vii) {reQ: 0<r<1} (viii)  P({1,2,3,4,5})

4. Determine si los conjuntos A y B son iguales (revise lo hecho en los ejemplos 2.6):

a) A={2n*: neNy0<n<3}
B ={2,0,8,18}

b) A={n*+1: neNy0<n<3}
B={r€Q: r=n?+1paraalginn € Q con 0 < n < 3}

c) A={neN: n+1>2}
B={neZ: n+1>2}

d) A={neN:3<n<6}
B={z: reNy3<z<6}

e) A={neQ:neN}
B={neN:neQ}

) A=P({1,2})
B={XeP({1,2,3}): 3¢ X}

g9) A={0}yB=10

h) A={0}y B={0,{0}}

i) A={{0}}y B={0}.

5. Considere los conjuntos

A={n: n=0,1,23,4} B={4n+1: n=0,1,2,3}
C={n*: n=1,23} D =1{0,2,4}

., Cudl es subconjunto de cual? Considere las diesiséis posibilidades.
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10.
11.
12.

13.

Considere los conjuntos
A={2n+1:neN} B={4n+1:neN}
C={n*+1:neN} D ={2n:n €N}
.,Cual es subconjunto de cudl? Considere las diesiséis posibilidades.
Para cada uno de los siguientes conjuntos halle una propiedad que sirva para definirlos

por comprension:

i) {0,3,6,9,12,15,18,21, -} (i)  {1,4,7,10,13,16,19,22,---}
(i)  {0,5,10,15,20,25,30,35, - -} (iv)  {0,1,8,27,64,125,216,---}
(v)  {2,4,8,16,32,64, -} (vi)  {7,11,15,19,23,27,31,---}
(vii) {1,8,15,22,29,36,43,50, - -} (viii)  {0,—1,2,-3,4,—5,6,—7,--}

Sean A = {1,3,5,7,9,11}, B = {2,3,5,7,11}, C = {2,3,6,12}, D = {2,4,8}. Deter-
mine por extension los siguientes conjuntos. En las partes (iii) y (ix) considere primero
que el conjunto universal U es

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}

y después resuelva las preguntas (iii) y (ix) usando como conjunto universal a N.
(i) AUB (i) AnC (iii) (AU B)N(C°U D)
(iv) A\ B (v) C\' D (vi) BaD
(vii) (ANC)UB (viii) (AUC)N B (ix) (B°aD®)nA¢
a) Muestre que {1,3}a{2} # {3,4}.
b) Halle un subconjunto C' de {1,2,3,4} tal que {1,3}aC = {3,4}.

Sea A un conjunto. Muestre que ArA =0y Aal) = A.
Muestre que A y A° son disjuntos.
Exprese los siguientes enunciados usando las operaciones elementales entre conjuntos.

a) Todos los elementos de A estdn en B o estédn en C.
b) Si un elemento de A esta en C', entonces también estd en B.
c¢) Los elementos de A y los de B estan en C.

)
)
d) Todo elemento de A o de B pertenece a C' 0 a D.
)
)

a) Haga el diagrama de Venn de los siguientes conjuntos: (AU B)NC, AU(BNC).

b) Halle tres conjuntos A, B y C no vacios tales que
(AUB)NC #AU(BNC(C)

y halle también tres conjuntos D, E y F' tales que
(DUEYNF=DU(ENF).

(Sugerencia: No busque ejemplos complicados, todos los conjuntos pueden ser
subconjuntos de N).
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14. a) Haga el diagrama de Venn de los siguientes conjuntos: AN(BUC), (ANB)U(ANC).

b) Use los diagramas anteriores para convencerse que

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).

15. De manera similar a como se hizo en el ejemplo 2.13 justifique las siguientes afirma-
ciones:
a) ACAUB
b)) ANBC AUB

para cualquier par de conjuntos A y B.

16. De manera similar a como se hizo en el ejemplo 2.13, justifique las siguientes afirma-
ciones:

a) A=(ANB)U(A\ B).

b) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).
¢c) (ANB)\C=(A\C)Nn(B\CO).

d) (A\B)\C=A\(BUC).

17. Las siguientes afirmaciones son falsas. Proporcione conjuntos A, B y C' que no cumplan
con lo expresado.

) AUB = AnNB.

) ANB = AxB.

¢c) (ANB)UC =(ANC)UB.

d) (A\B)\C = A\ (B\ ().
)
)

a

b

e) An(BUC) = (AaB) U (AaC).

A
f) Aa(BNC) = (AaB) N (AaC).

2.2. La légica y las operaciones sobre conjuntos

En esta seccién presentaremos algunas analogias entre los operadores o conectivos logicos
y las operaciones sobre conjuntos. Mas adelante, en la seccién 2.4, continuaremos con este

tema.
Las operaciones sobre conjuntos y los conectivos de la légica proposicional son similares.
En la tabla que sigue senalamos la analogia existente entre ambas
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ANB | pAgq
AUB | pVgq
A¢ —p

Todas las expresiones que involucran la relaciéon de pertenencia € y las operaciones ele-
mentales entre conjuntos se traducen en proposiciones logicas:

re ANB re€Ay xeB
rZ€ ANB r¢A 6 x¢gB
reAUB rcAbzreB
r ¢ AUB r¢gAy x¢B
x € A° g A
x & A° reA

r€e A\ B reAy x¢B
r¢g€ A\ B x4 A 6 xeB

Es importante que el lector comprenda y recuerde esta tabla pues es fundamental para
trabajar con los conjuntos. En particular, observe el significado de x ¢ ANByx ¢ AUB.
Como es costumbre en matematicas, no hemos mencionado el conjunto universal, pues el
contexto debe indicarlo.

2.2.1. Cuantificadores

El lenguaje de la légica proposicional es insuficiente para expresar la mayoria de los
resultados de la matematica. Hace falta introducir otros simbolos. Por ejemplo, la nocién
de subconjunto A C B se define diciendo que todo elemento de A debe pertenecer a B.
La expresion “todo elemento de” ocurre con mucha frecuencia en matematicas y refleja una
de sus caracteristicas mas importantes: la posibilidad de mostrar hechos generales sobre
los elementos del universo que se esté analizando. El simbolo que se usa para abreviar esa
expresion es V, que se lee “para todo”, y se llama cuantificador universal.

Ahora podemos enunciar la definicién de la relacion de subconjunto usando el cuantifi-
cador universal:

ACB Ve(r € A— x € B)

Otro cuantificador que se usa en légica es el cuantificador existencial que se denota
con el simbolo 3 y se lee “existe”. Este cuantificador ocurre, por ejemplo, al expresar que
un subconjunto no esta contenido en otro. En efecto, si A € B, entonces debe existir un
elemento que pertenece a A y que no pertenece a B. En simbolos:
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A¢ B Jr(xr €A N x¢&B)

En la siguiente tabla veremos algunas relaciones entre conjuntos que se expresan usando
cuantificadores.

ACB Ve (r€ A—z €B)
AZB Jr(x€ ANz & B)
A=B Vo (x € A x € B)
A+#B Jr[(re AN g B)V(eg ANz € B)
ANB#0) dz (r € ANz € B)
ANB=0| VYx(xg AVax¢DB)

La tabla anterior también sirve para ilustrar cémo se comportan los cuantificadores cuan-
do se niega una expresion que los contiene. Al negar un cuantificador universal se obtiene
uno existencial y, viceversa, al negar un cuantificador existencial se obtiene uno universal.

=V dx—

=z Ve

También escribiremos 3 en lugar de —3.

Ejemplo 2.16. (i) Considere la siguiente férmula:
-(Vz (r € A— z € B)).

Ella es equivalente a
dz —(r € A— x € B).

Ahora recordemos que —(p — ¢q) es légicamente equivalente a p A —q. Por lo tanto, la férmula
original que estamos simplificando es equivalente a

dr(reA AN x¢&B).
(ii) Veamos otro ejemplo:

“(Jxr(xr €AV xeB) & Ve-(z €AV z€B)
& Ve (re AN ax¢gB)
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Ejemplo 2.17. Las desigualdades con frecuencia se expresan usando V. Veamos algunos
ejemplos. Todo ntimero real elevado al cuadrado no es negativo. En simbolos:

Vo € R (2 > 0).
Todo nimero natural x cumple que z < x + 1. En simbolos:
VeeN (z <z+1).
O

Ejemplos 2.18. También es importante saber cuando una afirmacién cuantificada es ver-
dadera o no.

1. Considere la afirmacion
vn € N (n® < 9) (2.4)

Para mostrar que ella no es valida, basta observar que si sustituimos n por 3, obtenemos
una proposicién falsa. En efecto, 3% = 27y 27 £ 9. El 3 se dice que es un contraejem-
plo de la afirmacién (volveremos més adelante sobre este tema de los contraejemplos).
. Puede conseguir otro contraejemplo?

2. Ahora considere la afirmacion
Vo € R ((z +1)% > 2?).

Vemos entonces que x = —1 es un contraejemplo (verificarlo) y por lo tanto esa afir-
macién es falsa.

Dejamos a cargo del lector encontrar otros contraejemplos (;Puede servir de contrae-
jemplo cualquier nimero negativo?).

3. Considere la afirmacion
In € N (18 < n® + 3 < 20). (2.5)

Para ver si ella es verdadera, debemos hallar un natural que satisfaga la condicién
especificada. Si sustituimos en la expresién n?+3 la variable n por los valores 0, 1, 2, 3,4
obtenemos, respectivamente, 3, 4, 7, 12 y 19. Vemos entonces que al sustituir n por
4, obtenemos la siguiente proposicién verdadera “18 < 42 + 3 < 20”. Por lo tanto, la
afirmacién (2.5) es verdadera, pues al menos existe un natural n tal que 18 < n?+3 <
20.

4. Observemos que la negacion de la afirmacion (2.4) es
In € N (n* >9).

Como (2.4) es falsa, entonces su negacién es verdadera. En efecto, vimos que 33 > 9.
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Ejemplos 2.19. En cada uno de los siguientes casos queremos hallar conjuntos A y B de
nimeros naturales que satisfagan la propiedad indicada.

l.dJzeN(z e ANz € B).

Considere los conjuntos A = {1,2,3} y B = {2, 3,4}. Este par de conjuntos satisfacen
la propiedad indicada, pues por ejemplo cuando x es igual a 2 se cumple que z € Ay
x € B. jQué podemos decir en general?, en otras palabras, ;Cudles pares de conjuntos
Ay B satisfacen esta propiedad? Veamos:

dJreN(xeAANzreB) & JreN((reAnB)
& ANB#0D

Esto nos dice que cualquier par de conjuntos A y B tales que AN B # () satisfacen la
propiedad indicada.
2. freN(x € ANz € B).

En este caso basta tomar dos conjuntos disjuntos, por ejemplo, A = {1,2,3} y B =
{4,5}. Tenemos que no existe = tal que z € Ay = € B.

De lo visto en el ejemplo anterior, tenemos que

PJreN@ecAANrEB) & ANB=10

3. weN(zxeAve e B).

Por ejemplo, A = {1,2,3} y B = {4} satisface la propiedad indicada. Pues haciendo x
igual a 1 se cumple que x € AVx € B. En otras palabras, 1 es un ejemplo de que existe
un x con la propiedad indicada. También 4 sirve como ejemplo. En general tenemos lo
siguiente
dJreN(@xeAVvereB) & dreN((xe AUB)
& AUB#(

Esto nos dice que cualquier par de conjuntos A y B tal que A U B no sea vacio es un
ejemplo donde la propiedad indicada es verdadera.

4. IxeN((x g€ ANz & B).

Considere A = {1,2} y B = {4,5}. Entonces haciendo z igual a 6 se tiene que z ¢ A
y ¢ B. En general tenemos que

reN@gANx¢gB) & JreN(zeAANxe B
< dreN(xe A°N B
< A°NBC£()

Por lo tanto, un par de conjuntos A y B satisface la propiedad indicada si y sélo
si AN B¢ no es vacio. Observe que esto ocurrié con el ejemplo que dimos antes: Si
A={1,2} y B={4,5}, entonces A°N B° =N\ {1,2,4,5}.
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5. reN(x g AV ¢ B).

Los mismos conjuntos A y B que en el ejemplo anterior satisfacen esta propiedad. En
general, tenemos que

dJreN@gAVegB) & dreN(ze AV e BY
& JreN(zxe A°U B°)
& A°UBC#(

6. PreN(x € AV e B).

En este caso, el tnico ejemplo es A = B = (). En efecto,

reN@ecAveeB) & VeeN-(rcAVaeB)
& VeeN((xg€ANx € B)
& VeeN(xe ANz € BY)
& VreN(zxe AN B°)
& A°NB°=N

Ejemplo 2.20. Considere el siguiente conjunto
A={reN: VyeN @z <10+y)}

Para que un nimero natural z pertenezca al conjunto A debe cumplir cada una de las
siguientes condiciones

r < 10+0
z < 10+1
z < 1042
r < 10+3
r < 10+14
r < 10+5
r < 10+6

Hemos colocado : pues el cuantificador “Vy € N” impone una condicién para cada y € N.
Por inspeccién podemos convencernos que A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
O

Ejemplo 2.21. También es frecuente usar expresiones donde aparecen ambos cuantifi-
cadores. Por ejemplo, para expresar que todo ntimero real positivo tiene una raiz cuadrada
lo hacemos de la siguiente manera:

VeeR[z>0— JycR (y*=2)]
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Se puede simplificar esta expresion introduciendo un simbolo para denotar los niimeros reales
positivos, normalmente se usa R*. Podemos entonces escribir la afirmacién anterior de la

siguiente manera:
Vr € RT Jy e R (y* = 7).

Esta expresién usualmente se lee asi: Para todo x en R, existe un y en R tal que y? es igual
a x. Observe que la expresion “tal que” no aparece y en su lugar usamos los parétesis ().
O

Observacién 2.22. Hay algo mas sobre el uso de los cuantificadores que queremos mencionar
brevemente. Las proposiciones que usan cuantificadores se enuncian referidas a un contexto.
Por ejemplo, cuando escribimos Vx ja qué no estamos refiriendo la decir “para todo z”7.
Siempre que se use el cuantificador ¥V debe haber un contexto (a veces llamado el universo
del discurso) donde la variable x toma sus valores. Los mismo podemos decir acerca del
cuantificador 3. En el ejemplo 2.19 el universo fue explicitamente mencionado, pues siempre
escribimos Vx € N o dz € N. Para evitar confusiones es conveniente indicar el universo. Sin
embargo, por brevedad se tiende a no mencionarlo explicitamente.

Ejercicios 2.2
1. Vea el ejemplo 2.18 para responder este ejercicio.
a) Muestre que n = 2 es un contraejemplo a la siguiente afirmacién
vn € N (n* < 15).

. Puede conseguir otro?

b) Considere la proposicién
Ve € R ((x —1)% > 2%).

Muestre que x = 0 es un contraejemplo y encuentre otro.

c¢) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera

Vn €N (33 <n®+2n+1 < 35).
d) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera

In €N (33 <n®+2n+1<35).

2. Muestre que las siguientes afirmaciones son légicamente equivalentes.

a) ACB.
b) Ve(x ¢ AV e B).
c)Ve(x g B—x & A).
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d) B¢ C A°.

En otras palabras, muestre que (a) < (b), (b) < (¢), (¢) < (d) y (d) < (a). Sin embar-
go, se puede trabajar un poco menos, mostrando la siguiente cadena de implicaciones:
(a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

. Muestre que las siguientes afirmaciones son légicamente equivalentes:

ANB=1.

Ve(r € A— o & B).
Ve(r € B—x ¢ A).
Ve(x & BVx ¢ A).

a)
b)
c)

)

d
. Determine si la siguiente afirmacién es valida.

ANB=0) & Ve[(r€e ANc ¢ B)V (¢ ANz € B)]

. En cada uno de los ejercicios que siguen, halle conjuntos A, B, C todos ellos subcon-
juntos de N que cumplan con la propiedad indicada.

a) Ve N(x e ANze BAx & C).

b)VieN(zgA— (xreBvagl)).

c) reN(zreAveeB)AN(z g Ava e ().

d)VteNIyeN(xe A—yeB).

e) Ve NIyeNze A— ((ye BNA)A(y#ux))].

[)VreNJyeN((@zeA—- (ye Bhzx g O)).

. Determine cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y en caso que sean
falsas dé un contraejemplo.

a) Ve R3IyeR (x+y >0).
b) Iye RVz eR (z+y > 0).
c) Vi e RVy e R (22 +y* > 0).
d) Vy e RVx € R (22 +y? > 0).
e) yeRIz €R (22 +y* > 0).

. Simplifique las siguientes formulas siguiendo el procedimiento que se ilustra en el ejem-
plo 2.16.

a) 7 (Fy e RIz € R (2% +y* > 0)).
b) = (Ve e RVy € R (22 +y? > 0)).
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¢) " (VWWeRIzeR[y>0— (z<z<x+y)).

)

d) ~(Vzx3Jy[(r€ ANye B) — xze(C]).
e) " (JzjzeC — (Jy(xre ANy € B))]).
f) "3z [(Fy(xre ANye B)) — xzeC]).

8. Determine al menos un elemento de cada uno de los siguientes conjuntos

J{reN: 32eN(z>2,z2<zyzdivide a z)}.

) {z € N: 3z € N (22 divide a z)}.

c){reR: VyeR(y>0—xy >0)}.

J{reR: yeR(y>0 A zy>0)}.

J{zeR: VyeRI:eR[y>0— (z<z<x+y)]}

9. Considere los siguientes conjuntos

A = {xeN: Six>9 entonces = es impar}
B = {xeN: Sixz+52>10, entonces x < 20}
C = {zeR: 2<10yz>-8}
D = {zeR: z<—-Tox>22}

Determine cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales son falsas.

(i) beA (v) 9e¢C
(i) 10e€A (vi) —15/2€eCnD
(iii) 6¢€B (vii) 35¢eD
(iv) 16€ B (viii) TeBNC

10. Sea A un subconjunto de N. Considere los siguientes conjuntos

= {2 eN: Sixz € A, entonces x es par}
{r eN: xz€ Ay z es impar}
= {r€N: Siz ¢ A, entonces z es par}

SAaQw
|

Muestre que las siguientes afirmaciones son verdaderas independientemente de quién
sea el conjunto A:

4) N=BUC.
b) BND ={xr €N: xes par}.
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2.3. Propiedades de las operaciones entre conjuntos

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades basicas de las operaciones entre con-
juntos. Pero a diferencia de las secciones anteriores, presentaremos argumentos mas precisos
para justificar las propiedades de los conjuntos. Estos argumentos se llaman demostraciones
y son la herramienta fundamental que tienen los matemaéticos para validar sus descubrim-
ientos.

2.3.1. Algunas propiedades de la relacion C

Comenzaremos con una propiedad que se conoce por el nombre de propiedad transitiva.
SiAC By BCC(C, entonces A C C.

La forma como se enuncia la propiedad transitiva es un ejemplo de una afirmacién condi-
cional. Pues ella afirma que A C C' bajo la condiciéon de que A C By B C C'. En el enunciado
de la propiedad transitiva, la hipdtesis consiste de dos afirmaciones: A C By BC C. Y la
conclusién es A C C.

Para mostrar la validez de la propiedad transitiva supongamos que tenemos tres conjuntos
A, By C tales que A C By B C C. Mostraremos que entonces se cumple que A C C'. En
simbolos, lo que debemos mostrar es que:

Ve (r e A—zeC).

Para ver esto, sea x un elemento de A arbitrario (pero fijo). Queremos mostrar que = € C.
En efecto, una de nuestras suposiciones es que A C B y como z lo tomamos en A, podemos
concluir que x € B. La segunda suposicién es que B C (', pero como ya mostramos que
x € B, podemos finalmente concluir que = € C.

Si representamos con un diagrama de Venn que A C By B C C tenemos el siguiente
diagrama

®

Observacién 2.23. La propiedad transitiva de C nos permite usar expresiones como la que
sigue sin que haya ninguna ambigiiedad

ACBCC
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Esta expresion abrevia la conjuncion de tres afirmaciones: A C B, B C Cy A C C. Por
ejemplo, N C Z C Q. Algo similar estamos acostumbrados a hacer con nimeros, pues
escribimos x < y < z en lugar de escribir la expresion mas larga: * <y, y < zy z < 2.

Observacién 2.24. La justificacién de la propiedad transitiva que acabamos de ver es un
ejemplo de lo que en Matematicas se llama una demostracion. Este es ademés un ejemplo
de una demostracion de una afirmacién condicional. El lector debe tomar nota de lo que
hicimos, pues lo encontraremos con bastante frecuencia. A continuacion lo resaltamos.

Para demostrar una afirmacién condicional
suponga que la hipdtesis se cumple
y muestre que la conclusiéon también se cumple.

O

Observacion 2.25. Usualmente la demostracién de una afirmacién como A C C comienza
con frases como: “Fijemos un elemento arbitrario x de A....” o también “Sea x un elemento
arbitrario, pero fijo, de A..”. Recomendamos al lector que use estas expresiones o alguna
otra equivalente cuando esté demostrando afirmaciones como la anterior. O

Otra propiedad de la relacién de subconjunto C es la siguiente:

Ejemplo 2.26. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Mostraremos que:
S1 A C B, entonces B¢ C A°. (2.6)

Para mostrar (2.6) haremos uso de una de las equivalencias légicas vistas en el capitulo 1.
Recordemos que una proposicién condicional es 16gicamente equivalente a su contrareciproca.
En simbolos:

(¢ —¢) & (= — —9).

Por esto, la afirmacion (2.6) es equivalente a la siguiente afirmacién:
Si B¢ ¢ A°, entonces A € B. (2.7)

Por lo tanto para demostrar que (2.6) es valida, basta que mostremos que (2.7) lo es. Supong-
amos que A y B son conjuntos tales que B¢ ¢ A¢ y mostremos que A ¢ B. Como por
hipétesis B¢ € A€, entonces existe un elemento x que pertenece a B¢ pero no a A°. Es decir,
existe = tal que z € B¢y = € A°. En otras palabras, existe x tal que x € By © € A. Esto
precisamente dice que A Z B y asi hemos mostrado (2.7).
O
Otra manera de enunciar la equivalencia logica de dos proposiciones es a través de la
expresion si, y solo si. Es decir, ¢ < 1 dice lo mismo que ¢ si, y solo si ¥. Recordemos,
ademads, que esto ultimo también es equivalente a decir que se cumple simultaneamente que
¢ = ¥y que ¢ = ¢. El siguiente ejemplo ilustra el uso del si, y sdlo si.
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Ejemplo 2.27. Sean A y B dos conjuntos. Entonces se cumple que
AN B = Asi, ysélosi, AC B. (2.8)

En este ejemplo tenemos las proposiciones:

Si AN B = A, entonces AC B (2.9)

Si A C B, entonces AN B = A. (2.10)

Recordemos que cuando decimos que “Q) si, y solo si P” estamos afirmando que las proposi-
ciones (Q y P son equivalentes. Esto significa que () se cumple, si P se cumple y viceversa,
P se cumple, si (Q se cumple.

Ahora demostraremos (2.8). Primero veremos la afirmacién (2.9). Nuestra hipdtesis es
que AN B = A. Sabemos que AN B C B. Luego sustituyendo iguales por iguales (es decir,
sustituyendo A N B por A) obtenemos que A C B.

La afirmacién (2.10) se demuestra de manera similar. Nuestra hipdtesis ahora es que
A C By queremos mostrar que AN B = A. Ya sabemos que ANB C A (;por qué?), asi que
resta mostrar que A C AN B. Tomemos = € A, por hipdtesis A C B, luego x € B y en
consecuencia r € AN B. O

El ejemplo anterior nos dice que, desde el punto de vista de la logica, afirmar que un
conjunto A es subconjunto de otro conjunto B es equivalente a afirmar que AN B = A.

El esquema que hemos usado en la demostracion anterior se repetird con mucha frecuen-
cia y es importante que el lector le preste atencion:

Para demostrar una afirmacion del tipo
Q si, y solo si, P
se deben mostrar las siguientes afirmaciones condicionales:

(1) Si P, entonces Q.
(2) SiQ, entonces P.

Las equivalencias (l16gicas) con frecuencia facilitan la bisqueda de la respuesta a una
pregunta. Considere el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.28. Queremos determinar todos los conjuntos A que cumplan con la siguiente
ecuacion

AN{1,3,5} = A.

Por lo visto anteriormente, sabemos que un conjunto A cumple con esta ecuacion si, y sélo

si, satisface la siguiente condicion
A C{1,3,5}.

Por lo tanto, los tinicos conjuntos que cumplen con la ecuacién indicada son

0,{1},{3},{5}.{1,3},{1,5},{3,5},{1,3,5}.

Por 1ltimo, recordemos que la expresion
13 4 : 2
P, sélo si Q
dice que () es una condicién necesaria para que P ocurra. En otras palabras, esa expresion

equivale a decir que “Si P, entonces )”.

2.3.2. Unién e interseccion

Comenzaremos con algunas de las propiedades de la unién y de la interseccion. En lo que
sigue A, B y C' denotan conjuntos.

la. AUB=BUA Leyes conmutativas
b ANB=BNA

2a AU(BUC)=(AUuB)UC Leyes asociativas
2b AN(BNC)=(AnB)NnC

3a. AU(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC) Leyes distributivas
3b AN(BUC)=(ANB)U((ANC)

4da AUA=A Leyes de idempotencia
b ANA=A

¢ AUPD=A Leyes de la Identidad
4d ANP=10

Estas leyes (junto con otras que veremos mas adelante) se conocen como las Leyes
del algebra de conjuntos o también como las leyes del algebra Boolena en honor al
matemético irlandés George Boole (1815-1864).
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Las leyes conmutativas dicen que el orden en que se unan o intersecten dos conjuntos
es irrelevante. Lo cual es bastante evidente observando las definiciones de la unién y la
interseccion.

Las leyes asociativas son importantes, pues garantizan que el uso de los paréntesis no
es necesario en las expresiones que usan sélo uniones o sélo intersecciones. Es decir, ya que
AU(BUC) = (AU B)UC, entonces podemos definir un conjunto a través de la expresion
AU BUC sin que haya ninguna ambigiiedad acerca de cual conjunto estamos definiendo. De
manera similar podemos escribir A N B N C sin problemas de ambigiiedad. Esto no sucede,
por ejemplo, si tenemos una expresion como la siguiente

AUuBNC.
En este caso no queda claro a qué conjunto nos referimos, pues tenemos dos alternativas

(AuB)NC

AU (BnNCQC).

Estas dos expresiones no denotan, en general, el mismo conjunto (vea el ejercicio 13 de la
seccién 2.1.6). Por esto, el uso de los paréntesis es necesario.

Todavia nos queda por justificar la validez de las leyes distributivas. La demostracion de
esta ley no es tan directa y recurriremos a un argumento un poco mas elaborado.Pero antes
de hacerlo, queremos comentar el significado de las propiedades de las operaciones sobre
conjuntos.

En general las leyes del algebra de conjuntos permiten manejar las operaciones entre
conjuntos y en muchos casos al usarlas se puede simplificar el “cdlculo”. Veamos, por ejemplo,
lo que dice la ley distributiva 3b:

AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C).

Observe que en el lado derecho de esta igualdad se realizan 3 operaciones: Primero A N B,
después AN C y por ultimo la unién de los dos conjuntos obtenidos. En cambio, en el lado
izquierdo, solamente hay que realizar dos operaciones: Primero BUC'y después este conjunto
se intersecta con A. Una situacién analoga se presenta con la operaciones de la aritmética +
y -. Por ejemplo, considere la siguiente igualdad:

(3+5)-4=3-4+5-4.

Podriamos decir que la expresion en el lado izquierdo de la igualdad es mas simple que la
del lado derecho, pues para calcularla se necesita realizar menos operaciones.

Ejemplo 2.29. Veamos la primera ley distributiva:
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC). (2.11)
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Antes de dar una demostracion le sugerimos al lector que haga los diagramas de Venn
correspondientes a AU (BNC)y (AU B)N(AUC) y observe que en ambos diagramas
obtenemos la misma region sombreada. Los diagramas de Venn como herramientas para
guiarnos en nuestros razonamientos son ttiles pero tienen limitaciones. Por ejemplo, cuando
se estd trabajando con més de tres conjuntos los diagramas se vuelven muy engorrosos'.

Ahora comenzaremos la demostracién de la ecuacién (2.11). Mostraremos que el conjunto
AU(BNC) tiene los mismos elementos que el conjunto (AUB)N(AUC), y por lo tanto, por
la definicién de igualdad de conjuntos, concluiremos que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
Comencemos mostrando que

AU(BNC)C(AUB)N(AUQ).
En simbolos, queremos mostrar
Velre AU(BNC) - xe(AUB)N(AuUC)].

Para verlo, tomemos un elemento z, arbitrario pero fijo, perteneciente a AU (BN C) y
mostremos que x también pertenece a (AU B)N(AUC). Por definicién de unién de conjuntos
tenemos que hay sélo dos casos posibles: x € A o x € BN C. Mostraremos que z € (AU
B)N (AUC) en ambos casos.

Caso a: Supongamos que x € A. Entonces © € AU B y también z € A U C. Luego
re(AUB)N(AUC).

Caso b: Supongamos que x € BN C. Entonces x € B y por lo tanto z € A U B. Pero
también tenemos que x € C, luego x € AUC. En consecuencia x € (AUB)N(AUC).

Hemos mostrado que dado cualquier x € AU (B N C'), independientemente de si x € A
osiz € BNC, se tiene que x € (AU B) N (AU C). Esto demuestra que AU (BN C) C
(AUB)N(AUC).

Ya hemos probado la mitad de lo que queriamos. Nos falta mostrar que
(AUB)N(AUC)C AU(BNCO).
En simbolos, queremos mostrar
Ver e (AUB)N(AUC) - z€ AU (BNC)|.

Es decir queremos mostrar que si x € (AUB)N(AUC), entonces © € AU(BNC). Para esto,
sea x € (AUB)N(AUC) un elemento arbitrario. Por definicién de interseccion de conjuntos
tenemos que z € AU B y también que x € AUC'. Consideraremos dos casos: v € Ao x & A.
Mostraremos que z € AU (B N C) en ambos casos. En efecto:

'En el libro Mdquinas légicas y Diagramas de Martin Gardner [6] se estudian otros tipos de diagramas.
Por ejemplo, cuando se trabaja con cuatro conjuntos, Venn propuso usar elipses en lugar de circulos.
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Caso a: Supongamos que x € A. Entonces z € AU (BN C).

Caso b: Supongamos que = ¢ A. Entonces como z € AU B, necesariamente se tiene que
x € B. De igual manera, ya que x € AUC, entonces x € C. Con esto hemos mostrado
que x € BNC y por lo tanto x € AU (BNC).

Hemos mostrado de que dado cualquier z € (AU B) N (AU (), independientemente de
sizx € Aosiz & A, se tiene que x € AU (BNC). Esto demuestra que (AUB)N(AUC) C
AU (BnNCQO).

O

Observacién 2.30. Notemos que la demostracion tiene dos partes. La primera consistié en
mostrar que

AU(BNC)C(AuB)N(AUCQC)
y en la segunda parte mostramos que

(AUB)N(AUC)C AU(BNO).

El lector debe prestar mucha atencion al esquema de esta demostracion, pues lo repe-
tiremos cada vez que queramos demostrar la igualdad de dos conjuntos: Para demostrar que
dos conjuntos H y F' son iguales se demuestran dos cosas: (i) H C F'y (ii) F C H.

Observacion 2.31. (Prueba por casos) La demostracién anterior tiene otra peculiaridad
que deseamos resaltar. El argumento usado se separé en casos. Lo que ocurrié fue lo siguiente.
En la primera parte de la demostracion, una vez fijado un elemento arbitrario x, se separé el
argumento en dos casos: z € A o x € BNC'. Considere entonces las siguientes proposiciones:

re AU(BNQC)
reA

reBNC
re€(AUB)N(AUC)

Lo que queriamos demostrar era la siguiente proposicion:

P—S

n JLO T

El caso a) consistié en demostrar que () — Sy el caso b) mostré que R — S. Ahora la
regla “prueba por casos” (ver la seccién 1.2.1) precisamente dice que

(q—s) N(r—s) =(qVr)—s.

Por consiguiente, concluimos que (Q V R) — S. Por otra parte, por definicién de unién se
tiene que P — (Q V R). Y finalmente, la ley del silogismo hipotético nos asegura que

(p—=(qVr) A ((qgVvr)—s)=(p—s).

En consecuencia, concluimos que P — S. Y esto es lo que queriamos demostrar.

La introduccion de los casos es un recurso que con frecuencia facilita las demostraciones.
En situaciones como esta, se dice que se ha hecho una prueba por casos. Este tipo de de-
mostraciones son bastante comunes en matemaéticas.
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Ejemplo 2.32. Sean A y B conjuntos. Afirmamos que:

Si P(A) = P(B), entonces A = B. (2.12)
En efecto, mostraremos la contrapositiva. Es decir:
Si A # B, entonces P(A) # P(B). (2.13)

Supongamos que A # B. Entonces A € B 6 B € A. Consideraremos estas dos alternativas
por separado.

Caso 1: Supongamos que A € B. Entonces por definicién del conjunto potencia, tenemos
que A € P(B). Pero claramente A € P(A). Por lo tanto P(A) # P(B).

Caso 2: Supongamos que B € A. Entonces, al igual que en el caso 1, se concluye que
B & P(A). Pero B € P(B). Por lo tanto P(A) # P(B).

Como en ambos casos se mostré que P(A) # P(B), entonces podemos concluir que la
afirmacién (2.13) es verdadera y por lo tanto la afirmacién original (2.12) también lo es. O

Es importante verificar que los casos considerados cubran todas las posibilidades. Por
ejemplo, dados dos conjuntos A y B hay tres alternativas posibles:

i) AZB, (i) BZA y(ii) A=B.

En el ejemplo anterior, la tercera alternativa no se considera pues la hipotesis precisa-
mente dice que A # B. Por esto s6lo quedan las alternativas (i) y (ii), las cuales son los casos
que hay que analizar.

En el proximo ejemplo ilustramos otra manera de escribir las demostraciones en la que
queda mas claro cual es la justificacién de cada paso de la demostracion.

Ejemplo 2.33. Ahora veremos una generalizacién de las leyes distributivas. Mostraremos
que para cada cuatro conjuntos A, B, C' y D cualesquiera se cumple que

(AUB)N(CUD)=(AnC)U(AND)Uu(BNC)u(BND,). (2.14)

La manera en que presentaremos la demostracion de esta afirmacién sera diferente de la que
hemos venido usando. Ahora haremos usos de las leyes del algebra de conjuntos que hemos
visto anteriormente.

(AUB)N (C U D)

[(AUB)NC|U[(AUB)N D] Distributiva 3b
(ANCYU(BNC)U[(AND)u (BN D)] Distributiva 3b
= (AnC)U(BNCYUAND)U(BND) Asociativa

O

El lector puede preguntarse por qué la demostraciéon hecha en el ejemplo anterior es
distinta a la hecha en el ejemplo 2.29. En realidad se puede hacer de otra manera. Le
sugerimos que dé otra demostraciéon de (2.14) mostrando las siguientes dos afirmaciones

(AUB)N(CUD) C (AnC)UuAnD)u(BNC)U(BND)

(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND) C (AUB)N(CUD).
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2.3.3. Complementacion

Ahora enunciaremos las propiedades bésicas de la complementacion. Las letras A y B
denotaran subconjuntos de un conjunto universal U.

ba (AUB)® = A°N B¢ Leyes de De Morgan
5b (AN B)* = A°U B¢

6ba AUU=U Leyes de la Identidad
b ANU=A

Ta (A=A

b ANA =0

Tc AUA=U

d U=

e 0c=U

Observemos que decir que
xe A°

es equivalente a decir que
reUyux ¢ A.

Sin embargo el conjunto universal U estara usualmente implicito y por consiguiente escribire-
mos simplemente

x ¢ A

Demostraremos algunas de estas leyes y las otras las dejaremos a cargo del lector.

5a Fijemos un elemento x € U arbitrario. Tenemos entonces

re(AUB) & x¢ AUB Definicién de complemento
& AN ¢ B Definicién de unién
& x € A°ANx € B¢ Definicién de complemento
& e AN B Definicién de interseccion

Esto demuestra que
Ve|r € (AUB)¢ & x € A°N B

En consecuencia, por la definicién de la igualdad de conjuntos, (AU B)¢ = A°N B°.

Ta Mostremos que A C (A°)¢ y que (A°)¢ C A. En efecto, sea x € A, entonces x & A, es
decir z € (A°)°. Ahora veamos que (A°)¢ C A. Tomemos x € (A%)¢, es decir x € A®y
por lo tanto = € A.
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7b Veamos que A N A° = (). Por definicién de A° vemos que ningtn elemento de A puede
pertenecer a A€, asi que AN A€ no tiene elementos, y por lo tanto AN A€ es el conjunto

vacio.
O
Ejemplo 2.34. Mostraremos que
A°N(AUB) CB.
En efecto,
A°N(AUB) = (A°NA) U (A°NB) Distributiva 3b
= 0 U (BNA ley conmutativa 1by 7b
= BNA° ley de identidad 4c
Por tltimo, de la definicién de N es inmediato que BN A C B.
O

Ejemplo 2.35. Sean A, B y C conjuntos. Queremos determinar si la siguiente afirmacién
es valida

AC[(B\CO)\AJ° (2.15)

Para responder esta pregunta, primero simplificaremos la expresion de la derecha y para ello
usaremos las reglas del algebra Booleana.

[(B\C)*\A]° = [(BNC9)°NA°]° Definicién de diferencia
= (BNC°YUA Ley de De Morgan 5b y regla 7a

De la ultima igualdad se deduce inmediatamente que la afirmacién (2.15) es verdadera. O

2.3.4. Diferencia simétrica
La primera propiedad de A es que para dos conjuntos cualesquiera A y B se cumple que
ArB = BaA.
Esto se deduce inmediatamente de la definicién de A. En efecto,
ArnB = (ANB°)U(BNA°

(BNAS)U (AN B
= BArA.

La segunda igualdad estd justificada por la ley conmutativa la para la unién. Esta propiedad
de A usualmente se expresa diciendo que A es conmutativa.
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Veremos ahora que A es una operacion asociativa. Es decir, mostraremos que dados tres
conjuntos A, B y C cualesquiera se cumple que

(AaB)aC = An(BaC).

Como la demostracién es un poco larga, la dividiremos en partes. Primero observemos que
de la definiciéon de A tenemos que:

(AsB)aC = ((AsB) N C®) U (C' N (AaB)°) (2.16)

Esto sugiere que antes de continuar es conveniente conocer una expresion sencilla para
(AaB)°. Afirmamos que

(AaB)* = (A°NB°) U (BN A) (2.17)
En efecto,

(AaB)" = [(ANB°) U (BN A9 Definicién de A
= (ANB9)° N (BNAY° ba
= (A°UB) N (B°UA) 5b

= (A°NB°) U (A°NA)U
(BNB°) U (BNA) Ejemplo 2.33
= (A°NB° ) UPUBU(BNA) 7b
= (A°NB°) U (BNA) 6a

Ahora afirmamos que

(AaB)aC = (ANB°NC° U (BNA°NC) U (CNA°NB°) U (CNBNA) (2.18)
En efecto, sustituyendo en (2.16) lo que vimos en (2.17) obtenemos
(AaB)aC = ([(ANB)U(BNAY)INC?) U (CN[A°NB° U (BNA))
y usando la ley distributiva 3b obtenemos lo buscado:
(AaB)aC = (ANB°NC U (BNANC) U (CNA°NBY) U (CNBN A).

Ya casi llegamos al final. Veamos ahora como calculamos Aa(BaC'). Para esto observemos
que A es una operaciéon conmutativa, por esto

An(BaC) = (BaC)sA

Pero (2.18) nos permite también calcular (BaC)aA. En efecto, sustituyendo A por B, B
por C'y C por A en (2.18) obtenemos

(BAC)AA=(BNC°NA°) U (CNB‘NAY) U (ANB°NC°) U (ANCNB) (2.19)
Comparando (2.18) y (2.19) podemos concluir (por fin!) que (AaB)aC = Aa(BaC).
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2.3.5. Contraejemplos

Hasta ahora nos hemos concentrado en ilustrar algunos de los métodos usados para
demostrar la validez de una afirmacién. Ahora veremos cémo podemos mostrar que una
afirmacién general no es valida. Es importante saber mostrar que algo no es valido, pues
esto nos puede llevar a intuir o sospechar qué es lo que si es valido.

Ejemplo 2.36. Supongamos que alguien afirma que A C A N B para cualquier par de
conjuntos A y B. jEs esta afirmacion correcta? Veamos dos ejemplos concretos:

(1) A={1,2} y B={1,2,3}. En este caso tenemos que {1,2} C {1,2} n{1,2,3}.
(2) A={1,2} y B={2,3}. Entonces {1,2} N{2,3} = {2} pero {1,2} Z {2}.

Vemos entonces que la afirmacion no es valida en general, pues se cumple para algunos
conjuntos pero para otros no. O

Los ejemplos donde falla una proposicién (como la anterior) son llamados contraejem-
plos. En el caso que analizamos los conjuntos {1,2} y {2,3} (para A y B respectivamente)
son un contraejemplo a la afirmacién inicial.

Ejemplo 2.37. También podemos conseguir contraejemplos para afirmaciones condicionales.
.Sera cierto que para cualquier par de conjuntos A y B se cumple que

SiA#0Dy B#(, entonces ANB # 0 ? (2.20)
Veamos algunos ejemplos que aclaren la pregunta.

(a) Si A ={1,2,3} y B = N tenemos que A y B no son vacios y ademds que AN B =
{1,2,3} no es vacio. Pero esto no es suficiente para garantizar que la afirmacién se
cumple en general, pues solo la verificamos en un caso particular.

(b) Veamos otro caso, dejemos A igual, es decir A = {1, 2, 3} pero hagamos B mé&s pequero,
digamos {n € N : n > 4}. En este caso tenemos que {1,2,3} N{n e N:n >4} =1
y ademéds ninguno de ellos es vacio. Asi, A ={1,2,3} y B={n € N:n >4} son un
contraejemplo a la afirmacion.

Por lo tanto la afirmacién (2.20) es falsa. O

Ejemplo 2.38. Dados tres conjuntos cualesquiera A, B y C, jSera cierto que
SiACBUC, entonces ACB6ACC?. (2.21)
Pongamos A ={1,3,5}, B=1{0,1,2,3} y C = {4,5,6}. Vemos entonces que
{1,3,5} €{0,1,2,3} U{4,5,6}.

Pero {1,3,5} Z {0,1,2,3} y {1,3,5} € {4,5,6}. Por lo tanto la afirmacién (2.21) es falsa.
]
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A continuacién daremos algunas indicaciones generales sobre como refutar una afirma-

cién:

1.

Para refutar la formula
PAgq

debemos hallar un ejemplo donde valga =(p A ¢). Como —(p A q) < —p V ¢, entonces
debemos conseguir un ejemplo donde valga —p V —q. Es decir, un ejemplo donde valga
—p o donde valga —q.

Para refutar una proposicion de la forma
rVvVyq

debemos hallar un ejemplo donde valga —=(p V ¢). Como —(pV q) < —p A —q, entonces
debemos conseguir un ejemplo donde valga —p A —¢q. Es decir, un ejemplo donde valga
—p y también —q.

Para refutar una férmula condicional
pP—4q
debemos hallar un ejemplo donde valga p y no valga q. Recuerde que —(p — ¢q) < pA—q.

Ejercicios 2.3

. Escriba las demostraciones de la propiedades 7a y 7b como se hizo en la demostracion

de la parte (ii) de ba (hechas en la seccién 2.3.3).
Muestre la ley distributiva:
AN(BUC)=(AnB)U(ANC(O).

Sugerencia: Demuestre las siguientes dos afirmaciones: AN(BUC) C (ANB)U(ANC)
y(ANB)U(ANC)CAN(BUCQC).

Muestre la ley de De Morgan 5b: (AN B)¢ = A°U B¢,

Muestre las siguientes afirmaciones donde U es el conjunto universal y A, B C U

a) AUA=U
by Us=0y0c=U

Muestre que A C AUB y AN B C AU B para cualquier par de conjuntos A y B.
Muestre la siguiente generalizacion de la ley de De Morgan
(AUBUC)® = A°N B°NC-.

(Sugerencia: Use las leyes de De Morgan 5a con los conjuntos A y B U C).
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7. Demuestre lo siguiente

a) AUB = Bsi, ysblosi, A C B.
b) ACCyBCCsi,ysblosi, AUB CC.
c) SACB, BCCyCCA, entonces A=By B=C.

8. Demuestre la siguiente generalizacion de la ley distributiva 3a

(ANB)U(CND)=(AUC)N(AUD)N(BUC)N (BUD)

9. Revise el ejemplo 2.32 y dé una demostracion directa de la siguiente afirmacion:

Si P(A) = P(B), entonces A = B.

10. Sean A y B subconjuntos de un conjunto universal U.
a) Considere la siguiente afirmacion:

Si A C B¢, entonces AN B = {).

Demuéstrela directamente, es decir, suponga que A C B¢ y demuestre que se

cumple lo siguiente
VeeUlzr ¢ AN BJ.

b) Demuestre directamente la contrareciproca de la afirmacién anterior, es decir,

Si AN B # (), entonces A € BC.

11. Sean A y B dos conjuntos. Muestre que

a) AnB=(AUB)\ (AN B).
b) AUB=(A\B) U (ANnB) U (B\A4).

12. Demuestre lo siguiente

a) An(AaB) = B (Sugerencia: Use la ley asociativa para A).
b) Si AaB = AnC, entonces B = C' (Sugerencia: Use la parte (a)).

13. a) Halle un conjunto C tal que {1,2,3,6,8}AC = {2,3,8,9,10}. (Sugerencia: Si no
consigue la respuesta, siga a la parte (b)).

b) En este problema resolveremos de manera general una pregunta similar a la hecha
en (a). Sean A, B C {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} dos subconjuntos cualesquiera. Muestre
que existe un subconjunto C' de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} tal que AAC = B. (Sug-
erencia: Use el ejercicio 12 y razone como si estuviera despejando una ecuacion,
es decir, piense que C' es la incdgnita).
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14. En este ejercicio no olvide que los elementos de P(A) también son conjuntos. Demuestre
lo siguiente
a) AC Bsi, ysolosi P(A) C P(B).
b) P(ANB)=P(A) NP(B).
c) P(A)UP(B) CP(AUB).
15. Diga cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles son falsas. Para las

verdaderas dé una demostracion y para las falsas proporcione un ejemplo en el que la
afirmacién no se cumpla.

a) St A% (o B# 0, entonces AU B # ().
b) Si A# Do B #(, entonces AN B # ().
c) SitANB CC,entonces ACCoBCC.
d) Si AUB = AN B, entonces A = B.

) STAC BoACC, entonces AC BUC.
) P(A)UP(B) =P(AU B).

e

f

16. En los siguientes ejercicios haremos una afirmacién y propondremos una “demostracion”.
Diga si la demostracion es correcta. En caso que no lo sea, si es posible dé una de-
mostracion correcta, o sino, de un contraejemplo que muestre que la afirmacién es
falsa.

a) Afirmacion: Si Ay B son conjuntos tales que P(A) C P(B), entonces A C B.

“Demostracion”:
reA = {z}CA

= {z} € P(4)
= {z} € P(B)
= {z}CB
= x€DB
Esto muestra que si z € A, entonces € B. Por lo tanto A C B.

b) Afirmacion: Sean A, By C conjuntos. Si A C B, B C C, entonces A C C.
“Demostracion”: Si x € C, entonces como B C (', tenemos que x € B. Ya que
AC Byx € B, entonces x € A. Esto muestra que si x € C, entonces © € A. Por
lo tanto A C C.

c) Afirmacion: Si A, B 'y C conjuntos tales que A C B, B C C, entonces A C C.
“Demostracion”: Considere los siguientes conjuntos: A = {1,5,8}, B = {1,4,5,8,10}
y C ={1,2,4,5,6,8,10}. Entonces AC B, BCCy ACC.

d) Afirmacion: Si X = {z e N:2* <14} y Y ={0,1,2, 3}, entonces X =Y.
“Demostracién”: Como 02 = 0y 0 < 14,12 =1y 1 < 14,22 =4y 4 < 14;y
32=9y9 < 14. Entonces X =Y.
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e) Afirmacion: AN = A.
“Demostracion”: Sabemos que x € ANY si, y sélo si, z € Ay z € (). Como
x € () es falso, entonces x € Ay x € 0 si, y s6lo si, x € AN ). Esto muestra que
ANd=A
f) Afirmacién: P(A\ B)\ {0} C P(A)\ P(B).
“Demostracion”: Sea x € P(A\ B)\ {0}. Entonces x € P(A)\ P(B). Por lo tanto
P(A\ B) CP(A)\ P(B). O
g) Afirmacion: Si AN B = ANC, entonces B C C.
“Demostracion”: Sea x € B. Consideraremos dos casos: t € Aoz € C.

Caso 1: Supongamos que x € A. Entonces x € ANB. Como por hipotesis ANB =
ANC, concluimos que x € AN C. Por lo tanto z € C.

Caso 2: Supongamos que = € C'. En este caso no hay nada que probar. O

2.4. Légica y algebra Booleana (continuacién)

En esta seccion continuaremos la presentacién de las similitudes de las leyes de la logica
y las del dlgebra Booleana que comenzaramos en la seccién 2.2. Al final de esta seccién
usaremos las conjuntos como herramientas para estudiar un tipo de razonamiento llamado
silogismo categorico.

Ya hemos dicho que las operaciones del algebra de conjuntos y de la légica proposicional
son similares. Las leyes del algebra Booleana se pueden traducir a leyes de la 16gica proposi-
cional sustituyendo N por A, U por V y ¢ por —. Y viceversa, cada una de las leyes del céalculo
proposicional se puede traducir al algebra Booleana. Veamos un ejemplo. Una de las leyes
de De Morgan dice que

(AN B)" = A°U B“.

La correspondiente ley del calculo proposicional, que también se llama ley de De Morgan, es
la siguiente:
~(pAg) e p VvV g

Es decir, la igualdad entre conjuntos = se traduce en equivalencia logica < y viceversa.
Ejemplo 2.39. Considere la siguiente equivalencia légica:

[pVignr) e (pVaApvr)
Al traducirla al lenguaje del algebra de Boole, obtenemos lo siguiente:

[AU(BNCO)]

[(AuB)N(AUC)).

Es decir, una ley distributiva de la légica se traduce en una ley distributiva del algebra de
Boole. O
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Ejemplo 2.40. La implicacién légica = se puede interpretar como la relaciéon de subcon-
junto. Por ejemplo, la regla modus ponens dice

pA(p—q)]=q

Veamos qué dice esta regla al traducirla al dlgebra de conjuntos. Recordemos que para
traducir p — ¢ usamos su equivalente —p V ¢. La traduccién del modus ponens es:

[AN(A°UB)] C B.
Veamos que esta tltima afirmacién es valida. En efecto,

AN (A°U B) (AN A°)U (AN B)
PU(ANB)
ANB

B.

1M

En la primera igualdad hemos usado una de las leyes distributivas, en la segunda el hecho

que AN A =0 y la tltima afirmacién se deduce de la definicién de C.
O

2.4.1. Silogismos categodricos

En esta seccién usaremos las propiedades que hemos vistos de los conjuntos para estudiar
un tipo de razonamiento muy sencillo conocido como silogismo categorico. Comenzaremos
presentando un ejemplo que es sin duda el méas conocido de todos los silogismos categéricos.

(1) Todos los hombres son mortales.
(2) Socrates es hombre.
(3) Socrates es mortal.

Si aceptamos como verdaderas las proposiciones (1) y (2), entonces necesariamente (3)
también lo es. Por esto, el razonamiento anterior es valido. ;Qué tiene que ver esto con las
propiedades de los conjuntos? Como veremos a continuacion la validez de razonamientos de
este tipo se puede justificar a través de los conjuntos.

Denotemos por M al conjunto de todos los seres mortales, por s a Socrates y por H al
conjunto de todos los hombres. Entonces, el silogismo anterior puede ser expresado usando
el lenguaje de los cuantificadores de la manera siguiente:

(1) Ve(reH—xzeM).
(2) se€H.
(3) se M.

Lo primero que debemos notar es que este razonamiento es valido independientemente
del lo que representen las variables H, M y s. Por ejemplo, el siguiente razonamiento también
es valido.
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(1) Todos los burros son trabajadores.
(2) Platero es un burro.
(3) Platero es trabajador.

Los silogismos categéricos usan las expresiones “todos”, “algunos” y “ninguno”. Veamos
otros ejemplos.

Ejemplo 2.41. Considere el siguiente razonamiento

(1) Todos los perros son animales.
(2) Algunos perros son equilibristas.
(3) Algunos animales son equilibristas.

Al igual que en el ejemplo anterior, podemos ver que si las dos primeras proposiciones son
verdaderas, entonces la tercera también lo es. Pues la segunda dice que al menos existe un
perro equilibrista y por la primera sabemos que ese perro es también un animal equilibrista.

Denotemos por P al conjunto de todos los perros, por A al de los animales y por E
al de los seres vivos que son equilibristas. En forma simbodlica podemos representar este
razonamiento de la manera siguiente.

(1) Ve(reP —xeA).
(2) Jz(xePAzxeE).
(3) Jx(re ANz EE).

O de manera equivalente:

(1) PCA.
(2) PNE#0.
(3) ANE#0D.

Para mostrar la validez de este argumento notemos que (2) nos dice que P N E # (),
por lo tanto, podemos escoger un elemento de P N E que denotaremos con la letra a. En
particular, a € P. En consecuencia, por (1), sabemos que a € A. Asi hemos mostrado que
a € EN A. Esto dice que EN A # 0.

O

Los silogismos categoricos usan solamente proposiciones del siguiente tipo:

(1) Todos los hombres son honestos.
(2) Ningtin hombre es honesto.

(3) Algtn hombre es honesto.

(4) Algin hombre no es honesto.

La forma general de estas proposiciones es la siguiente:
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(1) Vz(re A—uzeB).
(2) Pr(x€e ANz € B).
(3) Jx(xe ANz € B).
(4) Jx(xe€e ANz & B).

Note que hemos traducido “ningin” por “no existe” y “algin” por “existe”.
Como antes, podemos expresar estas proposiciones de manera equivalente como sigue:

(1) ACB.

(2) AnB=0.
(3) AnB=#0.
(4) AN Be£0.

En muchos casos la verificacion de que un silogismo categérico es valido se simplifica con-
siderablemente observando que las siguientes tres afirmaciones son logicamente equivalentes:

ANB =10 AC B° B C A

Observacién 2.42. Ya hemos mencionado (ver la observacién 2.22) que para evitar con-
fusiones al usar cuantificadores conviene mencionar el contexto o universo sobre el cual se
esta trabajando. En el ejemplo 2.41 podemos tomar como contexto el conjunto de todos
los seres vivos. Esperamos que el lector pueda reconocer sin dificultad un contexto adecuado
para cada uno de los razonamientos que aparezcan mas adelante. No haremos mas comentar-
ios sobre este aspecto, pero le aseguramos al lector que esta aparente ambigiiedad no causa
ningin problema a la hora de determinar la validez de los razonamientos que presentaremos.

Ejemplo 2.43. Considere el siguiente razonamiento:

(1) Algunos profesores son personas atléticas.
(2) Ningtn profesor desprecia el estudio.
(3) Algunas personas que aprecian el estudio son atléticas.

Denotemos por P al conjunto de los profesores, por A al de las personas atléticas y por
E' al de las personas que aprecian el estudio. Entonces el silogismo anterior tiene la siguiente
forma:

(1) Jz(zxePAxeA.
(2) Pr(zx€PATEE).
(3) Jx(zxeEAnxeA).

O de manera equivalente:

(1) PNA#D.
(2) PNE°=40.
(3) ENA#0.
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Ya hemos dicho que PNE° = () es logicamente equivalente a P C E. Por esto remplazare-
mos (2) por su equivalente que donotaremos por (2°) (que se lee “dos prima”). Asi obtenemos
el siguiente silogismo.

(1) PNA#0.
(2)) PCE.
B) ENAZD

Este razonamiento es valido. Pues por (2’) sabemos que P C FE y por consiguiente
PNACENA (verifiquelo!). Por (1) sabemos que PN A # (). En consecuencia E N A # ().
O

Veamos un ejemplo de un silogismo invalido
Ejemplo 2.44. Considere el siguiente razonamiento:

(1) Todos los venados son mamiferos.
(2) Algunos animales acudticos son mamiferos.
(3) Algunos venados son animales acudticos.

Este razonamiento es invélido, pues las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa.
La forma general de este razonamiento invalido es la siguiente:

(1) Vz(re A—uzeB).
(2) Jz(xeCAxeDB).
(3) Jx(zeCAhzeA.

Vemos en este ejemplo que la premisa (2) garantiza que existe un elemento, que deno-
taremos por a, en C'N B. Pero no tenemos informacién que nos permita concluir que a € A,
pues la premisa (1) sélo dice que aquellos que estén en A también estan en B. Es sencillo
conseguir un contraejemplo, es decir, queremos tres conjuntos que satisfagan las premisas
pero no la conclusién. Por ejemplo, tome A = {1}, B ={1,2} y C = {2}.

O

Para concluir, veremos otro tipo de razonamientos, similar al silogismo categorico, pero
que involucra mas de 2 premisas (y por esto no son llamados silogismos).

Ejemplo 2.45. Considere el siguiente razonamiento:

—_

) Todas las personas mentalmente maduras pueden entender la légica.
2) Ninguna persona mentalmente inmadura puede ser parte de un jurado.
3) Ninguno de tus hijos puede entender la légica.

4) Ninguno de tus hijos puede ser parte de un jurado.

—_—

Denotaremos por M el conjunto de las personas mentalmente maduras, por L al de las
personas que entienden la logica, por H al conjunto de tus hijos y por J al de los que pueden
ser parte de un jurado. El razonamiento anterior se puede expresar de la siguiente forma:
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(1) MCL.

(2) MenJ=0.
(3) HNL=40.
(4) HNJ=0.

Reemplazando (2), (3) y (4) por férmulas equivalentes obtenemos:

(1) MCL.
(2) JC M.
(3) LCHe
@) JCH"

La justificacion de la validez de este razonamiento es simplemente el hecho que la relacion
de subconjunto C es transitiva. En efecto, ordenando las premisas de otra manera tenemos
que J C M, M C Ly L C H¢ Por consiguiente, J C H¢. Finalmente, observemos que (4’)
es equivalente a J N H = () que es lo que querfamos demostrar.

O

El lector interesado en profundizar el estudio de los silogismo categdricos puede consultar
los libros [3] y [12].

Ejercicios 2.4

1. Imite lo hecho en el ejemplo 2.39 y traduzca las siguientes leyes sobre la equivalencia
logica en leyes del dlgebra Booleana.

a) [pA(gVr)<e[(pAgV(pAT).

b) [(pVg) —rlellp—r)A(g—rT)]
c) [(phg) —r]ellp—1)V(g—rT)

2. Imite lo hecho en el ejemplo 2.40 y traduzca las siguientes leyes sobre la implicacion
logica en leyes del dlgebra Booleana:

a) p=(pVq).

b) (pAgq)=p.

¢) (p—q)AN—q= —p.

d) [(p—aA(@g—1)=(p—r1).

3. Los ejercicios que presentaremos a continuacion fueron tomados de [3] y [12]. Ex-
prese los siguientes razonamientos usando el lenguaje de los cuantificadores y de los
conjuntos. Determine si son vélidos.

a) Algunos mamiferos no son caballos, porque ningin caballo es centauro y todos
los centauros son mamiferos.
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b) Nigin misico es boxeador, todos los musicos son aficionados al arte; en conse-
cuencia, nigin boxeador es aficionado al arte.

c) Nadie que tenga como principal interés ganar las elecciones es un verdadero
demoécrata y todos los politicos activos son personas cuyo principal interés es
ganar las elecciones; en consecuencia, nigin verdadero demécrata es un politico
activo.

d) A todos los chivos jovenes les gusta brincar. Ningtin animal joven es saludable,
a menos que le guste dar brincos. En consecuencia, todos los chivos jovenes son
saludables.

e) Todos los ladrones son deshonestos. Algunas personas deshonestas son descubier-
tas. En consecuencia, algunos ladrones son descubiertos.

f) El azicar es dulce. La sal no es dulce. Por lo tanto, la sal no es azicar.

g) Todas las dguilas pueden volar. Algunos elefantes no pueden volar. En consecuen-
cia, algunos elefantes no son aguilas.

h) Todos los bebés son ilégicos. Nadie que sea despistado puede enfrentar un coco-
drilo. Las personas ilogicas son despistadas. Por lo tanto, los bebés no pueden
enfrentar cocodrilos.

i) Ningun péjaro, excepto los pavos reales, se siente orgulloso de su cola. Algunos
péjaros, que se sienten orgullosos de sus colas, no pueden cantar. Por lo tanto,
algunos pavos reales no pueden cantar.

j) Ninguna de las papas, excepto las tltimas que compramos, han sido cocidas. Todas
las papas que estan en el plato estan listas para comer. Ninguna papa cruda se
puede comer. En consecuencia, algunas papas en el plato son de las tltimas que
compramos.

2.5. Demostraciones

Como dijéramos en la introducciéon, esta fuera de los objetivos de este texto dar una
definicion precisa de lo que se entiende por “demostracién”. En esta secciéon haremos una
aproximacién a una definicién de esta nocién. Primero recordaremos brevemente algunos de
los tipos de demostracién vistos hasta ahora.

2.5.1. Afirmaciones condicionales

Ya hemos dicho que para demostrar una afirmacién condicional R — @ lo usual es
suponer que R se cumple y mostrar que () también se cumple. El método descrito se llama
una demostracion directa de P — (). Un ejemplo tipico de este tipo de demostracién
ocurre cuando queremos mostrar que un conjunto esta contenido en otro. Es un buen ejercicio
para el lector revisar de nuevo los resultados vistos y determinar cudles demostraciones son
de este tipo.
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Ahora bien, también se puede demostrar una proposiciéon condicional R — () demostran-
do su contrareciproca =) — —R. Pues como vimos ellas son légicamente equivalentes. En
este caso, uno trataria de conseguir una demostracion directa de =) — — R suponiendo que
=) se cumple y mostrando que =R también se cumple.

., Cémo podemos saber cuando es mas facil mostrar la contrarreciproca de una afirma-
cién condicional que la afirmacion misma? Esta pregunta podriamos incluirla en la lista de
las prequntas de las sesenta y cuatro mil lochas®. No podemos ofrecerle al lector una receta
que le permita decidir cuando es conveniente demostrar la contrarreciproca de una proposi-
cién condicional. Sin embargo, si podemos aconsejarle que cada vez que quiera demostrar
una proposicién condicional y no vea coémo hacerlo, entonces enuncie la contrarreciproca de
la proposicion que quiere demostrar e intente probarla. En muchos casos la prueba de la
contrarreciproca es clara y transparente.

2.5.2. Afirmaciones universales

Las afirmaciones universales son las que tienen la forma siguiente
Vo P(z)

donde P(z) significa que el elemento x tiene la propiedad P. Este tipo de proposiciones
aparecieron con frecuencia al demostrar las propiedades de los conjuntos. Recordemos que
normalmente la demostraciéon de una afirmacién universal comienza con frase: “Sea x un
elemento arbitrario. Mostraremos que x tiene la propiedad P...”

2.5.3. Demostraciones por reduccién al absurdo

Otro tipo de demostraciones, que hasta ahora no hemos usado, es el llamado método de
reduccion al absurdo. Lo ilustraremos con un ejemplo.

Es facil conseguir tres enteros consecutivos a, b, ¢ que cumplan con la ecuacién a?+b*> = c2.
Por ejemplo, 32+4% = 52. Sin embargo, mostraremos que NO existen tres enteros consecutivos
a, b, ¢ que satisfagan la ecuacién a® + b* = 3.

Razonaremos indirectamente. Supondremos que existen enteros consecutivos a, b, ¢ tales
que a® + b = ¢® y mostraremos que esto conduce a una contradiccion.

Como los enteros a, by ¢ son consecutivos, entonces son de la formax —1, z y x + 1. Es

decir,a=x — 1, b=x y ¢ = x + 1 para algin entero x. Nuestra suposicion es que
(x—1)72+2° = (x+ 1)
Efectuando las operaciones obtenemos
2* — 327+ 3z — 14+ 2° =2 + 32 + 32+ 1.

Agrupando tenemos
20 — 322 +3x —1 =23+ 322 + 3z + 1.

2Una locha es una moneda fuera de circulacién que valia % de un Bolivar.
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Agrupando las potencias de x de un lado de la igualdad, obtenemos
3 — 622 = 2.
Factorizando obtenemos
2*(x —6) = 2. (2.22)

En particular, de esta tltima igualdad se concluye que el producto z%(z — 6) es positivo.
Como 22 es positivo, entonces  — 6 también lo es y por lo tanto  — 6 es mayor o igual que
1. Luego z es mayor o igual que 7 y asi 2 es mayor o igual que 49. Luego x*(z — 6) es mayor
o igual que 49, lo cual contradice la igualdad (2.22). Digdmoslo con precisién. Por una parte,
a partir de las condiciones de nuestro problema junto con la negacién de lo que queremos
mostrar hemos establecido la validez de la ecuacién 2.22. Y por otra parte, también hemos
establecido que la ecuacién 2.22 no puede ser valida. Esto es una contradiccion.

El haber deducido una contradicciéon (a partir de la suposicién de que si existian tres
enteros a, b y ¢ consecutivos tales que a®+b® = ¢*) nos garantiza que la suposicién inicial no
puede ser verdadera. En consecuencia tales enteros no existen y con esto hemos demostrado
lo que queriamos®.

En términos generales, si queremos demostrar de manera indirecta que P implica logica-
mente a () lo que debemos hacer es motrar que a partir de P A =) se deduce una contradic-
cién. Pues en este caso, es facil convencerse que P A =@ también es una contradiccion y por
consiguiente (P A =) es una tautologia. Es decir, =P V @ es una tautologia. Pero P — @
es logicamente equivalente a =P V ) y por lo tanto P — () es una tautologia. Esto ultimo
dice que P = Q.

Mas adelante tendremos oportunidad de ver otros ejemplos donde se usa el método de
reduccién al absurdo.

2.5.4. Demostraciones de igualdades

Ahora bien, no todas las demostraciones que hemos hecho han sido exactamente de alguno
de los tipos descritos anteriormente. Le pedimos al lector que vea de nuevo la demostracién
de la asociatividad de A dada en la seccion 2.3.4. Nos referimos a la demostracién de lo
siguiente:

(AaB)aC = An(BaC).

El lector observard que la demostracién consistié en ir transformando la expresién (AaB)aC
(el lado izquierdo de la igualdad) hasta que se “convirtié” en Aa(BaC) (el lado derecho de la
igualdad). En en el transcurso de esa demostracién se usaron algunas de las leyes del dlgebra
de conjuntos (5a, 5b, 7b y 6a) y también un resultado que se habia demostrado previamente
(ejemplo 2.33). Las leyes del dlgebra de conjuntos estipulan la igualdad de algunos conjuntos.
Algunas demostraciones, como la mencionada arriba, consisten en usar esas igualdades para

3Es natural preguntarse si es imprescindible razonar indirectamente. El lector interesado puede tratar de
hacerlo directamente. Muestre que si 3 + (z 4+ 1)3 = (z + 2)3, entonces lo mismo ocurre si en lugar de =
colocamos x — 1. Ahora reflexione si este hecho es suficiente para justificar la afirmacion.
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ir paso a paso transformando una expresion en otra. En cada paso la regla bésica es que uno
puede sustituir una expresion por cualquier otra que sea igual a ella ( “‘sustituir iguales por
iguales”). Este tipo de argumentos es muy frecuente en el contexto del dlgebra.

2.5.5. Resumen

Las demostraciones son similares a las deducciones o derivaciones que vimos en el contexto
del calculo proposicional. Podemos decir que una demostracién de una afirmacion P consiste
de una sucesién de afirmaciones P;, P, ---, P, tales que cada afirmacion P; se deduce de
las anteriores usando algin razonamiento valido y ademas la ultima de ellas, P,, debe ser la
afirmacién P que se queria demostrar. Las proposiciones Py, - - -, P,_; se llaman las premisas
y P, se llama la conclusion. Las premisas pueden ser resultados ya demostrados anteriormente
o proposiciones que se deducen de las definiciones bésicas de la teoria de conjuntos (es decir,
de la relacién €, conjunto potencia, C, etc.). Ahora bien, cuando decimos que se “deducen”
de las anteriores queremos decir que

PNP AN--ANP, = F)i+1

En otras palabras, la proposicién P, es una consecuencia logica de las proposiciones ya
demostradas.

Insistimos en que esto no es una definicién precisa de la nociéon de demostracion. En el
curso de la lectura de estas notas el lector estudiard muchas demostraciones de resultados
muy variados que le ayudaran a formarse una idea mas precisa de lo que se entiende por
demostracion; y algo atiin més importante, ird aprendiendo a como hacerlas y como escribirlas
para que otros las entiendan.

Es comn en los textos de Matematicas indicar el comienzo y el final de las demostraciones
de la siguiente manera: Demostracion....... 0. De ahora en adelante lo haremos asi. Otra
costumbre es llamar Teorema a las proposiciones que se demuestran.
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2.6. Ejercicios suplementarios del capitulo 2

1. De una lista completa de los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

{2+ (-1)": ne N} {1/n: n=1,2,3,4}
P({1,2,3}) NP({2,3,4}) P(N)NN

2. Determine si las siguientes definiciones son correctas. En caso que lo sea, encuentre dos
elementos del conjunto y en caso que no, justifique porqué no lo es.

a) A={z+y: ze€Z}.
b) A={m: me A}.

) A={z eR: (z+2)?}.
d) A={(x+2)*: z € R}
)
)
)
)

o

e) A={reR: (z+2)? =1}
[) A={z: ze€B}yB={z: v € A}.
g) A={x: z € x}.

h)y A={z: x= &x}.
3. Encuentre una propiedad que sirva para definir por comprension el siguiente conjunto:

{3,7,11,15,19,23, - -}.

4. Sean A = {1,3,5,7,9,11}, B = {2,3,5,7,11}, C = {2,3,6,12} y U ={n e N: 0 <
n < 12} el conjunto universal. Determine los conjuntos siguientes:

(a) AnB
(b) (AUC)N(C°U B)
5. Determine si los conjuntos A y B son iguales.
a) A={neN: n+1>2}yB={neQ: n+1>2}
b) A={ne€Z:2<n}yB={neN: 2<n}.

)
)
) A={yeQ: y+3>T7T}yB={z:2€Qyux >4}
d) A={3n—4: neN}yB={re€Q: v=3n—4paraalgin n € N}
)
)

o

e) A={3n—4: neN}yB={reQ: = eN}.
f) A=P{57}) y B={X € P({5,6,7}): 6 & X}

6. Halle conjuntos A y B tales que

a) An{1,2,3} = {3,4,5}aB,
b) Ar{3,4} = BN {2,3,7}.
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10.

11.

12.

13.

14.

Halle dos conjuntos A y B tales que AaB = AU B.
Halle dos conjuntos A y B tales que AnB # AU B.

Sean A, B y X conjuntos con A, B C X. Muestre que existe un conjunto C' tal que
AnC = B.

Use las leyes del algebra Booleana para simplificar las siguientes expresiones
a) [A°\ (B°UC)
b) [((BUC)*\ AJ*
¢) [[AU (BUO))  N[AnN (BNCO)

Muestre las siguientes generalizaciones de la ley de De Morgan: sean A, B, C'y D
conjuntos arbitrarios, entonces

a) (ANBNC) = A“UBUC-.
b) (AUBUCUD) = A°NnB°NC“N D"

Sean A, B y C tres conjuntos arbitrarios. Muestre lo siguiente

a) (A\B)\C C A\ (B\C)

b) A\N(A\B)C B

¢) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
)

d) A\ (BUC)=(A\B)N(A\CO).

Demuestre la siguiente generalizacion de la ley distributiva 3a: Sean A, B, C'y D
cuatro conjuntos arbitrarios.

AU(BNCND)=(AUB)N(AUC)N(AUD).

En los ejercicios que siguen U denotara el conjunto universal, A, B,C'y D denotaran
subconjuntos de U. Demuestre las afirmaciones que se indican. En las partes donde se
hace una pregunta dé una demostracion en caso que sea verdadera y en el caso que sea
falsa dé un contraejemplo.

a) AN B ={si, y sblosi, AC B¢

b) AUB=Usi,ysblosi, BEC A

¢) Si AUB # (), entonces A # 0 o B # ()

d) AN(BUCUD)=(ANB)U(ANC)U(AND)
) (AUB)\C = (4\C)U(B\C)

f) A\B=(AUB)\B

e
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SiACCoBCC, entonces ANB CC
ACByACCsi,ysolosiy, ACBNC
i) AN(BaC)=(ANB)a(ANC)
. Es cierto que AN B = A°U B¢?

g
h

J
k) (Es cierto que (AN)U B = B para todo A, B?

)

)

)

)

)

[) {Es cierto que A\ B = B\ A?
) ;Seré cierto que si AN B =ANC, entonces B = C?

) iSi AUB = AUC, entonces B = C?

n) Serd cierto que si ANB=ANCy AUB = AUC, entonces B = C?
) iSeré cierto que A°AB® = AaB?.

m

n

0
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Capitulo 3

El Principio de Induccién Matematica

En este capitulo estudiaremos el Principio de Induccién Matematica. En él se basa
una herramienta fundamental en matemaéticas: las demostraciones por inducién. El princi-
pio de inducciéon permite establecer leyes universales acerca de los nimeros naturales. Por
ejemplo, considere la siguiente afirmacion:

n < 2" para todo nimero natural n. (3.1)

Sin mucho esfuerzo se verifica que esta afirmacién es valida cuando n toma cualquiera de
los valores 0,1,2 o 3 y el lector podria, con un poco de paciencia, verificarla para muchos
otros valores de n. Sin embargo, esto no justifica que esa afirmacion sea verdadera. La
herramienta usada para demostrar afirmaciones como la enunciada en (3.1) y otras similares
sera estudiada en este capitulo.

3.1. El principio de buena ordenacion

En esta seccién estudiaremos una propiedad esencial del orden de los ntimeros naturales.
Consideremos los siguientes conjuntos de niimeros naturales:

1. ¢ ={1,2,3}.
2. Cy ={11,12,13,14}.
3. C3=140,2,4,6,8,---}, es decir, C3 es el conjunto de todos los niimeros pares.

4. Cy =1{21,22,23,24,25,- - -}, es decir, Cy es el conjunto de todos los niimeros naturales
mayores que 20.

Estos cuatro conjuntos tienen en comtun que todos ellos tiene un primer elemento. Por ejem-
plo: 21 es el primer elemento de Cy, 11 es primero de Cj.

Sea C' un conjunto de nuimeros naturales, diremos que m es el minimo de C| si se
verifican las dos condiciones siguientes:
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(i)meC.
(i) Sin € C, entonces m < n.

Notemos que todo conjunto tiene a lo sumo un elemento minimo. Pues si m y m’ son dos
elementos que verifican las condiciones (i) y (ii), se tendria que m, m’ € C'y ademés, por la
condicién (ii), se tendria que m’ < my m < m’. Por lo tanto m = m/.

La propiedad que observamos en los conjuntos C4,Cs, C3 v Cy es valida para todos los
subconjuntos (no vacios) de N. Esta propiedad es de tanta importancia que le daremos un
nombre propio:

Principio de buena ordenacién: Todo conjunto no vacio de niimeros naturales tiene un
elemento minimo.

Este principio no se puede deducir de las propiedades algebraicas de los niimeros naturales
(aquellas que se refieren a las operaciones de suma y multiplicacién) o de las propiedades
elementales de los conjuntos (dlgebra Booleana).

El concepto de elemento minimo de un conjunto también esta definido para subconjuntos
arbitrarios de niimeros, no necesariamente nimeros naturales. Sin embargo, es muy impor-
tante observar que si el conjunto en cuestion no es un subconjunto de N, no es cierto en
general que el conjunto tenga un elemento minimo. Esto lo ilustramos en los ejemplos que
presentamos a continuacion.

Ejemplos 3.1. 1. Considere el conjunto Z de todos los niimeros enteros. Es facil con-
vencerse que Z no tiene un elemento minimo, pues dado cualquier entero m tenemos
que m —1 <my m — 1 también es un entero.

2. Considere el siguiente conjunto de niimeros racionales

1 1
=121 P
{ 727 Y 7n7 }

C no tiene minimo. ;Como podriamos verificar esta afirmaciéon? Basta mostrar que

para cualquier elemento de C' existe otro elemento de C' menor que él. Sea x € C
cualquiera, entonces = debe ser igual a 1 para algin ntmero natural n > 0. Como

n
L <1y 1 también pertenece a C, entonces 1 no es el minimo de C.
n+1 n n+1 ’ n

Y

Wl
e

3. Por supuesto que algunos subconjuntos de Q (o de Z) si tienen primer elemento. Por
ejemplo, %, %, %} tiene primer elemento ;Cudl es?. Lo importante acerca del Principio
de buena ordenacién es que asegura que cualquier subconjunto de N (no vacio) tiene
primer elemento.

4. Considere el conjunto

C={xeQ: 3<z}.

Este conjunto no tiene un elemento minimo. Pues dado cualquier nimero z € C,
veremos que existe otro y € C' con y < x. En efecto, considere y = %’3 Es claro que
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y es un racional (;jporqué?). Mostraremos que y € C'y ademdas que y < z. En efecto,
notemos que

Como x > 3, entonces x — 3 > 0. De esto se concluye que y — 3 > 0, es decir y > 3 y
por lo tanto y € C. De igual forma tenemos que y < x: Pues z —y = x — xT*?’ = IT_?’ y
de aqui , al igual que antes, concluimos que x —y > 0 y por lo tanto x > y.

Lo que hace tan importante al principio de buena ordenacion es que se refiere a cualquier
subconjunto no vacio de N, sin importar la manera usada para definir el conjunto. Los
siguientes dos ejemplos ilustran lo que acabamos de decir.

Ejemplo 3.2. Considere la siguiente situacién. Supongamos que realizamos un experimento
donde participan los estudiantes de la Facultad de Ciencias. Cada estudiante lanza una
moneda 100 veces y anota el niimero de veces que salié “cara’”. Definimos el siguiente conjunto

C ={n € N: n es el numero de veces que obtuvo “cara” alguno de los estudiantes}

Es claro que C' C {0,1,2,---,100} y ademés que C no es vacio. El principio de buena
ordenacién nos dice que C' debe tener un primer elemento, es decir, que al menos uno de los
estudiantes obtuvo el menor ntimero de “caras”. Si en lugar de lanzar la moneda 100 veces lo
hicieran 1000 veces el conjunto correspondiente tendra un minimo. El principio del minimo
entero puede parecer bastante obvio en este ejemplo particular, sin embargo, es precisamente
la generalidad con que se enuncia lo que hace de él un principio fundamental en Matematicas.
O

Ejemplo 3.3. Usaremos el principio de buena ordenacién para mostrar que existe un primer
numero natural n que cumple con la siguiente condicion

1" +2" 4. 499" < (100)". (3.2)
Considere el conjunto
C={neN:1"+2"+..-4+99" < (100)"}.

Es facil ver que 1 € C, pues 1 + 2+ --- 4+ 99 > 100. También tenemos que 2 ¢ C', pues
992 = 9801, 982 = 9604 y 9801 + 9604 = 19405; y por otra parte 100> = 10.000. El principio
de buena ordenacién nos dice que, en caso que C no sea vacio, entonces debe tener un
elemento minimo. Observemos que el minimo de C' es precisamente el menor niimero natural
que satisface la desigualdad (3.2).

Bastarfa entonces que mostraramos que C' # (). Notemos que los niimeros que estamos
sumando en el lado izquierdo de (3.2) son todos menores o iguales que 99™. Por esto tenemos
que

1" 42" 4 --- 499" < 99(99)".
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Es suficiente entonces conseguir un natural n tal que
99(99)" < (100)".

Pues en este caso, n también cumpliria (3.2). El problema ahora consiste en conseguir un
natural n tal que 99 < (22)", Usando una calculadora de mano se puede verificar que

99
1007 %58
99 < | —
Por lo tanto, 458 € C'y en consecuencia C' # 0.
Ya que hemos mostrado que C' no es vacio, entonces debe tener un elemento minimo.
Observe que no estamos afirmando que 458 sea el minimo de C', s6lo podemos asegurar que
el minimo de C' es menor o igual a 458. ;Cudl es el menor elemento de C?7 El principio de

buena ordenacién no nos ayuda a conseguir el niimero buscado, sélo nos asegura que existe.
O

3.1.1. Maximo de un conjunto

El principio de buena ordenacion se refiere al primer elemento de un conjunto de ntimeros
naturales. Ahora veremos qué podemos decir acerca del ultimo elemento de un conjunto. Se
dice que m es el maximo (o ultimo elemento) de un conjunto C' C N si se cumplen las dos
condiciones siguientes:

(i) meC.
(ii) Todo elemento de C' es menor o igual que m.

Observe la analogia entre estas dos condiciones y las que definen el minimo de un conjunto.
Como ya hemos visto un conjunto de nimeros naturales puede no tener un maximo, por
ejemplo N no tiene maximo ;que otro ejemplo conoce el lector?.

Hay dos conceptos relacionados con los conceptos de maximo y minimo que introducimos
a continuacion.

Diremos que un conjunto C' de niimeros naturales es acotado superiormente si existe
un nuimero natural p tal que todo elemento de C' es menor o igual que p; en este caso decimos
que p es una cota superior de C. Notemos que decir que p es una cota superior de C' es
equivalente a decir que se cumple lo siguiente

Cg {0a1>27"' >p}

Haremos dos observaciones ttiles sobre las cotas y los conjuntos acotados superiormente.

(i) Si m es el maximo de un conjunto C, entonces m es una cota superior de C.

(i) Si un conjunto tiene una cota superior, entonces tiene muchas cotas superiores. Pues
si p es una cota superior de C, es facil verificar que p + 1, p + 2, etc., también son cotas
superiores de C.

Los siguiente ejemplos ilustrardn mejor el concepto de cota superior.
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Ejemplos 3.4. 1. Consideremos el conjunto {11, 12,13, 14}. Es claro que 14,15, 16, etc.,
son cotas superiores de este conjunto. Ademas 14 es el maximo de este conjunto. Es
importante no confundir el concepto de cota superior con el de méaximo. Observe que
existen muchas cotas superiores pero sélo una de ellas puede ser el méaximo.

2. Sea C' el conjunto {n € N:n < 24}. De la definiciéon de C' se ve que 24 es una cota
superior de C. Pero también 23,25, 26, etc. son cotas superiores. Pero 22 no es cota
superior, pues existe un elemento de C' que es mayor que 22 (jcuél?). Es claro que 23
es el maximo de C.

3. El conjunto {n € N : n es multiplo de 15} no es acotado superiormente. Para mostrarlo
basta ver que cualquier natural que tomemos es menor que algin elemento de este con-
junto. En efecto, sea m un natural mayor que 1. Entonces m < 15m, y 15m pertenece
al conjunto. Por lo tanto m no es una cota superior de ese conjunto.

4. El concepto de conjunto acotado superiormente también tiene sentido para conjun-
tos de niimeros no necesariamente naturales. Por ejemplo, considere el conjunto C' =
{z € Q: x < 4}. De la propia definicién de C' vemos que 4 es una cota superior. De
hecho, cualquier niimero racional mayor que 4 también es una cota superior de C. Sin
embargo, C' no tiene méximo (le dejamos al lector la tarea de mostrarlo siguiendo un
razonamiento similar al usado en el ejemplo 3.1).

Ejemplo 3.5. Considere el conjunto

C = {n € N: n? divide a 397.902.050}.

Dar una lista de todos los elementos de C' no es del todo facil. Por ejemplo, 1 € C, 2 ¢ C
(aunque 2 divide a 397.902.050), 3 ¢ C, 4 ¢ C, 5 € C (jverifiquelo!). Asi que no podemos
determinar por inspeccion si C' tiene o no un elemento maximo. Sin embargo, si podemos
mostrar que todos los elementos de C' son menores que 397.902.050. En efecto, de la definicién
del conjunto C' tenemos que para cada n € C, se cumple que n? < 397.902.050. Como n > 1,
entonces n < n?. Luego, necesariamente n < 397.902.050. En otras palabras, 397.902.050 es
una cota superior de C. Ya observamos anteriormente que esto significa que

C C{1,2,3,---,397.902.050}.

Por esto es bastante natural sospechar que C' si debe tener un elemento maximo. Es claro
que 397.902.050 no es el maximo, pues no pertenece a C. Si 397.902.049 estuviera en C|,
él seria el maximo de C. Si 397.902.049 no esta en C', entonces 397.902.048 podria ser el
maximo,...etc. De esta manera continuamos descendiendo (con mucha paciencia) hasta que
nos topemos por primera vez con un elemento de C'; ese nimero es el méximo de C' (!). O

Los ejemplos anteriores sugieren que N tiene la siguiente propiedad: todo conjunto (no
vacio) de ntiimeros naturales que admita una cota superior necesariamente tiene un elemento
maximo. Uno estaria tentado a tomar esta propiedad como un nuevo principio acerca de
N, al igual que se hizo con el principio de buena ordenacién. Sin embargo, no hace falta
hacerlo, pues como veremos a continuacion se puede deducir l6gicamente del principio de
buena ordenacion.
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Teorema 3.6. Todo conjunto no vacio de numeros naturales que sea acotado superiormente
tiene un mdzimo.

Demostracion: Sea C' un subconjunto de niimeros naturales no vacio y acotado superior-
mente. Considere el siguiente conjunto

A ={n: n es una cota superior para C'}.

Nuestra hipotesis simplemente dice que A no es vacio. Luego por el principio de buena
ordenacién A tiene un elemento minimo. Sea m el minimo de A. Mostraremos que m es el
maximo de C. Como m pertenece a A, entonces m es una cota superior para C, es decir,
todo elemento de C' es menor o igual que m. Asi que nos queda sélo por mostrar que m
pertenece a C'. Haremos la prueba por reduccion al absurdo. Supondremos que m ¢ C'y
veremos que esto conduce a una contradiccion. Ya que suponemos que m ¢ C' y a la vez
sabemos que m es una cota superior de C, entonces podemos concluir que n < m para todo
n € C. Por lo tanto, para todo n € C' se tiene que n < m — 1. Esto dice que m — 1 es una
cota para C', es decir, que m — 1 € A, pero esto contradice que m es el minimo de A. Esta
contradiccion vino de suponer que m no pertenecia a C. Por lo tanto m € C' y con esto
termina la demostracion. O
Veamos con ejemplos lo que se hizo en la demostracion del teorema anterior:

1. Sea C' = {1,5,9,24}. C es acotado y es obvio que 24 es el maximo de C. El con-
junto A de todas las cotas de C' (que usamos en la demostracién anterior) con-
siste, en este caso, de todos los niimeros naturales mayores o iguales a 24, es decir,
A ={24,25,26,27,28,--- , }. El minimo de A es 24 y es precisamente el maximo de C.

2. Supongamos que nuestro conjunto C' es ahora aquel que encontramos en 3.4
C = {n € N: n? divide a 397.902.050}.

Ya dimos un argumento que muestra que 397.902.050 es una cota superior de C'. El
conjunto A, usado en la demostracién anterior, es en este caso el conjunto {n : n es
una cota superior de C'}. Por ejemplo, 397.902.049 € A. La demostracién del teorema
3.6 garantiza que el minimo de A es precisamente el maximo de C. jEsto no nos dice
gran cosa! ;Cudl serd el maximo de C'?7

A continuacién daremos una definicién que sera necesaria para responder algunos de los
ejercicios de esta seccion.

Definicién 3.7. Sea C es un conjunto de nimeros (pueden ser naturales, enteros, racionales
o reales) diremos que

1. p es una cota superior para C, si todo elemento de C' es menor o igual a p.
2. p es el mdximo de C, sip € C y todo elemento de C' es menor o igual a p

3. q es una cota inferior para C, si todo elemento de C' es mayor o igual a q.
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4. q es el minimo de C, si g € C y todo elemento de C' es mayor o igual a q.
Ejercicios 3.1

1. Considere los siguientes conjuntos de nimeros. Lea las definiciones dadas en 3.7. En
cada caso determine si el conjunto es acotado superior o inferiormente y si tiene maximo
o minimo. En el caso que el conjunto tenga maximo y/o minimo determinelos. Justifique
su respuesta.

(a) {3.2,26,5,1,0} (b) {n?: neN}

() {reN:4<z<6} (d) {xe€Q:4<z<6}
(e) {pn—1:neN} (f) {3n+2:nez}
(g) {neZ:n<0} (h) {325 :n=0,1,2,3}
) {2+ (-D)":neN} () {3m:neN}

k) {7T—+:neNyn>1}
2. Determine si el siguiente conjunto tiene minimo y/o maximo
{n e N:13 <nyn divide a 82.861}.

Justifique su respuesta. No necesita hallar el minimo ni el maximo (en caso que ex-
istieran).

3. Determine si el siguiente conjunto tiene minimo y/o maximo
{n: n es el nimero de cédula de algin estudiante de la ULA}
Justifique su respuesta.
4. Determine si el siguiente conjunto tiene minimo.
C={neN: 1"+2"4+3"+4" <5"}.
i Puede decir cuél es el minimo? (Sugerencia: Vea lo hecho en el ejemplo 3.3).

5. Determine si los siguientes conjuntos tienen maximo, en caso afirmativo halle el maximo
y compruebe que en realidad lo es.

a) {n € N: n? divide a 240}
b) {n € N: n? divide a 44.100}
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(Sugerencia: Halle la descomposicién en factores primos de 240 y de 44.100).
. ¢ Cudl es el mdximo de {n € N: n? divide a 397.902.050}?

. En cada uno de los ejercicios que siguen determine si el rango de la funciéon dada tiene
minimo y/o méaximo.

a) f:N— Ndada por f(n) =n+ 3.
: N — N dada por f(n) =2n+ 1.

(
f(

: N — N dada por f(n) = 4.
f(

(=

QL

: N — N dada por f(n) =6+ (—1)".

: N — N definida por partes de la manera siguiente

o
— N
T T T

)

f(z) = z+30 ,si0<x<20

] 40 , 8121 <.
. Sea f: N — N dada por f(n) =n+ 3. Definimos el siguiente conjunto
C={neN: f(n)<10}.

Es decir, en C estan aquellos elementos cuya imagen bajo f es menor o igual a 10.
En otras palabras, C' = {n € N: n+43 < 10}. Halle (si es posible) 3 elementos del
conjunto C'y determine si C' tiene minimo y/o méximo.

. Responda las mismas preguntas que en el ejercicio anterior para cada una de las fun-
ciones siguientes (observe que en cada caso, el conjunto C' es diferente)

a) f:N— Ndada por f(n) =2n+ 1.

b) f:N — Ndada por f(n) =4.

¢) f:N— Z dada por f(n) =6+ (—1)”.

d) f:N— Q dada por f(n) =5+ n—+1.

e) f:N— Qdadapor f(n)=7—
Sucesiones

Las funciones que tienen dominio N se usan con mucha frecuencia en Mateméaticas y

reciben un nombre especial: sucesiones. Una sucesion sobre un conjunto A es una funcién
que asigna a cada nimero natural un elemento de A.

Ejemplos 3.8. 1. Consideremos la sucesion de todos los ntimeros pares.

0727476787'”7

Podemos ver esta coleccion de nimeros de la manera siguiente. Consideremos la funcion
f : N — N definida por f(n) = 2n. Es claro que el rango de f es precisamente la
coleccién de todos los niimeros pares.
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2. Consideremos la colecciéon de niimeros racionales de la forma % donde n € N:
111 1
75717%7%7"' ;
Podemos entonces definir esta coleccion por compresion de la manera siguiente

{55 : neN}L

Podemos ver este conjunto como el rango de la funcién f : N — Q definida por

f(n) = 5.

O

Las sucesiones se pueden ver también como una lista etiquetada de objetos donde las
etiquetas son los nimeros naturales. Es usual denotar las etiquetas con subindices. Vistas
de este modo, las sucesiones se escriben de la siguiente forma

g, Ay, Az, Az, Ay, - - - (3.3)

donde aq indica el primer elemento de la sucesion, es decir, el elemento que se asigna al cero,
ay es el segundo elemento de la sucesion, etc. En general, a,, es el elemento asignado a n. La
sucesion completa la representamos con (ay,),. Es usual llamar a,, el término general de la
sucesion (ay)y.

Ejemplos 3.9. 1. Asignando al nimero 0 el 3, al 1 el 4, al 2 el 5, y en general al n el
n + 3, obtenemos
3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, - - -
Con frecuencia el término general de una sucesién viene dado por una regla. Por ejem-
plo, la sucesion descrita arriba viene dada por la regla a, = n + 3 paran > 0.

2. Asignando a todo ntimero natural un mismo niimero, por ejemplo el nimero 3, obten-
emos la sucesién
3,3,3,3,3,---,
donde ag = 3, a1 = 3, as = 3, y en general a,, = 3. Se dice en este caso que la sucesion
es constante. Este tipo de sucesiones corresponde a las funciones constantes. En nuestro

ejemplo, tenemos la funcién f : N — N dada por f(n) = 3 para todo n € N.
O

Para definir una sucesion es necesario indicar la manera en que se asigna a cada nimero
natural el correspondiente elemento de la sucesién. Por ejemplo, si decimos que a, = n?
queda completamente determinada la sucesion: 0,1,4,9,16,25,---.

La notacion para sucesiones varia de acuerdo al contexto. De hecho es muy frecuente que
las sucesiones se presenten como listas indizadas donde los subindices comienzan en el 1 en
lugar del 0. Es decir,

a1,02, 03,04, -

Cada vez que usemos sucesiones dejaremos bien claro cual es el conjunto de indices que
estamos usando. En la seccién que sigue veremos que la eleccién del conjunto de indices no
es en realidad importante. La letra usada para los subindices no tiene que ser necesariamente
la letra n, también escribiremos (a;);, (ax)r 0 (@m)m-
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3.2.1. Sucesiones equivalentes

Consideremos la sucesién cuyo término general a,, viene dado por
a, =2n+1
para n > 0. Es decir, la sucesién a,, es
1,3,5,7,9, 11, - - -

la cual corresponde a la sucesién de todos los niimeros impares. También podemos representar
esta sucesion usando indices en los naturales positivos. Pongamos

b, =2n—1

para n > 1. El lector puede verificar que by = 1, by = 3, bg = 5, etc. Es decir, las sucesiones
(@n)n>0 ¥ (bn)n>1 en “realidad son la misma” (aunque formalmente son diferentes, pues
no usan el mismo conjunto de indices). En este caso diremos que estas dos sucesiones son
equivalentes. En otras palabras, dos sucesiones son equivalentes si sus primeros elementos
son iguales, sus segundos elementos son iguales, ... etc. Podemos dar una regla que “traduce”
los indices de una sucesion en los correspondientes indices de la otra sucesién. En efecto,
observemos que
bl = CL(],bQ = daq, bg = a2, b4 = as.

Vemos entonces que
bn+1 = a, para todon > 0.
pues byp 1 =2(n+1)—1=2n+1=a,.

Ejemplos 3.10. 1. Considere la sucesién (ay),>1 dada por a, = 3n + 1 para n > 1. Los
primeros términos de esta sucesion son

a1:4,a2:7,a3:10,a4:13.

Queremos representar esta sucesion usando como indices todos los naturales. Es decir,
queremos una sucesion (b,)n>o tal que by = 4, by = 7, by = 10, etc. Tomemos b,, =
3(n+1)+1=3n+4 paran > 0. La sucesién b, satisface lo deseado, pues se cumple
que b, = a,+1 paran > 0y esto dice que by = ay, by = ag, etc. Por lo tanto (b,),>0 y
(@n)n>1 son sucesiones equivalentes.

2. Otros subconjuntos de N pueden usarse como conjunto de indices. Por ejemplo, la
sucesion del ejemplo anterior también podemos darla con la siguiente regla

¢, =3n — 11 paran > 5.

En efecto, observemos que ¢, = 3(n —4) +1 = a,_4 para cada n > 5. Asi que
s =4=ay, g =7=ay, c; =10 = as, etc. Por lo tanto (¢,)n>5, (bn)n>0 ¥ (@n)n>1 son
sucesiones equivalentes.
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3. Considere las sucesiones (a,), dada por a, = 5n — 2 paran > 1y (b,), dada por
b, = bn — 17 para n > 4 ;Seran equivalentes? Calculemos los primeros términos de
estas sucesiones

ay :3,&2 = 8,&3 = 13,&4 =18

by =3,bs = 8,bg = 13, by = 18.

Verifiquemos que estas dos sucesiones son equivalentes. En efecto, se tiene que b, = a,,_3
para n > 4.

4. Sean (a,), dada por a,, = 5n+ 2 paran > 0y (b,), dada por b, = 5n — 8 paran > 3
.Seran equivalentes? Notemos que el primer elemento de a,, es ag =5-0+2 =2, en
cambio el primer elemento de b, es b3 = 5-3 —8 = 7. Por lo tanto no son equivalentes.

O

3.2.2. Swucesiones finitas

En lugar de asignar un nimero a todo natural n, como en (3.3), podemos asignarle
elementos s6lo a un nimero finito de ellos, por ejemplo al 0, 1 y al 2 y de esta forma tendriamos
una sucesion de tres elementos

ap, a1, a2.

En general, indicaremos con
g, A1, a2,0a3,*** ,ap

una sucesion finita de n + 1 elementos. Las sucesiones finitas también las podemos ver
como funciones. Por ejemplo la sucesion

8,3,67,56.

La podemos representar con la funcién f : {0,1,2,3} — {3,8,56,67} definida por f(0) =8,
f(1)=3, f(2) =67y f(3) = 56.

Observe que en un conjunto el orden en que se escriban los elementos no es importante.
Pero en una sucesion es crucial el orden. El contradominio de f es el conjunto {3, 8,56,67}.
Lo importante es que la regla de correspondencia asigne las imagenes en el orden deseado.

3.2.3. Sumatorias y productorias
Introduciremos una notacién muy 1til para representar las sumas de los elementos de

una sucesion (a;);. Usaremos la letra griega 3 (que se lee “sigma”) para denotar una suma.
Sea (a;);>1 una sucesién de nimeros. Definimos

Zai:a1+a2+---+an. (3.4)
i=1
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Este simbolo se lee “la sumatoria de a; desde 7 igual a 1 hasta n”. Por ejemplo,

3
g a; = a1 + asg + as.
i=1

Aunque parezca quiza intil, el caso n igual a 1 también estd permitido, y se tendria que

1
E a; = aq.
i=1

Ejemplo 3.11. Considere la sucesion a; dada por a; = ¢ + 1 para ¢ > 1. Entonces

D+ =01+D+2+D+B+1)+(4+1)=14.

Ejemplo 3.12. Considere la sucesion constante a; = 1 para ¢ > 0. Tenemos que

3

Zai:a1+a2+a3:1+1+1:3.
i=1

En general tenemos lo siguiente
n

E a; = n.

i=1

Notemos que si empezamos en 7 = () tenemos un sumando maés y por lo tanto el resultado es

ialznle
=0

O

También tenemos una notacién similar para los productos. Usaremos la letra griega II
(se lee “pi”).

Hai:al-a2~-~an. (3.5)
i=1

Este simbolo se lee “el producto de a; desde i igual a 1 hasta n” (también se dice “la
productoria” en analogia con el simbolo de suma). Por ejemplo,

4
Hai:al-aQ-ag-oM.
i=1
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Ejemplo 3.13. Considere la sucesion a; dada para a; = ¢ + 1 para ¢ > 1. Entonces

[[i+D=0+1)-2+1)-3+1) =24

O

El caso particular cuando a; es igual a ¢ nos da la definiciéon del factorial de un ntimero
natural n > 1. Més precisamente, el factorial de n, denotado por n!, se define de la siguiente

manera:
n

nl=[[i=1-2-3-4---(n-1)-n
=1

Por convencién 0! = 1. Por ejemplo,
6!=1-2-3-4-5-6="1720.

La sucesion de factoriales a,, = n! crece muy rapidamente como veremos més adelante. El
simbolo fué introducido por el matematico Aleman Christian Kramp en 1808 y muestra el
asombro que le caus6 observar los niimeros tan grandes que se obtienen. Por ejemplo,

20! = 2.432.902.008.176.640.000.

El ntimero 1.000.000! tiene 5.565.709 cifras. En la tabla que sigue mostraremos los primeros
términos de las sucesiones 2" y n!. Mostraremos mas adelante que 2" < n! para n > 4.

n 2" n!
0 1 1
1 1
2 4 2
3 8 6
4 16 24
5 32 120
6 64 720
7 128 5.040
8 256 40.320
9 512 362.880
10 | 1.024 | 3.628.800

Ejercicios 3.2

1. En cada uno de los siguientes ejercicios determine una sucesion (b, ), que sea equivalente
a (ap)n-

a) (an)n dada por a, = 4n para n > 0. Hallar (b,),>1.
b) (a,), dada por a,, = 4n para n > 0. Hallar (b,,),>6.
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¢) (an), dada por a, = 7n + 3 para n > 1. Hallar (b,),>3.
d) (a,), dada por a, = n? para n > 1. Hallar (b,),>0-

2. Determinar si las siguientes sucesiones son equivalentes.

a) (a,), dada por a, = 6n+3 paran > 0y (b,), dada por b, = 6n— 15 para n > 3.

b) (an), dada por a, = 2n? paran > 1y (b,), dada por b, = 2n? — 16n + 32 para
n > b.

c

) (an)n dada por a, = 3n+ 2 paran > 0y (b,), dada por b, = 3n — 8 para n > 3.

3. Para cada una de las sucesiones que se indican determinar el valor de Y a; y [, a:-

4. Efectie las siguientes operaciones:

(a) > (i+3) (b) > (3i-1) (c) Y i

@ >3 © Tlei+ ¢ 11

¥
<
[|
N

—~
s
N—
—
<L =
S
>
N—
—~
—_
N—
<
—
~
N—
—
YamS
[
N—
<

<.
ool
o

0 3 k) 32 UNDIE

3.3. El principio de induccién

Supongamos que varias personas, paradas en una fila, estdn enumeradas como se indica
a continuacion

P07P17P27P37”'

Supongamos ademas que cada una de ellas al recibir un mensaje lo trasmite a la persona que
estd en la fila inmediatamente después de ella. Es decir, si la persona que ocupa el primer
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lugar de la fila (la persona denotada con Fp) recibiera el mensaje lo trasmitiria a la persona
en el segundo lugar (es decir, a P;); la que esta en el segundo lugar (es decir P;) lo trasmitiria
a la que estd en el tercer lugar (es decir a P,); y asi sucesivamente, la que esta en el lugar
n-ésimo (es decir P,_1) lo trasmitiria a la que estd en el lugar n + 1-ésimo (es decir a B,).
Vemos entonces que si la persona en el primer lugar de la fila (es decir Fy) recibe el mensaje,
necesariamente todas las personas en la fila lo recibirdn (imagine lo que pasaria en la fila del
comedor cuando la primera persona en la fila se entera que se acabé la comidal).

Denotaremos por A al conjunto de todos los naturales n tales que la persona P, recibié el
mensaje. En simbolos,

A={neN: P, recibié el mensaje}.

Estamos suponiendo dos cosas. Primero que F, recibié el mensaje, es decir que 0 € A.
Y ademés que si P, recibe el mensaje, entonces lo trasmite a P,.;. En otras palabras, el
conjunto A satisface las siguientes dos condiciones

(i) 0 € A.
(ii) Si k € A, entonces k+ 1 € A.

El principio de induccién nos asegura que A tiene que ser igual a N. Es decir, todas las
personas en la fila reciben el mensaje.

Lo que sucede en esta situacion hipotética es analogo a lo que se conoce como el efecto
domino. Probablemente el lector ha visto esos arreglos de las piezas del dominé donde las
piezas estan dispuestas de tal manera que al inclinarse la primera de ellas, las otras van
sucesivamente cayendo como en una reaccién en cadena.

Ahora enunciaremos el principio de induccién de manera precisa.

Teorema 3.14. (Principio de Induccion) Sea A un subconjunto de nimeros naturales
que satisface las siguientes dos condiciones:

(i) 0 € A.

(ii) Para todo k € N, si k € A, entonces k+ 1 € A.
Entonces se tiene que A = N.

.,Cémo podemos demostrar la validéz del principio de induccion? Supongamos que A C N
satisface las dos condiciones (i) y (ii) en la hipdtesis de 3.14. Queremos mostrar que A con-
tiene a todos los nimeros naturales. La condicién (i) nos dice que 0 estd en A, y por la
condicién (ii) sabemos que entonces 1 también estd en A. Pero entonces 2 también debe
estar, y asi sucesivamente. Este argumento intuitivo podriamos considerarlo suficiente para
convencernos que A debe ser N. Sin embargo, queremos dar un argumento ain mas con-
vincente, pues es un poco vago decir “y asi sucesivamente”. Veamos pues una demostracion
matematica del principio de induccién basada en el principio de buena ordenacion.

Demostracion de 3.14: Supongamos que A C N satisface las dos condiciones (i) y (ii).
Queremos mostrar que A contiene a todos los nimeros naturales. La demostracién la haremos
por reduccion al absurdo. Supondremos que A no es igual a N y veremos que ésto conduce
a una contradiccion.
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Supongamos que A # N, entonces el conjunto B = N\ A no es vacio. Por el principio
de buena ordenacion sabemos que B tiene un primer elemento que denotaremos con la letra
m. Como 0 € A, entonces m > 0 y por lo tanto m — 1 > 0. Por ser m el minimo de B,
se tiene que m — 1 ¢ B. Por lo tanto m — 1 € A y por la condicién (ii) concluimos que
m € A. Pero esto contradice que m es el minimo de B, pues en particular m € B, es decir,
m & A. La contradiccién provino de suponer que B # (), es decir, de suponer que A # N.
Por consiguiente A = N.

O

3.3.1. Algunas aplicaciones del principio de induccion

El principio de induccién se usa, entre otras cosas, para establecer la validez de formulas
generales. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.15. Mostraremos que para cada n > 0, se cumple que
& 1
S i= @ (3.6)
i=0

En otras palabras, mostraremos que

1
0+1+2+---+n:%.

Sea A el siguiente conjunto
A ={n € N:laigualdad 3.6 es valida para n}.

Si sustituimos n por 0 en la ecuacién (3.6) vemos que ambos miembros son iguales a cero,
esto muestra que la ecuacién (3.6) se cumple cuando n es igual a cero y por lo tanto 0 € A.
Ahora veremos que A satisface la segunda condicién del principio de induccién, es decir que
si k € A, entonces kK + 1 € A. En otras palabras, supondremos que la igualdad (3.6) se
cumple cuando n es igual a k£ y mostraremos que también se cumple cuando n es igual a
k + 1. Denotaremos por s, la suma de los niimeros naturales del 0 hasta k, es decir,

sp,=0+14+24+3+ ---+k.

Observemos que sx11 = s + (k + 1). Nuestra suposiciéon de que k € A nos indica que

. k(k+1)
k — 2 )
por lo tanto
k(k+1
Shil = % +(k+1).

De aqui obtenemos

(k+1)(k+2)

k
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Y esto muestra que (3.6) se cumple cuando n es igual a k+1. En otras palabras, k+1 € A. Por
el principio de induccién concluimos que A es igual a N y por lo tanto concluimos también
que (3.6) se cumple para todo natural n. O

Ejemplo 3.16. Consideremos la sucesién de los niimeros impares
1,3,5,7,9,11,---

El término general de esta sucesion viene dado por 2n + 1 para n > 0. Ahora calcularemos
la suma de los primeros ntimeros impares. Probaremos que para todo natural n se cumple
que

1+3+54+--+2n+1)=(n+1)>~ (3.7)

Podemos expresar la formula anterior con el simbolo de sumatoria

zn: 2i+1=(n+1)>% (3.8)

i=0
Denotemos esta suma por s, es decir

Sp=14+34+5+---+(2n+1).
Definimos un conjunto A de la manera siguiente
A ={n € N:laigualdad 3.7 es valida para n}.

Sustituyendo n por cero en (3.7) vemos que ambos miembros son iguales a uno, y por lo
tanto (3.7) se cumple cuando n es igual a 0, en otras palabras, 0 € A. Supongamos que (3.7)
es valida cuando n es igual a k, es decir, supongamos que k € A y mostremos que k+1 € A.
Observemos que

Skr1 =Sk + (2(k+ 1)+ 1) = sp + 2k + 3.

Nuestra hipétesis inductiva es que k € A, es decir que s, = (k + 1)2. Sustituyendo s; por
(k + 1)% en la igualdad anterior y efectuando las operaciones indicadas obtenemos

Spp1=(k+ 174+ 2k +3) =k*+2k +1+ 2k +3)=k* +4k +4 = (k +2)%

Esto muestra que (3.7) se cumple cuando n es igual a k + 1. Por el principio de induccién
concluimos que A es igual a N; en otras palabras, hemos mostrado que (3.7) se cumple para
todo n. O

El principio de induccién también se enuncia de la siguiente forma:

Sean Py, P, Py, P3,--- , P,, -+, proposiciones matemdticas. Supongamos que

(i) Py es vdlida.
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(i) Para todo k € N, si Py, es vdlida, entonces Pyyq también es vdlida.

Entonces P, es vdlida para todo natural n.

Por “proposiciéon matematica” se entiende afirmaciones del tipo que hemos estudiado en
el capitulo dedicado a la logica. La afirmacion que para todo natural n se cumple la ecuacion
(3.6) es un ejemplo de una proposicién matemética. Los ejemplos que presentaremos en todo
este capitulo aclararan mejor el significado de esta expresion.

Es importante enfatizar que en el segundo paso de una demostracién por induccién, uno
no muestra que Py, es verdadera. Lo que se demuestra es la proposicion condicional:

Si Py es verdadera, entonces Py es verdadera.

Asi que en realidad uno demuestra una coleccién infinita de proposiciones condicionales: si
Py es verdadera, entonces P; es verdadera; si P, es verdadera, entonces P, es verdadera; si
P, es verdadera, entonces P; es verdadera... etc.

Como se ve en los dos ejemplos que hemos presentado, el uso del conjunto A no es esencial,
pues juega un papel auxiliar. De ahora en adelante presentaremos las demostraciones que
usen el principio de induccién siguiendo el esquema siguiente:

1. Se verifica que la ecuacién (o la propiedad) que queremos mostrar es valida para el
primer caso. Esto se llama frecuentemente base de la induccion.

2. Se demuestra que si la ecuacién (o la propiedad) es véalida para k entonces también es
valida para k + 1. Esto se llama frecuentemente paso inductivo. La suposicion que
la ecuacién (o propiedad) es validad para k se llama hipétesis inductiva.

Las demostraciones que sigan este esquema se llamaran demostraciones por induc-
cion.

Ejemplo 3.17. Mostraremos que para todo ntimero natural n se cumple que
n < 2" (3.9)
(i) Base de la induccion: Como 0 < 1, es claro que (3.9) es vélido cuando n es igual a 0.
(ii) Paso inductivo: Para todo k € N, si k < 2%, entonces k + 1 < 2k+1,
Hipdétesis inductiva: Sea k € N tal que k < 2F.

Debemos mostrar: k + 1 < 2k+1,

Notemos primero que si k fuera igual a cero entonces lo que deseamos mostrar se cumple
obviamente, pues 0 + 1 < 27!, Por esto supondremos que k > 1. Multiplicando por 2
ambos miembros de la desigualdad dada en la hipdtesis inductiva obtenemos que

2k < 2+, (3.10)
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Ahora bien, ya vimos que podemos suponer que 1 < k. Luego sumando k& a ambos
miembros de esta desigualdad obtenemos que k£ + 1 < 2k. Y usando la desigualdad
(3.10) y la transitividad de la relacién de orden obtenemos que k + 1 < 2F+1,

Por el principio de induccién concluimos que (3.9) es valido para todo niimero natural
n.

Continuaremos presentando ejemplos de demostraciones por induccion.

Ejemplo 3.18. Mostraremos que si un conjunto A tiene n elementos, entonces P(A) tiene
2™ elementos.

(i)

Base de la induccion: El caso n = 0 corresponde a A = (). En este caso tenemos que
P©) = {0}.
Luego P(() tiene 1 elemento y por lo tanto se satisface que P () tiene 2° elementos.

Paso inductivo: Para todo k € N si para todo conjunto A con k elementos se cumple
que P(A) tiene 2F elementos, entonces para todo conjunto B con k + 1 elementos se
cumple que P(B) tiene 251 elementos.

Hipotesis inductiva: Sea k € N tal que para todo conjunto A con k elementos se cumple
que P(A) tiene 2% elementos.

Debemos mostrar: Dado un conjunto B con k + 1 elemento, entonces se cumple que
P(B) tiene 2¥*1 elementos.

Sea B un conjunto con k + 1 elementos y tomemos un elemento cualquiera x € B.
Considere el conjunto A = B\ {z}. Entonces A tiene k elementos. Por otra parte
tenemos que

PB)={CCB: z¢C}u{CCB: ze(C}.

Observemos que

PA)={CCB: xz¢C}.

Luego tenemos que

P(B)=P(A)U{CCB: z€C} (3.11)

Notemos que el conjunto {C' C B : x € C} tiene exactamente el mismo ntimero de
elementos que P(A). En efecto, observe que a cada conjunto D € P(A), le asociamos el
conjunto DU{x}. Y viceversa, si C' C By x € C, entonces el conjunto C'\ {z} € P(A).
1

'Para el lector versado en funciones biyectivas, note que f : P(A) — {C C B : z € B} dada por
f(C) = CU{z}, es una biyeccidn.
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Para finalizar la demostracién observemos que
PAN{CCB: xeC}=0.
Ahora usamos (3.11) y a la hipédtesis inductiva para concluir que

P(B) = 2-2F =2~

Ejemplo 3.19. Queremos calcular el valor de
14+2+22+2%+... 427,
Llamemos s,, esta suma, es decir,
Sn=1+4+2+2"+2° ... 42"
Multiplicando por 2 ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos
25, =24+2° 4+ 2% 428 4 ... 42"

Ahora bien, como s, = 1+ 2% + 23 4 ... +2"F! entonces 2s, = s,,1 — 1. Por otra parte
tenemos que
Spi1 = 8y + 271

Por lo tanto, s,, + 2" = 2s,, + 1. Despejando s,, obtenemos que s, = 2"*! — 1. La férmula
buscada es entonces

142422428 4. p2n =2 (3.12)

El argumento anterior deberia ser suficientemente convincente, sin embargo, podemos tam-
bién dar una prueba basada en el principio de induccién. La formula que queremos demostrar
podemos escribirla con la notacién de sumatoria de la siguiente manera:

zn: 9i _ gntl _q
i=0

(i) Base de la induccion: Para n = 0 tenemos que
0
d 2=20=1=20" -1
i=0
(ii) Paso inductivo: Para todo k € N, si ¢ 27 = 2541 — 1 entonces Y51 27 = 2542 — 1.
Hipdtesis inductiva: Sea k € N tal que > ;. 2/ = 2F1 — 1.
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k41 o
Queremos mostrar: Y g 21 = 2k+2 — 1.
Notemos primero que

k+1

k
d 2=y 242k (3.13)
=0 =0

Usando la ecuacion dada en la hipoétesis inductiva, obtenemos que
k
PP AT B (3.14)
i=0

Juntando esta dos tultimas igualdades obtenemos que

k+1
Zzi:2.2k+1_1:2k+2_1'
1=0

que es precisamente lo que queriamos demostrar.
O

Ejemplo 3.20. (La Leyenda del ajedrez) ? Dice una leyenda que el ajedrez fué inventado
por un joven Indu llamado Lahur Sessa para darle un poco de distraccién a un principe
aburrido y deprimido por las calamidades producidas por guerras interminables. El principe,
en agradecimiento por tan maravilloso invento, ofrecié darle a Lahur Sessa lo que él pidiera.
El joven no deseaba nada a cambio de su invento. El principe, molesto por tanta modestia,
insistié. Lahur Sessa expresé que no queria ni joyas, ni tierras, ni palacios. Deseaba su
recompensa en granos de trigo. Dijo:

“dadme un grano por la primera casilla, dos por la sequnda, cuatro por la tercera,
ocho por la cuarta, y asi duplicando sucesivamente hasta llegar a la seragésima
cuarta y ultima casilla del tablero”.

Los algebristas del palacio del principe calcularon el nimero exacto de granos de trigos
que debia recibir el joven indu y constataron que ni sembrando toda las tierras de la India
podrian reunir tal cantidad de granos. El principe tuvo que reconocer su falta de moderacion
al ofrecer una recompensa cuyo tamano no sabia estimar ; Cuantos eran los granos de trigo?
Los nuimeros que representan los granos pedidos forman la siguiente sucesion

1,2,4,8,16,32,---,2%.

Asi que el nimero total es

63
Z 2t — 964 1 — 18.446.744.073.709.551.615.
=0

2Tomado del libro de Malba Tahan “El Hombre que Calculaba” [10]
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Las dos condiciones (i) y (ii) en el enunciado del principio de induccién son necesarias
como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.21. Para cada n considere la proposicién “(n+1)>+n+1 es impar”, denotémosla
por P,. Es claro que P, es falsa (jpor qué?). Sin embargo, mostraremos que si Py es verdadera,
entonces Py, también es verdadera. En efecto, tenemos lo siguiente

(k+2?2+k+2 = K +4k+4+k+2
= B4+2k+1+k+14+2k+4
= (k+12+(k+1)+2(k+2).

Como hemos supuesto que Py es verdadera, entonces (k + 1) + &k + 1 es impar. El lado
derecho de la dltima igualdad es entonces la suma de un niimero impar mas otro par, por lo
tanto el resultado es impar (;porqué?). Esto muestra que (k + 2)? + k + 2 es impar. O

Ejemplo 3.22. Recordemos que un natural n > 1 se dice que es primo si sus tnicos divisores
son 1y n. Considere la proposicién BP,: “n? —n+41 es un ntimero primo”. Podemos verificar
que P es cierta, sin embargo ésto no indica que P, sea valida para todo n. Tenemos que P,
Py, -+, Py son verdaderas. Sin embargo Py es falsa, pues (41)% — 41 + 41 claramente no es
primo.

O

3.3.2. Variantes del principio de induccién

En algunos casos la ecuacién o propiedad que estamos estudiando es valida a partir de
cierto valor. Un ejemplo de esto, que veremos dentro de poco, es la desigualdad 2" < n! que
vale si n > 4. Para verificar esta desigualdad por induccién necesitaremos otra versién del
principio de induccién, la cual presentamos a continuacién.

Teorema 3.23. Sea m un numero natural y A un subconjunto de numeros naturales tal que:
(i) m € A.
(i) Para todo k € N, si k € A, entonces k+1 € A.

Entonces {n e N: m <n} C A. O

La demostracién de este resultado la dejamos como ejercicio (ver ejercicio 10). Podemos
enunciar el teorema anterior en términos de “proposiciones matematicas”.

Teorema 3.24. Sea m un numero natural y P, Ppi1, Py, -+, Pn, -+, proposiciones
matemdticas para cada n > m. Supongamos que

(i) Py, es vdlida.
(i) Para todo k € N, si Py, es vdlida, entonces Pyyq también es vdlida.

Entonces P, es vdlida para todo n > m. O
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Ejemplo 3.25. Mostraremos que 2" < n! si n > 4.

(1)

(i)

Base de la induccién: Cuando n es igual a 4, tenemos que 2* = 16 y 4! = 24. Luego
21 < 41,

Paso inductivo: Si k > 4y 28 < k!, entonces 2** < (k + 1)!.
Hipdétesis inductiva: Sea k € N tal que k > 4 y 28 < kl.

Queremos demostrar: 2871 < (k +1)!. Como estamos suponiendo que k > 4, entonces
es claro que 2 < k + 1. Por hipdtesis inductiva tenemos que 2% < k!. Multiplicando por
2 ambos miembros de esta desigualdad obtenemos que

2.9F < 9kl

Como 2 - 2% = 281 entonces
2R < 2k !,

Ahora bien, como 2 < k + 1, entonces
2kl < (k+ 1)KL

Observemos que (k + 1)! = (k + 1)k!. Por lo tanto, tenemos que
2k < (k+1)!.

Tenemos entonces que 281 < 2k!'y 2k! < (k+1)!. Por la transitividad de < concluimos
que
2kt < (b + 1),

Por el teorema 3.24 concluimos que 2" < n! para todo n > 4. Observe el lector que esta
desigualdad no es vélida cuando n < 3. O

Ejemplo 3.26. Probaremos que para todo n > 1 se cumple

(i)

5 ni(n+1)°

P4+22+33+4%+.. 40 = I (3.15)

Base de la induccidn: Sustituyendo n por 1 en (3.15) vemos que ambos miembros son
iguales a 1, esto muestra que (3.15) es valida para n igual a 1.

(ii) Paso inductivo: Si (3.15) es vélida cuando n es igual a k, entonces (3.15) es vélida

cuando n es igual a k + 1.
Hipotesis inductiva: Sea k € N tal que s

k2 (k +1)?

P+22 434482+ + k= 1
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Sumando (k + 1)* a ambos miembros de la igualdad dada en la hipétesis inductiva
obtenemos

k*(k +1)?
P+ 43448+ + B+ (k+1)° = %jt(kjtl)?’
k*(k+1)*+4(k+1)3

4

(k+ 1)2[k? + 4(k + 1)]
4

(k4 1)%(k* + 4k + 4)
4

(k+1)%(k +2)?
1 :

Con esto hemos verificado que (3.15) es vélida cuando n es igual a k + 1.
Por el principio de induccién concluimos que (3.15) es valida para todo n. O

Vimos en (3.6) que

1
1+2+3+4+---+n:@.
De esto se deduce inmediatamente que
2 12
(1+2+3+4+~-~+n)2:%.

Por consiguiente podemos expresar de manera elegante la suma de los primeros cubos como

sigue
n

Y it =(14+2434+44+n)
=1
O

Para finalizar enunciaremos el llamado Principio de Induccién Fuerte o Principio
de Inducciéon Completa.

Teorema 3.27. (Principio de Induccion Fuerte) Sea A un subconjunto de nimeros
naturales tal que:

(i) 0 € A.
(i) Para todo k € N, s1{0,1,2,3,---k} C A, entonces k+ 1 € A.

Entonces A = N.
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Note que la condicién (ii) es mas fuerte que la correspondiente condicién en 3.14. La
demostracion de este resultado la dejamos como ejercicio (ver el ejercicio 11)

Ejercicios 3.3.1

1. Determine para que valores de n se cumple la desigualdad indicada
a) 2" +8 < 2t
b) 32(n+ 1! < (n+2)L

2. En los siguientes ejercicios muestre por inducciéon la férmula que se indica.

n

. 3n)(n+1 nn+1)2n+1
(a) ; 3i = % (b) Z 2 ( )
© z":(%)z _2n(n+ 1;(271 +1) (@ z":(%)g — 2fn(n + 1)
i=1 =1
(e) En: 2 =2t -1 (f) En:i(i +1) = %n(n +1)(n+2)
i=0 i=0
® >6i-2 (3”2‘ 2 O
(i) 1+ Zz (@) = (n+1)! G) ;4’ - 4(4n3_ D)
3. Halle el valor de las siguientes sumatorias
100 100 100 5
(a) > i (b) Y i () Y i (@ ) 3.
i=1 =1 i=1 i=0

4. Muestre por induccién las siguientes afirmaciones

a) 2n? > (n+ 1)? para todo ntimero natural n > 3.
b

c

2" > n? para todo nimero natural n > 4.

227 > 4n? para todo ntimero natural n > 4.

QL

3" > n? para todo nimero natural n.

e

f
g

h) 3% +9 es divisible por 10 para todo ntimero natural n.

3" > n3 para todo ntmero natural n > 4.
< (2n)! para todo numero natural n > 2.
n? 4+ n es divisible por 2 para todo nimero natural n.

)
)
)
)
)
) 4
)
)
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i) 352+ 4 230+ o5 divisible por 17 para todo niimero natural n.

j) Muestre por induccién que para todo nimero natural n > 1 se cumple que 149n <
10™.

k) Sea a un entero con a > 2. Muestre por induccién que para todo n > 1 se cumple

que 1+ (a — 1)n < a”. Observe que cuando a = 10 obtenemos el resultado del
ejercicio (47).

. Encuentre una féormula para cada una de las siguientes expresiones. Observe que los
valores de i van hasta n + 2. (Sugerencia: Es mas facil de lo que parece.)

(a) Zz (b) Zf’ (c) Z(2¢+ 1) (d) ZQ@' +1.

. Encuentre una férmula para Z(Qz — 1)%. ;Qué relacién guarda esta expresion con
i=1
124224+ 32+ 42 + 52 + - -+ n??.

. Encuentre una férmula para cada una de las siguientes sumatorias.

n n

(2) ) (1+1) (b) Y (3+1%)

i=1 i=1
n n

(c) D (i) (@) Y 2+

i=1 i=1
n

(e) > (i+i*+d%).

i=1

. Halle el error en la siguiente prueba.

Todo natural n es igual a 0.

Prueba: La demostracién es por induccion. Es claro que para n = 0 se cumple
que 0 = 0. Supongamos que se cumple para k y mostrémoslo para k+ 1. Por
hipotesis inductiva tenemos que k = k —1 = 0. Luego k+1 = k. Y por lo
tanto k + 1 = 0.

. Halle el error en la siguiente prueba.

Para todo n € N con n > 1 se cumple que en todo conjunto de n caballos
todos los caballos son del mismo color.

Prueba: La demostracion se hara por induccion. Es claro que en un conjunto
con un solo caballo todos los caballos de ese conjunto son del mismo color.
Supongamos que la afirmacion se cumple para k y lo mostraremos para k+1.
Sea A un conjunto de k41 caballos. Elija uno de ellos cualquiera y considere
el conjunto B de k caballos que se obtiene sacando el caballo escogido. Por
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hipétesis inductiva todos los caballos de B tienen el mismo color. Como esto
es valido para cualquier caballo que escojamos es claro que todos los caballos
de A tienen el mismo color.

10. Demostrar el teorema 3.23. Sugerencia: Sean m y A como en el enunciado del teorema
3.23. Defina

B={0,1,2,3,....m—1} U A.
Muestre que B satisface las condiciones del principio de induccién y concluya que
B = N. De esto deduzca que {n € N:m <n} C A.
11. Demuestre el Teorema 3.27. Es decir, si A es un subconjunto de ntimeros naturales tal
que:
(i) 0 € A.
(ii) Para todo k € N, si {0,1,2,3,---k} C A, entonces k + 1 € A.
Entonces A = N.

(Sugerencia: Siga un razonamiento analogo al usado en la demostracién del teorema
3.14. Es decir, suponga que A es como en la hipétesis. Razone por reduccion al absurdo.
Suponga que A # N y use el principio de buena ordenacién en el conjunto N\ A.)

12. Determine si el siguiente principio es véalido. Sea A un subconjunto de ntimeros natu-
rales tal que:
(i) 0 € A.
(ii) Para todo k € N, si existe m tal que 0 < m < ky m € A, entonces k € A.
Entonces A = N.

3.4. Definiciones por recursion

Un sucesion bastante famosa por lo frecuente que aparece en problemas de indole muy
variada es la sucesién de Fibonacci. Esta sucesion, que denotaremos con (r,),, cumple
con las siguientes condiciones:

(1) To=T1 = 1
(ii) r, = rp_1 + rn_o para todo n > 2

Analizando estas condiciones podemos ver que ro = r1+7y y por lo tanto o = 2. De igual
manera obtenemos que r3 =2+ 1=3,r, =3+2 =25, 15 =5+ 3 = 8§, etc. Vemos entonces
que si conocemos los primeros n elementos de la sucesién podemos, usando la condicién (ii),
calcular el elemento n 4 1 de la sucesion.

Los primeros términos de la sucesion de Fibonacci son los siguientes:
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n|r,
0] 1
11 1
21 2
31 3
41 5
51 8
61|13
7121
8| 34

Las sucesiones definidas de esta manera se conocen como sucesiones recursivas o
definidas por recursién. La ecuacién usada para definir la sucesién (por ejemplo, 7, =
Tn_1+ Tn_2 para todo n > 2) se conoce como ecuacién de recurrencia.

Fibonacci (1180-1250) (cuyo verdadero nombre fue Leonardo de Pisa) fué un matematico
italiano que en su libro Liber Abaci presenté un problema que dié origen a la sucesién que
lleva su nombre. El problemas fué el siguiente:

¢ Cudntas parejas de conejos tendremos mensualmente a partir de una pareja de
conejos jovenes si se cumplen las siguientes dos condiciones: (1) Cada conejo es
fértil a partir del sequndo mes de vida y cada pareja cuando es fértil produce dos
conejillos y (2) supondremos que ningin conejo muere.

La susecion de Fibonacci también aparece relacionada con la distribucién de las ramas
de algunas plantas, el nimero de pétalos de algunas flores y en muchas otras situaciones.

Ejemplo 3.28. Considere la siguiente situacién. El crecimiento anual de las ramas de un
arbol es dos veces el del ano anterior. Si denotamos por t,, la longitud de las ramas al finalizar
el ano n, tenemos que el crecimiento de las ramas del arbol en el anon — 1 es

tn—l - tn—2-
Luego la condicién descrita la podemos expresar de la manera siguiente
b, =th—1+ Q(tn—l - tn—2)-

Es decir
tn == 3tn_1 - Qtn_g.

Por ejemplo, si durante el primer ano el crecimiento fué igual a 1 tendriamos que to = 0 y
t; = 1. Con estos datos y la ecuaciéon de recurrencia podemos conseguir cualquier término
que queramos. Por ejemplo, para hallar t3 debemos calcular primero t, y luego obtenemos
que t3 = 2ty — t1. Los primeros cinco términos de esta sucesion son los siguientes:
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127
255

00 1 O UL W~ O ‘3
—
ot

|

Algunas sucesiones definidas por recursion también pueden expresarse con una regla. Por
ejemplo, la sucesién de Fibonacci también puede obtenerse de la siguiente manera:

n+1 n+1
1 (1++/5 1 (1-+5
r,=—|——— - — )
vh I\ 2 VB 2
En el ejercicio 3 le pedimos al lector que verifique que en efecto la sucesion anterior satisface
la recurrencia

Tn =Tpn_1+Th_2

y las condiciones iniciales ro = r; = 1.
La sucesién del ejemplo 3.28 también la podemos expresar de la siguiente forma

t, =2"—1.
Dejamos al lector verificar que en efecto esta sucesién satisface la ecuacion de recurrencia
t, =3t — 2t o
y las condiciones iniciales tc =0y ¢; = 1.
Ejercicios 3.4

1. Halle el término indicado de cada una de las siguientes sucesiones definidas por recur-
cion.

a

b

tn = tn 1— 4tn_2 con to =-1 y tl = 4. Halle t5.
Spn+2 + 38p41 + 25, =0 con 59 = 2 y S = i. Halle s5.

)
)
) t, = ”lconto—2yt1—3 Halle tg.
)

o

QL

Up = Gp_1 — An_o — n% con ag = V2 v a; = 0. Halle aq.
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. Las siguientes dos sucesiones definidas por recursién son conocidas. Puede el lector
determinar cudl es en cada caso.

a) ro=1yr,=n-r, .

b) ro=1yr,=2-1,1.

. Verifique que la sucesién

n+1 n+1
L (145 1 (1-+/5
" V5 2 V5 2
satisface la ecuacién de recurrencia r,, = r,_1 + r,_o y las condiciones iniciales ry =
T = 1.

. Verifique que la sucesién
t,=2"—-1

satisface la ecuacién de recurrencia t,, = 3t,,_1 — 2t,_o v las condiciones iniciales ty5 = 0
y tl =1.

. Verifique que la sucesién
a, =3"+2"

satisface la ecuacién de recurrencia a, = a,_1 + 6a,_o — 2" y las condiciones iniciales
ay =2y a =5.

. Muestre que la sucesion (s, ), de Fibonacci satisface

(Sugerencia: Pruébelo por induccién en n y use la ecuacién de recurrencia que define
la sucesién de Fibonacci.)

JPor qué se llama induccién matematica?

En esta secciéon haremos algunos comentarios sobre el uso de la palabra “inducciéon” para
referirse al método de demostracion que hemos estudiado.

Si uno busca en un diccionario (o mejor, en Wikipedia) la palabra induccién encon-

trara que esta asociada a un tipo de razonamiento donde se extrae, a partir de determinadas
observaciones o experiencias particulares, el principio general que en ellas esta implicito.
Veamos un ejemplo que ilustre lo que acabamos de decir.

Imaginemos que sobre una mesa hay una bolsa llena de semillas y unas pocas semillas
regadas sobre la mesa. Consideremos los siguientes tres escenarios.
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I Supongamos nos dicen que todas las semillas que estan en la bolsa son de color blanco.
Y ademads que las semillas regadas sobre la mesa provienen de esa bolsa. Concluimos,
sin necesidad de mirar con mas detenimiento las semillas, que todas ellas son de color

blanco.
Regla: Todas las semillas de esta bolsa son blancas Ve (x€ S —z€B)
Premisa: Estas semillas son de esta bolsa ce S
Conclusion: Estas semillas son blancas ceB

La légica en que se basa este razonamiento es la que hemos estado estudiando y es
la que se usa en matemaéticas. Se le conoce como légica deductiva y el proceso de
inferencia se llama deduccion.

IT De nuevo nos dicen que todas las semillas que estan en la bolsa son de color blanco.
Pero ahora nos acercamos a la mesa y observamos que las semillas que estan sobre
ella son todas de color blanco. De esta informacion podriamos inferir que todas esas
semillas sueltas provienen de la bolsa. De alguna forma, nuestro razonamiento podria
verse como una manera de “explicar” por qué las semillas que estan sobre la mesa son
de color blanco.

Regla: Todas las semillas de esta bolsa son blancas Vo (x € S — x € B)
Observacion: Estas semillas son blancas ceB
Ezxplicacion:  Estas semillas son de esta bolsa cesS

En este tipo razonamiento no es logicamente valido en el sentido de la légica deductiva
que hemos estado estudiando. Muy bien pudiera ser que las semillas no vengan de
la bolsa aunque sin duda son blancas. Sin embargo, es un tipo de razonamiento que
usamos con frecuencia en la vida diaria. En algunos libros esta forma de inferencia se
llama abduccién.

IIT Ahora tenemos una situacion diferente. Llegamos en el momento en que estaban sacan-
do algunas de las semillas de la bolsa y observamos que todas son de color blanco.
Basados en esto nos atrevemos a afirmar que todas las semillas de la bolsa son blancas.

Observacion: Estas semillas son blancas ceB
Observacion: Estas semillas son de esta bolsa ce S
Generalizacion: Todas las semillas de esta bolsa son blancas Vo (x € S —z € B)

Hemos hecho una afirmacién general basados en algunos casos particulares. Este razon-
amiento no es légicamente valido, pues las observaciones son verdaderas y la conclusién
puede que no lo sea. Esta forma de inferencia se conoce como induccién. La induc-
cién es un tipo de razonamiento esencial para la ciencia. Las teorias cientificas con
frecuencia son generalizaciones basadas en un nimero reducido de observaciones o de
experimentos.

Estrictamente hablando, la inducciéon mateméatica no es un razonamiento inductivo, pues
tenemos un subconjunto A C N y razonamos de la siguiente manera.
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Base de la induccion: 0eA
Paso inductivo: Vn(neA—n+1€A)
Conclusion: VneN (ne A)

Este es un razonamiento deductivo, pues la conclusion se deduce de las premisas, es decir,
si las premisas son validas, la conclusion también lo es. Sin embargo, este razonamiento
tiene la apariencia de ser una inferencia inductiva, pues pareciera que uno parte de casos
particulares y llega a una regla general. Pero no es cierto, el tnico caso particular que uno
verifica es la base de la induccién. En el paso inductivo uno verifica una afirmacién universal y
es precisamente esto lo que permite que la conclusién también sea una proposicién universal.

En el principio de induccion se conjugan tres aspectos de las matematicas: La légica, los
conjuntos y los niimeros. Primero que todo, como su nombre lo indica, se puede considerar
una herramienta de la logica. Por otra parte, como lo vimos en este capitulo, el principio
de induccién es equivalente al principio de buena ordenacién, que es una propiedad de un
conjunto que tiene sus elementos ordenados de una manera especial. Nos referimos a N con
su orden usual. Este es el punto de vista actual de la teoria de conjuntos. Por tltimo, también
se puede ver como una propiedad de un sistema numeérico. Este es el enfoque usado por el
matematico italiano G. Peano (1858-1932) quien presenté una lista de propiedades bésicas
que caracterizan al sistema de los nimeros naturales. El principio de induccion es una de
estas propiedades fundamentales de N.
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Capitulo 4

Los Numeros Enteros

En este capitulo estudiaremos las propiedades bésicas de los niimeros enteros. Usaremos
el simbolo Z para denotar al conjunto de los enteros. Como es conocido por el lector, los
enteros constan de los niimeros naturales junto con los enteros negativos:

_57 _47 _37 _27 _]-7 Oa 1a 27 37 47 5a

Entre los objetivos de este capitulo esta el demostrar el teorema fundamental de la Aritmética,
el algoritmo de la divisiéon, el algoritmo de Euclides y algunas propiedades de la relacion de
congruencia.

4.1. El teorema fundamental de la aritmética

Definicién 4.1. Dados dos enteros n y m con n # 0, diremos que m es divisible por n,
si existe otro entero q tal que m = q - n.

Notacién: Si m es divisible por n escribiremos n|m. Otras maneras equivalentes de expresar
que m es divisible por n son: “n divide a m”, “n es un divisor de m” o “m es un multiplo
de n”. Cuando n no divida m escribiremos n fm.

Ejemplo 4.2. (i) 4|20, 7|98. Observe que 12 = (12/5) - 5, pero esto no quiere decir que 5
divida a 12. De hecho 5 no divide a 12.

(ii) Los divisores de 14 son -14, -7, -2, -1, 1, 2, 7, 14.
(iii) Cero es divisible por todo entero no nulo.

(iv) Todo entero n mayor que 1 tiene por lo menos dos divisores positivos: 1 y n.
O

Definicién 4.3. Sea p > 1 un entero. Si los unicos divisores positivos de p son 1 y p se
dice que p es primo. Si un entero tiene mds de un divisor mayor que 1 se dice que es
compuesto.
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Por la defincién anterior se tiene que, dado un entero positivo n, existen 3 alternativas:
n =1, n es primo o n es compuesto. Los niimeros primos menores que 1000 son:

235711131719 2329 31 3741 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233
239 241 251 257 263 269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359 367
373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499
503 509 521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599 601 607 613 617 619 631 641 643
647 653 659 661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751 757 761 769 773 78T 797
809 811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929 937 941 947
953 967 971 977 983 991 997

Veremos mas adelante que existe una cantidad infinita de ntimeros primos. El ntimero
primo més grande que se conocia hasta marzo del 2006 era

230402457 1.

Este ntimero tiene 9.152.052 cifras. Sus primeras y tultimas cifras se pueden ver en la tabla
4.1

Una de las propiedades mas importantes de los enteros es que cada uno de ellos es igual
al producto de ntimeros primos.

Teorema 4.4. (Fundamental de la Aritmética) Todo natural mayor que 1 se escribe como
el producto de potencias de niumeros primos.

Antes de dar la demostracién de este resultado veremos algunos ejemplos de descomposi-
cion en producto de potencias de primos.

El ntimero 1820 es compuesto, pues 1820 = 4 - 455. Continuando la factorizacién obten-
emos que 4 = 2-2 y 455 = 5-91. El niimero 2 es primo y por lo tanto no puede ser factorizado.
En cambio, 91 = 7 - 13. En definitiva tenemos que

1820=2-2-5-7-13=2*.5.7-13.
Los nimeros 2, 5, 7 y 13 se llaman los factores primos de 1820. Otros ejemplos de factor-

izacion:

45=32.5 112=2*.7.

Observaciones 4.5. Las siguientes indicaciones serviran para hallar todos los divisores de
un entero dado. Quiza no es claro en este momento por qué siguiendo este procedimiento
obtendremos todos los divisores de un entero, pero el lector puede usarlo cuando lo necesite.

!La historia completa de este descubrimiento y mucha més informacién sobre los ntimeros primos se puede
obtener por internet visitando las siguientes paginas web: http://www.mersenne.org, http://primes.utm.edu.
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315.416.475.618.846.080.
936.303.028.664.545.170.126.519.656.262.323.870.316.323.710.795.135.387.449.
006.934.620.943.862.947.517.029.663.623.614.229.944.506.869.166.986.866.002.
790.395.934.468.934.329.365.512.042.063.478.236.587.664.406.687.540.253.076.
642.098.774.020.969.609.945.983.292.505.783.928.283.570.842.567.724.222.472.
424.177.384.530.775.747.071.585.395.344.060.062.523.282.594.879.423.792.439.
476.204.892.243.486.584.703.502.878.859.359.504.778.085.017.945.823.039.155.
923.890.235.713.341.998.460.191.949.344.821.892.482.974.239.714.173.671.467.
853.449.201.071.870.288.546.168.896.136.805.550.813.765.522.736.431.390.661.
998.086.660.013.200.159.184.799.586.344.310.640.160.882.662.896.619.835.513.
624.965.683.427.527.228.832.614.627.235.339.926.202.140.626.135.740.059.405.
043.680.416.024.569.579.111.847.687.787.990.404.031.488.827.076.477.863.844.
056.446.059.444.671.549.364.021.284.052.464.026.385.325.864.856.787.588.052.
074.866.037.795.846.568.024.415.615.128.074.480.530.889.245.304.132.769.857.
903.104.792.753.927.594.096.429.588.870.747.694.476.778.455.686.462.581.130.
357.179.495.540.007.112.806.849.012.797.583.398.279.772.692.025.012.125.112.
023.957.367.805.032.874.051.785.391.678.878.370.592.978.874.601.926.917.387.
349.902.038.487.496.399.522.256.226.198.420.249.841.538.863.603.112.340.978.
224.699.085.370.428.583.974.221.121.204.957.131.101.735.878.906.042.417.046.
357.865.399.959.344.256.412.869.274.835.252.666.969.750.614.040.193.704.172.

se omitieron 9.149.915 cifras....

861.983.331.229.581.628.207.456.688.985.381.475.299.696.888.669.508.558.504.
278.748.073.197.358.728.645.195.413.205.077.188.414.558.626.363.748.071.809.
343.742.824.231.207.947.364.055.564.889.786.735.473.630.583.611.687.800.813.
481.838.607.806.644.426.776.936.989.853.027.146.133.071.440.348.824.506.688.
021.313.705.278.144.989.975.582.967.825.054.191.304.730.044.534.830.053.397.
364.407.890.458.476.033.029.500.124.128.466.260.212.152.881.163.713.339.474.
804.241.604.224.301.155.306.880.130.370.430.126.791.618.460.303.273.056.109.
833.913.616.048.174.397.153.970.015.426.138.934.501.849.880.828.016.521.917.
314.085.583.880.907.581.595.027.922.635.669.209.358.268.396.989.078.969.371.
512.732.556.316.616.650.377.629.399.758.833.050.561.337.572.640.865.692.485.
634.850.804.929.425.117.658.541.656.367.807.541.210.697.699.674.377.703.424.
089.741.881.912.147.693.576.259.349.898.745.419.485.840.888.781.837.881.135.
768.597.159.036.449.464.805.655.834.112.235.437.194.842.063.983.380.878.668.
807.573.495.396.673.051.572.043.177.306.280.808.594.114.546.780.708.413.436.
546.553.615.651.742.720.117.385.307.720.895.536.323.410.591.196.239.399.206.
498.094.640.477.861.486.238.804.050.892.515.010.126.326.135.955.683.299.045.
184.502.541.709.583.894.239.304.960.675.189.653.422.547.853.529.862.010.437.

135.830.915.777.499.500.274.882.218.550.846.708.611.134.297.411.652.943.871

Cuadro 4.1: El ntimero primo més grande conocido hasta marzo de 2006



1. Si conocemos la factorizacién de un ntimero n en potencias de primos, entonces es facil
determinar todos los divisores de n. Por ejemplo

882 =2-3%. 7%
Por lo tanto, los divisores positivos de 882 son los siguientes:
1 2 3 7
32 72 2-3 2.7 3-7
232 2.7 37 3.7 2-3.7
32. 72 2.3.7? 2.32.7
2-32.7%

Asi que 882 tiene 18 divisores positivos. Cambiandoles el signo a todos los anteri-
ores obtenemos los divisores negativos de 882. Observe que hemos incluido en la lista
anterior todos los niimeros de la forma

2. 3b.7¢

donde a,b y ¢ cumplen que 0 <a <1,0<b<2y0<c<2. En efecto, todo niimero
que tenga esta forma es un divisor de 2 - 32 - 72. Y viceversa, todo divisor positivo
de 2 - 32 - 72 necesariamente es un nimero que, al descomponerlo en un producto de
potencias de primos, debe tener la forma 2%-3°-7¢ donde a, b y ¢ cumplen que 0 < a < 1,
0<b<2y0<c<2

2. (Cuéntos divisores tiene un niimero? Podemos responder facilmente esta pregunta si
sabemos la descomposicién en factores primos del niimero en cuestién. Por ejemplo, si
un numero z esta factorizado de la siguiente manera

pa.qb_rc_td

donde p,q,r,t son nimeros primos y a,b,c,d son positivos, entonces el ntimero de
divisores positivos de x es

(a+1)-(b+1)-(c+1)-(d+1)
3. Notemos que
1620 = 2°- 3" - 5.

Por lo tanto 1620 tiene (2+1)-(4+1)- (1 + 1) = 30 divisores positivos. Los divisores
positivos de 1620 son todos los niimeros que tienen la forma siguiente

2. 30. 5¢
donde 0<a<2,0<0<4y0<c<1. Ledejamos al lector la tarea de hacer la lista

completa de los divisores de 1620.
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Demostracion del Teorema Fundamental de la Aritmética: Considere el siguiente subconjunto
de N:

A={0,1}U{neN: n>2ynesigual a un producto de nimeros primos}

Lo que debemos mostrar es que A = N. Para hacerlo, usaremos el principio de induccién
fuerte (Teorema 3.27). Debemos entonces verificar que A satisface las siguientes condiciones:

(i) 0 € A.
(ii) Para todo k € N, si {0,1,2,3,---k} C A, entonces k + 1 € A.

En efecto, es obvio que por la misma definiciéon del conjunto A tenemos que 0 € A.
Para ver que (ii), supongamos que k € N es tal que {0,1,2,3,---k} C A. Queremos
demostrar que k£ + 1 € A. Para hacerlo consideraremos dos casos:

Caso 1: k= 0. En este caso no hay nada que demostrar pues 1 € A.
Caso 2: k > 1. Consideraremos dos subcasos.

Caso 2a: k + 1 es primo. Note que todos los niimeros primos pertenecen a A, en
particular k +1 € A.

Caso 2b: k+1 no es primo. Como k+1 > 2, entonces existen naturales n, m diferentes
de 1y k+1 tales que K+ 1 = m - n. En particular n, m son menores que k+ 1y
en consecuencia, por la hipétesis (ii), tenemos que m,n € A. Por lo tanto, n y m
son, cada uno respectivamente, igual a un producto de niimeros primos. Digamos

n=py-p2--Pr y m=4qi-q2""4gs
donde los ntimeros py,...,p- V q1,- ., Qs son primos. En consecuencia
nem=p1opacc PG gs
y esto muestra que n-m € A. Es decir, k+ 1 € A.
O

Para terminar, queremos senalar que cada natural admite una sola fatorizacién en pro-
ducto de ntimeros primos. Este resultado lo demostraremos mas adelante (ver seccién 4.12).

Ejercicios 4.1

1. Hallar todos los divisores de 144, 1540, 4235 (Sugerencia: Halle la descomposicién en
factores primos de cada uno de los niimeros dados y siga las indicaciones dadas en 4.5).
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2. Hallar todos los valores de n para los cuales 3" divide a 972. Hallar todos los valores
de m tales que 2™ - 3™ divide a 972.

3. Sea a > 1 un entero. Use el Principio de buena ordenacién para mostrar que existe
el menor entero p mayor que 1 tal que pla. Muestre que p es primo. Concluya que
todo entero no nulo y distinto de uno tiene un divisor primo. (Sugerencia: Defina
A={qeN: ¢>1yq|la} Muestre que A no es vacio. Sea p el minimo de A, verifique
que p es un numero primo).

4.2. El algoritmo de la division

En esta seccion veremos uno de los resultados mas ttiles para el estudio de los nimeros
enteros.

Teorema 4.6. (Algoritmo de la division) Sean a y b nimeros enteros con a > 0.
Entonces existen enteros q y r tales que

b=qa+r y 0<r<a. (4.1)
Ademds, tanto q como r estan univocamente determinados por a y b.

La demostracion la dejaremos para mas adelante. Por ahora nos concentraremos en en-
tender el significado del algoritmo de la divisién y dar algunos ejemplos que ilustren como
se usa.

Ejemplo 4.7. Para a =4 y b = —45 tenemos que —45 = —12 -4 4+ 3 = —48 + 3. Luego el
resto de dividir —45 entre 4 es 3 y el cociente es -12. O

1. Los nimeros ¢ y r dados por el algoritmo de la division se llaman respectivamente
cociente y resto de la divisién de b entre a. Por ejemplo, si a = 3 y b = 13, entonces
13=4-3+1, luego ¢g =4 y r = 1. Observe que al dividir 13 entre 3 obtenemos como
resto 1 y cociente 4.

2. Observe que el resto r es igual a cero precisamente cuando b es divisible entre a. Por
ejemplo, con b =14 y a = 7 se tiene que 14 =2 -7+ 0.

3. El algoritmo de la divisién nos permite clasificar los nimeros enteros de acuerdo al
resto que se obtiene al dividirlos por otro niimero. Por ejemplo, para a = 2 obtenemos
que todo entero b se puede escribir como 2¢q o como 2q + 1. Como ya sabemos, los
primeros se llaman enteros pares y los otros enteros impares. Para el caso a = 3
obtenemos que todo entero estd en una de las siguientes listas

-,—15,-12,-9,-6,—-3,0,3,6,9,12,15, - - - nimeros de la forma 3¢
<o, —14,-11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13,16,--- nuameros de la forma 3¢ + 1
cee,—13,-10,-7,—-4,-1,2,5,8,11,14,17,--- numeros de la forma 3q + 2
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Notemos que los enteros de la forma 3k + 2 son precisamente aquellos que al dividirlos

por 3 dejan resto 2. De igual manera, los enteros de la forma 3k + 1 son aquellos que
al dividirlos por 3 dejan resto 1. Y por tltimo, los enteros de la forma 3k son aquellos
que dejan resto cero al dividirlos por 3.

4. En general, dados dos enteros a y r con a > 0, diremos que un entero b es de la
forma ak + r si existe un entero k tal que b = ak + r.

Por ejemplo, los enteros de la forma 7k + 5 son
-, —16,-9,-2,5,12,19,26,33, - - -

que corresponden a los niimeros que se obtienen dandole a k los valores -3,-2,-1,0,1,2,3
y 4 respectivamente. Veamos otro ejemplo: los enteros de la forma 5k — 1 son

., —16,—11,—6,—1,4,9,14, - - -

5. El algoritmo de la divisiéon nos dice que dado un entero a > 0, se cumple que todo
entero b es de la forma ak 4 r para un tnico 7 con 0 < r < a, donde r es precisamente
el resto que deja b al dividirlo por a.

Como veremos a continuacion, el algoritmo de la divisién es el ingrediente fundamental
para demostrar muchas de las propiedades fundamentales de los enteros.

Teorema 4.8. Para todo entero n, n es par si y sélo si n* es par.

Demostracion: Debemos mostrar dos implicaciones:

1. Si n es par, entonces n? es también par. Sea m un entero par, entonces existe otro

entero k tal que n = 2k. Luego tenemos que n? = 4k% y asf n? = 2(2k?). Esto muestra

que n? es par.

2. Si n? es par, entonces n es par. Sabemos que esto es equivalente a mostrar la con-
trareciproca. Es decir, si n no es par, entonces n? tampoco es par.
Sea n un entero que no es par, luego por el algoritmo de la divisién, sabemos que n es
impar. Por lo tanto existe otro entero k tal que n = 2k + 1. Luego

n® = (2k+1)> =4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Por lo tanto n? es impar, es decir, no es par. O

2

Teorema 4.9. Para todo entero n se cumple que n® —n es divisible por 2.

Demostracion: Sea n un entero cualquiera. Observemos que

n?—n=n(n-1). (4.2)

2

Esta factorizacién muestra que n° — n es el producto de dos enteros consecutivos. Hay dos

casos posibles.
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(i) n es par. Entonces existe un entero k tal que n = 2k. Sustituyendo en (4.2) obtenemos
que
n? —n = 2k(2k — 1).

2

Y de aqui se concluye que n° — n es divisible por 2.

(ii) n es impar. Razonamos de manera andloga. Si n es impar existe otro entero k tal que
n = 2k + 1. Sustituyendo en (4.2) obtenemos que n®> —n = (2k + 1)(2k) = 2(2k + 1)k.

2

Como en los dos casos posibles se tiene que n° — n es divisible por 2, entonces podemos

concluir que n? — n es divisible por 2.
O

En el siguiente teorema mostraremos que dados tres enteros consecutivos n, n+1y n+2
entonces alguno de ellos es divisible por 3.

3

Teorema 4.10. Para todo entero n se cumple que n°> — n es divisible por 3.

Demostracion: Notemos que
n*—n=nn*—1)=n(n—1)(n+1). (4.3)

Por el algoritmo de la divisién hay tres casos posibles. (i) n es de la forma 3k. (i) n es de la
forma 3k + 1. (iii) n es de la forma 3k + 2. Mostraremos que en cada uno de los tres casos
se cumple que n® — n es divisible por 3.

(i) Supongamos que n es de la forma 3k. Sustituyendo en (4.3) obtenemos que

n® —n = 3k(3k — 1)(3k + 1).

Por lo tanto n® —n = 3¢ donde ¢ = k(3k — 1)(3k + 1) y en consecuencia n® — n es

divisible por 3.
(ii) Supongamos que n es de la forma 3k + 1. Sustituyendo en (4.3) obtenemos que
n®* —n = (3k + 1)(3k)(3k + 2).

Por lo tanto n® — n = 3¢ donde ¢ = (3k + 1)(k)(3k + 2) y en consecuencia n® — n es
divisible por 3.

(ili) Supongamos que n es de la forma 3k + 2. Sustituyendo en (4.3) obtenemos que
n® —n = (3k+2)(3k + 1)(3k + 3).

Luego n® —n = 3¢ donde ¢ = (3k + 2)(3k + 1)(k + 1) y en consecuencia n® — n es
divisible por 3.

126



O

Las dos proposiciones anteriores nos dicen que el producto de dos enteros consecutivos
es divisible por 2 y el producto de 3 enteros consecutivos es divisible por 3. ;Serd cierto que,
en general, el producto de n enteros consecutivos es divisible por n? Dejaremos a cargo del
lector el responder esta pregunta (ver el ejercicio 12).

Teorema 4.11. Sin es un entero impar, entonces n®> — 1 es divisible por 8.

Demostracion: Sea n un entero impar. Sea k un entero tal que n = 2k + 1. Notemos que
n? —1=(n—1)(n+ 1), luego sustituyendo en ésta ecuacién n por 2k + 1 obtenemos que

n* — 1= (2k)(2k +2) = 4k(k + 1). (4.4)

Ahora bien, anteriormente vimos que el producto de dos enteros consecutivos es divisible
por 2, luego k(k + 1) es par. Esto es, existe un entero ¢ tal que k(k + 1) = 2¢. Sustituyendo
k(k + 1) por 2¢q en (4.4) obtenemos que

n?—1=28q.
Y por lo tanto n? — 1 es divisible por 8. O
Ejercicios 4.2

1. Determine el cociente y el resto de las siguientes divisiones.

a) 25 entre 3,
b) 542 entre 8
c¢) -15 entre 5
d) 722 entre 6
e) -887 entre 43.

2. Halle 5 enteros de la forma que se indica:
) 3k +2
b) Tk —4
c) 9k +1
d) 5k — 3.

a

3. Halle un entero que sea simultaneamente de la forma 3k — 17 y de la forma 4m + 3.

4. Sea k un entero. En cada caso determine el resto de la division indicada. Justifique su
respuesta.

a) 20k + 3 dividido entre 4
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10.
11.
12.

b) 20k + 3 dividido entre 5
20k + 4 dividido entre 4
20k + 4 dividido entre 5
e) 49k + 5 dividido entre 7

)
c)
)
)
f) 49k + 5 dividido entre 49
)
)
)
)

d

g) 49k + 27874 dividido entre 7
h) 49k + 27874 dividido entre 49.

Muestre que -3, -1, 1, 3 y 5 son de la forma 4k + 1 o 4k + 3.

Muestre que todo entero impar es de la forma 4k + 1 o 4k + 3. Use esto para dar
otra prueba de la proposicion 4.11.

a

b

a) Muestre que 5, 7, 11, 13 y 17 son de la forma 6k + 1 o 6k — 1.

b) Sea p un ntmero primo mayor que 3. Muestre que p es de la forma 6k+1 o 6k — 1.
Muestre:

a) Todo entero de la forma 12k 4 4 también es de la forma 3m + 1.

b) Todo entero de la forma 15k + 7 también es de la forma 5m + 2.
Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas

a) Si un entero es de la forma 9k + 5, entonces también es de la forma 3m + 2.

b

)

) Si un entero es de la forma 9k + 7, entonces también es de la forma 3m + 2.
¢) n* — n es divisible por 4 para todo entero n.
)
)

d

e) 3|(n® — n) para todo entero positivo n.

n* — n? es divisible por 4, para todo n.

Muestre las siguientes afirmaciones

n® + 5n) para todo entero positivo n.

n® —n), si n es impar.

a

S

o

n® —n), si n es impar.

d

) 3|(n?
) 4l(
) 3|(n® —n), si n es impar.
) 8(
e) 6|(n’

n® 4+ 5n) para todo entero positivo n.
Muestre por induccién que 4" es de la forma 3k + 1 para todo n € N.

Sea n un entero impar y m = n + 2. Muestre que 4|(n + m).

Muestre que el producto de n enteros consecutivos es divisible por n. (Sugerencia: Imite
lo hecho en la prueba de 4.10).
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4.3. El principio del minimo entero

En esta seccion estudiaremos una propiedad del orden de los enteros que sera fundamental
en la demostracion del algoritmo de la division.

Como ya lo observaramos, el principio de buena ordenacién no es valido en Z. Sin em-
bargo, algunos subconjuntos de ntimeros enteros si tienen elemento minimo. Por ejemplo:

{-2,-1,0,1,2,3,4, -} {—8,-5,-2,3,7} {a€Z:a> 40}

-2 es el minimo del primer conjunto, -8 es el minimo del segundo y 40 es el minimo del tercero.
Mostraremos que una version del principio de buena ordenaciéon se cumple en el conjunto
de los nimeros enteros. Primero necesitaremos recordar los conceptos de cota superior e
inferior.

Definicion 4.12. Sea C CZ y b € Z.

(i) Diremos que b es una cota inferior de C si para todo a € C se cumple que b < a.
En este caso diremos que C' estd acotado inferiormente.

(ii) Diremos que b es un minimo de C si b es una cota inferior de C' y ademds b € C.

La version del principio de buena ordenacion que es valida en Z es la siguiente.

Teorema 4.13. (Principio del minimo entero) Todo conjunto no vacio de nimeros
enteros que sea acotado inferiormente tiene un elemento minimo.

Demostracion: Sea A un subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente. Sea b una cota
inferior para A. Consideremos el conjunto

B={a—-b: ac A}

Observe que b < a para todo a € A, por ser b una cota inferior de A. Por consiguiente
tenemos que todos los elementos de B son mayores o iguales a cero, es decir,

B CN.

Por el principio de buena ordenaciéon para N sabemos que B tiene un primer elemento
(observe que B no es vacio jpor qué?). Sea m el primer elemento de B. Mostraremos que
m + b es el primer elemento de A. En efecto, como m € B entonces existe un elemento a de
A tal que

m=a —b.

Por lo tanto, m + b = a y en consecuencia m + b € A.
Para concluir que m+b es el minimo de A faltaria verificar que m + b es una cota inferior
de A. Es decir, debemos mostrar lo siguiente:

Ve e A(m+b<a). (4.5)
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Fijemos x € A. Entonces x — b € B y, como m es el primer elemento de B, se tiene que
m<xz—b.
Por lo tanto m + b < x. Con esto hemos mostrado (4.5). O
Tenemos un resultado andlogo en relacién al maximo de un subconjunto de Z.
Definicién 4.14. Sea C C Z y b € Z.

(i) Diremos que b es una cota superior de C si para todo a € C' se cumple que a < b.
En este caso diremos que C' esta acotado superiormente.

(ii) Diremos que b es un mdximo de C si b es una cota superior de C' y ademds b € C.
El siguiente resultado es la versién del teorema 3.6 en el contexto de los niimeros enteros.

Teorema 4.15. Todo conjunto no vacio de nimeros enteros que sea acotado superiormente
tiene un elemento mdxrimo. O

Ejercicios 4.3

1. Sea A C Z tal que —3 es una cota inferior de A. Considere el conjunto
B={a+3: ac A}
Muestre que todos los elementos de B son mayores o iguales a cero. Es decir, B C N.
2. Sea A C Z tal que 7 es el maximo de A. Considere el conjunto
B={a—-8: acA}
Muestre que todos los elementos de B son negativos.
3. Sean A C B C Z.

a) Muestre que si B es acotado superiormente, entonces A también es acotado su-
periormente.

b) Muestre también que si B es acotado inferiormente, A es acotado inferiormente.

4. Demuestre el teorema 4.15. (Sugerencia: Use el teorema 4.13 e imite los pasos de la
demostracion del teorema 3.6).
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4.4. Demostracion del algoritmo de la division

En esta seccién daremos la demostracion del algoritmo de la divisiéon. Recordemos el
enunciado.

Teorema (Algoritmo de la divisién) Sean a y b nimeros enteros con a > 0. Entonces
existen enteros q y r tales que

b=qa+r y 0<r<a. (4.6)
Ademds, tanto q como r estdn univocamente determinados por a y b.

Veamos un ejemplo que ilustra la idea principal que usaremos en la demostracion. Tratare-
mos el caso particular a = 3 y b = 25. Considere el siguiente conjunto:

A={peZ: 3p <25}
Es facil convencerse que
A={--,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
En particular, A es acotado superiormente y el maximo de A es 8. Notemos que
26=8-3+1

Asi que ¢ = 8 y r = 1 son los numeros buscados. Como veremos a continuacion, no es
casualidad que el maximo de ese conjunto es precisamente el cociente de la division de 25
entre 3.

Con esta idea en mente, comencemos la demostracion del teorema. Fijemos dos enteros
a,b con a > 0. Definimos un conjunto de la manera siguiente

A={p€eZ: p-a<b}.

La idea de la demostracién consiste en mostrar que el méaximo de A es el entero ¢ buscado y
ademéas que 0 < b—q-a < a. Pero primero que todo debemos asegurar que A tiene maximo.
Para esto tenemos que ver que A no es vacio y es acotado superiormente.

1. A no es vacio. La demostracion la dividimos en dos casos, mostrando en ambos un
elemento de A.

(a) Supongamos que b < 0. Mostraremos que b € A. En efecto, para ver que b-a < b,
basta observar que b—b-a >0, puesb—b-a=0b(1—a),a>1y b<0.

(b) Supongamos que b > 0. En este caso se tiene que —a < b, pues a > 0. Esto
muestra que —1 € A.

2. A es acotado superiormente. De nuevo consideraremos los dos casos posibles. En ambos
casos hallaremos una cota superior de A.
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(a) Supongamos que b > 0. Mostraremos que b es una cota superior de A. Sea p € A.
Sip >0, entonces p < p-a pues a > 0. De esto se sigue que p < b, pues p-a < b.
Por otra parte, si p < 0, entonces como b > 0, obviamente se tiene que p < b.

(b) Supongamos que b < 0. En este caso mostraremos que 0 es una cota superior de
A.Seape A. Comoa>0,b<0yp-a<b, entonces necesariamente p < 0.

Por el teorema 4.15 sabemos que A tiene méaximo, el cual denotaremos por q. Sea r =
b — q - a. Mostraremos que ¢ y r satisfacen (4.6). Es obvio que b = ga +r y como ¢-a < b,
entonces 0 < r. Nos falta mostrar que » < a. Esto lo haremos por reducciéon al absurdo.
Supongamos que no fuera asi, es decir, supongamos que r > a. Sea s = r —a. Entonces 0 < s
y r =a + s. Por lo tanto se cumple que

b = q-a+r
qg-a+a—+s
= (g+1)-a+s.

Como s > 0, entonces de la tltima ecuacién se obtiene que (¢ + 1) - a < b. Esto dice que
qg+1 € A, lo cual contradice que ¢ es el maximo de A. Esta contradiccion provino de suponer
que r > a. Por lo tanto r < a. Con esto hemos terminado la demostracion de la existencia
de los enteros g y 7 con las propiedades especificadas en el enunciado del teorema.

Para concluir la demostracién, verificaremos que tanto ¢ como r son inicos. Supongamos
que existen otros dos enteros ¢', r’ tales que b = ¢ -a+ 1"y 0 <1’ < a. Mostraremos que
necesariamente ¢ = q y r’ =r.

Primero observemos que ¢ -a+1r = ¢ - a+ r'. De esto se obtiene que

¢ —q)-a=r—1" (4.7)
Dividiremos nuestro argumento en dos partes.

(a) Mostraremos que si 7 < 7, entonces r = 1’ y ¢ = ¢'. En efecto, como 0 < r, 0 < 7/,
r<ayr <a,entonces 0 <r— 71’ <a. Deestoy (4.7) se obtiene que

(¢ —q)-a<a

Por lo tanto
(¢ —q—1)-a<0

Como a >0y ¢ —q>0 (por (4.7)), se concluye que
0<q¢—-g<1

Pero por ser ¢’ — ¢ un entero, entonces necesariamente ¢’ — ¢ = 0 y también r —r’ = 0.
Por lo tanto, g =¢' y r =1".

(b) Mostraremos que suponer que r < 1’ lleva a una contradiccién. En efecto, razonando de
manera analoga a lo hecho en el caso anterior se llega a una contradiccién. Dejaremos
a cargo del lector completar esta demostracion.
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4.5. Divisibilidad

Las propiedades bésicas de la relacion de divisibilidad son las siguientes:

Teorema 4.16. Sean a, b y ¢ numeros enteros.

(i) Sialb, entonces a|(b-d) para todo entero d.

(i1) Sialb y blc, entonces alc.

(i11) Sialb y alc, entonces al(n-b+m-c) donde n y m son enteros cualesquiera.
(iv) Supongamos que b > 0. Si alb, entonces a < b.

(v) Supongamos que a > 0, b > 0. Si alb y bla, entonces a = b.
Demostracion:

(i) Sea d un entero cualquiera y supongamos que a|b. Entonces existe un entero ¢ tal que
b=gq-a.
Multiplicando por d ambos lados de la igualdad se concluye que
b-d=gq-d-a.
Esto muestra que al(b - d).
(ii) Supongamos que alb y que b|c. Entonces existen enteros ¢ y p tales que
b=q-a y c=p-b.
Sustituyendo b en la segunda igualdad obtenemos que
c=p-(q-a)
Luego ¢ = (p - q) - a y esto muestra que alc.

(iii) Sean m y m dos enteros cualesquiera. Supongamos que alb y alc. Entonces existen
enteros p y ¢ tales que
b=p-a y c=gq-a.

Multiplicando por n la primera igualdad y por m la segunda tenemos
n-b=n-p-a'y m-c=m-q-a.
Sumandolas miembro a miembro obtenemos
n-b+m-c=n-p-a+m-q-a.
Factorizando a obtenemos que
n-b+m-c=Mn-p+m-q)-a.

Y esto muestra que al(n-b+m-c).
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(iv) Supongamos que alb y b > 0. Como a|b, entonces existe un entero ¢ tal que b = ¢q - a.

Luegob—a=¢q-a—a=(q—1)-a. Consideremos los dos casos posibles:

(1) Supongamos que a < 0. Entonces es obvio que a < b, pues b > 0.

(2) Supongamos que a > 0. Como b = ¢q-a, b > 0y a > 0, entonces ¢ > 0. Luego
g > 1y porlotanto g—1 > 0. De esto se sigue (¢—1)-a > 0. Es decir, g-a—a > 0.
Por lo tanto b — a > 0. Luego b > a.

(v) De la parte (iv) obtenemos que a < by b < a. Por lo tanto a = b.

O

Haremos a continuacién algunas observaciones acerca del significado del teorema anterior.

1.

Un hecho que se deduce de la parte (i) es que todo multiplo de un nimero par es par.
En efecto, sea a un nimero par, es decir, 2|a; entonces 2|(ab) para todo b. Esto muestra
que todo multiplo de a también es par. De igual forma tenemos que, si 3|a, entonces
todo multiplo de a es divisible por 3. ;Sera cierto que todo multiplo de un nimero
impar también es impar?

La parte (ii) dice que la relacién de divisibilidad es una relacién transitiva.

Cuando n y m son iguales a 1, obtenemos de (iii) que, si a|b y a|c, entonces a|(b + c).
Anélogamente, si m es igual a -1 obtenemos lo siguiente: si a|b y a|c, entonces a|(b—c).
En palabras, si dos ntimeros b y ¢ son ambos divisibles por un tercero a, entonces la
suma y la diferencia entre b y ¢ también es divisible por a. Por ejemplo, la suma de
dos ntmeros divisibles por cinco también es divisible por cinco.

Es importante observar que el reciproco de lo dicho en (iii) no es vélido. De hecho,
existen nimeros a,b y ¢ tales que a|(b+ ¢), pero a fby a /Jc. Por ejemplo, 5+ 3 es
divisible por 2 pero ni 3 ni 5 lo son.

En la parte (iv) la suposicién que b > 0 es crucial. Por ejemplo: 2| — 4 pero 2 £ —4.

Es importante observar que la conclusién de la parte (v) no es vélida sin la suposicién
que a > 0y b > 0. Por ejemplo: 3| — 3 y —3|3 pero 3 # —3.

Ejercicios 4.5

. Halle enteros a, b y ¢ tales que

a) al(b—c) peroa fby a fc
b) al|(2b+ 3c) peroa fbya fe.

. Sean a, b enteros.

a) Muestre que si a + by a son pares, entonces b también es par.
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b) Si a,b son impares, entonces a? — b* es divisible por 4. (Sugerencia: Factorize

a’? —b?)
c) Muestre que si a + b y a son divisibles por 3, entonces b también es divisible por
3.

d) Muestre que si a — 2b y b son divisibles por 10, entonces a también es divisible
por 10.

3. Sean a, b, c y d enteros con a > 0. Muestre que si alb, a|c y ald, entonces a|(b+ ¢+ d)
y también a|(a — b+ ¢). jSerd cierto que a|(b— ¢ —a) y que a|(c —a + b)?

4. Sean p,q,r,t ntimeros primos y a,b,c,d nimeros naturales. Dé un argumento que
muestre que p® - ¢* - r¢ - t4 tiene (a +1) - (b+ 1) - (c+ 1) - (d + 1) divisores positivos.
(Sugerencia: Vea lo que se hizo en el ejemplo 4.5).

4.6. Ecuaciones diofanticas
Comenzaremos esta seccién con un problema de la vida diaria.

Ejemplo 4.17. 2 Un apostador profesional tenia, entre sus tentadoras ofertas, la siguiente:
Ofrecia 10.000 bolivares a cambio de 500 bolivares. La tnica condiciéon impuesta por el
apostador era que se le debia entregar los 500 bolivares en 20 billetes y los billetes podian
ser solamente de 5, 20 o 50 bolivares. ;Aceptaria Ud. la apuesta?

Para resolver este acertijo, designaremos con las letras x, y y z el ntiimero de billetes,
respectivamente, de 5, 20 y 50 bolivares que den una solucién al reto planteado por el
apostador. Las condiciones que él impuso son las siguientes:

500 = 5z + 20y + 50z
20 = z4+y+ =z

La primera ecuacion nos dice que z billetes de 5, y billetes de 20 y z billetes de 50 suman 500
bolivares. La segunda ecuacién nos dice que en total tenemos 20 billetes. Estamos entonces
buscando tres nuimeros naturales n, m y p tales que si sustituimos respectivamente x, y y
z por n, m y p se cumplen las dos ecuaciones. Resolvamos este sistema de ecuaciones de la
manera usual. Primero simplificaremos la primer ecuacién dividiendo ambos lados por 5 y
obtenemos.

100 = 2+ 4y + 10z, (4.8)
Restando de esta tltima ecuacion la segunda ecuacion obtenemos

80 = 3y + 9.

2Adaptado del libro El divertido juego de las matemdticas de Y. Perelman [8]
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Factorizando apropiadamente obtenemos
80 = 3(y + 32).

Observemos que si y y z son enteros, entonces el lado derecho de la tltima ecuacién es un
multiplo de 3. Pero 80 no es multiplo de 3. Esto muestra que el sistema de ecuaciones no
tiene solucion entera. Asi que el apostador nunca perderia la apuesta.

Es importante que el lector comprenda claramente que el sistema de ecuaciones que
estamos resolviendo si tiene solucién, pero no en los numeros enteros. Existen soluciones
racionales de este sistema; una de ellas es * = %, Yy = % y z = 8. Por supuesto que esta
solucién no dice nada acerca del problema del apostador, pues no tiene ningiin sentido decir
que usaremos % billetes de 5, % billetes de 20 y 8 billetes de 50. O

Las ecuaciones que aparecieron en la soluciéon del problema anterior, donde los coefi-
cientes son enteros y la solucién deseada también es entera, reciben el nombre de ecuaciones
diofanticas.

Ejemplo 4.18. Modificaremos ligeramente las condiciones del apostador requiriendo que
los 500 Bolivares se entreguen en 25 billetes en lugar de 20. Las nuevas condiciones son las
siguientes:
500 = bHz + 20y + 50z
25 = z4+y+z

Siguiendo un razonamiento completamente andlogo obtenemos la siguiente ecuacién
75 = 3(y + 32).
Dividiendo ambos lados por 3, obtenemos
25 =y + 3z

Por inspeccién obtenemos que y = 1 y z = 8 es una soluciéon de esta ecuacién. Como
xr = 25—y — z, entonces x = 16. En resumen, con 16 billetes de 5, uno de 20 y 8 de 50 se
cumple lo requerido.

O

Ejemplo 4.19. Consideremos ahora la siguiente ecuacién
4o + 6y = 2.

Mostraremos que esta ecuacién tiene solucion entera. Podemos simplificarla dividiendo por
2 y obtenemos
20+ 3y = 1.

Por inspeccién vemos que x = —1 e y = 1 forman una solucién. Pues 2 - (—=1) +3-1 = 1.
.Cual otra solucién entera ve el lector? O
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Ejemplo 4.20. Otra situacién donde las ecuaciones diofanticas surgen naturalmente es la
siguiente. Quisiéramos hallar los enteros que son de la forma 3k + 2 y (simultaneamente) de
la forma 7m + 6. Es decir, queremos hallar los enteros x que cumplen con las siguientes dos

condiciones:
r = 3k+2, para algin entero k.

r = Tm+6, para algin entero m.

Esto es equivalente a conseguir enteros k y m tales que
3k+2=Tm—+6
Es decir, conseguir enteros k y m tales que
3k —Tm =4
Es facil verificar que esta ecuacion se satisface si k = -1y m = —1. O

En las secciones que siguen estudiaremos una herramienta importante para resolver este
tipo ecuaciones diofanticas de tal manera de poder describir todas las soluciones.

4.7. El maximo comun divisor

Sean a y b dos enteros no nulos. Diremos que un entero d es un divisor comin de a y
b si cumple que d|a y d|b. Por ejemplo: los divisores de 25 son -25, -5, -1, 1, 5 y 25; y los
divisores de 15 son -15, -5, -3, -1, 1, 3, 5 y 15. Asi que los divisores comunes de 25 y 15 son
-5, -1, 1, 5.

Un momento de reflexién hard evidente al lector que el conjunto formado por los divisores
comunes de dos enteros (no nulos) tiene maximo y se llama el méaximo comun divisor. Este
nimero juega un papel tan importante para lo que sigue, que a continuacion enfatizaremos
su definicion.

Definicién 4.21. Sean a y b dos enteros no nulos. El mdxrimo comun divisor de a y b
se denota por med(a,b). Es decir, d = mcd(a,b) si

(i) dla y d|b.
(i) Sicla y c|b, entonces ¢ < d.
O

Notemos que mcd(a,b) > 0. También es frecuente denotar el maximo comin divisor de
a y b simplemente por (a, b).

Ejemplos 4.22. (i) Los divisores de 25 son: -25, -5, -1, 1, 5, 25. Y los divisores de 15 son:
-15, -5, -3, -1, 1, 3, 5, 15. Por lo tanto med(25,15) = 5.

(i) med(30, —42) = 6.
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(iii) med(13,28) = 1.

(iv) med(—4,8) = 4.
O

Daremos algunas indicaciones sobre un método para hallar el méaximo comun divisor si
conocemos la representacién de los enteros a y b como producto de primos. Supongamos que

_,m1_,m2 my,
= Py Pa” Py

Donde cada m; y n; es un entero no negativo (alguno de ellos puede ser igual a cero). Tenemos

entonces que
mcd(a, b) _ pil’llll{ml,nl} . p;l’llll{mz,nz} . .p?’llﬂ{mk,nk}.

Donde min{m;,n;} es el menor de los enteros m; y n; y max{m;,n;} es el mayor de los
enteros m; y n;.
Veamos un ejemplo.
1998 = 2. 33.70. 37" . 730

y
9198 = 2! .32.71.370 . 73!

Por lo tanto,
med(1998,9198) =2' - 3%.7°.37°. 73 = 18

El lector atento ya se habra dado cuenta que lo anterior no es mas que la “receta”
aprendida en el bachillerato para calcular el maximo comun divisor de dos o mas nimeros:

“mecd(a,b) es el producto de los factores primos comunes con su menor erpo-
nente”.

Veamos otros ejemplos:

(i) Sia =450y b= 140, tenemos que 450 = 2-3%-5% y 140 = 22-5-7. Los factores primos
comunes de 450 y 140 son 2 y 5. Por lo tanto med(450, 140) = 2 - 5.

(i) Sia=2%-5*-7y b=2%.32.72 entonces mcd(a,b) = 2% - 7%
Ejercicios 4.7
1. Calcular el maximo comun divisor de los siguientes ntimeros:

a) 328,43
b) 324,18
¢) 3502, 1022
d) 3501,1022
e) 2740, 8631

(Sugerencia: Halle la factorizacién en potencias de primos).
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4.8. El algoritmo de Euclides

Describiremos a continuacién un procedimiento para calcular el médximo comun divisor
de dos enteros a y b. Primero haremos un ejemplo.

Ejemplo 4.23. Calcularemos mecd(120,35). Primero dividimos usamos el algoritmo de la
divisién con 120 como dividendo y 35 como divisor y obtenemos

120 = 3-35 4+ 15

Hacemos lo mismo con 35 como dividendo y 15 como divisor, y obtenemos
35 = 2-15 + 5

De nuevo lo hacemos, pero ahora con 15 como dividendo y 5 como divisor:
5 =35 + 0

Como el resto que se obtuvo es cero, se tiene que mecd(120,35) = 5.
Veamos otro ejemplo. Calculemos med(340, 36)

340 = 9-36 + 16
36 = 2-16 + 4

16 = 4-4 + 0
Por lo tanto mcd(340, 16) = 4.

El patrén general detras de los célculos hechos en el ejemplo anterior es el siguiente. Sean
a,b € Z enteros no nulos con a > 0. Aplicando repetidamente el algoritmo de la divisién (ver
el teorema 4.6) obtenemos

b = qa+mr donde 0 <7 < a
a = @or1+19 donde 0 <ry <y
ry = q3ro+1r3 donde 0 < r3 <1
ry = qur3+1ry donde 0 <1y <rs
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Como los restos r; van decreciendo estrictamente, entonces existe un n tal que el resto de
dividir r,, entre r,,_; es cero. En otras palabras, tenemos que para algin n

Tnes = Qu’n_1+7r, dondeO <7, <7,
Tn—1 = {4nt1Tn.
Demostraremos en la secciéon 4.8.1 que
med(a,b) =1,
El procedimiento descrito arriba se conoce como el algoritmo de Euclides. En general,

la palabra algoritmo se usa para referirse a un procedimiento para hacer algtn calculo.

Ejemplo 4.24. Usaremos el algoritmo de Euclides para calcular med(440,252). Usando el
algoritmo de la divisiéon como indicaramos antes obtenemos lo siguiente:

440 = 1-252+4 188 =1 ry = 188
252 = 1-188+64 qp =1 ro = 64
188 = 2-64+60 q3 = 2 r3 = 60
60 = 15-440 qs = 15 rs = 0.
El dltimo resto no nulo es 4, por lo tanto med(440, 252) = 4. O

4.8.1. Demostracion de la correctitud del algoritmo de Euclides

Sean a, b enteros no nulos. El algortimo de Euclides produce las siguientes ecuaciones:

b = qa+nr donde 0 <ry <a
a = @or1+ 72 donde 0 < ry <1y
re = Q3ro+7T3 donde 0 < r3 < 19
ry = qur3+ Ty donde 0 < ry < 13
Th_g = q,ﬂ:n_l +r, dondeO<r, <TrT,_1
Tn—1 = {4n+1Tn.

Mostraremos que med(a,b) = ry,.
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1. Primero veremos que r, es un divisor comun de a y b. De la dltima ecuacion se tiene
que r, divide a r,_1 y por lo tanto r, divide a ¢,r,_1 + r,. De la pentltima ecuacion
concluimos que r,, divide a r,_5. Continuando de esta manera llegamos a que r,|ry y
rn|r1. Por lo tanto r, divide a gor; 4 ro. De la segunda ecuacién se obtiene que r,|a. De
esto se deduce que r, divide a gia + r1 y de la primera ecuacién obtenemos que r,b.

2. Ahora mostraremos que r, es mayor o igual que cualquier divisor de a y b. En efecto,
sea ¢ un divisor comtun de a y b. Luego ¢|(b — ¢q1a) y de la primera ecuacién obten-
emos que c|r;. De manera similar obtenemos a partir de la segunda ecuacién que c|rs.
Continuando este proceso finalmente tenemos que c¢|r,,. Como r, > 0, entonces ¢ < r,,.

Ejercicios 4.8

1. Use el algoritmo de Euclides para calcular el médximo comun divisor de los siguientes
nimeros:

a) 328,43
b) 324,18
c) 3502, 1022
d) 3501,1022
e) 2740, 8631

4.9. Propiedades del maximo comiin divisor

El m.c.d juega un papel fundamental en el estudio de las propiedades de los enteros.
El resultado que veremos a continuacién es la clave de casi todas las demostraciones que
haremos en esta seccion. Su demostracién la haremos en la seccion siguiente 4.9.1.

Teorema 4.25. Sean a y b dos enteros no nulos. Ezxisten enteros m y n tales que
med(a,b) = am + bn.
Si un entero d se puede escribir de la forma ag + bg diremos que d es una combinacién

lineal de a y de b. El teorema anterior dice entonces que el méaximo comun divisor de a y b
es una combinacién lineal de a y de b. Por ejemplo:

med(15,25) =5 = —3 - 15+ 2 - 25.

En este ejemplo, tenemos que m = —3 y n = 2. No es nada evidente cémo hallar esos valores
m y n. En el proximo ejemplo veremos cémo el algoritmo de Euclides nos permite resolver
este problema.
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Ejemplo 4.26. Queremos hallar x e y tales que
med(440, 252) = 440z + 252y (4.9)

Lo primero que haremos es calcular med(440,252) usando el algoritmo de Euclides.

440 = 1-252+ 188 g =1 ry = 188
252 = 1-188+464 @ =1 ro = 64
188 = 2-64+ 60 qz = 2 r3 = 60
64 = 1-60+14 qu=1 ry =4
60 = 15-4+0 g =15 r5 = 0.

El dltimo resto no nulo es 4, luego med(440, 252) = 4.

De las igualdades anteriores obtenemos que

4 = 64—060

— 64— (188 —2-64)
~188 +3-64
—188 + 3 - (252 — 188)
3.252 —4-188
3252 — 4 (440 — 252)
— —4-44047-252.

Tenemos entonces que 4 = —4 - 440 + 7 - 252. Es decir, en este caso x = —4 y y = 7 son una
solucién de la ecuacién (4.9).

Observe que para hallar x e y el procedimiento consiste en sustituir los restos en las igual-
dades que resultan de aplicar el algoritmo de Euclides comenzando por la ultima igualdad
donde el resto no sea cero.

Existen otras soluciones para la ecuacién (4.9). Por ejemplo

4 =59 440 + (—103) - 252,

. Puede el lector hallar otra solucién?

El siguiente resultado da una caracterizaciéon muy util del méximo comun divisor.

Teorema 4.27. Sean a y b dos enteros no nulos. Las siquientes proposiciones son equiva-
lentes:

(i) d = mcd(a,b),

(ii) d > 0, d|a, d|b y para todo entero ¢ tal que c|a, c|b se tiene que c|d.

Demostracion: Debemos mostrar dos cosas:
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(1) = (i7) Supongamos que d es el maximo comun divisor de a y b. Como todo entero

siempre tiene un divisor positivo, se concluye que d > 0. Por definicién del maximo
comun divisor, también tenemos que d|a y d|b.

Veamos la dltima parte de la afirmacién (ii). Sea ¢ otro divisor comun de a y b. Por el
teorema 4.25 sabemos que existen enteros x y y tales que d = ax + by. Como ¢ divide
tanto a a como a b, entonces de la parte (iii) del teorema 4.16 concluimos que ¢ divide
a ax + by. De esto se concluye que c|d.

(73) = (i) Si cla y c|b, entonces por hipdtesis, c|d. Al ser d > 0, por 4.16(iv), se sigue que

¢ < d. Esto muestra que d es el maximo de los divisores comunes de a y b. Es decir,
d = med(a, b).

Las propiedades bésicas del maximo comun divisor son las siguientes.

Teorema 4.28. Sean a y b enteros no nulos. Se cumple que

(i) Sea d = mcd(a,b). Entonces med(%,2) = 1.

(ii) Si albc y med(a,b) =1, entonces alc.

(iii) Sea d = mcd(a,b). Si albe, entonces &|c.

(iv) Si k>0, entonces med(ka, kb) = k - med(a,b).

(v) Si med(a,b) =1, alc y ble, entonces ablc.

La demostracion de estas propiedades la daremos en la seccion siguiente 4.9.1.

A continuacién haremos algunas observaciones sobre el significado de este teorema.

1.

La parte (i) nos dice que después de dividir a a y a b entre mecd(a,b) obtenemos dos
nimeros que no tienen ningun factor en comun. Por ejemplo: si a = 24 y b = 15,
entonces mcd(24,15) = 3 y med(8,5) = 1.

La conclusién de la parte (ii) no se cumple si med(a,b) # 1. Por ejemplo: si a = 4
b =2y c= 6. Entonces a|bc pero a fb. Ahora bien, (iii) nos dice qué podemos concluir
en este caso. En efecto, med(a,b) =2, § =2y 2|c.

La parte (iv) nos permite simplificar el cdlculo de m.c.d. Por ejemplo: mcd(16,24) =
8med(2,3) = 8. Observe que si k < 0, entonces med(ka, kb) = —k-mecd(a,b) jpor qué?.
Por ejemplo: med(—16,24) = 8med(2,—3) = 8.

La parte (v) no se cumple sin la hipdtesis de que med(a, b) = 1. Por ejemplo, si a = 4,
b=06y c=12, se tiene que 4|12 y 6|12 pero 24 no divide a 12.
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Ejemplo 4.29. Si un entero a es divisible por 2 y por 3, entonces es divisible por 6. En
efecto, como med(2,3) = 1 podemos usar la parte (v) del teorema 4.28 y concluir que 6|a.
O

Ejemplo 4.30. Mostraremos que el producto de 3 enteros consecutivos es divisible por 6.
Sea a el producto de 3 enteros consecutivos. Por el ejemplo anterior, sabemos que es
suficiente mostrar que a es divisible por 2 y por 3. En efecto, tenemos que a = n(n+1)(n+2)
donde n es algin entero. Ya hemos visto que el producto de 2 enteros consecutivos es par,
por esto n(n + 1) es par. De esto se concluye que a es par. Ahora mostraremos que a es
divisible por 3. Por el algoritmo de la division, sabemos que n = 3¢+ donde 0 <r <3y q
es algin entero. Analizaremos por separado cada una de las tres alternativas. (i) Si n = 3¢,
entonces es claro que a = 3¢(3q¢ + 1)(3¢ + 2) es divisible por 3. (ii) Si n = 3¢ + 1, entonces a
esigual a (3¢ +1)(3¢+2)(3¢+3) =3Bg+1)(3¢+2)(¢+ 1) y es divisible por 3. (iii) Por
ultimo, si n = 3¢ + 2, entonces a es igual a (3¢ + 2)(3¢ + 3)(3¢ + 4) y es divisible por 3.
O

Ejemplo 4.31. Sea a un entero tal que med(a,9) = 3. Mostraremos que a es de la forma
9k +3 6 9k +6. En efecto, por el algoritmo de la divisién sabemos que a es de la forma 9k +r
donde 0 < r < 9. Basta entonces mostrar que los tinicos valores posibles para r son 3 o 6.
Razonaremos indirectamente, mostrando que las otras 7 alternativas son imposibles.

1. Sir =0, es decir, si a = 9k, entonces mcd(a,9) =9, lo cual es falso por hipétesis.

2. Supongamos ahora que a = 9k + 1. Como a y 9 son ambos divisibles por 3, entonces
a — 9k es divisible por 3. Pero esto contradice que 1 = a — 9k.

3. De manera similar, el lector puede verificar que a no puede ser de la forma 9k + 2,
9k + 4,9k +5,9% +70 9k + 8.

Ejercicios 4.9

1. En cada uno de los siguientes ejercicios, use el algoritmo de Euclides para calcular x e
y tales que ax + by = mcd(a, b)
a) a =328, b=43
b) a=324,b=18
c) a= 3502, b= 1022
d) a = 3501, b= 1022
e) a=2740, b = 8631.

2. Muestre que:
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a) El producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.

b) El producto de cinco enteros consecutivos es divisible por 120.
. Sea a un entero. Muestre que:

a) a es divisible por 12 si, y sélo si, a es divisible por 3 y por 4.

b
c

d

a es divisible por 15 si, y sélo si, a es divisible por 3 y por 5.

a es divisible por 21 si, y sélo si, a es divisible por 3 y por 7.

~— ~— — “—

a es divisible por 40 si, y sélo si, a es divisible por 8 y por 5.

> — n es divisible por 30.

. Muestre que para todo entero n se cumple que n
. Complete el argumento en el ejemplo 4.31.
. Muestre que no existen enteros a y b tales que a + b = 100 y mcd(a,b) = 3.

. Muestre que:

a) Simed(x,4) =2, entonces z es de la forma 4k + 2.
b) Si med(a,4) =2y med(b,4) = 2, entonces med(a + b, 4) = 4.

. Pruebe que si a es impar, entonces med(a,2") = 1 para todo natural n.

. Sean a y b enteros impares. Muestre que a® — b3 es divisible por 2" si, y sélo si, a — b
es divisible por 2".

. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas

a) Un entero es divisible por 4 y por 6 si, y sélo si, es divisible por 24.

b
c

d

Si un entero es divisible por 32, entonces es divisible por 16.

)
)
) Si un entero es divisible por 4 y por 10, entonces es divisible por 40.
) Si un entero es divisible por 4 y por 10, entonces es divisible por 20.

. Sean a, b enteros tales que med(a,b) = 1. Muestre que med(a®,b°) = 1.

(Sugerencia: Halle los factores primos de a® en términos de los factores primos de a).

. El maximo comin divisor de tres niimeros a, b, ¢ se define como el mayor de los divisores
comunes de ellos. Lo denotaremos por mcd(a, b, ¢). Por ejemplo:

med(10,15,20) =5 med(3,5,18) = 1.

a) Halle med(128,420,240) , med(32, 18, 46).
b) Verifique que

med (128,420, 240) = med(med(128,420), 240) = med(128, med(420, 240)).
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En general, definimos el maximo comun divisor de n enteros no nulos aq,as, -+ ,a,
como el mayor de todos sus divisores comunes y lo denotamos por mcd(ay, ag, - -+ , ay).

13. Si med(a,b) = 1 diremos que a y b son coprimos o primos entre si. Por ejemplo
3 v 5 son coprimos. Recordemos que un natural p se dice que es primo si sus unicos
divisores positivos son 1 y p. Por esto, si p y ¢ son primos distintos, entonces p y ¢ son
coprimos.

Sean a, b, ¢ enteros, diremos que son primos entre si cuando mcd(a, b, ¢) = 1y diremos
que son coprimos dos a dos, si mcd(a,b) = med(a,c) = med(b,¢) = 1. En general,
dada una coleccién cualquiera de enteros, diremos que son coprimos dos a dos, si
cualesquiera dos de ellos son primos entre si. Por ejemplo, 3, 5, 8, 77 son coprimos dos
a dos. Por otra parte, 10, 15, 21 y 16 son primos entre si pues med(10,15,21,16) = 1.
Sin embargo 10, 15, 21, 16 no son coprimos dos a dos, pues mcd(10, 15) # 1.

Determine cuédles de las siguientes listas de niimeros son primos entre si y cudles son
coprimos dos a dos.

a) 9,14, 21
b) 26, 39, 42, 65
) 9,25, 14
) 13, 16, 17, 24.

c

d

4.9.1. Demostracion de las propiedades del mcd

En esta seccién daremos las demostraciones de los teoremas que enunciamos sin de-
mostracion en la seccion precedente.

Ya dijimos que es intuitivamente claro que entre los divisores comunes de dos enteros
existe uno que es maximo. Sin embargo, en matematicas ain los resultados intuitivamente
verdaderos deben poderse demostrar légicamente. Por esto incluimos el siguiente teorema y
su demostracion.

Teorema 4.32. Sean a y b dos enteros no nulos. Sea A el conjunto
{d € Z : d es un divisor comin de a y b}.

Entonces A tiene un mdzrimo. Ademds, el mdrimo de A es un entero positivo d que es el
maximo comun divisor de a y b.

Demostracion: Para mostrar que A tiene maximo es suficiente mostrar que A es no vacio y
acotado superiormente.

(1) A no es vacio: Pues 1 pertenece a A.
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(2) A es acotado superiormente: Consideraremos dos casos. (i) Supongamos primero que
b > 0. Por el teorema 4.16 (iv) sabemos que todos los elementos de A son menores
o iguales que b. Es decir que b es una cota superior de A. (ii) Si b < 0, entonces
observemos que by —b tienen los mismos divisores (;por qué?). Luego tenemos que
A esigual a {d € Z : d esun divisor comun de a y —b}. Y por lo dicho en el caso
anterior, tenemos que —b es una cota superior de A.

Por el teorema 4.15 concluimos que A tiene un maximo. Como 1 € A, es claro que el
maximo de A es mayor o igual a 1 y por lo tanto es un entero positivo. O

Ahora daremos la demostracién del teorema 4.25. Primero recordaremos su enunciado.
Teorema. Sean a y b dos enteros no nulos. Existen enteros m y n tales que

med(a, b) = am + bn.

Demostracion: Considere el siguiente conjunto:
C={xeN:z>0yx=aq+ bppara algunos ¢,p € Z}. (4.10)

Notemos que
a=a(l)4+0b0), —a=a(—1)+0(0).

Por esto, dependiendo del signo de a, se tiene que a € C' 6 —a € C'. Por lo tanto, C' no es
vacio. Por el principio de buena ordenacién C' tiene un elemento minimo. Sea e el menor
entero en C. Por la definicion del conjunto C' sabemos que existen enteros t y s tales que
e = at + bs. Para completar la prueba bastaria entonces mostrar que e es el maximo comun
divisor de a y b.

Debemos mostrar dos cosas. La primera que e|a y e|b y la segunda que e es el mayor de
los divisores comunes de a y b. Veamos primero que e|a. De acuerdo con el algoritmo de la
division existen enteros q y r tales que a = qge +r y 0 < r < e. Por lo tanto se tiene que

r=a— qe.

Como e = at + bs, sustituimos en la ecuacién de arriba e por at + bs y obtenemos, después
de factorizar apropiadamente, que

r=a—q(at+bs) = a(l — qt) + b(—sq).

Esto muestra que » € C. Como e es el menor entero positivo de C'y 0 < r < e, entonces
r = 0. Como r es el resto de dividir a entre e, entonces concluimos que e|a. La prueba de
que e|b es andloga y la dejamos como ejercicio al lector.

Ahora mostraremos que e es el mayor de los divisores comunes de a y b. Sea ¢ otro divisor
comun de a y b. Por 4.16(iii) sabemos que c|(at+bs) y como e = at+bs, entonces concluimos
que c|e. Finalmente, como e > 0 por 4.16 (iv) concluimos que ¢ < e. O
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Ahora demostraremos las propiedades basicas del maximo comun divisor que enunciamos
en el teorema 4.28. Recordemos el teorema.

Teorema. Sean a y b enteros no nulos. Se cumple que

(i)
(1)
(iii)

Sea d = mcd(a,b). Entonces med(%,2) = 1.
Si albc y med(a,b) =1, entonces alc.

Sea d = mcd(a,b). Si albc, entonces §|c.

(iv) Si k>0, entonces med(ka, kb) = k - med(a, b).

(v) Si med(a,b) =1, alc y ble, entonces ablc.

Demostracion:

(1)

(i)

Como mcd(a,b) = d, por el teorema 4.25 existen dos enteros x e y tales que
d=ax+ by.

Dividiendo entre d ambos lados de esta igualdad se obtiene que

l=-2+-y.

a
d d

Sea ¢ un divisor comun de § y g (observe que estos dos nimeros son enteros jpor

qué?). De la tdltima igualdad y de 4.16 (iii) obtenemos que ¢|1. Por lo tanto ¢ = 1 o
c = —1. De esto se deduce que med(%, %) = 1.

dd
Como mcd(a,b) = 1, por el teorema 4.25 existen enteros x e y tales que
1 =az + by.
Multiplicando por ¢ ambos lados de esta igualdad obtenemos que

¢ = cax + cby.

Por hipétesis a|bc, por lo tanto existe un entero ¢ tal que bc = aq. Sustituyendo bc en
el lado derecho de la 1ltima ecuacion y factorizando a obtenemos que

¢ =caxr + aqy = alcx + qy).
Esto muestra que alc.
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(iii)

De nuevo, sean x e y enteros tales que
d=ax+ by.
Multiplicando por ¢ esta igualdad obtenemos que
cd = cax + cby.

Por hipétesis a|(bc), por lo tanto existe un entero ¢ tal que bc = ga. Sustituyendo bc
por ga en la ultima ecuacién y factorizando apropiadamente obtenemos que

cd = cax + qay = a(cx + qy).

Por lo tanto se tiene que

c= %(cx +qy).

Como § es un entero, concluimos que 4 divide a c.
Considere los siguientes conjuntos

C = {ag+bp: q,p€Z}
D = {kaq+kbp: q,p€Z}.

Por el teorema 4.25 sabemos que med(a, b) es el menor entero positivo en C'y med(ka, kb)
es el menor entero positivo en D. Factorizando la expresion que define a D, tenemos
que

D = {k(aq +bp) : q,p € Z}.

Y de esto se concluye inmediatamente que el menor entero positivo en D es igual al
menor entero positivo en C' multiplicado por k. Y esto es lo que se queria demostrar.

Sean x e y enteros tales que
1 =ax + by.

Multiplicando por ¢ ambos lados de esta igualdad obtenemos que
c = cax + cby.

Por hipétesis alc y b|e, por lo tanto existen enteros p y ¢ tales que ¢ = ap y ¢ = bq.
Sustituyendo ¢ apropiadamente en el lado derecho de la 1iltima ecuacién y factorizando
ab obtenemos que

¢ = bqax + apby = ab(qx + py).

Esto muestra que ablc.
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4.10. La ecuacién ax + by = ¢

Sean a y b enteros y consideremos la ecuacién lineal en dos variables = y y
ar + by = c. (4.11)

Estamos interesados en determinar cuando (4.11) tiene soluciones enteras, es decir, queremos
saber cuando existen enteros p y ¢ tales que ap+bg = c. La ecuacién (4.11) obviamente tiene
solucién racional. Veamos un ejemplo. Consideremos la ecuacion

122 + 15y = 2.

Es claro que si x es igual a cero y y es igual a % se cumple que 12z + 15y = 2. Sin embargo,
como lo veremos mas adelante, no existen ntimeros enteros p y ¢ tales que 12p + 15¢ = 2.

Ahora estudiaremos un método general para determinar cuando la ecuacién (4.11) tiene
solucion entera y ademas como hallar todas sus soluciones enteras. Observemos primero que
si alguno de los coeficientes a o b es cero, entonces es facil determinar cudndo (4.11) tiene
solucién en los enteros. En efecto, supongamos que b = 0, entonces (4.11) se convierte en
ax = c. La cual tiene solucién entera si y sélo si a|c. Andlogamente, si a = 0 tenemos que
(4.11) tiene solucién entera si y s6lo si b|c. Por esto, el caso que mds nos interesa es cuando
tanto a como b son diferentes de cero.

El siguiente resultado resuelve completamente el problema.
Teorema 4.33. Sean a y b enteros no nulos.

1. La ecuacion
ar +by =c

tiene solucion entera si, y solo si, med(a,b) divide a c.

2. Ademas, si xg, Yo es una solucion de la ecuacion ax + by = ¢, entonces cualquier otra
solucion entera satisface que

ko oy —=yo— —— (4.12)

T= a0t med(a, b)

_ b
med(a, b)
para algun entero k.

La demostracion de este resultado la veremos al final de esta seccion. Por ahora nos
concentraremos en ver algunos ejemplos donde se usa este teorema.

Ejemplo 4.34. Consideremos la ecuacion
32x + 60y = 30.

Tenemos que mcd(32,60) =4 y 4 )30, se sigue del teorema 4.33 que esta ecuacién no tiene
soluciéon entera. O
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Ejemplo 4.35. Considere la siguiente ecuacién
440x — 252y = 12.

Mostraremos que tiene solucién entera. En efecto, tenemos que med (440, 252) = 4y 4|12, por
el teorema 4.33 se tiene que la ecuacién tiene soluciones enteras. Vimos en el ejemplo 4.24
que el algoritmo de Euclides nos permite conseguir enteros p y q tales que 440p + 252q = 4.
De hecho vimos que

(—4) - 440+ 7-252 = 4.

Multiplicando por 3 ambos lados de esta igualdad obtenemos que
(—12) - 440 — (—21) - 252 = 12.

Es decir que g = —12 y yg = —21 es una solucién particular de la ecuacion 440x—252y = 12.
Ademas por el teorema 4.33 sabemos que cualquier otra solucién de esa ecuacién tiene la

forma 252 140
:c:—12+_Tk, y:—21—7k, con k € Z.

En otras palabras, las soluciones de la ecuaciéon tienen la forma:

r=-12—63k, y=-21—110k, conk € Z.

Veamos algunos ejemplos de soluciones enteras de la ecuaciéon que estamos estudiando. Para
esto le daremos valores a k.

E=0 r=—12 y=—21
k=1 xr=-=75 y =131
k=-—1 xr =51 y =89

k=2 x=—138 y = —241
k=-2 x =114 y = 199.

O

Es importante observar que en el teorema 4.33 hace falta tener una solucion xg, yq de la
ecuacion (4.11) para conseguir las otras soluciones. Esta solucién zg, yo recibe el nombre de
solucion particular. La formula

a

7 L 7,
med|(a, b)k’ y=" med(a, b)k’ con k€

Tr=xy+
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provee un método para calcular cualquier otra solucion, por esto recibe el nombre de solucién
general.

En el ejemplo 4.35 tenemos que g = —12 y yo = 21 es una solucién particular de la
ecuacion 440z — 252y = 12 y la solucién general viene dada por las formulas

r=-12-63k, y=-21-110k

donde £ es un entero cualquiera. En otras palabras, para cada entero k, las formulas anteriores
nos dan una solucién.

Queremos enfatizar que para hallar una solucién particular de la ecuacion ax + by = ¢
podemos usar el algoritmo de Euclides. El siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo 4.36. Considere la ecuacién
152 4+ 39y = 9.

Como med(15,39) = 3 y 3|9, entonces sabemos que la ecuacién tiene solucién. Primero
usaremos el algoritmo de Euclides para hallar ' y ¢’ tales que 152’ + 39y’ = 3 y luego
conseguiremos una solucién de la ecuacién inicial.

39 = 2-15+9
15 = 1-9+6
= 1-6+3
= 2-3+0.

S © Ot

Ahora tenemos que

3 = 9-6
9—(15-9)
—15+2-9
—15+4+2-(39—2-15)
= —5-15+2-39.

Asi que ' = =5 y ¢/ = 2. Para hallar una solucién de 152 + 39y = 9 multiplicamos la tltima
ecuaciéon por 3 y obtenemos

9=-15-15+6-39

Por lo tanto x¢g — 15 y yo = 6 forman una solucién de la ecuacién original. O

Los pasos para resolver la ecuacion ax + by = ¢ son los siguientes:

1. Verifique si mcd(a,b) divide a c. Si no lo divide, entonces no hay solucién entera. Si
med(a, b) divide a ¢ continue.

2. Use el algoritmo de Euclides para hallar enteros m, n tales que

am + bn = mcd(a, b)
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3. Una solucién particular de la ecuacién ax + by = c viene dada por xy = m - mcd(a,b) y
yo = n - med(a,b).

4. Use la férmula (4.12) para hallar la solucién general.

Ejemplo 4.37. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

6r +12y +22 = 4
—bxr +2y—6z = —5.

Queremos determinar si tiene solucion entera. Multiplicando la primera ecuacién por 3 obten-
emos 18z + 36y + 6z = 12. Sumandola a la segunda obtenemos

132 4+ 38y = 7.

Como med(13,38) = 1, entonces el teorema 4.33 nos asegura que 13z+38y = 7 tiene solucién
entera. Ahora bien, con los valores de x e y podemos hallar z y obtener una solucién del
sistema.

Para hallar una solucién particular de la ecuacién 13x 4 38y = 7 observamos que

13-3+38-(—1)=1

(esto es lo que hubiéramos obtenido con el algoritmo de Euclides). Multiplicando por 7
obtenemos
13-(21)+38-(=7)=T1.

Esto dice que zy = 21 y yo = —7 forman una soluciéon de 13z + 38y = 7. Ahora podemos
hallar un solucion del sistema. Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema obtenemos

126 — 84 + 2z = 4.
Despejando z obtenemos que 2z = —38, por lo tanto z = —19. En definitiva, una solucién

particular del sistema es x =21, y = -7y z = —19.
O

Demostracién de el teorema 4.33.
Veamos la parte (1) del teorema 4.33. Para simplificar la escritura, pondremos
d = mcd(a,b).
Debemos mostrar dos cosas:
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1. Supondremos que la ecuacién (4.11) tiene solucién entera y mostraremos que d divide
a c. En efecto, sean p y q enteros tales que ap + bg = ¢. Como d es un divisor comuin
de a y b, entonces d divide a ap + bq, es decir d divide a c.

2. Supondremos que d divide a ¢ y mostraremos que la ecuacién (4.11) tiene solucién
entera. En efecto, por el teorema 4.25 existen enteros x’ e 3’ tales que az’ + by’ = d.
Como estamos suponiendo que d divide a ¢, entonces existe ¢ tal que ¢ = ¢-d. Tenemos
que ¢ = q- (ax’ + by') = aqx’ + bqy’. Por lo tanto los enteros gz’ y gy’ son una solucién
de la ecuacion (4.11).

Ahora veremos la parte (2) del teorema 4.33. Supongamos que xy e yo son una solucién
entera de (4.11). Sean x e y otra solucién entera de (4.11). Mostraremos que existe un entero
k tal que

b a
x:xo—irak, y:yo—ak.

Usaremos repetidamente las propiedades del méaximo comun divisor que mostramos en 4.28.
Tenemos que

axrg+byy =
ar +by =
Por lo tanto tenemos

axy + by = ax + by.

Y de esto se deduce que
a(x — xg) = blyo — y)-

Por lo tanto, b divide a a(z — z) y en consecuencia 2 divide a & - (x — ). Pero por la parte
(i) del teorema 4.28 sabemos que § y § son primos relativos. Por lo tanto, de la parte (ii)
del teorema 4.28, concluimos que g divide a x — x(. Esto nos dice que existe un entero k tal

que x — xoy = gk. Por lo tanto

b
== _k-
i To +

Como x e y son una solucién de (4.11) podemos sustituir en esa ecuacién la expresién que
obtuvimos para x y nos queda

b
a[:zo—l—ak]jtby:c.

Ahora despejaremos y. En uno de los pasos que siguen usaremos que xy y yo son una solucién
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de (4.11) y por lo tanto cumplen que byy = ¢ — axy.

b
c = amﬁ—%k%—by
ab
by = c¢— — —k
Y c— ary 7
ab
by = byy— —k
Y Yo d
a
y = Yo— Ek

Con esto hemos mostrado lo que deseabamos.
Sélo nos queda verificar que cada par de enteros de la forma

b a
$=$o+ak> y:yo—ak‘

con k € 7, forman una solucién de (4.11). En efecto, basta sustituirlos en (4.11) y verificar
que se cumple la igualdad.

b a ab ba
CL[SL’Q + a]{?] + b[y(] — 81{3] = axg+ El{i + byo - Ek
= axy+ by

= C.

La tultima igualdad se cumple pues, por hipotesis, xg y yo son una solucion de la ecuacién
(4.11).
O

Ejercicios 4.10

1. Determine si las siguientes ecuaciones tienen soluciones enteras y en caso que tenga
use el algoritmo de Euclides para hallar una solucién particular y después usando el
teorema 4.33 halle la solucién general.

a
b
c
d

) 328z + 43y = 26.
) —324z — 126y = 36.

) 3502z + 1022y = —3.
) 23562 — 665y = —19.

2. Considere el problema del apostador que vimos en el ejemplo 4.17. Si en lugar de 500
bolivares él pidiera 400 bolivares, ;acepataria Ud la apuesta? ;y si fueran 300 bolivares
o 200 bolivares?
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3. Resuelva el sistema de ecuaciones diofanticas

r+2y+32 =4
20 —z = —1.

4. Muestre que el sistema de ecuaciones diofanticas

3r+6y+z =2
4o 4+ 10y + 2z = 3.

no tiene soluciones enteras.
5. Halle todos los enteros de la forma 4n + 1 que son divisibles por 7.
6. Halle todos los enteros de la forma 4n + 2 que son divisibles por 8.
7. Muestre que todo multiplo de 6 es de la forma 4k o 4k + 2.

8. Para cada r en {0, 1,2,3,6,7} sea A, el siguiente conjunto
A ={8k+r: 6|8k+r)ykeZ}

Es decir, A, es la coleccion de enteros de la forma 8k + r que son divisibles por 6. Por
ejemplo,
Ay ={8k+1: 6|8k+ 1)y keZ}

Determine para que valores de 7 el conjunto A, es vacio y para cuales es infinito.

4.11. El minimo comun miiltiplo

Sean a y b enteros no nulos, diremos que ¢ es un miltiplo comidn de a y b si alc y blc.
Por ejemplo: (i) ab es un multiplo comtn de a y b. (ii) 12 es un multiplo comtn de 4 y 6.
Consideremos el siguiente conjunto

{n € N\ {0} : n es un multiplo comtn de a y b}.

Este conjunto no es vacio (jpor qué?) luego por el principio de buena ordenacién existe
un menor multiplo comin positivo de a y b, el cual se llama el minimo comuin multiplo.
Denotaremos con mem|a, b] el minimo comun miltiplo de a y b. Por ejemplo: mem|[3, 4] = 12,
mem|[3, 6] = 6, mem[4, 10] = 20.

En general, si aj,as,--- ,a, son enteros no nulos, el menor multiplo positivo de todos
ellos se denota por memlay, ag, - -+ , a,]. Por ejemplo: mem|2,6,15] = 30, mem|3, 4, 6] = 12.

Teorema 4.38. Sean a y b enteros no nulos.

1. Si ¢ es un maltiplo de a y b, entonces memla,b] divide a c.

156



2. Sia>0yb>0, entonces
ab

mcm[a, b] = W
3. Si k>0, entonces memlka, kb] = k - mem|a, b].
Demostracion:

1. Sea ¢ un multiplo comun de a y b. Mostraremos que mem/|a, b| divide c. Por el algoritmo
de la division sabemos que existen dos enteros ¢ y r tales que

¢ =q-memla,b] +r
y 0 <1 < memla,b]. Por lo tanto
r=c—q-mcmla,b.

Como ¢y memla, b son multiplos de a y b, entonces de la ecuacién anterior se deduce
que 7 es multiplo de a y b (;por qué?). Como meml|a, b] es el menor multiplo comiin
positivo de a y by 0 < r < memla, b], entonces concluimos que r = 0. Esto dice que
mem|a, b] divide a c.

2. Como mecd(a,b) es un divisor comtn de a y b, entonces #(bab) es un multiplo comin
de a y b. Usando la parte (i) tenemos que mem/a, b] divide a #(bab). Como mem|a, b]

es un miultiplo comiin de a y b, entonces existen enteros ¢ y p tales que
mem|a, b] = ga = pb.

Usando 4.25 sabemos que existen dos enteros xy y 1o tales que
med(a, b) = axg + byo.

De esta ultima ecuacion se deduce que

a b
1=— 2 ot ———yp.
med(a, b) ot med(a, b) Yo
Multiplicando por meml|a, b] y usando el hecho que mem|a,b] = ga = pb obtenemos
que
mem[a,b] = memfa b]L:c + memla b]L
T " med(a,b) " med(a, b)yo
= ph—— 3 + ga———
- F med(a,b)”" 1 med(a, b)yo
ab

= (pxo + qyo)m-
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Esto muestra que

ab
med(a,b)

#(bab) divide a mem|a, b]. Pero ya vimos que mem/a,b] divide a

y ambos son enteros positivos, por lo tanto

ab

mcm[a, b] = m

3. De 4.28(v) sabemos que (ka, kb) = k-mcd(a,b) y usando lo probado en (ii) obtenemos

que
ka - kb

ka, kb = e k)

k*ab
k- mcd(a,b)

ab

M
med(a, b)

= k-memla,b)].

O

Si conocemos la representacién de los entero a y b como producto de primos, entonces es
facil conseguir mem|a, b]. Supongamos que

a= pi"-pytept
b: p?l.pgz...pzk’

donde cada m; y n; es un entero no negativo (alguno de ellos puede ser igual a cero). Nétese
que ésta no es la forma candnica mencionada en el parrafo anterior. Tenemos entonces que

- méX{ml,nl} méX{mg,nz} méX{mk,nk}
mem[a, b] = p; - Dy ey :

donde min{m;, n;} es el menor de los enteros m; y n; y max{m;, n;} es el mayor de los enteros
m; v n;. Por ejemplo: 1998 = 2!.33..70.371.73% y 9198 = 21 . 32. 71 . 379 . 73!, Por lo tanto

mem[1998,9198] = 21 - 3% . 71 . 371 . 731 = 1020978.
Ejercicios 4.11

1. Determine el minimo comun multiplo de los siguientes ntimeros:

a) 24, 88
b) 28974794, 2
¢) 34, 45
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d) 3,5,8
e) 12, 6, 34, 14.

2. Suponga que el minimo comun multiplo de los nimeros 2", 3 y 5 es 240 . Halle n.
3. Sea n un entero positivo, determine mem|n,n + 1].
4. Halle todos los enteros positivos a y b tales que med(a,b) = 10 y mem/[a, b] = 100.

5. Halle el menor niimero natural que es a la vez suma de 9 naturales consecutivos, suma
de 10 naturales consecutivos y suma de 11 naturales consecutivos.

6. Sean a y b enteros positivos tales que a|b. Determine los valores de med(a, b) y meml|a, b].

7. Dados dos enteros positivos d y [. Pruebe que existen enteros a y b tales que mcd(a, b) =
d y meml[a,b] =1 si, y sélo si, d|l.

8. Daniel intercambid los digitos de un niimero de 3 cifras diferentes, de modo que ninguno
de ellos quedd en su posicién original. Después buscd la diferencia entre esos dos
nimeros y ésta resulté ser un nimero de dos cifras que es cuadrado perfecto. Halle
cuatro de los resultados que pudo obtener Daniel.

4.12. Algunas propiedades de los niimeros primos

Comenzaremos mostrando que existe una unica factorizacién de un nimero entero. Para
hacerlo, necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.39. Sip es primo y plab entonces pla ¢ p|b. En general, si ay,aq,--- ,a, son
enteros, p es primo y p|(ay - as - - - ay,), entonces p divide a algin a;.

Demostracion: Si pla, no hay nada que mostrar. Supongamos que p /Ja, como p es primo,
entonces (a,p) = 1. Como plab y (a,p) = 1 podemos usar 4.28(iii) y concluir que p|b. La
segunda afirmacion se prueba de manera similar. O

Para mostrar que los primos que aparecen en la descomposicion de un entero son tinicos,
lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un entero a con dos factoriza-
ciones. Es decir, que existen dos colecciones de niimeros primos pi,p2, - Pn V q1,492,* * Gm
tales que

a=pi P2 Pn=q G2 G-

Las colecciones p1,pa, - Pn V q1,G2, - - - ¢m pueden tener repeticiones. Podemos suponer que
n < m. Cancelando los p; que aparecen en la lista g1, g2, - - - ¢, podemos suponer que p; # g;
para todo i < ny j < m. Por el teorema 4.39 sabemos que p;|g; para algin j. Pero p; y ¢;
son primos, por lo tanto p; = ¢;. Y esto es una contradiccion. O

Ahora mostraremos un resultado antiquisimo pues ya Euclides lo conocia. Euclides fué un
matemdtico griego que vivid alrededor del ano 300 a.c.
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Teorema 4.40. (Euclides) La coleccion de nimeros primos es infinita.

Demostracion: La demostracién la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que
P1, P2, "+, Pn son todos los nimeros primos. Sea

a=pi-pypnt 1.

Mostraremos primero que p; Ja para cada i < n. Pues si existiera un entero k tal que a = kp;,
entonces

kpi —p1-p2--pn =1
Por lo tanto
pi-(k—p1-p2-pimi pis1-pn) = 1.
En consecuencia p; = 1 y esto contradice que p; es un nimero primo.
Por el teorema Fundamental de la Aritmética sabemos que a se escribe como un producto
de niimeros primos. Sea p un primo que divide a a, hemos mostrado antes que p # p; para

cada ¢ < n. Esto contradice nuestra suposicion de que pq, ps, - - - , p, era una lista completa
de todos los niimeros primos. O

El teorema anterior nos dice que existe una cantidad infinita de niimeros primos. Ahora
bién, aunque haya tal cantidad de primos, ellos tienden a estar separados por muchos ntimeros
que no son primos. En efecto, sea n un natural cualquiera y considere la siguiente coleccién
de n enteros consecutivos:

m+D)!'+2,(n+ 1) +3, (n+ 1) +4,-- . (n+D)!+n,(n+ D+ (n+1).

Para cada k con 2 < k < n+1, tenemos que (n+1)!+k es divisible por k, y por consiguiente
no es primo.

Por ejemplo, la siguiente lista de 10 niimeros consecutivos son todos compuestos. Notemos
que 11! = 39916800

39916802 39916803 39916804 39916805 39916806

39916807 39916808 39916809 39916810 39916811

El problema de determinar si un niimero es primo o compuesto no es facil y por consigu-
iente el problema de factorizar un ntimero en sus factores primos es, en general, una tarea
compleja. El siguiente resultado es 1til para reducir el niimero de pasos en la verificaciéon de
si un numero es 0 No primo.

Teorema 4.41. Sea n un entero positivo. Si n es compuesto, entonces existe un primo p tal
que pln y p < /n.
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Demostracion: La haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que n es un entero positivo
compuesto tal que todos sus factores primos son mayores que y/n. Sean p; y py dos factores
primos de n, es decir, que n = p; - po - b para algin entero b > 1. Por hipdtesis, estamos
suponiendo que /n < p; y v/n < ps. De esto se deduce que n < p; - p2. Lo cual es una
contradiccion, pues p; - pa < n. O

Observemos que la contrareciproca de la proposicién anterior dice:

Si para todo primo p < \/n se cumple que p no divide a n, entonces n es un nimero
PriMo.

Esto provee un método para determinar mas rapidamente si un ntmero es primo.

Ejemplo 4.42. Queremos determinar si 247 es primo. Primero estimamos el valor de 1/247.
Tenemos que 15 < /247 < 16. Por consiguiente sélo debemos verificar si alguno de los
primos menores que 15 es divisor de 247. Los primos menores que 15 son: 2, 3, 5, 7, 11
y 13. Como 13 divide a 247, entonces 247 es compuesto. Podemos ahora factorizar 247 y
obtenemos que 247 = 13-19. Como 19 es primo, hemos conseguido todos los factores primos
de 247. O

Ejemplo 4.43. ;Serd 983 un niimero primo? Tenemos que /983 < 32 y los primos menores
que 32 son
2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31.

Podemos verificar facilmente que ninguno de estos primos divide a 983. Por lo tanto 983 es
primo. O

Con este criterio a la mano se facilita hacer tablas de primos. Un método bien conocido es
la criba de Eratostenes. Este método permite determinar todos los niimeros primos menores
que un nimero prefijado n. El primer paso consiste en hacer una tabla con todos los niimeros
menores que n. El siguiente paso consiste en tachar todos los multiplos de 2 excepto el 2.
Después sistematicamente se tachan todos los miltiplos del primer nimero no tachado (en
el segundo paso seria el 3) excepto él mismo. Observe que el primer nimero no tachado
después de cada paso es necesariamente un numero primo (;por qué?). Continuamos con
este proceso hasta haber tachado todos los ntimeros que son multiplo de algiin primo menor
o igual a y/n. Al finalizar, los niimeros no tachados son todos los primos menores o iguales
an.

Ejemplo 4.44. Del conjunto {1,2,3,4,---,360} escogemos 8 niimeros compuestos. Veremos
que por lo menos 2 de ellos son divisibles por un mismo primo. En efecto, notemos primero
que v/360 < 19 y los primos menores que 19 son: 2,3,5,7,11,13 y 17. Por la proposicién 4.41
sabemos que cada nimero compuesto menor o igual que 360 debe ser divisible por alguno
de los 7 primos menores que 19. Por consiguiente de los 8 niimeros compuestos escogidos al
menos dos de ellos son ambos divisibles por uno de los 7 primos menores que 19. O

Ejercicios 4.12
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. Halle la descomposiciéon en factores primos de los siguientes ntimeros: 156, 168, 249,
1.997, 2.764, 54.653, 202.020, 397.902.050 (Sugerencia: No trabaje mas de la cuenta,
use el criterio dado en la proposicién 4.41).

. Usando el procedimiento descrito como la Criba de Eratéstenes hacer una tabla de
todos los primos menores que 200.

. Diremos que dos ntimeros impares a < b son consecutivos si b — a = 2. Por ejemplo:
5 y 7 son consecutivos. Para cada natural n muestre que existen n ntimeros impares
consecutivos todos ellos compuestos. Halle 5 niimeros compuestos que sean impares
consecutivos.

. Sea N* el conjunto de nimeros naturales mayores que 1. Definimos una funcién f :
N* — N dada por

f(n)= ntmero de factores primos en la factorizacién de n.

Por ejemplo: f(2) = 1; f(4) = 2 (pues 4 = 2-2); f(6) = 2 (pues 6 = 2-3); f(12) =3
(pues 12 =2 -2 - 3). Muestre que
9f(n) <n

para todo natural n > 1.
. Sean p y ¢ primos tales que ¢ > 3y p = ¢+ 2. Muestre que 12|(p + q).

. Sean a > 2, n > 2. Muestre que si a” — 1 es primo, entonces a = 2. Halle los primeros
4 valores de n tales que 2" — 1 es primo. Por ejemplo, 22 — 1 = 3 es primo. Los
numeros de la forma 2" — 1 se llaman nimeros de Mersenne, y los primos de la forma
2" — 1 se conocen como primos de Mersenne. (Sugerencia: Use la identidad a™ — 1 =
(a—1)(a"t+a" 2+ +a+1)).

. Si2"—1, conn > 2 es primo, entonces 2"+ 1 es compuesto. (Sugerencia: Use el ejercicio
5).

4.13. La relacién de congruencia

En esta seccion estudiaremos una relacion entre enteros que juega un papel muy impor-
tante en el estudio de los niimeros. Nos referimos a la relacién de congruencia. Esta relacién
fué introducida por el matemdtico aleman Gauss (1777-1845).

Definicién 4.45. Sea m > 1 un entero. Diremos que dos enteros a y b son congruentes
modulo m si a — b es divisible por m. La relacion de congruencia se denota por

a=bmodm.
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Definicién 4.46. Sea m un entero positivo y b un entero cualquiera. El conjunto
{z : x=bmdd m}
se llama la clase de congruencia de b modulo m.

Ejemplos 4.47. 1. 17 = 5mdd 3, 17 = 2mdd 3, 14 = 4mdd 5, 17 = 5mdd 4, 17 =
1méd 4y 16 = 0mod 4.

2. En caso que a no sea congruente con b médulo m escribiremos a #Z bmdd m. Por
ejemplo: 17 Z 1mdd 3, 14 #Z 3mdd 5, 17 # 2mébd 4.

3. La clase de congruencia de 3 modulo 5 es

{zr:2=3méd 5} ={ - ,—12,—7—2,3,8,13,18,23, - - }.

4. La clase de congruencia de 3 médulo 6 es
{z:x=3mébd 6} = {---,—15,-9,-3,3,9,15,21,27,--- }.

|

El siguiente resultado nos dice que la relacion de congruencia estd estrechamente rela-
cionada con el Algoritmo de la divisién.

Teorema 4.48. Sean a,b, m enteros con m > 0. a y b son congruentes modulo m si, y
solamente si, a y b dejan el mismo resto al dividirlos por m. Ademds, si r es el resto de
dividir a por m entonces, a = r mod m. Por lo tanto, todo entero es congruente modulo m
con uno y solo uno de los siguientes enteros 0,1,2,--- m — 1.

Demostracion: Primero probaremos que si a = bmod m, entonces a y b dejan el mismo resto
al dividirlos por m. Supongamos entonces que a = bmdod m. Por el algoritmo de la divisién
existen enteros ¢, ¢/, r y v’ tales que

a=qm-+r
b=¢q¢m+1r

y ademas 0 < r < my 0 <1 < m. Restando miembro a miembro estas dos ecuaciones
obtenemos que

a—b=(q—q¢)m+(r—1r").
Como a = bmdd m, entonces a — b es divisible por m. En consecuencia tenemos que r — r’
también es divisible por m. Pero es claro que —m < r — r’ < m. Por lo tanto r — ' = 0, es
decir r = r'.

Ahora probaremos que si a y b dejan el mismo resto al dividirlos por m, entonces a =
bméd m. Sea r el resto que dejan a y b al dividirlos por m, y sean ¢ y ¢’ los respectivos
cocientes, es decir tenemos que

a=qm-+r
b=q¢m-+r
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y ademas sabemos que 0 < r < m. Como antes, restando estas dos ecuaciones obtenemos
que a — b= (q — ¢')m y esto nos dice que a = bméod m.

Para finalizar, observemos que si a = gm+7r con 0 < r < m, es claro que a—1r es divisible
por m y por lo tanto a = r méd m. Por otra parte, si 0 < r,r’ < m y r # r’, entonces por lo
visto anteriormente a Z ' méd m. De esto se deduce que todo entero es congruente médulo
m con uno, y sélo uno, de los siguientes enteros 0,1,2,---,m — 1. O

Veamos lo que dice el teorema anterior para algunos casos particulares.

Ejemplos 4.49. 1. Para m = 2 tenemos que todo entero es congruente médulo 2 con 0
o con 1. Asi que los enteros quedan divididos en dos clases:

cee,—6,—4,-2,0,2,4,6,--- n tales que n = 0mod 2

-,—5,-3,—-1,1,3,5,7,--- n tales que n = 1 mod 2.

Es decir, la relacién de congruencia modulo 2 divide a los enteros en pares e impares.
Los pares forman la clase de congruencia del 0 médulo 2 y los impares forman la clase
de congruencia del 1 médulo 2.

2. Para m = 3 tenemos que todo entero es congruente médulo 3 con 0, con 1 o con 2. Los
enteros quedan entonces divididos en tres clases:

e, —9,-6,-3,0,3,6,9,--- n tales que n = 0modd 3
-, —8,-5,-2,1,4,7,10,--- n tales que n = 1 mdd 3

-, —=7,—4,-1,2,5,8,11,--- n tales que n = 2mad 3.

La primera es la clase de congruencia del 0 médulo 3, la segunda es la clase de congru-
encia del 1 mddulo 3 y la tercera es la clase de congruencia del 2 médulo 3.

3. En general hay m clases de congruencia médulo m.
O

Algunas de las propiedades mas importantes de la relacién de congruencia son las sigu-
ientes.
Teorema 4.50. Sean a,b, c,d, m enteros con m > 0. Se tiene que

1. a =amodm.

2. Sia=bmaod m, entonces b =amod m.

3. Sia=bmodm yb=cmddm, entonces a = cmaod m.

4. Sta=bmodm yc=dmodm, entoncesa+c=b+dmédm ya—c=b—dmddm.
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5.
0.

Sia=bmodm yc=dmodm, entonces ac = bd mod m.

St a = bmaod m, entonces para todo natural n se cumple que a™ = b™ mod m.

Demostracion: Demostraremos algunas de las afirmaciones y las otras las dejamos como
ejercicio.

(3)

(4)

Supongamos que a = bméd m y b = c¢mdbd m, entonces existen enteros k y k' tales
que a — b = km y b — ¢ = k'm. Sumando miembro a miembro estas dos igualdades
obtenemos que a — ¢ = (k + k')m. Por lo tanto a = cmdd m.

Supongamos que a = bmdéd m y ¢ = dmdd m, entonces existen enteros k y k' tales
que a —b =km y ¢ —d = k'm. Sumando miembro a miembro estas dos igualdades
obtenemos que a +c¢—b—d = (k+ k")m. Por lo tanto a4+ ¢ — (b+d) = (k+ k')m y de
esto obtenemos que a+c¢ = b+dmdd m. De manera similar restando ambas igualdades
obtenemos a — ¢ = b — dméd m.

Supongamos que a = bmdéd m y ¢ = dmdd m, entonces existen enteros k y k' tales
que a—b=kmyc—d=k'm.Porlo tanto a = b+ km y ¢ = d + k'm. Multiplicando
miembro a miembro esta dos igualdades obtenemos

ac = bd + bk'm + dkm + kk'm®.
Por lo tanto ac — bd = (bk’ + dk + kk'm)m y esto nos dice que ac = bd méd m.

O

La propiedades anteriores nos dicen que la relaciéon de congruencia se comporta, en mu-
chos casos, como la relacion de igualdad. Podemos sumar, restar y multiplicar congruencias
de la misma forma que lo hacemos con las ecuaciones. Por ejemplo, si tenemos que

a=bmdédd m
c¢c=3mbéd m
5 = dmébd m.

Entonces también tenemos que

a+c+5=b+3+dmdd m
Sac = 3bdméd m
a—c+5=b—3+dmod m
ac+5=3b+ dmod m
a®> = b’>méd m
a™ = b" mod m.

Sin embargo, en general, al dividir ambos miembros de una congruencia no necesariamente
obtenemos numeros que sean congruentes. Por ejemplo, 12 = 6 méd 2, pero al dividir por
2 a ambos miembros no obtenemos niimeros congruentes modulo 2, pues 6 # 3mdéd 2. El
siguiente resultado nos dice cudndo podemos factorizar los miembros de una congruencia.
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Teorema 4.51. Sean a, b, c,m enteros con m > 0. Se tiene que

(a;m)

2. St (a,m) =1 y ab = acméd m, entonces b = cmad m.
Demostracion:

1. Debemos mostrar dos cosas:

a) Supongamos que ab = acméd m y mostremos que b = cmod n ) Por hipétesis

tenemos que m|a(b — ¢). Luego (b — ¢). Como Ty y (@ Son primos

(a m) | (a m)
entre si, se concluye de la proposicién 4.28(v) que Co) n d1v1de ab—c.

b) Ahora supondremos que b = cmod ) y mostraremos que ab = acmdd m. Por
hipétesis tenemos que b— ¢ es d1v181ble por . Luego m divide a (a,m)-(b—rc)
y como (a,m) divide a a, entonces se deduce que m divide a a(b — ¢).

2. Supongamos que (a,m) = 1y que ab = acmdd m. Entonces m divide a a(b — ¢). Por
la parte (ii) del teorema 4.28 tenemos que m divide a b — c¢. En otras palabras, hemos
mostrado que b = ¢mod m.

Ejemplo 4.52. Por ejemplo, si 30 = 6 mdd 9 para algiin entero b, entonces podemos también
afirmar que b = 2mdd 3, pues (3,9) = 3 y podemos hacer uso de la parte (i) del teorema an-
terior. Sin embargo, no es necesariamente cierto que b = 2madd 9; por ejemplo, sustituyendo
b por 5 obtenemos que 15 = 6mdd 9 y obviamente 5 = 2mdd 3 y 5 Z 2mdd 9. O

4.13.1. ;Cbémo se usan las congruencias?

La relacion de congruencia es muy util para estudiar las propiedades de los enteros.
Veremos a continuacién algunas de las aplicaciones de las congruencias.

Ejemplo 4.53. 1. Observemos que
10" = 0mod 10
para todo n > 1. En consecuencia tenemos también que

a-10" = 0modd 10

para todo natural a.
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2. La notacion normalmente usada para representar los niimeros es la decimal. Por ejem-
plo, 1245 corresponde a

1-1034+2-10%+4-10' +5 - 10°.

Observemos que la cifra de las unidades corresponde al resto de dividir un ntmero
entre 10. Usando lo observado en la parte anterior y el hecho que podemos sumar
congruencias obtenemos que

1-1034+2-1024+4-10"+5- 10" = 5mdéd 10.

3. ;Cudl es la tltima cifra de 3%°? Ya vimos que la tltima cifra en la representacién dec-
imal de un nimero es precisamente el resto de dividir el niimero por 10. En otras pal-
abras, si a es la ultima cifra en la representaciéon decimal de n, entonces n = amad 10.
Asi que lo que queremos hallar es el tinico entero a entre 0 y 9 tal que 3% = amdéd 10.
Calculemos entonces la clase de congruencia moédulo 10 de las potencias de 3. Usare-
mos repetidamente la siguiente propiedad de las congruencias: si a = bmod m, entonces
ca = cbmdéd m para todo entero c.

3 =3mdd 10
32 =9méd 10
3% = 27méd 10
27 = 7moéd 10
3% = 7méd 10
34 =21méd 10
21 = 1mdd 10
3* = 1méd 10.

De esta ultima ecuacion se deduce que

(31" = 11016d 10
3400 = 1 méd 10.

Por consiguiente, la iltima cifra de 3% es 1.

Ejemplo 4.54. ;Cuél es el resto de dividir 8® entre 5? Para responder esta pregunta basta
conseguir el tinico entero r con 0 < r < 4 tal que 8 = rmdd 5. Calculemos la clase de
congruencia médulo 5 de las potencias de 8.
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8 =3mod 5

82 = 32méd 5
82 =9mdd 5
9=4mébd 5
82 = 4mdbd 5 Multiplicando por 8 = 3mdéd 5 obtenemos
83 =12mébd 5
12 =2mébd 5
83 =2mébd 5 Multiplicando por 8 = 3méd 5 obtenemos
8* = 6mdd 5
6 =1mdbd 5
84 = 1méd 5 Multiplicando por 8 = 3mdéd 5 obtenemos
8> =3mdd 5
9=4mébd 5
86 =4méd 5

Hemos mostrado que el resto de dividir 8% entre 5 es 4.
O

Ejemplo 4.55. Haremos uso de las propiedades de las congruencias para probar algunos
criterios de divisibilidad. Sea a un nimero natural y ¢,,c,_1,- -+ , ¢, c1, ¢o los digitos de su
representacion decimal, es decir,

a=co+ci-10+co- 10+ +cpq- 10" 4 ¢, - 107 (4.13)

1. Criterio de divisibilidad por 3. Mostraremos que un entero a es divisible por 3 si
y s6lo si la suma de sus digitos es divisible por 3.

Observemos que 10 = 1méd 3 y por consiguiente para todo 7 se tiene que 10° =
1modd 3. Multiplicando ésta tltima congruencia por ¢; con 0 < ¢ < n obtenemos

co=coméd 3 110=c;méd 3 102 =co,méd 3 - - ¢,10" = ¢, méd 3.

Sumando miembro a miembro todas estas congruencias obtenemos

co+ 110+ c10% 4+ -+ + ¢, 10" = ¢y + ¢ + - - - + ¢, mbd 3. (4.14)
De (4.13) obtenemos entonces que
a=cy+cy+ -+ c,mod 3.

Esta ultima congruencia nos dice que todo nimero es congruente médulo 3 con la suma
de sus digitos. Por consiguiente, a es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus digitos
es divisible por 3.

Veamos algunos ejemplos: (a) 1327 no es divisible por 3, pues 1 +3+2+7 =13y 13
no es divisible por 3. (b) 62130 es divisible por 3, pues 6 +2+14+3+0=12y 12 es
divisible por 3.
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2. Criterio de divisibilidad por 11. Observemos que 10 = —1mdéd 11 y que 10* =

1méd 11. Se puede probar que en general 102! = —1mdéd 11 y 10?™ = 1méd 11, es
decir, las potencias impares de 10 son congruentes con -1 médulo 11 y las potencias
pares lo son con 1 (ver ejercicio 5). Al igual que hicimos en la prueba del criterio de
divisibilidad por 3 se tiene que

co = comdd 11
110 = —cyméd 11
c210% = coméd 11

10" = (—1)"¢,, méd 11.

Hemos recurrido al siguiente “truco” para no tener que preocuparnos de la paridad
de n: (—1)" es igual a 1 cuando n es par y es igual a -1 cuando n es impar.

Como antes, sumamos miembro a miembro todas estas desigualdades y obtenemos que
co+ 110+ 10?4+ -+ ¢, 10" =co — ¢ + ¢y -+ + (—1)"¢,, méd 11
Y por (4.13) obtenemos entonces que
a=co—ci+c—-+(=1)"¢, méd 11.
De ésta ultima congruencia se deduce que a es divisible por 11 si y sélo si ¢g — ¢ +

ca — -+ (=1)"¢, es divisible por 11.

Veamos unos ejemplos:

(a) 987654321 no es divisible por 11, pues 1 —2+3—-44+5—6+7—8+9 = 5. Sabemos
ademas que 987654321 = 5mod 11.

(b) 111111 es divisible por 11, pues 1-1+1-14+1-1=0. De la misma manera podemos ver
que el nimero 11111 ---1 que consiste de n 1 seguidos serd divisible por 11 si y sélo si
n es par.

4.13.2. Ecuaciones de congruencia

Consideremos el problema de hallar los valores de z tales que

15x =6mdd 9.

Por simple inspeccién vemos que 1 es una solucion, pues 15 = 6 mod 9, también 4, 7, -2 son
soluciones (verifiquelo!). En esta seccién estudiaremos cémo hallar todas las soluciones de
ecuaciones de este tipo. En general, una ecuacion lineal de congruencia es una expresién
de la forma

ax = bmdbd m. (4.15)
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Nos interesa hallar los valores de x que satisfacen (4.15). Primero veremos un criterio para
determinar cuando existe una solucién y después nos preocuparemos de como hallar todas
las soluciones.

Por definicién de congruencia sabemos que (4.15) tiene una solucién si y sélo si existen
x 'y y tales que ar — b = ym. Es decir, si y solo si la ecuacién diofantica ax — ym = b tiene
solucién. Sabemos por el teorema 4.33 que esto ocurre si y sélo si (a, m)|b. Esto provee un
criterio para decidir cuando una ecuaciéon lineal de congruencia tiene solucién. El siguiente
teorema resuelve completamente el problema.

Teorema 4.56. Sean a,b, m enteros con m > 1. La ecuacion lineal de congruencia
ax =bmodm

tiene solucion si, y solo si, med(a, m)|b. Ademds, si o es una solucion de (4.15) (la cual
llamaremos solucidn particular), entonces el conjunto solucion de (4.15) es

{z: 2 = xqmdd m}

Demostracion: Ya dijimos que la ecuacion 4.15 tiene solucién si, y sélo, si existen z e y tales
que axr — b = my, o de forma equivalente, si, y sélo si, existen x e y que sean solucién de la
ecuacion diofantica ax — my = b. Por el teorema 4.33 sabemos que ésta ecuacion diofantica
tiene solucién si, y sélo si, med(a, m)|b. Esto muestra la primera parte del teorema.

Ahora supondremos que conocemos una solucién particular zy de la ecuacion de congru-
encia ax = bmadd m; en otras palabras, supondremos que tenemos un entero zy que satisface
axrg = bmod m. Por lo tanto existe un y, tal que axg—myy = b. Por el teorema 4.33 sabemos
que todas las soluciones de la ecuacion ax — my = b vienen dadas por las férmulas

a

k., conkeZ

T =20+ E, y=1

med(a, m) ~ med(a, m)

para algin entero k. Esto dice que las soluciones de la ecuacion de congruencia ax = bmdd m

vienen dadas por
n m
rT=x9+ ———
0 med(a, m)
para algin entero k. Lo cual es equivalente a decir que las soluciones de 4.15 son aquellos

enteros que satisfacen que
m
rT—T)g= —F—c
* " med(a,m)
para algin entero k. Esto es equivalente a decir que

m

r = [lf()mOd W.

|

Observacién 4.57. Notemos que el teorema anterior ademés nos dice que en caso de existir
una solucién, entonces debe existir una solucién entre 0 y m — 1 (;Por qué?). O
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Ejemplos 4.58. Veamos algunos ejemplos:

1. Consideremos la ecuacién
152 = 6mdd 9.

Siguiendo la nomenclatura del teorema 4.56 tenemos a = 15, b = 6 y m = 9. Como
med(15,9) = 3y 3 divide a 6, entonces por el teorema anterior sabemos que la ecuacién
tiene solucién. Ya vimos por simple inspeccién que 1 es una solucién particular, pues
15 = 6mdd 9. Por lo tanto el conjunto solucién de la ecuacién 152z = 6 mod 9 es

{z: lemédm}:{x: r = 1mébd 3}.

En otras palabras, el conjunto solucién es la clase de congruencia (médulo 3) del 1.
Otras soluciones de la ecuacion son: -8, -5, -2, 4, 7, 10, 13.

2. La ecuacién 15z = 7mdéd 9 no tiene solucion pues med(15,9) /7.

3. Consideremos la ecuacién 7z = 6mdd 55. Ya que med(7,55) = 1 sabemos que la
ecuacion tiene soluciéon. En este caso hallar una solucién por inspeccién no es tan facil
como lo fué en el ejemplo (1). El siguiente teorema nos da un método para resolver
este problema.

O

Teorema 4.59. Sean a,b, m,n enteros con m y n mayores que 1. Se cumple que ¢ es una
solucion de ax = bmdd [m,n] si, y solo si, ¢ es simultaneamente una solucion de las ecua-
ctones ax = bmod m y ax = bmaod n.

Demostracion: Debemos mostrar dos implicaciones:

1. Supongamos que ¢ es una solucién de la ecuacién ax = bmdd [m, n]. Entonces existe
un entero k tal que ac — b = k[m, n]. Por la parte 2 del teorema 4.38 sabemos que

[ ] mn
m,n] = ———.
med(m, n)
Por lo tanto tenemos que
km
ac—b=———-n
med(m, n)
y también que
kn
ac—b=————-m.
med(m,n)
Observe que — dk(;‘% m mcj("% oy son enteros (;por qué ?). Por lo tanto ac = bméd m y

ac = bmdd n. Esto dice que ¢ es una soluciéon de las dos ecuaciones ax = bmdéd m y
ar = bmébd n.
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2. Supongamos ahora que c es una solucién de ax = bmdd m y también de ax = bmod n.
Entonces existen enteros k y k' tales que ac—b = kn 'y ac—b = k'm. Por lo tanto ac—b
es un multiplo comun de n y de m. Luego por la parte 1 del teorema 4.38 sabemos que
ac — b es un multiplo de [m, n], esto dice que ac = bmdd [m, n|. Por lo tanto ¢ es una
solucién de ax = bméd [m, n).

Ejemplo 4.60. Usaremos el teorema 4.59 para resolver la ecuaciéon 7x = 6 mod 55. Notemos
que 55 = 5-11 y [11,5] = 55 por lo tanto 7¢c = 6mdd 55 si y s6lo si 7¢c = 6méd 5 y
7c = 6mdd 11. En otras palabras, el teorema anterior nos dice que hallar una soluciéon para
la ecuacién 7x = 6 mod 55 es equivalente a conseguir una solucién comain para las ecuaciones
7Tr =6mod 11 y 7z = 6mdd 5. Tenemos entonces dos ecuaciones que resolver.

(a) Solucion de Tx = 6 mdd 5. Como 6 = 1 mdd 5 entonces la ecuacion 7z = 6 mod 5 es
equivalente a 7z = 1méd 5 (jpor qué?). Por inspeccién vemos que 3 es una solucion,
pues 21 = 1mdd 5. Por lo tanto el conjunto solucién es

Se={r:x=3mébd 5} ={---3,8,13,18,23,28,33,38,43,48, - - - }

(b) Solucion de Tx = 6 mdéd 11: Vemos por inspeccién que 4 es una solucién, pues 28 =
6 mod 11. Por lo tanto el conjunto solucién es

Sy = {z:2=4méd 11} = {---4,15,26, 37,48, 59,70, - - - }

Ya que 48 € S, N 95, entonces 48 es una solucién comin de 7x = 6mod 11 y 7z = 6 mdd 5.
Por el teorema 4.59 sabemos que 48 es una solucién de 7z = 6 méd 55. Ahora por el teorema
4.56 el conjunto solucién de ésta ultima ecuacion es

{r €Z: z=48mdd 55}.

A continuacién enunciamos un resultado importante sobre las congruencias.

Teorema 4.61. (Fermat) Sea p un nimero primo y a un entero tal que p fa, entonces se
cumple que
a’~t =1 mdd p.

O
No presentaremos la demostracién de este resultado. Usaremos el Teorema de Fermat para
mostrar otros resultados interesantes. Observemos que la hipdtesis que p /a es necesaria,

pues por ejemplo con p = 3y a = 9, tenemos que 9% es divisible por 3 y por consiguiente
92 = 0mdéd 3. Sin embargo, podemos enunciar un resultado que no requiere esa hipétesis.
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Teorema 4.62. Sea p un nimero primo y a un entero, entonces se cumple que
a’ = amad p.

Demostracion: En efecto, hay dos casos posibles: p Ja o pla. Mostraremos que en ambos
casos se cumple que a? = amdd p.

1. Supongamos que p fa. Por el teorema de Fermat (4.61) tenemos que a?~! = 1 mdéd p.
Multiplicando ambos miembros por a obtenemos que a? = amdd p.

2. Supongamos que pla. En este caso se tiene que p|a™ para todo natural n, en particular a?
es divisible por p y por consiguiente a = 0mdd p y a? = 0mod p. Luego a? = amdd p.

|

Ejemplos 4.63. A continuacién mostraremos dos aplicaciones del teorema de Fermat.

1. Hemos visto como calcular el resto de dividir dos nimeros usando congruencias y
sabemos que en algunos casos se requiere realizar muchos calculos. El teorema de
Fermat nos permite responder este tipo de preguntas mas rapidamente. Queremos
calcular el resto de dividir 2'%°! entre 11. Observemos primero que el teorema de Fermat
con p= 11y a = 2 nos dice que

210 = 1 mod 11.

Como 21990 = (210)199 g6 tiene que 2'%%° = 1mdd 11 y ya que 21991 = 2. 21990 entonces
tenemos que 29! = 2mdd 11. Es decir, el resto de dividir 2191 entre 11 es 2.

7

2. Veremos ahora que para todo entero n, se cumple que n” —n es divisible por 42. Primero

observemos que

n"—n = nnb—-1)
= n(n*—1)(n*+1)
= nn—1)"*+n+1)(n+1)n*—n+1)
= (n—Dnn+1)nR*+n+1)(n*—n+1).

De la tltima igualdad se tiene que (n—1)n(n+1) divide a n” —n. Como (n—1)n(n+1)
es divisible por 2 y por 3 (;por qué?) entonces 6 divide a n” — n (;por qué?). Para
obtener que 42 divide a n” — n bastaria entonces mostrar que 7 divide a n” — n (;por
qué?). Para esto usaremos el teorema 4.62. En efecto, sabemos que n” = nmdéd 7, esto
quiere decir que n” — n es divisible por 7.

Ejercicios 4.13
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10.

. Indique cuales de las siguientes afirmaciones son correctas y cudles son falsas:

(a) 18 =2mo6d 5 (b) 18 =2mdbd 6
(c)83=3méd 8  (d) 4 =24mdd 4
() 5=24méd 5 (f) 12345678 = 6 méd 3
(g) —7=47m6d 9 (h) 837896 = 3méd 11.

Determine en cada caso para cudles enteros n se cumple que:

(a) n(n+1)(n+2) =0méd 3
(b) 4n +2 =1méd 7

(c) 4n +3 =1mdbd 8

(d) 2n = 6mdd 2.

Muestre que si a = bmdd m, entonces a = bmodd k para todo k que sea un divisor de
m.

a) Sea ¢ un entero diferente de cero. Muestre que a = bmdd 7 si, y sélo si, ca =

cbméd 7.
b) Sea c un entero diferente de cero. Muestre que a = bméd m si, y sélo si, ca =
cbmod cm.
Muestre que para todo entero m > 0 se cumple que 10*"*! = —1méd 11 y 10?" =
1mod 11.

Sea n un entero positivo. Considere el nimero a = 12121212 --12 donde 12 se repite
n veces. Muestre que a es divisible por 11 si, y sélo si, n es divisible por 11.

Muestre los siguiente criterios de divisibilidad (Sugerencia: Imite lo hecho en el ejemplo
4.55):

a) n es divisible por 2 si, y sélo si, el iltimo digito de n (en su representacién decimal)
es par.

b) n es divisible por 5 si, y sélo si, el ultimo digito de n es 0 o 5.

c) n es divisible por 9 si, y sélo si, la suma de sus digitos es divisible por 9.
Sea n un natural. Muestre que 3" y 9" dejan el mismo resto al dividirlos por 6.
Sea n,m, a, b enteros positivos con m > 1y n < a.

a) Suponga que " = 1méd m y que a = pmdd n con 0 < p < n. Muestre que
b* = bP méd m.

b) Use (a) para determinar el tltimo digito de los siguientes niimeros: 3%, 77, 99”,

7

Si hoy es viernes ;Qué dia serd dentro de 64?2 - 832! dfas?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Muestre que x = 1mdd 3 si y solo si alguna de las siguientes tres afirmaciones se
cumple: (a) z =1méd 9, (b) z =4mdd 9 (¢) z = Tmdd 9.

Muestre que si n es un entero entonces se cumple alguna de las siguientes tres afirma-
ciones: (a) n? =0mdd 5, (b) n? = 1mdéd 5, (c) n? = —1méd 5.

Resuelva las siguientes ecuaciones de congruencia:

a) 122 = 6mdbd 13
b) 18z = 1mdbd 25
¢) 11z = 7mdéd 84
d) 12z = 6mdd 13
)

e) 13z = 6mdod 140.

Muestre lo dicho en 4.57: Si la ecuacién axr = bmdd m tiene una solucién, entonces
existe una solucién entre 0 y m—1 (Sugerencia: El teorema 4.56 asegura que el conjunto
solucién es una clase de congruencia).

Pruebe que para todo primo p > 2 existen infinitos niimeros naturales n tales que
p|2™ — 1 (Sugerencia: Use el Teorema de Fermat 4.61).

Muestre que 15|n® — n (Sugerencia: Use 4.62 ).
Muestre que 15[(3n® + 5n3 + 7n).

Para cualquier natural n se cumple que 1 4 2" 4 3" 4 4" es divisible por 5 si y s6lo si
4 fn. (Sugerencia: Si n no es divisible por 4 entonces por el algoritmo de la divisién
existen enteros r y k tal que 0 < r < 3 y n = 4k + r. Considere los 3 casos posibles:
r=1,r=2yr=3.Si4|n use el teorema de Fermat).

Considere la siguiente sucesion de ntimeros definida recursivamente
Tpi1 = 232, mod 100.
Sea 1 = 1. Determine los primeros 10 términos de esta sucesion.
Sea Ay ={n € Z: n es divisible por 5} y paracada k € Psea A, = {n+k: n € Ay}.

a) Enumere varios elementos de Ag, Ay, Ao, As, Ay, As, v Asg.

)

b) Muestre que Ay = A5 y que A; = Ag.

c) Generalice sus respuestas de la parte (b).
)

d) Determine | J,_, A y Up_, A
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4.14. Ejercicios suplementarios del capitulo 4

1.

10.

11.

12.

Consideremos la sucesién
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5, ...

cuyos términos son los enteros positivos consecutivos en orden creciente y en la cual
el entero n se repite n veces. Halle el resto de dividir entre 5 el término 1997 de esta
sucesion. (Sugerencia: Sea a, la posiciéon que ocupa el entero n la primera vez que
aparece en la sucesion. Por ejemplo, tenemos que a; = 1, as = 2, a3 = 4, ag = 7, etc.
Halle el término general de ay,).

Sean p y ¢ enteros positivos tales que 2P 4+ 1 = ¢%. Muestre que p = ¢ = 3.

Muestre que ningin entero de la forma 4" + 1 (con n un nimero natural) es divisible
por 3.

. Muestre que med(n,n 4+ 1) = 1 para todo entero positivo n.

a) Muestre que a y —a tienen los mismos divisores.

b) Use la parte (a) para mostrar que para cada dos enteros no nulos a y b se cumple
que med(a, b) = med(—a, b) = med(—a, —b) = mcd(a, —b).

Enuncie y demuestre un criterio de divisibilidad por 18, 22, 30 y 90.

Se tienen dos numeros naturales a y b. Con ellos se obtienen cuatro nimeros de la
siguiente manera: (i) La suma de ellos. (ii) La diferencia entre el mayor y el menor
entre ellos. (iii) El producto de ellos y (iv) El cociente entre el mayor y el menor de
ellos. Los cuatro nimeros obtenidos en (i), (ii), (iii) y (iv) se suman y se obtiene 243.
Determine a y b.

Sean a y b enteros coprimos. Muestre que a™ y b" son coprimos para todo natural n y
m.

Sean a, by c enteros. Pruebe que

med(med(a,b), ¢) = med(a, med(b, ¢)) = med(a, b, c).

Pruebe que si med(a,b) = 1 entonces med(a + b,a — b) es igual a 1 6 2. (Sugerencia:
Muestre que si ¢ es un divisor comun de a + by a — b entonces x divide a 2. Recuerde
que mcd(ka, kb) = k - med(a, b) cuando k es positivo.)

Use el teorema fundamental de la Aritmética para mostrar que si med(a,b) = 1, en-
tonces med(a™,b™) = 1 para todo natural n y m.

Muestre por induccién que 8" es de la forma 7k + 1 para todo n € N.
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13.
14.

Muestre que para todo a,r € N existe un k tal que ak 4+ r no es primo.

Para probar la existencia de infinitos primos es suficiente conseguir una coleccién infini-
ta de niimeros coprimos dos a dos. En efecto, muestre que las siguientes proposiciones
son equivalentes:

a) Existe una sucesién pq, pa, p3, - - - infinita de ntmeros primos.

b) Existe una sucesion ¢, go, g3, - - - infinita de niimeros coprimos, es decir para cada
iy jconi# j, med(g;, q;) = 1.
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sucesion finita, 97

sucesion recursiva, 114

sucesiones equivalentes, 96

tabla de verdad, 10, 11
tautologia, 12

teorema, 83

teorema de Euclides, 160

teorema de Fermat, 172
tesis, 15, 18

union de conjuntos, 42
universo, 44

valor de verdad, 9
variables proposicionales, 10
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