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Capitulo 1

Modelos Probabilisticos. Teoria
Combinatoria. Formula de Bayes.

1.1. Introduccion.

Este curso es una introduccion a la teoria de las probabilidades. Se tiene como
primer objetivo alcanzar la comprension de la naturaleza de las situaciones que co-
munmente pueden ser descritas mediante modelos probabilisticos. Se estudiara la
forma en que tales situaciones pueden expresarse en términos matematicos, esto es
la construccion de un modelo probabilistico. Consideraremos ademas algunas de las
muchisimas aplicaciones de las probabilidades en la descripcién y el estudio del mundo
que nos rodea.

La teoria de las probabilidades se caracteriza por el amplio campo de aplicaciones
que posee, el cual se extiende a todas las ramas de las ciencias naturales, la tecnologia
y las ciencias sociales. Esto se debe a que la teoria de las probabilidades permite estu-
diar y "medir”la incertidumbre que forma parte de casi todo lo que ocurre a nuestro
alrededor. De hecho, ya sea por falta de instrumentos de medicién adecuados o pre-
cisos, por desconocimiento de las leyes que rigen los fenémenos o por no poder manejar
todas las variables que intervienen en los mismos, normalmente nuestro conocimiento
de la realidad circundante es sélo parcial; siendo la parte que ignoramos muy rele-
vante, cuando no de vital importancia.

Muchos problemas interesantes en probabilidades pueden formularse con muy poca
herramienta matematica. Pese a esto y aun cuando en ocasiones dichos problemas
resulten pintorescos y hasta graciosos su solucion puede no ser obvia y en algunos
casos puede ser bastante dificil.

Antes de formular los conceptos bésicos relacionados con la construccién de un
modelo probabilistico, consideraremos varias situaciones concretas que nos permitiran
apreciar la relevancia de dichos conceptos.



Los siguientes ejemplos ilustran algunas de las situaciones que pueden plantearse
en el marco de las probabilidades.

Ejemplos 1.1 Apuestas y juegos.

1. En un casino se lanzan dos dados distintos. Un jugador apuesta a un numero
y gana si ese numero es la suma de las caras mostradas por los dados. El horéscopo
de un jugador dice que sus numeros de suerte son 3 y 6, pero solo puede apostar a
un numero. ;Cual es su mejor opcion?

2. El carro y las cabras (The New York Times, 1991).

Suponga que usted esta en la fase final de un concurso que se transmite por tele-
visién. En este momento crucial el animador del concurso lo coloca ante tres puertas,
una de las cuales esconde un lujoso automévil nuevo. Detras de cada una de las otras
dos puertas se encuentra una linda cabra. Usted tiene que escoger una puerta y se
ganara lo que este tras ella. Usted se decide y anuncia su escogencia. Entonces el
animador abre una de las puertas que oculta a una cabra y le pregunta si le gustaria
cambiar su eleccion inicial. Asumiendo que usted quiere llevarse el carro, jseria un
cambio de puerta ventajoso para usted?

Nota: Observe que las respuestas a los problemas anteriores depende de que podamos
"medir”el chance de ganar en cada caso.
(1 es fdcil: hay mds chance con 6)

3. El problema de los puntos.

Suponga que dos personas estan jugando un juego en el que el ganador recibird una
cantidad a de dinero. En cada partida el ganador recibe un punto y gana el que
primero acumule n puntos. Si por alguna razon el juego debe ser suspendido antes de
que haya un ganador, jcémo deberia repartirse el premio final entre los concursantes?

1.2. Breve resena historica.

El inicio de la teoria de las probabilidades se produce oficialmente a mediados
del siglo XVII y esta estrechamente relacionado con los juegos de azar; los cuales,
en la sociedad francesa de 1650, eran una actividad generalizada entre las personas
adineradas. Surgian constantemente nuevos y cada vez mas complicados juegos con
dados, cartas, ruletas, etc. en los que se apostaban grandes sumas de dinero. Entre los
jugadores, surgian al mismo tiempo preguntas relacionadas con métodos que permi-
tieran medir el riesgo en una determinada apuesta. Uno de estos jugadores, De Méré,



consulto en Paris con el famoso matematico y filésofo Blaise Pascal sobre algunas de
estas preguntas. Esto origind una famosa correspondencia entre Pascal y algunos de
sus amigos matematicos de la epoca, entre quienes se encontraba Pierre Fermat. De
alli surgieron comentarios y soluciones a muchos de los problemas planteados inician-
dose de esa forma lo que hoy se conoce como la teoria de las probabilidades. Como
hemos visto en los ejemplos anteriores, las situaciones que se estudian en probabili-
dades se caracterizan por la incertidumbre, esto es la imposibilidad de predecir lo que
ocurrira en la préxima realizacién del experimento aleatorio. La probabilidad da la
posibilidad de "medir”, en un sentido que precisaremos mds adelante, la incertidum-
bre inherente a un fendmeno dado. Aun cuando las aplicaciones de la teoria de las
probabilidades se extendieron con rapidez a diferentes areas de la ciencia, durante
mucho tiempo se consideraban las probabilidades como una disciplina menor, que a
falta de mayor informacién permitia predecir o aproximar lo que no se podia calcular.
Esta concepcién cambié en el siglo XX cuando Werner Heisemberg (premio Nobel
de fisica,1958) postuld el “principio de incertidumbre” segin el cual para particulas
muy pequenas es imposible conocer la velocidad y la posicién exactamente: mientras
mas nos acercamos a la posiciéon exacta mas difusa se hace la idea de velocidad. Lo
mejor que puede hacerse es dar una respuesta probabilistica en esta situacién. Este
principio que en la actualidad es generalmente aceptado, cambié la forma en que se
pensaba acerca de las probabilidades transformandola en una disciplina independi-
ente y fundamental en el desarrollo de la ciencia.

Ejemplos 1.2 Situaciones Diversas.

1. Cumpleanos. ;Cuantas personas deberian estar presentes en un salén para que
la probabilidad de que al menos dos celebren su cumpleanos el mismo dia sea mayor
que 1/27

2. Colocacion de tres bolas en tres celdas. Se tienen 3 bolas etiquetadas A, B y
C y tres celdas enumeradas 1, 2y 3. Las bolas se colocan al azar en las celdas. ; Cudl
es la probabilidad de que exactamente una celda quede vacia?

- Se colocan r bolas en n celdas.

- Accidentes: r accidentes en 7 dias de la semana.

- Estudio del efecto genético de la radiacion: Las particulas « son las bolas y los
cromosomas representan las celdas.

- Fotografia: Una placa fotografica estda cubierta por granos sensibles a la luz. In-
teresa saber el nimero de cuantos de luz (bolas) que golpea un grano (celda).



3. El Dilema de los Prisioneros.
Tres prisioneros, que llamaremos A, B y C, saben que dos de ellos seran liberados
y el tercero permanecerd preso por un largo tiempo. Puesto que no se tiene ningun
criterio para decidir quien es liberado y quien no, ninguno de ellos sabe quienes seran
los elegidos. El prisionero A le pide al guardia el nombre de uno de los prisioneros,
distinto de él mismo, a ser liberado. El guardia se niega con el siguiente argumento:
”En este momento tu probabilidad de ser liberado es de 2/3. Sin embargo, si te digo
el nombre de uno de los prisioneros que sera liberado pasaras a ser uno de dos pri-
sioneros a ser liberados con lo que tu chance de salir libre se reducira a 1/2. Como no
quiero perjudicarte no te diré nada.”

Ante esta extrana situacion, cabe preguntarse si el razonamiento del guardia es
correcto. | De qué manera la informacién suministrada por el guardia afecta el chance
que el preso tiene de ser liberado? ;Cémo podemos analizar este problema?

Uno de los aspectos mas bésicos de este problema es que, al ser liberados dos pri-
sioneros, se tienen tres resultados posibles: A y B son liberados, A y C son liberados
6 By C son liberados. Denotaremos estos resultados como {4, B}, {A,C} y {B,C}
respectivamente.

Otro aspecto importante, es que si asumimos que los presos a ser liberados se es-

cogen al azar, es decir, sin que prive ninguin criterio de seleccién, la intuicién sugiere
que cada uno de los posibles resultados debe tener la misma posibilidad de ocurrir.
Por lo tanto, si hemos de asignar un ntmero a la posibilidad de ocurrencia de cada
resultado y si asumimos que se le asigna el nimero 1 a un resultado que tiene un
chance de ocurrencia de 1 00%, este nimero deberia ser el mismo para todos los
resultados, en este caso 1/3 (6 un chance de 33 %). Observe que la situacién anterior
es un caso particular de la siguiente situaciéon mas general:
Se considera una accién que puede ser repetida cuantas veces se quiera en las mismas
condiciones y de la cual se obtiene en cada repeticién uno y sélo uno de r resultados
posibles. Suponemos ademas que no tenemos control alguno sobre el resultado a pro-
ducirse en cada realizacion de la accién.

Ejemplos 1.3

1. Lanzar un dado con seis caras distintas. Espacio muestral: Q = {1,2,3,4,5,6}.
2. Lanzar una moneda con dos caras distintas. Espacio muestral: Q = {C, S}.

3. Seleccionar un nimero de loteria. Espacio muestral: Q = {1,2,...,10000}.

4. Seleccionar seis nimeros en el juego de Lotto. Espacio muestral:

Q= {{w1,wa, w3, ws,ws, we} :w; € {1,...,50},w; # wji#j}.



En cada uno de los casos anteriores, aun cuando sabemos cuales son los resultados
posibles, no podemos predecir con exactitud lo que ocurrird en la siguiente realizacion
del experimento. Ademas, si el dado es perfectamente simétrico, la moneda es perfecta
y la seleccion de los nimeros de loteria se hace sin trampas estaremos de acuerdo en
que todos los resultados son igualmente plausibles cada vez que se realiza el experi-
mento:

e Al lanzar el dado la probabilidad de obtener un i es igual a 1/6, i =1,...,6.

e Al lanzar la moneda la probabilidad de obtener una cara es de 1/2.

e Al seleccionar un ntimero la probabilidad de obtener j e 1/10000, 7 = 1, ..., 10000.
Mas adelante aprenderemos a determinar la probabilidad de una combinacién de
nimeros en el Lotto.

Consideramos ahora la solucion de alguno de los problemas planteados en ejemp-
los anteriores.

El dilema de los prisioneros. Consideremos el experimento que consiste en se-
leccionar al azar un par de presos para ser liberados. Esto equivale a seleccionar al
azar uno de los tres pares (no ordenados) {A, B}, {A,C} o {B,C}. Como cada par
tiene probabilidad 1/3 de ser seleccionado, la probabilidad de que A sea liberado es
la probabilidad de que ocurra {A, B} o {A,C} , es decir 1/3 4 1/3 = 2/3 que es lo
que el guardia afirma. Sin embargo en este contexto no nos es posible determinar si el
hecho de que el guardia dé a conocer a A la identidad de uno de los que sera liberado
afecta las posibilidades de A de salir libre. Para responder a esto debemos considerar
un experimento con un espacio muestral (resultados) diferente. Sean

O, = {quedan libres A y B, el guardia informa que B serd liberado}
O = {quedan libres A y C, el guardia informa que C serd liberado}
O3 = {quedan libres B y C, el guardia informa que B serd liberado}
O, = {quedan libres B y C, el guardia informa que C' serd liberado}

En esta situacion A es liberado si ocurre O; u O,. Observe que O es equivalente
a seleccionar {A, B} por lo que O; tiene probabilidad 1/3 y andlogamente Os es
equivalente a seleccionar {A,C'} que tambien tiene probabilidad 1/3. Entonces la
probabilidad de liberar a A sigue siendo 1/3 4+ 1/3 = 2/3; y concluimos que la infor-
macion sumunistrada por el guardia no altera las posibilidades de A de salir libre.
Mas adelante analizaremos este problema en mayor profundidad.

El carro y las cabras. Asumiremos que el carro se encuentra detras de la puer-
ta 1, con esto no se pierde generalidad ya que los otros caos pueden ser tratados de
manera similar. Consideremos el experimento que consiste en los siguientes pasos:
Paso 1. El participante elige una puerta.

Paso 2. El conductor del programa descubre una de las cabras y le da al participante
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la opcion de cambiar de puerta.
Paso 3. El participante hace su eleccién definitiva.

Un resultado de este experimento puede representarse como una terna (eleccion
1, cabra, eleccion 2) y dependiendo de la eleccién final del participante se tienen dos
situaciones posibles: o bien el concursante cambia su eleccién inicial o la ratifica. Lo
que queremos es determinar si estas dos situaciones diferentes le dan al participante
diferentes posibilidades de ganar el carro. Dado que el participante no tiene ninguna
idea de la ubicacién del carro, lo iinico que podemos afirmar es que las tres puertas
tienen la misma posibilidad de ser seleccionadas en la primera eleccién, esto es 1/3.

Situacion 1: se cambia de puerta. En este caso el espacio muestral asociado al
experimento esta dado por:

Q=1{(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1), (3,2,1)}.

El participante gana el carro en el evento {(2,3,1),(3,2,1)} y como {(2,3,1)} es el
evento de elegir la puerta 2 y {(3,2,1)} es el evento de elegir la puerta 3, se tiene la
posibilidad de ganar el carro es igual a 1/3 4+ 1/3 = 2/3.

Situacion 2: se ratifica la eleccion inicial. En este caso el espacio muestral asociado
al experimento esta dado por:

Q={(1,2,1),(1,3,1),(2,3,2), (3,2,3)}.

El participante gana el carro si ocurre {(1,2,1), (1,3,1)} que es el evento de elegir la
puerta 1. Por lo tanto en este caso la posibilidad de ganar es de 1/3.

1.3. Modelo Probabilistico.

Dado un fenémeno natural se formula un modelo matematico que lo aproxime,
del estudio de este modelo se sacan conclusiones que son aplicadas a la situacién real.

1. FENOMENO | 2. MODELO 3. CONCLUSIONES
NATURAL MATEMATICO

A continuacion describiremos los elementos basicos en la formulaciéon de un mo-
delo probabilistico.

(I) Un experimento aleatorio es una accién que puede ser repetida bajo las mis-
mas condiciones tantas veces como se quiera; del cual se conocen todos los resultados
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posibles sin que se pueda predecir con exactitud el resultado que se obtendra en la
siguiente repeticion.

(IT) El espacio muestral asociado a un experimento aleatorio es el con-
junto de los posibles resultados del experimento.

Un espacio muestral se dice discreto si posee una cantidad finita o numerablemente
infinita de elementos. En caso contrario se dice que el espacio muestral es continuo.

Ejemplos 1.4

1. Se lanzan dos dados, uno rojo y uno verde, simultdneamente y se anota el re-
sultado. El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto:

Q={(a,b):ac{1,23456},be{1,234506}}

Este espacio puede tambien ser representado como

R\ V|1 ERRERRY ERE

1 (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
2 (2,1) | (2,2) | (2,3) | (24) | (2,5) | (26)
5 (3,1) | (3,2) | (3,3) | (34) | (3,5) | (3,6)
4

5

6

(4.1) | (4.2) | (4.3) | (4.4) | (4,5) | (4,6)
(5,1) | (52) | (53) | (5,4) | (5,5)] (5,6)
(6,1)] (6,2) | (6,3) | (6,4) ] (6,5)] (6,6)

2. Se lanza una moneda dos veces y se anota el resultado de cada lanzamiento. El
espacio muestral es el conjunto

Q= {(Cv 0)7 (073>’ (S,C), (878)}'

3. Se lanza una moneda hasta obtener una cara. El espacio muestral es el conjunto,

infinito numerable
Q= {(0)7 (57 C)? (57 S, C)> (57 S, S, C)7 .. }

4. En una fabrica se toma uno de los articulos producidos y se prueba para determinar
si es defectuoso. En este caso el espacio muestral se puede escribir como 2 = {B, D},
donde B significa bueno y D defectuoso. Si en cambio se extraen n articulos y se
prueban, el espacio muestral puede ser representado por el conjunto

Q={(e1,...,€n)},

donde ¢; = 0 si el i-ésimo articulo esta bueno y ¢; = 1 si el i-ésimo articulo esté de-
fectuoso.
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5. Se escoge un punto al azar lanzando un dardo a un disco de un metro. El es-
pacio muestral es en este caso el conjunto de puntos del plano que se encuentran
dentro de la circunferencia de radio 1, es decir

Q={(z,y): 2* +y* < 1}.

Comentarios. El espacio muestral, como abstraccién de una situacién real, no es
tunico ya que de depende de lo que la persona que realiza el experimento considere
importante. Por ejemplo, al lanzar dos dados (ej. 6) se podria considerar el caso en
que uno de los dados cae fuera de nuestro rango visual y decidir que en este caso
su valor no puede ser registrado. Entonces habria que incluir en el espacio muestral
elementos de la forma: (b,1),...y (1,b),...; con lo que se obtiene un espacio muestral
diferente asociado al mismo experimento.

(III) Un evento asociado a un experimento es un subconjunto del espacio mues-
tral, esto es un conjunto de resultados.

Ejemplos 1.5

1. Se lanzan dos dados distintos y se apuesta a que la suma es tres; esto es, se
apuesta al evento A = {(1,2),(2,1)}. El evento la suma es 5 estd dado por B =
{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}. El evento el dado rojo cae en 1y el verde entre 3y 6 es
el conjunto C' = {(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)}.

2. Se lanza una moneda dos veces. El evento se obtiene al menos una cara es el
conjunto D = {(c, s), (s, ¢), (¢c,c)}.

Comentarios.

e Al realizar un experimento decimos que un evento A ocurre si el resultado obtenido
pertenece a A.

e Los resultados individuales de un experimento aleatorio son llamados también even-
tos simples.

e Cuando se tenga una cantidad finita de resultados posibles, cualquier subconjunto
del espacio muestral se considerarda un evento. Si el espacio muestral es infinito esto
no sera necesariamente cierto, por razones que seran expuestas mas adelante.

(IV) Definicién preliminar. Dado un espacio muestral € correspondiente a un
experimento aleatorio, una probabilidad (también denominada distribucion de
probabilidad, medida de probabilidad o funcién de probabilidad) es una
funcién que asigna a cada evento A en © un nimero P(A) € [0,1] y que satisface
ciertas condiciones que seran detalladas mas adelante. La probabilidad de un evento
se interpreta como una medida de la plausibilidad de que dicho evento ocurra. Antes
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de formular la definicién precisa de probabilidad, discutiremos algunas nociones in-
tuitivas que han sido utilizadas para tratar de definir esta medida.

Proporcién Relativa.

Suponga que se tiene una caja de mangos y se sabe que hay algunos mangos po-
dridos en ella. A efectos de fijar un valor por la caja, resulta mas razonable tomar en
cuenta la proporcion relativa de frutas podridas que su niimero absoluto. Esto es, si
sabemos que hay 35 mangos podridos, la importancia de esta cantidad ciertamente
dependera del nimero total de mangos en la caja: si hay s6lo 50 mangos una gran
cantidad del total no sirve mientras que si hay 500 mangos 35 malos es una cantidad
menos significativa. Esto es de importancia si consideramos el experimento aleatorio
consistente en sacar un mango al azar de la caja y el evento A =el mango estd podrido.
Dado que el espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los
mangos y que cualquier mango puede ser seleccionado por igual, una medida de la
plausibilidad de este evento podria estar dada por la proporciéon de mangos podridos:
P(A) = |A|/|€|, donde las barras indican el nimero de elementos del conjunto. Esta
nociéon puede extenderse a espacios muestrales infinitos. Si consideramos el espacio
muestral del ejemplo 14, y para un subconjunto A de € definimos |A| =drea de A
podemos entonces definir la probabilidad de A como la razén P(A) = |A]/|Q].

Frecuencia Relativa.

Suponga que un experimento con espacio muestral () se realiza repetidamente en
idénticas condiciones. Para cada evento A se define n(A) como el nimero de veces
que el evento A ocurre en las n primeras repeticiones. Entonces se puede definir

P(A) = lim M
n—oo
Aqui se define la probabilidad de un evento como el limite de los promedios de las
veces que el evento ocurre, es decir, el limite de las frecuencias relativas del evento.
Esta definicion tiene varios inconvenientes. En primer lugar no podemos garantizar
la existencia del limite. En segundo lugar es posible que sucesiones de frecuencias
correspondientes a distintas sucesiones de realizaciones del experimento tengan limites
diferentes, con lo cual la definicién no tendria sentido. Si el espacio muestral es finito
y tiene m elementos, y todos los resultados son igualmente probables, se tiene que
para n grande cada uno de los m resultados ocurrird aproximadamente n/m veces.
Si A es un evento que posee a elementos entonces en n realizaciones del experimento
A ocurrird n(A) = 9 veces aproximadamente. Entonces la frecuencia relativa de A
satisface
nA) _a Al P(A)

n  m |Q
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si consideramos la proporcién relativa como medida del evento A. Es decir, en los
casos en que todos los resultados tienen la misma probabilidad la frecuencia relativa
coincide con la proporcion relativa.

Dado que la probabilidad es una funciéon de conjuntos, haremos un repaso de las
nociones basicas de teoria de conjuntos que seran esenciales en el resto del curso.

1.4. Teoria de Conjuntos.

1.4.1. Definiciones Basicas y Notaciones.

Un congunto es una coleccion de objetos determinada por una regla que especifica
exactamente que objetos pertenecen a la coleccion.

Los objetos pertenecientes a un conjunto se denominan elementos o puntos del
conjunto.

Notacion.

e Se utilizaran letras mayusculas, latinas o griegas, para denotar a los conjuntos y
mintsculas para denotar a los elementos. En particular denotamos por R al conjunto
de los ntimeros reales y por N al conjunto de los niimeros naturales.

e Dado un conjunto S, a € S se lee "a pertenece a S” y a ¢ S se lee " a no pertenece
aS”.

e El simbolo () denota al conjunto vacio (conjunto que no tiene elementos).

Si 'y F son conjuntos decimos que F estd contenido en F o que FE es
un subconjunto de F', denotado E C F, si todo elemento de E es tambien ele-
mento de F. Si E C F' 'y E'y F no son iguales, se dice que E estd estrictamente
contenido en F', lo que se denota I C F. Dos conjuntos F y F' son iguales si

poseen exactamente los mismos elementos; esto ocurre si y solamente si £ C F'y
F CE.

Los conjuntos pueden representarse de varias maneras:

e Describiendo verbalmente la regla que define a sus elementos: el conjunto de los
estudiantes de matemdtica en la UCV.

e Dando una lista de todos los elementos que pertenecen al conjunto: A = {1,3,5} =
el conjunto de los impares entre 1 y 5.

e Escribiendo de manera simbdlica la propiedad que caracteriza a sus elementos:
A={aeN:qaimpar,1 <a <5} Engeneral A={aecS:pa)}.

Nota. Un conjunto F se dice numerablemente infinito si se puede establecer
una biyecciéon entre E y el conjunto de los nimeros naturales N. Un conjunto es
numerable o contable si es finito o numerablemente infinito.
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1.4.2. Operaciones con Conjuntos.

Sea X un conjunto (no vacio) de elementos. En lo que sigue el conjunto X sera de-
nominado espacio y sus elementos puntos. Dado un subconjunto £ de X, comple-
mento de E en X se define como

Ee={reX:x¢FE}.
Dados los conjuntos E' y F', la uniéon de E y F es el conjunto
FUF={rxeX:ze€FEbxeF}.
La interseccion de E y F es el conjunto
ENnF={x:xe€EyxeF}
La diferencia de E yF es el conjunto
E\F={xeFE:a¢F}=ENFe

Cuando F' C F se usa la notacién F'\ F = E — F. Note que A° = X — A. Finalmente,
la diferencia simétrica de E' vy F se define como

EAF = (E\F)U(F\E)=(EUF)\ (ENF).

Dos conjuntos E y F' son disjuntos si no tienen elementos en comun, es decir su
interseccion es vacia: AN B = (). Por ejemplo si  es el espacio muestral correspondi-
ente al lanzamiento de dos dados, son conjuntos disjuntos los eventos: A = la suma
es 8§ y B = al menos un uno.

Propiedades.
e AUA=A=ANA.
o (A% = A.

e Leyes Distributivas:

) (AUB)NC = (AnC)u(BNC):six e (AUB)NC entonces x € AUB y
x € C;porlotantox € Adx € By x e C, de donde deducimos que x € ANC o
x € BNC, lo que implica que (AUB)NC C (ANC)U(BNC). Reciprocamente si
x € (ANC)U(BNC(C), entonces z ciertamente pertenece a C'y ademds vemos que
x € Ao x € B. Lo que demuestra la otra contencion.

ii) (ANB)UC =(AUC) N (BUC). Demuestrelo.

e Leyes de Morgan:
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i) (AUB) = A°NB%siaz € (AU B)® entonces © ¢ AU B lo que implica que z ¢ A
y « ¢ B es decir z € A°N B°. Reciprocamente si x € A°N B entonces como = ¢ Ay
x ¢ B se tiene que z € (AU B)°.

ii) (AN B)¢ = A°U B°. Demuestre esta igualdad a partir de la anterior.

e La diferencia de conjuntos no es ni asociativa ni conmutativa; es decir, en general

(A\B)\C # A\ (B\C)y A\ B# B\ A. Dé un ejemplo.

Operaciones con Familias (finitas 6 infinitas) de Conjuntos.

Sea I un conjunto arbitrario de elementos llamados indices, usualmente se asume
I C R que puede ser finito, infinito numerable o infinito no numerable, y para cada
a € [ sea E, un conjunto.

Notacién. La coleccién de los E, se denota {Ea} o
[0

Definimos la unién de una coleccion de conjuntos, denotada por U,c; Eo, como
el conjunto consistente de los elementos que pertenecen a E, para al menos un « € 1I.
De manera analoga, la interseccion de una coleccion de conjuntos se denota
Nacr Eo y se define como el conjunto conformado por los elementos que pertenecen a
E, para todo o € I.

Cuando el conjunto de indices I es finito, podemos decir que I = {1,2,...,n} para
algiin n € N. En este caso la uniéon y la interseccion se escriben como:

UEi={z:2€E paraalginie {1,...,n}}
i=1

(Ei={z:2€ E;paratodoi € {1,...,n}}

i=1

respectivamente. Cuando I es numerable se tiene

U B = {z : € E; para algin i € N}

=1

() E; = {z : x € E; para todo i € N}.

i=1
Las leyes distributivas se generalizan de manera natural para familias arbitrarias de

conjuntos:
P’r]( LJ‘EQ):: LJ(}7FWEQ>7

acl acl
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FU( N Ea) = N(FUE).

acl acl

Se tienen tambien las leyes de Morgan:

(Un)=n5

acl acl
(NE) =U Ea"
acl a€el

Funcion Indicatriz.

Dado un conjunto A C X la funcion indicatriz de A (también llamada funcion
indicadora o caracteristica de A) se define de la siguiente manera:

Iy: X —{0,1},

Iy(w) = { (1) : Z ; ﬁ (1.1)

Notacion. Dados dos ntimeros reales a y b:
e ¢l minimo entre a y b se denota por a A b.
e ¢l maximo entre a y b se denota por a V b.

La funcién indicatriz satisface las siguientes propiedades:
° [AﬂB(u)) = [A(w) A IB(w) = [A(w)IB(w).

o [4p(w) =Ia(w)V Ig(w).

® ]Q = ]A(w) + IAc(w).
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Ejercicios 1.1

1. Un dado es lanzado vy, luego, se lanza una moneda dos veces. (a) Describa un
espacio muestral S que contenga todos los resultados de este experimento. (b) Asuma
que todos los resultados en (a) tienen la misma probabilidad. Encuentre la probabili-
dad de los siguientes eventos: i) se obtiene un seis y al menos una cara; ii) se obtiene
un numero par y una cara en el sequndo lanzamiento de la moneda; 1) se obtiene al
MENOS UNA CATA Y UN NUMETro Mmenor que J.

2. Variacion del problema del carro y la cabra. En esta oportunidad hay cuatro puer-
tas: tres cabras y un carro. Usted escoge una puerta al azar y entonces el animador
abre una de las puertas que oculta una cabra. Suponga que usted se cambia a una de
las otras puertas (escogiendola al azar). ;Cudl es la probabilidad ahora de ganar el
carro? ;Cudl es la probabilidad de ganar el carro si usted no cambia de puerta?

3. Suponga que la alarma de su reloj suena en algin momento entre la las 6 y las 7
a.m. Describa un espacio muestral con cada uno de los posibles instantes de tiempo
en que la alarma puede sonar. ;Es el espacio continuo ¢ discreto?

4. En el ejercicio anterior, suponga que la alarma solo puede sonar en intervalos
de 5 minutos: 6 am, 6:05 am, 6:10 am, etc. Describa el espacio muestral con cada
posible instante en que la alarma suena. Ezxplique porqué es este espacio discreto.

5. Asuma que en el espacio discreto del ejercicio 4 todos los resultados son igualmente
probables (distribucion uniforme) y que usted siempre suena lo mismo, si estd dormi-
do, entre las 6:18 y las 6:43 am. Suponga que esta dormido cuando la alarma lo
despierta un dia. Encuentre la probabilidad de que la alarma interrumpa su sueno.

6. Describa el espacio muestral asociado a cada uno de los experimentos siguientes:
6.1. Se mide el tiempo de vida de un transistor cada hora.

6.2. Se sacan aleatoriamente 3 bolas de una bolsa que contiene 3 bolas rojas, 2 blancas
Y 4 megras.

6.3. Una caja contiene 3 metras, 1 roja, 1 verde y una azul. Se toma una metra de la
caja, se reemplaza la metra en la caja y luego se toma otra metra.

6.4. Considere el caso en que el experimento de 6.3. se realiza sacando la sequnda
metra sin reemplazar la primera.

6.5. Se lanza un dado continuamente hasta que aparezca un 6.

7. Demuestre que

(a) ENFCECFEUF.

(b) Si E C F, entonces F© C E°.
(¢c) F=(FNE)U(FNE°).
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(d) FEUF =FEU(F\E).
(e) F=(EUF)N(E°UF)N(EUF°).

8. Demuestre las leyes distributivas y las leyes de Morgan para familias infinitas de
conjuntos.

9. Demuestre que si dos conjuntos tienen complementos idénticos ellos son iguales.

10. Considere los conjuntos: A =articulos de vestir, B =articulos de bajo costo y
C =articulos de buena calidad. Describa, verbalmente, lo que simbolizan los conjun-
tos: a) AU(BNC); b)(A—B)—-C; ¢)A—(B-C).

11. Demuestre que (AU B)NC # AU (BNCOC).

12. Demuestre que A C B si y sélo ss ANB=A¢ AUB=B.

13. Demuestre que A y B son disjuntos si y solo si A— B=A ¢ AUB = AAB.
14. Demuestre que (AUB) — (CUD)C (A-C)U(B - D).

15. Considere la operacion /”definida de la siguiente forma: A/ B = A°UB. Demuestre
que: a) (A/B)N(B/C) C A/C.b) (A/B)N(A/C)=A/(BNC). ¢c)(A/B)N(B/A) =
(AAB)C.

16. Exprese las operaciones de union, interseccion y complementacion de conjun-
tos en términos de diferencia de conjuntos.

17. Demuestre que A C B si y sélo st 1o < Ig; y que ANB = (0 si y sélo si
I I =0.

18. Si E, F y G son conjuntos dados, demuestre que E—(FUG) = (E—F)N(E—-Q).
19. Demuestre que EUF = (EAF)A(ENF) yque E—F =EAN(ENF).

20. Se lanzan dos dados. Sea E el evento de que la suma sea impar; F el evento
de que al menos uno de los dados cae en 1; y G el evento de que la suma es 5. De-
scriba los eventos ENF, EUF, FNG, ENFCy ENFNG.

21. Jugadores A, B y C' lanzan una moneda por turnos, primero lanza A, después B y

por ultimo C. Gana el primero en obtener una cara. Dé una representacion del espacio
muestral y defina los siguientes eventos: i) A = A gana; ii) B = B gana; iii) (AUB)°.
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22. Una caja tiene 2 bolas blancas, 1 negra y 1 roja. Se saca una bola, se anota
el color y se introducen en la caja dos bolas cada una de uno de los colores que queda
en la caja. Luego se saca una sequnda bola.

(a) Describa el espacio muestral asociado a este experimento.

(b) Describa los eventos A = al menos una bola blanca y B = a lo sumo una bola
blanca.

23. Se lanzan dos dados distintos. Halle los eventos ' = la suma es no menor que 9,
F = la suma es no menor a 4, G = al menos un dado cae en 3, H = la suma es par,
ENF,FNH, F\G,G\HyENGNH.

24. Se tienen dos monedas perfectamente simétricas. Se asigna a cara el valor 1
y a sello el valor 2. Se lanzan las monedas simultineamente y se registra la suma de
las caras mostradas.

(a) Describa el espacio muestral asociado a este experimento.

(b) Describa el evento ninguna cara y un nimero par.

25. Considere el experimento que consiste en colocar 3 bolas etiquetadas como A,
B y C en tres celdas enumeradas como 1, 2 y 3.

(a) Halle el espacio muestral asociado a este experimento.

(b) Halle los eventos: V; = la celda i estd vacia ¢ € {1,2,3}; U; = la celda i contiene
una bola.
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1.5. Espacio de Probabilidad.

En la préactica, cuando se realiza un experimento nos interesara saber si ciertos
subconjuntos del espacio muestral €2, conjunto de resultados, ocurren o no. A estos
subconjuntos de interés los llamamos eventos o sucesos.

Por ejemplo, si consideramos la situacion descrita en el ejemplo 1.4.4, podemos
estar interesados en el subconjunto:

”d objetos defectuosos” = {(aq,...,a,) 1 a; € {0,1};i=1,...,n;}

para algtin d natural.

Recordemos que un evento A C € ocurre, al realizar un experimento, si el re-
sultado w obtenido es tal que w € A. Denotaremos a la familia de subconjuntos de
Q2 formada por los eventos, como A. Como se mencioné antes, en general no todos
los subconjuntos de un espacio muestral son eventos. Aun cuando la familia A de
“subconjuntos de interés” depende de la situacion estudiada, esta siempre satisface
las siguientes propiedades:

el. Q € A, es decir que la realizacién del experimento produce un resultado. A 2
lo llamaremos evento cierto o sequro, ya que este evento siempre ocurre.

e2. Ae A= A° € A, es decir, si A es un evento entonces ” A no ocurre” tambien
es un evento.

e3. A, € A, paran = 1,2,... entonces Us° A, € A, es decir que la unién nu-
merable de eventos es un evento. Note que al realizar un experimento, la unién de
eventos ocurre si el resultado pertenece a alguno de los eventos que integran la union.

Definicién 1.1 Una familia A de subconjuntos de Q0 que satisface las propiedades
el, e2 y e3 se denomina o-dlgebra de subconjuntos de €.

Algunas de las propiedades que se deducen inmediatamente de la definicién ante-
rior son

ei. El conjunto vacio, (), es un evento ya que () = Q°.

eti. La unién finita de eventos es un evento: dados A;,..., A, en A, usando i basta
considerar A, 1 = A2 = ... =0, luego se puede aplicar e3.

etit. Si {An}n>1 € A, entonces N2 A, € A; es decir, la interseccién numerable de
eventos es un evento. Esto se deduce facilmente usando las leyes de Morgan, ya que

20:1An - ( ?Lo:lAfL)C7

basta entonces aplicar e2 y e3.
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1.5.1. Espacios de Probabilidad.

Definicién 1.2 Sea Q un espacio muestral y A una familia de eventos de . Una
medida de probabilidad o probabilidad sobre €2, es una funcion P definida sobre
A que satisface los siguientes axiomas:

pl. P es no negativa, es decir para todo evento A € A se cumple que P(A) > 0.

p2. P es contablemente aditiva o o-aditiva; es decir, si {A,},>1 C A son
disjuntos dos a dos, lo que significa que A; N A; = 0 para cada i # j, entonces
P(UZA) = 372, P(4).

p3. El evento cierto tiene probabilidad 1: P(Q2) = 1.

La terna (2, A, P) se denomina un espacio de probabilidad, el valor P(A) se
denomina probabilidad de A.

Asi como el espacio muestral €2 se define de acuerdo con la situacion que se desea
modelar, la asignacion de probabilidades a los eventos considerados sobre {2, esto es,
la definicién de una medida de probabilidad para un problema dado, tambien depende
de la situacién particular estudiada.

1.6. Propiedades de la Probabilidad.

Las siguientes propiedades son consecuencia directa de la definicion de probabili-
dad.

pi. P(0) = 0. Para demostrar esto consideremos la sucesién {4, },>1 € A donde
A =Qy A, =10,i =2,3,.... Estos conjuntos son claramente disjuntos dos a dos:
para i # j se cumple A; N A; = (). Por lo tanto, aplicando p2. se tiene que:

[e.9]

P(Q) = P(UZ, A)) Z P(A;) = P(Q) + fj P(A

lo que implica que »2°, P(A;) = 0. Como para todo i P(A;) > 0, se tiene entonces
que P(A;) =0 para todo i > 2; es decir, P(()) = 0.

pii. P es finitamente aditiva; esto es, si {A;}icq,. 1y € Ason tales que 4;NA; = 0,
para i # j, entonces

P(UF_A) ZP

Para demostrar esto se considera la sucesiéon {A,},>1 donde A, = () paran >k +1
y se aplican las propiedades p2 y pr.
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piii. P(A°) =1 — P(A). Dado que Q = AU A°y que AN A° = (), se tiene que
P(Q)=P(A)+ P(A°)=1= P(A°)=1—- P(A).

piv. Si A C B entonces P(A) < P(B). Para demostrar esto podemos escribir B como
unién de conjuntos disjuntos: B =AU (B — A) = AU (BN A°) y asi tenemos que

P(B) = P(A) + P(B — A) > P(4),
ya que P(B—A) > 0.
Nota. Observe que si A C B entonces P(B — A) = P(B) — P(A).

pv. Para todo A € A se cumple que P(A) < 1. Como A C () esta propiedad es
una consecuencia inmediata de la anterior.

pvi. Dados eventos A y B, no necesariamente disjuntos, se cumple que
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Si escribimos

AUB=AU(B\A)y B=(BNA)U(BnNA?,
aplicando la propiedad de aditividad finita se obtiene
P(AUB)=P(A)+ P(B\A)y P(B)=P(BNA)+ P(B\A),

de donde
P(AUB)— P(A)=P(B\A)=P(B)—P(BNA)

lo que implica que
P(A)+ P(B)=P(AuB)+ P(BNA).
pvii. Si {A,},>1 es una sucesién creciente de eventos, es decir que satisface

Ay CACA3C .

*

entonces,

P(UX A, = nh_(& P(A,).
Para demostrar esta propiedad definamos la sucesién {B,,},>1 como:
B1 :Al, BQZAQ—Al, ,...,Bn:An—An_l,....

Los conjuntos de esta nueva sucesion son dos a dos disjuntos: sean i # j, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que ¢ > j, entonces

Y
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ya que A; N AS_; C A;_;. Por otra parte es claro que cada B; es un evento y que
Ur? A, = U B,y,.
Utilizando la ecuacién obtenida en piv, se tiene que, para todo ¢ > 2,
P(B;) = P(A; — A1) = P(A;)) — P(A;_4).

Entonces

oo o0

P(UplAn) = P(ULBn) =) P(Bi) =) (P(4) — P(A;i1))

i=1

I
—

i

-

~
[|
N

= lfm {P(4) +

n—oo

(P(A;) = P(Ai—1))} = lim P(Ay).

n—oo

putii. Si {A,},>1 es una sucesion decreciente de eventos, es decir que satisface
A12A22A527

entonces,

PN A,) = 7}13)10 P(A,).
En este caso la sucesion {A¢} es creciente; aplicando pvii se obtiene

P(MGZAn) = PU(ULAL)7) = 1= P(UL A7)

= 1— lim P(A°) =1— lim (1 — P(A,)) = lim P(A,).

n—oo n—oo n—oo

piz. Dados los eventos A, By C se cumple que

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
+ PANBNCQC).

Se aplica pvi reiteradamente.

pr. Sea {Ai}ie{l ,,,,, ¥y € A una familia de eventos no necesariamente disjunta. En-
tonces

k k
PU_ A) =S P(A) = S PANA) + ...+ (=) P(A N...NA).
i=1 i<j=2

Esta propiedad se puede demostrarse por induccion sobre k, haciendo uso de puvi.
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Ejemplos 1.6

1. Lanzamiento de dos dados distintos. El espacio muestral correspondiente a este
experimento fué descrito en el ejemplo 1.4.1. Suponiendo que los dados son perfecta-
mente simétricos, tenemos que todos los resultados son igualmente probables y pode-
mos considerar A = p(A). Asi que definiendo para un evento A C ):

_ Al

PA= g

se obtiene una medida de probabilidad. Verifiquelo.

2. Si se tiene un espacio muestral finito Q = {w1,...,w,}, en que todos los resul-
tados son igualmente probables la funcion del espacio anterior define una medida de
probabilidad en este espacio.

3. Se tiene un experimento en el que ocurren dos posibles resultados: 0 ¢ 1. En-
tonces Q2 = {0,1}. Definimos P(0) = 2 y P(1) = 5. En general tomando 0 < p < 1,
se obtiene una medida de probabilidad definiendo P(0) =p y P(1) =1 —p.

Nota: La familia de eventos en este caso es A= {Q,0,{0},{1}}.

4. Sean Q@ = {wy, ..., wn}, A= p(Q) yp; >0, i =1,...,n tales que 37_;p; = 1.
Definimos P(w;) = p;, i =1,...,n. P es una probabilidad sobre A.
5. Sea Q2 = {wy, ...} un conjunto infinito numerable, sea A > 0 constante
P(w;) = e’\);, i=0,1,...
define una medida de probabilidad. Verifiquelo. Esta funcion se denomina funcién de

probabilidad de Poisson.

6. Q= {wi,...} un conjunto infinito numerable y sea 0 < p < 1. Defina
Plw)=0-p)"'p,i=12....

Se tiene que
P(Q) =) Pw)=p) (1-p~' =1,
i=1 i=1

por lo que P es una probabilidad.
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Ejercicios 1.2
Nota. En algunos casos se usard la notacion AN B = AB.

1. En un juego de cartas sea k € {1,2,3,4}. Sea Nj el evento el jugador sentado
hacia el norte tiene al menos k ases. Sean Sy, Ey y Oy eventos andlogos para sur, este
y oeste. Diga que numero de ases tiene el jugador sentado hacia el oeste en cada uno
de los siguientes eventos:

a) Of ; b) NaSy ; ¢) NESTES ; d) Oy — O3 ; e) NyS1E Oy ; f) N3Oy ; g) (NaUS9)Es.

2. En el ejemplo anterior verifique que: a) Sz C Sy ; b) S50 = 0; ¢) NoS1E10; = 0;
d) NQSQ Q Of, €)<N2 U 32)03 = @,’ f) 04 = NlchEf

3. Considere el experimento que consiste en colocar 3 bolas etiquetadas como A, B
y C en tres celdas enumeradas como 1, 2 y 8. Considere los eventos: V; = la celda
i esta vacia; U; = la celda i contiene una bola; D; = la celda i contiene dos bolas y
T; = la celda i contiene tres bolas para i € {1,2,3}.

(a) Demuestre que: (i) UyUs C Us. (i1) ViVa = Ty. (i11) D1Dy = ().

(iv) Ty CTy. (v) UsDy C V3 \ DUy .

(b) ;Cudntos elementos contiene UyUsy ?

4. Sean E, F' y G tres eventos. Encuentre expresiones para los eventos siguientes
en términos de B, F y G:

(a) sélo E ocurre; (b) E y G ambos ocurren pero no F;

(c¢) al menos uno de los eventos ocurre; (d) al menos dos de los eventos ocurren;

(e) los tres eventos ocurren; (f) ninguno de los eventos ocurre;

(g9) a lo sumo uno de ellos ocurre; (h) a lo sumo dos de los eventos ocurre

(i) exactamente dos de ellos ocurren; (j) a lo sumo tres de ellos ocurren.

5. Se tiene un cesto de manzanas. Supongamos que cada manzana cuesta una
moneda, mientras que las manzanas podridas son gratis. Denotemos por € el conjun-
to de todas las manzanas, por R el conjunto de las manzanas podridas y sea S un
congunto cualquiera sacado del cesto. Definamos

_ IS\ R|

Q) = 1525

|A| = # elementos en A.

Entonces Q es el valor relativo de S con respecto al valor del cesto. Demuestre que @)
es una medida de probabilidad en ).

6. Supongamos que las tierras de una hacienda H de forma cuadrada se encuen-
tran divididas en tres franjas de igual superficie A, B y C; y que los valores de las
respectivas unidades de terreno estan en la relacion 1:3:2. El valor relativo de una



27

parcela medible S de esa hacienda con respecto al valor total del terreno es:

vis) - P +3P(§B) H2P(SC) 4 psa)

area(S N A)
area(H)

Demuestre que V' es una medida de probabilidad.

7. Demuestre que si P y Q) son dos medidas de probabilidad definidas sobre un mismo
espacio muestral numerable, entonces aP + bQ) es tambien una medida probabilisti-
ca siempre que a y b sean no negativos y se verifigue a+b = 1. Dé un ejemplo de esto.

8. Demuestre que para eventos A, B y C

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB) — P(ANC)
— P(BNC)+P(ANBNCQ).

9. Sea P una probabilidad. Demuestre que si P(A) = 0,9 y P(B) = 0,8 entonces
P(AN B) > 0,7. En general demuestre que para dos eventos A y B cualesquiera se
tiene que P(AN B) > P(A)+ P(B) — 1.

10. Demuestre que:

(a) La probabilidad de que exactamente uno de los eventos E o F' ocurra es igual a
P(E)+ P(F)—-2P(ENF).

(b) PIE\F)=P(E)—P(ENF).

(c) P(E°\F)=1—P(E)—P(F)+ P(ENF).

11. Dos grupos comparten ciertos miembros. Suponga que el grupo A tiene 123 miem-
bros, que el grupo B tiene 78 y que el niumero total de individuos en ambos grupos es
184. ;Cudntos miembros pertenecen a ambos grupos?

12. Los grupos A, B y C tienen respectivamente 57, 49 y 48 miembros. A y B com-
parten 13, A y C comparten 7y B y C comparten 4 miembros. Hay sélo un individuo
perteneciente a los tres grupos. Halle el niumero total de personas pertenecientes a la
union de los tres grupos.

13. Una ciudad con una poblacion de 100.000 habitantes tiene tres diarios: I, 11 y I11.
La proporcion de gente en la ciudad que lee estos diarios es: I = 10%, I1 = 30%,
HI=5%,Iyll=8%,1ylIl=2%, [Iylll=4%y I, [IyIll=1%.

a) Encuentre el nimero de personas que lee sdlo un diario.

b) ;Cudnta gente lee al menos dos diarios?

c) Si Iy III son diarios matutinos y Il es un diario vespertino, ;Cudntas personas
lee al menos un diario matutino y un diario vespertino?

d)s Cudntas personas leen sélo un diario matutino y un diario vespertino?
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14. Los siguientes datos fueron suministrados por un estudio de un grupo de 1000
suscriptores a una revista. En lo relativo a sexo, estado civil y educacion habian: 312
hombres, 470 personas casadas, 525 graduados universitarios, 42 hombres graduados
universitarios, 147 graduados universitarios casados, 87 hombres casados y 25 hom-
bres casados graduados universitarios. Demuestre que los niumeros reportados en el
estudio son incorrectos. Sugerencia: Use el ejercicio 1.

15. ;Cudl es la probabilidad de que la suma de dos dados distintos y perfectos sea
6 6 menos de 67

16. Halle la probabilidad de cada uno de los eventos senalados en el ejercicio 1.1.20,
asumiendo que ambos dados son perfectos.

17. Sea Q = {w1,ws,...} un espacio muestral discreto. En cada uno de los casos
siguientes, diga si (2, P(S2), P) es un espacio de probabilidad. En caso negativo, diga
si se puede modificar P para que la respuesta sea afirmativa. Diga como se define
P(A) para A € P(Q). Justifique sus respuestas.

(a) P({wn}) = mrry-
(b) P({wn}) = 5
(¢) P({wn}) = Gopiansy-

18. Sea Q = {w1,wa, ..., wn} un espacio muestral. Sea p € (0,1) y ¢ =1 —p. Para
una constante ¢ y 1 < n < m defina P({w,}) = ¢¢" 'p. Determine el valor de ¢ para
que P sea una medida de probabilidad.
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1.7. Introduccion a la Teoria Combinatoria.

Como se ha visto para los espacios muestrales finitos, el calculo de las probabilidades
requiere, en muchos casos, el determinar el niimero de elementos del espacio muestral
y del nimero de elementos en los eventos considerados. Es por esto importante de-
sarrollar técnicas para contar los elementos de un conjunto dado en los casos en que,
debido al nimero de posibles resultados y/o a la naturaleza del experimento, no sea
posible, 6 practico, elaborar una lista con todos los elementos del espacio muestral.
En estos casos se necesitan técnicas combinatorias.

Ejemplos 1.7
1. Se lanzan seis dados distintos. a)s;De cudntas maneras distintas pueden salir sus
caras? b) ;De cudntas maneras puede suceder que todos muestren caras distintas?

2. En una pequena comunidad hay 10 hombres cada uno de los cuales tiene 3 hijos.
Se elegird un hombre y a uno de sus hijos como el padre y el hijo del ano, ;cudntas
parejas de padre-hijo son posibles?

3. Se forma una comision de estudiantes de ciencias que se distribuyen por carreras
de la siguiente manera 3 de biologia, 4 de computacion, 5 de fisica y 2 de matemdtica.
Se quiere formar una subcomision de cuatro estudiantes, consistente de 1 estudiante
de cada carrera. ;Cudntas subcomisiones diferentes son posibles?

4. ¢Cudntas funciones f : {x1,z9,...,2,} — {0,1} pueden ser definidas ?

5. ;Cudntas placas diferentes de 7 cardcteres se pueden formar si los primeros 3
cardcteres son letras y los ultimos 4 son niumeros?

6. ;Cudntas iniciales diferentes pueden formarse con dos letras del alfabeto si las
letras mo pueden ser repetidas?

7. En un juego del Loto se gana con seis aciertos escogidos de un total de 54 numeros.
¢ Cudntas posibles maneras hay de seleccionar una lista de nimeros ganadores?

8. Un jurado internacional consta de 2 chilenos, 1 peruanos, 3 venezolanos y 2 colom-
bianos. Se elige una comision conformada por un representante de cada pais. ;Cudntas
posibles comisiones hay?

A continuacién enunciamos una de las reglas fundamentales de conteo.
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Principio Bdsico de Conteo.

Se realiza una seleccion multiple de r componentes tales que: la primera compo-
nente se selecciona de un conjunto de m; elementos; la segunda se selecciona de un
conjunto de msy elementos y asi sucesivamente. Entonces el nimero total de posibles
selecciones (6 resultados) es igual a

my X Mg X ... X M.

Nota. Observe que la situaciéon anterior puede tambien presentarse como la real-
izacién de r experimentos con my, me, ...m, resultados posibles, respectivamente.

Ejemplos 1.8

1. Seis dados. Al lanzar seis dados distintos se tienen a) |Q] = 6x6x6x6x6x6 = 6°
resultados posibles.

b) El nimero de resultados en que todos los dados muestran caras distintas es igual
a 6,5,4,3,2 =06!.

NOTA. Si A es el evento todos los dados presentan caras distintas, entonces, suponien-
do que todos los dados son perfectamente simétricos y que por lo tanto todos los re-
sultados son igualmente probables, se tiene que

_ A} e

PA=19 =&

2. Padre-hijo del ano. Dado que el padre puede escogerse de 10 posibles maneras y
para cada eleccion del padre hay 3 posibles elecciones de hijo se tiene un total de
10 x 3 = 30 parejas posibles.

3. Subcomisiones de Estudiantes. Considerando nuevamente la seleccion de la sub-
comision como un resultado de la realizacion de 4 experimentos (6 selecciones) se
tiene que hay 3 X 4 x 5 x 2 =120 posibles subcomisiones.

4. Funciones. Puesto que f(z;) tiene que ser 0 ¢ 1 para cadai = 1,...,n se tiene que
hay 2" funciones posibles.

5. Placas de auto. Asumiendo que las letras y los nimeros pueden repetirse en una
misma placa, tendremos resultados de la forma (l1,ls, 13,11, n9,n3,14) y || = 27 X
27 x 10 x 10 x 10 x 10 = 7,290,000.

6. Iniciales. ;Cudntas iniciales diferentes pueden formarse con dos letras del alfa-
beto si las letras no pueden ser repetidas?
Hay 27 x 26 = 702 iniciales posibles.
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7. Comision internacional. Hay 2 x 1 X 2 X 2 = 8 comisiones posibles.

1.7.1. Muestreo.

Una muestra 6 muestra aleatoria es una porciéon de determinada poblacion
que se selecciona al azar y se analiza para sacar conclusiones acerca de toda la
poblacién. Esto es particularmente 1til cuando, debido a la gran cantidad de individ-
uos en la poblacion, resulta poco practico o imposible hacer el analisis considerando
a todos los miembros de la misma, como ocurre por ejemplo al realizar una encuesta
de opinién a la poblacién o sondear un lote de la produccién de una fabrica para
controlar la calidad.

El proceso de seleccién de una muestra se denomina muestreo. Para estudiar los
problemas basicos de combinatoria, describiremos los métodos basicos de muestreo.
En lo que sigue consideramos la siguiente situaciéon. Una urna contiene m bolas enu-
meradas, de 1 a m, todas diferentes mientras no se especifique lo contrario. De la
urna se extraen n bolas. Esto puede hacerse de diferentes maneras, dependiendo de
si cada bola extraida se repone o no en la urna (muestreo con o sin reposicién) y de
si la extraccion se realiza o no en cierto orden (muestreo ordenado o sin orden).

[) Muestreo Ordenado con Reposicion 6 Variaciones con Repeticion. Se
extraen sucesivamente n bolas, devolviendo a la urna cada bola antes de la siguiente

extraccion. Se anotan en orden los nimeros de las bolas extraidas: (aq,as, ..., a,)
donde a; € {1,...,m} para j = 1,...,n. Utilizando el principio bésico de conteo
se obtienen m x m x ... x m = m" posibles resultados, ya que cada bola extraida

podra seleccionarse de m maneras posibles.

Ejemplos 1.9

1. Se lanzan seis dados distintos. Los resultados se pueden expresar como sextuplas
(¢1, €9, €3, €4, C5,C6) donde c; representa el nimero obtenido en el i-ésimo dado. Como
se observd antes || = 6°.

2. Placas de auto. Asumiendo que las letras y los niumeros pueden repetirse en una
misma placa, tendremos resultados de la forma (l1,ls,l3,n1,n9,n3,04) y |2 = 27 X
27 x 27 x 10 x 10 x 10 x 10 = 196,830,000.

3. Iniciales. sCudntas iniciales diferentes pueden formarse con dos ¢ tres letras del
alfabeto si las letras pueden ser repetidas?
o (27 x 27) 4 (27 x 27 x 27) = 20,412,
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II) Muesteo Ordenado sin Reposicion ¢ Variaciones.

a) n < m. Se extraen de la urna n bolas en forma sucesiva, sin reponer en la urna las
bolas extraidas. Se anotan en orden los nimeros de las bolas extraidas: (a1, as, . . ., a,)
se pueden elegir de

m!

mx(m—l)x(m—2)x...x(m—(n—l)):mzvnm

maneras. La notaciéon V" se lee variaciones de m elementos en grupos de n.

Ejemplos 1.10

1. Placas de auto. Asumiendo que las letras y los mimeros no pueden repetirse en
una misma placa, tendremos resultados de la forma (l1,ls, 13,11, n9,n3,14) y || =
27 x 26 x 25 x 10 x 9 x 8 x 7 = 88,452,000.

2. Iniciales. sCudntas iniciales diferentes pueden formarse con dos o0 tres letras del
alfabeto si las letras mo pueden ser repetidas?
e (27 X 26) 4 (27 x 26 x 25) = 17,550.

3. Una junta directiva formada por un presidente, un tesorero y un secretario se
elige de un grupo de 10 personas. ;Cudntas juntas diferentes son posibles?
e Hay V'’ = 17—0!! Juntas posibles.

b) n = m: Permutaciones. Cuando m = n se estan considerando las posibles
maneras de ordenar (permutar, jerarquizar) m elementos: # permutaciones de m el-
ementos=m! =V

Ejemplos 1.11

1. José, Jaime, Jacobo y Jesus forman una banda musical con 4 instrumentos. St
cada uno de ellos puede tocar los cuatro instrumentos, a)s;De cudntas maneras puede
organizarse la banda? b)sDe cudntas si José y Jaime tocan los cuatro instrumentos
y Jacobo y Jesus solo dos de ellos?

)l x2x3x4=410)2x1x2x1=4.

2. ;Cuantos ordenes de bateo son posibles en un equipo de beisbol que consiste de
9 jugadores?
e Hay 9! = 362,880 posibles ordenes de bateo.

3. Un estudiante tiene 10 libros de los cuales 4 son de matemdticas, 3 de quimi-
ca, 2 de historia y 1 de literatura. St el estudiante quiere arreglar los libros en un
estante de forma tal que los de una misma materia queden juntos jcudntos arreglos
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posibles hay?

e Se tienen 4! x 3! x 2! x 1! maneras de arreglar los libros de forma tal que los de
matemdtica se encuentren primero, luego los de quimica, después los de historia y por
ultimo el de literatura. También las asignaturas se pueden ordenar de 4!

maneras y para cada ordenamiento de las asignaturas se pueden tener 4! x 3! x 2! x 1!
ordenamientos de los libros. Por lo tanto hay 4! x 4! x 3! x 2! x 1! maneras de colocar
los libros en el estante.

IITI) Muestreo sin Orden y sin Reposicion.

a) Combinaciones. De una urna que contiene m bolas se extraen n bolas (n < m)
sin reponerlas en la urna y sin tomar en cuenta el orden de extraccién. Cada uno de
los resultados de este muestreo se denomina combinacion.

Dado un conjunto de m elementos veremos de cuantas maneras pueden combinarse
estos elementos en grupos de n. Por una parte, se tiene que cada muestra (combi-
nacién) de tamano n produce n! muestras ordenadas, es decir n! variaciones de m
elementos en grupos de n; ademds toda muestra ordenada (de n elementos) es una
de las n! ordenaciones obtenidas permutando un grupo de n elementos. Es decir, las
variaciones se obtienen al considerar todas las permutaciones posibles de las combi-
nactones. Entonces, se tiene que si x es el nimero de combinaciones de m elementos

en grupos de n,

m)!
m = ' .
V., (m —n)| nlx;

por lo que

donde
C"" = # de subconjuntos de n elementos extraidos de un conjunto de m elementos.

Ejemplos 1.12

1. De un grupo de 20 personas se forma una comision de 3. ;Cuantas comisiones
diferentes pueden formarse?

20 \ . .
Hay C2° = (3 ) = 3,(2200;3), = 20918 — 1140 comisiones posibles.

2. Juego del Loto. Como a efectos del juego el orden de los niumeros en la lista
no afecta el resultado, hay

54 _54><53><52><51><50><49><48!
6>_ 6! x 48!

et = ( = 25,827,165
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posibles jueqos.

3. De un grupo de 5 hombres y 7 mugeres, a) scudntos posibles comites consistentes
de 2 hombres y 8 mujeres pueden formarse? b) ;Cudntos si dos de las mugeres estan
peleadas y se rehusan a participar juntas en el mismo comité?

7 5
e 1. Las mugjeres pueden elegirse de (3) maneras y los hombres de (2) maneras, por
lo tanto hay
7
(,) >

2 5
e 1. Si dos de las mujeres no quieren trabajar juntas hay (0) X (3) grupos de 3 mujeres

7.6,55.4
(z) 32121 350

2 5
en que ninguna de las mujeres peleadas participa y (1) X (2) grupos de 3 mujeres en

que solo una de ellas participa. Como hay (z) maneras de elegir a los hombres, se
tienen

()< () + () x ()] x () =300
posibles comites.

Observe que otra manera de encontrar el numero de comites en este caso es restando
del resultado en la parte i el numero de comités en que participan las dos mujeres,

e et () x ()] x () =50

b) Permutaciones de m Bolas Distinguibles por Grupos. Supongamos que
se tiene m; bolas de color 1, ms bolas de color 2, ..., m, bolas de color r; donde
my + mg + ...+ m, = m. Supongamos ademas que los colores son diferentes pero
no hay manera de distinguir entre bolas de un mismo color. ; Cudntas disposiciones
diferentes de las bolas son posibles?

Como hemos visto las m bolas pueden ordenarse de m! maneras. Sin embargo,
en cada una de estas disposiciones, los ordenamientos de bolas del mismo color no
son distinguibles; y como las bolas de color 1 se pueden ordenar de m;! maneras, las

bolas de color 2 de msy! maneras, ... las de color r de m,! maneras, se tiene un total
de mq! X mo! x ..., xm,! ordenamientos indistinguibles. Por lo tanto hay
" -
ml! X mg! X ... X mr! o mi,m2,...,MmMyr

disposiciones distinguibles.

Ejemplos 1.13

1. En un torneo de ajedrez hay 10 participantes de los cuales 4 son rusos, 3 esta-
dounidenses, 2 britanicos y 1 brasileno. Si el resultado del torneo solo muestra la
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nacionalidad del jugador en el orden en que se coloco, scudntos posibles resultados
hay?
e Como no se distingue entre los participantes de una misma nacionalidad, se tienen

10!

=12
4! x 3! x 2! ,600

posibles ordenamientos.

2. ¢Cudntas senales diferentes pueden formarse con 9 banderas de las cuales 5 son
blancas, 2 rojas y 2 azules si banderas de un mismo color son idénticas?

9
o Hay (57272) = %:2, = 756 senales diferentes.

3. ;Cudntos posibles arreglos pueden formarse usando las letras de la palabra

PEPPER?

6 6! .
e Hay (3 2) = 357 = 60 arreglos posibles.

4. Juegos de Cartas. P= pinta y D = denominacién o valor.

P\D|A|2|38]|4]|5]|6]|7]8]9]10|J|Q|K
) Al2]3[4]5]6[7]8[9]10]T]|Q|K
& Al2]3[4]5]6[7]8[9]10]T]Q[K
N Al2]3]4]5]6]7]8]9]|10]J|Q|K
® Al2]3[4]5]6[7]8[9]10]T]Q[K

Determine el numero de manos de cartas con las caracteristicas especificadas y calcule
la probabilidad de obtener los juegos correspondientes asumiendo que el mazo de cartas
se barajea concienzudamente y que no se hace trampa al distribuirlas:

a) Q = Posibles manos de pocker. Como una mano consta de 5 cartas y el orden

52
en que las cartas aparecen no es importante, se tienen (5 ) posibles manos.
b) A = 5 cartas de una pinta. Hay 4 pintas con 13 denominaciones (valores)

. . . 13 .
diferentes. Entonces para cada pinta se tienen (5 ) maneras de seleccionar 5 cartas
de esa pinta. Por consiguiente, el numero total de manos es en este caso

" A 13
|A|:4><(5) y P(A):><(5)

()

¢) B= Un par: {a,a,b,c,d}; donde a, b, ¢ y d son valores distintos.
e FEl valor a lo elegimos entre 13 valores posibles.

4
e Para cada valor de a hay 4 pintas posibles de las que podemos elegir 2 pintas de (2)
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maneras.

e Una wvez hecha esta eleccion, podemos escoger los valores b, ¢ y d entre los 12
12

restantes de (3 ) maneras.

e Finalmente observemos que cada una de las cartas con valores b, ¢ y d puede pre-
sentarse en /4 pintas diferentes, por lo que

4 12
|B| =13 x (2) X (;2) x4 y P(B)= 13 % (2) ?2(3)X43

()
posibles manos con un par.
d) C = Dos pares: {a,a,b,b,c} donde a, b y ¢ son valores distintos.

e Hay (2 ) denominaciones posibles para los pares.

e El primer par se elige de entre 4 pintas de C) maneras. De forma andloga se elige
el seqgundo par.

e Para la ultima carta hay 11 valores posibles cada uno en 4 pintas diferentes. Por lo
tanto el numero de manos con dos pares es iqual a

Cl= v X ! X : x11 x4 y PC :<;3)XC)XC>X11X4.
=) * () < () (©) %

e) D = Un trio: {a,a,a,b,c} donde a, b y ¢ son valores distintos.
e La denominacién (valor) de a puede seleccionarse de 13 maneras.

4
e Para cada una de estas denominaciones las pintas se pueden escoger de (3) maneras.

12
e Andlogamente las denominaciones b y ¢ se pueden elegir de (2 ) maneras diferentes
y para cada una de estas denominaciones se tienen /4 pintas posibles. Por lo tanto

NN 13 % () x () x #
|D| =13 x (3) X (2 ) x 4% triosy P(D)= (52)
5

f) E = Un cuarteto: {a,a,a,a,b} donde a y b son valores distintos.
e Hay 13 maneras de elegir el valor de a que aparecerd en todas las pintas, esto es
4
(4) =1 formas.
e Para la carta restante hay 12 maneras de escoger el valor b y 4 pintas posibles. Por

lo tanto

4
‘E|:13XC)X12X4 Y P(E):13X<4>52X12><4

;)

g) F = Un par y un trio (casa llena): {a,a,a,b,b} donde a y b son valores
distintos.
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e Hay 13 maneras de elegir el valor a y 12 de elegir el valor b.

4
e Para cada eleccion de a hay (3) maneras de elegir las pintas del trio y por cada

4
valor de b (2> por lo tanto

) \ 13x (Y x12x (¢
Fl=13x () x12x () y P(D)= () (2)

52
;)
1.7.2. Formulas Combinatorias.

Se considera un conjunto C' = {cy, ..., ¢, } del cual se extrae un subconjunto de
n elementos.

cl. (:) =1

c2. (T) =m.
c3. (:) = (:in), para 0 < n < m.

La igualdad en c3 se verifica porque todo subconjunto de n elementos produce un
subconjunto de m — n elementos, su complemento. Por otra parte, todo subconjunto
de m — n elementos es complemento de un conjunto de n elementos. Esto implica
que elegir un subconjunto de n elementos equivale a elegir uno de m — n elementos y
reciprocamente.

m m—1 m—1
cd. Formula de Steaffel. ( ) = ( _1)~|—< ) para 0 <n <m—1.

n n n
Observe que si fijamos un elemento ¢; de C' el conjunto C de todos los subconjuntos
de C' de n elementos es igual a la unién disjunta C = C; U Cy donde C; son los sub-
conjuntos de C' que contienen a c¢; y Cy son los subconjuntos de C' que no contienen

a c1. Por lo tanto . 1 m—1
(M) =lel=leid+1el= (") + ()

s () =0+ OC) + Q)+ + O

c6. Formula del binomio de Newton. (a4 b)™ = Z (Z)akbm_k. Esto se demuestra
k=0
usando induccién sobre m.

m

c7. Corolario de la férmula anterior: 2™ = (:) =(14+1)™
k=0
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1.8. Problemas de Colocacion.

Las situaciones descritas mediante los diferentes tipos de muestreo, pueden tam-
bién presentarse utilizando esquemas de colocacién de bolas en cajas (de manera
aleatoria). Describiremos brevemente la relacién de estos esquemas de colocacién con
los diferentes tipos de muestreo que hemos estudiado.

MUESTREO

|

COLOCACION

e Se tienen m bolas numeradas en
una urna de la cual se extraen n.

e Se tienen m cajas numeradas y n
fichas (numeradas 6 no) que se
colocan aleatoriamente

en las cajas.

- Muestreo con Reposicion
- Ordenado

- Cada caja puede contener un
numero arbitrario de fichas.
- Las fichas estan numeradas.

Resultado (a1, ..., ay).

- En la i-ésima extraccién se
obtiene el ntimero k = a;

- El niimero k puede repetirse.

- En la k-ésima caja se coloca la ficha
ndmero 7.

- La k-ésima caja puede recibir méas
de una ficha.

- Muestreo sin Reposicion

- Ninguna caja puede contener mds

- Ordenado de una bola, n < m.
- Las fichas estan numeradas.
I) n < m. Resultado (aq,...,ay,). I) n <m.

- En la i-ésima extraccién se
obtiene el numero k = a;.

- Un ndmero k € {1,...,m}
aparece a lo sumo una vez.

IT) Permutaciones. m=n
Resultado (a1, ...,an).

- Cada ntmero k € {1,...,m}
aparece en el resultado
exactamente una vez.

- En la k-ésima caja se coloca la ficha
ndamero 7.

- La k-ésima caja recibe a lo sumo
una ficha.

m=mn
- Cada caja recibe exactamente una
ficha numerada.

- Muestreo sin Reposicion
- Sin Orden

- Ninguna caja puede contener mds
de una ficha, n < m.
- Las fichas no estan numeradas.

El resultado aq,...,an Se coloca una ficha al azar en
a; # aj, 1 # j. cada una de n cajas

- Muestreo con Reposicion Cada caja puede contener un
- Sin Orden. numero arbitrario de bolas.
Resultado aq, ..., a,. - Se colocan n fichas en cajas

- Puede haber repeticiones.

seleccionadas al azar.
- Una caja puede contener més de una ficha.
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IV) Muestreo sin Orden y con Reposicién.

Consideramos una caja que contiene n bolas numeradas. Se extrae una bola, se
anota el nimero y se devuelve la bola a la caja. Este proceso se repite r veces y los
nimeros se anotan sin tomar en cuenta el orden en que aparecen.

En primer lugar determinaremos el niimero de elementos del espacio muestral aso-
ciado a éste experimento. Una manera natural de enfocar esta situacion es consideran-
do el problema equivalente de colocar r bolas indistinguibles en n cajas numeradas,
permitiendo méas de una bola en una caja:

Jk bolas en la caja # k equivale a sacar la bola con el nimero k ji veces.

Veamos que en efecto ambos problemas son equivalentes. Un resultado del espacio
muestral asociado al muestreo sin orden y con reposicién es de la forma (aj,, ..., a;,)
donde 1 < ji, < n, 1 <k <r. Que el muestreo es con reposicion significa que los j.s
pueden repetirse:

a;, significa que hay una bola en la caja ji,
a;, significa que hay una bola en la caja jo,
aj, significa que hay una bola en la caja js,

significa que hay una bola en la caja j,.

Ejemplos 1.14

Supongamos que se tienen 6 bolas idénticas para ser distribuidas en 4 cajas
numeradas del 1 al 4. Es decir se tienen las etiquetas con los numeros de las cajas
en una bolsa y se sacan aleatoriamente y con reposicion 6 veces. Si representamos
a;, = ji, el resultado (3,4,4,3,2,1) significa que se colocaron una bola en la caja 1,
una en la caja 2, dos en la caja 3 y dos en la caja 4. Note que, aun cuando el orden
en que se colocan las bolas esta registrado en el resultado, el mismo resulta irrele-
vante ya que lo que importa es el numero de bolas que al final tiene cada caja. Por
ejemplo (3,4,4,3,2,1) y (4,4, 3,3,1,2) representan el mismo resultado. Esta notacion
resultard conveniente mds adelante cuando se consideren bolas distinguibles.

NOTA: Cada vez que el indice j; aparezca se coloca una bola en la caja j;.
Podemos imaginar que sacamos aleatoriamente y con reposicion r fichas, numeradas
del 1 al n, contenidas en una caja. El nimero obtenido en una extraccién es el nimero
de la caja donde se colocara la bola siguiente.

En una muestra en la que el objeto a; se repite r; veces, i = 1,...,n, se tiene que
n

Zri =ry la caja @ contiene r; bolas o equivalentemente el niumero v se saco r;
i=1
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veces.
Si r < n entonces al menos n — r de los r; son iguales a cero; esto equivale a que
al menos n — r cajas queden vacias. Si > n todavia puede haber cajas vacias (r;’s
iguales a cero). Calculemos el niimero de elementos del espacio muestral.
Podemos representar las n cajas por n — 1 barras verticales (|) y las bolas por
estrellas (x). Un posible elemento en el caso en que n = 8 y r = 8 seria

En la representacién anterior este elemento es (aq,as, as, as, aq, as, as,az) por lo
quer;=1,r,=0,r3=3, 14y =1,1r5=2,14=0,r7 =1y rg =0.

Toda configuracién consta de n — 1 barras y r estrellas, por lo tanto el es como
tener banderas de dos colores combinadas al azar para formar senales: hay un total
de n — 1 + r banderas de las cuales n — 1 son del color 1 y r son del color
2. El ntimero de elementos del espacio muestral es el nimero de posibles senales; es
decir,

0] = (n+r—-1)! (n+r—1) B (n+r71)
o (n—=Dlrt B '

r n—1

Ejemplos 1.15

1. Se tienen r dados idénticos. ;Cudntos posibles resultados hay en un lanzamien-
to?

Podemos representar los resultados mediante un conjunto {a;,, aj,, ..., a; }, donde
aj, significa un dado cae en el numero j;, j; € {1,...,6}. Esto a su vez equivale a
colocar una bola en la caja j;.

Como hay 6 cajas y v bolas, el numero de sesultados posibles es igual a

6+r—1 64+r—1 541
(’r ):(6—1):(5)'
2. En una pinata hay 10 juguetes idénticos y 8 ninos. Si cualquiera de ellos puede

recoger mas de un juguete, ;de cudntas maneras pueden quedar repartidos los juguetes?
Identificamos a cada nino con una caja y a cada juguete con una bola. Entonces

n=_8yr =10 porlo que hay 8+10-1 17
( 10 ) - (10)

maneras de repartir los juguetes.

Algunos casos especiales.

a) Numero de colocaciones en las que no queda ninguna caja vacia. Se tienen n
cajas y se extraen r bolas, donde r > n. Si representamos un resultado como antes
{*| ... x |*x} ninguna caja vacia significa que no quedan dos barras contiguas. Para
contar el nimero de elementos en este evento podemos pensar en colocar las r bolas
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(sin las barras): {#xx*x...*} con lo que quedan r—1 espacios para ser ocupados por las
n — 1 barras. Una disposicién de bolas en cajas se obtiene cuando se seleccionan n — 1
espacios, de entre los » — 1 disponibles, para colocar las barras. Esto puede hacerse

r—1
de ( ) formas, por lo que este es el niimero de elementos en el evento considerado.

n—1

Ejemplos 1.16

1. En el ejemplo anterior (2) scudl es la probabilidad de que no quede ningun nino
sin juguete?

9

()

(10
10

b) Nimero de colocaciones en que ninguna caja contiene mds de una bola. Esto equiv-
ale a extraer r bolas, » < n sin reemplazo. Un resultado tipico de este evento se

caracteriza por no presentar dos estrellas contiguas.
Si se disponen las n — 1 barras {-| - | - |...|-} que generan n espacios donde se

colocaran r bolas; por lo tanto hay <n> disposiciones posibles.
T

Numero de colocaciones de r bolas distinguibles en n cajas.

Se colocan al azar r bolas numeradas en n cajas numeradas. Esto puede hacerse
mediante la extraccion aleatoria, con orden y con reposicién, de r etiquetas enu-
meradas de 1 hasta n. Un resultado puede representarse como una r-tupla ordenada

(bla b27 s 7b7’>

donde la i-ésima coordenada corresponde a la caja donde se colocé la bola 7. Por la
forma en que se realiza el muestreo, es claro que una caja puede contener mas de
una bola. Ademas es claro que el nimero de elementos pertenecientes a este espacio
muestral es igual e n'.

Consideremos el evento r; bolas en la caja j; donde ry +ro+...+rp=1r, 1, >0
y1<j;,<nparai=1,..., k. El nimero de elementos en este evento es

n!
rilra! !

Verifiquelo.
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Ejercicios 1.3

1. Un grupo de seis personas va al teatro. ;De cudntas maneras diferentes pueden
sentarse en seis asientos adyacentes?

2. 8 el grupo en el ejercicio anterior estd conformado por tres hombres y tres mujeres,
calcule la probabilidad de que dos personas del mismo sexo nunca queden en asientos
contiguos.

3. Suponga que siete espacios adyacentes van a ser ocupados por las letras ¢ y s
de forma tal que c aparece cuatro veces y s tres veces. jCudntos arreglos diferentes
pueden formarse de esta manera? Nota: recuerde que no se distingue entre dos letras
¢ 0 dos letras s.

4. Considere un juego de lotto en el que se gana el premio maximo acertando seis
numeros tomados de un panel de niumeros del 1 al 40. Calcule la probabilidad de ga-
nar con un Jjueqo.

5. S1 4 venezolanos, 3 franceses y 3 italianos se sientan en una fila, ;cudntas disposi-
ciones son posibles si personas de la misma nacionalidad deben sentarse juntas?

6. a) ;De cudntas maneras pueden 3 ninos y 3 ninas sentarse en una fila?

b) ;De cuantas maneras pueden 3 ninos y 3 ninas sentarse en una fila si los ninos
deben sentarse juntos y las ninias deben sentarse juntas?

c¢) ¢De cudntas maneras si sélo los ninos deben sentarse juntos?

d) sDe cudntas maneras si no se permite que dos personas del mismo sexo se sienten
Jguntas?

7. ¢De cudntas maneras pueden sentarse 8 personas en fila en las condiciones
siguientes: a) no hay restricciones;

b) las personas A y B deben sentarse juntas;

¢) hay 4 hombres y 4 mugjeres y no se sientan juntas dos personas del mismo sexo;
d) hay 5 hombres y ellos deben sentarse juntos;

e) hay 4 parejas casadas y cada pareja debe sentarse junta?

8. Un mino tiene 12 bloques de madera de los cuales 6 son negros, 4 son rojos, 1 es
blanco y 1 es azul. Si el nino pone los blogques en linea, ;cudntos arreglos son posibles?

9. ;Cudntos arreglos pueden hacerse con las letras de :
a) FACIL; b)MANZANO; ¢)MISSISSIPPI; d)COMARCA.

10. Un departamento de policia en un pueblo pequeno tiene 10 oficiales. Si el de-
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partamento tiene 5 oficiales patrullando las calles, 2 trabajando en la estacion y 3
en reserva en la estacion, jcudntas divisiones diferentes de los 10 oficiales en los 3
grupos son posibles?

11. Una junta de 7 se forma con 2 estudiantes, 2 empleados y 3 profesores que se
escogen de un grupo de 5 estudiantes, 6 empleados y 4 profesores. ;Cuantas juntas
son posibles?

12. Un presidente un tesorero y un secretario van a ser elegidos de un grupo de
10 personas. Dé el numero de elecciones posibles en cada uno de los siguientes casos:
a) No hay restricciones.

b) A y B no trabajan juntos.

c) C y D trabajan juntos o no trabajardn.

d) E debe tener uno de los cargos.

e) F aceptard solo el cargo de presidente?

13. Se dwiden 12 personas en 3 comisiones de tamano 3, 4 y 5. sCudntas comi-
siones diferentes pueden formarse?

14. Una prueba consta de 12 preguntas con respuestas V (verdadero) y F (falso). Un
estudiante que no estudio pide ayuda al profesor y éste le dice que 6 de las prequntas
son verdaderas y 6 falsas. sCudl es la probabilidad de que el estudiante responda cor-
rectamente a todas las preguntas?

15. Una persona llega a una reunion en la que mo conoce a nadie. Si hay 6 mu-
jeres y 4 hombres y se sabe que hay 4 matrimonios, sde cudntas maneras puede la
persona figurarse como estan formados los matrimonios? ;De cudntas maneras si hay
3 matrimonios?

16. Un comité de 5 se selecciona aleatoriamente de un grupo de 6 hombres y 9 mu-
jeres. ;Cudl es la probabilidad de elegir 3 hombres y 2 mujeres?

17. Si dos bolas se extraen al azar y al mismo tiempo de una caja que contiene 6
bolas blancas y 5 bolas negras, scudl es la probabilidad de que una de las bolas sea
blanca y la otra negra?

18. Se escogen al azar 4 zapatos de un conjunto de 5 pares. ;Cudl es la probabili-
dad de que se forme por lo menos un par?

19. Suponga que Marcos estd asistiendo a una convencion para nacidos en el mes de
Enero. Marcos y otras siete personas se quedan encerrados en un ascensor y para pasar
el tiempo Marcos trata de calcular la probabilidad de que todas las ocho personas atra-
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padas tengan cumpleanios diferentes. ;Qué respuesta deberia obtener Marcos? ;Cudl
es la probabilidad de que al menos dos personas tengan el mismo cumpleanos? Nota:
Asuma que las ocho personas son nacidas en enero.

20. Si r personas se encuentran en un edificio publico, jcudl es la probabilidad de
que al menos dos de ellas tengan la misma fecha (dia/mes) de cumplearios?

21. Si se lanzan dos dados, scudl es la probabilidad de que la suma de las caras
sea igual a i € {2,3,...,12}¢

22. +Cudl es la probabilidad de sacar 6 ¢ menos de 6 con tres dados distintos? ;Cudl
es la probabilidad si los dados son idénticos? Suponga que los dados son perfectamente
SIMELTicos.

23. Una urna contiene 3 bolas rojas y 7 negras. Jugadores A y B extraen bolas de la
urna consecutivamente y comenzando por A, hasta que una bola Toja sea selecciona-
da. Encuentre la probabilidad de que A saque la bola roja. Sugerencia. Considere los
eventos: /4 = A saca la bola roja y E; = la bola roja se saca en la i-ésima extraccién.

24. Se lanza una moneda hasta que aparezca por primera vez el mismo resultado
dos veces. Asumiendo que cada cara de la moneda tiene igual probabilidad, halle la
probabilidad de los siguientes eventos: A = El experimento termina antes del sexto
lanzamiento. B = Se requiere un numero par de lanzamientos.

25. Una urna contiene 5 bolas rojas, 6 bolas azules y 8 bolas verdes. Si un conjunto de
3 bolas es extraido aleatoriamente, jcudl es la probabilidad de que todas las bolas sean
del mismo color? ;Cudl es la probabilidad de que todas sean de colores diferentes?
Nota: considere los casos en que las extracciones se realizan con reemplazamiento y
sin reemplazamiento.

26. Un grupo de 6 hombres y 6 mujeres se dividen aleatoriamente en dos grupos
de 6 personas cada uno. Encuentre la probabilidad de que cada grupo tenga el mismo
numero de hombres.

27. Demuestre la formula de Steaffel.

28. Dé un argumento combinatorio para justificar la formula c5. Demuestre analitica-
mente la formula.

29. Demuestre la formula del binomio de Newton.

30. Se reparten al azar 5 bolas distinguibles en 3 casillas. Determine la probabili-
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dad de que por lo menos haya una en cada casilla.
31. sDe cudntas maneras pueden colocarse n bolas idénticas en n cajas numeradas
de tal modo que exactamente dos cajas queden vacias? ;De cudntas maneras de tal

modo que una caja quede vacia?

32. Se colocan n bolas distinguibles en n cajas numeradas. Encuentre la probabili-
dad de que exactamente una caja quede vacia.

33. Si se colocan n bolas numeradas en n cajas numeradas, scudl es la probabili-
dad de que cada caja contenga una bola?

34. Los numeros 1,2,3,...,n estin colocados en un orden aleatorio, encuentre la
probabilidad de que

a) los digitos 1 y 2 estén en su posicidn correcta.

b) los digitos 1, 2 y 3 estén en su posicion correcta.

35. Se tienen 2k cajas numeradas (desde 1 hasta 2k) y k bolas numeradas (desde
1 hasta k). Se distribuyen las k bolas en las 2k cajas de modo que cada caja contenga
a lo sumo una bola.

a) Halle el nimero de configuraciones tales que la caja #1 resulte ocupada.

b) Halle el nimero de configuraciones tales que la caja #1 resulte vacia.

c) Halle el nimero de configuraciones tales que la caja #1 resulte vacia y la caja
#2 contenga la bola #2.

36. Un ascensor con 7 pasajeros se detiene en 10 pisos. ;Cudl es la probabilidad
de que 2 pasajeros no se bajen en el mismo piso?

37. Se disponen en fila 3 bolas blancas y 6 bolas negras de manerta que no haya
dos bolas blancas consecutivas. ;Cudntas maneras hay de hacerlo?

38. Se lanzan 6 dados distinguibles.
a) ;De cudntas maneras pueden salir sus caras superiores?

b) sDe cudntas maneras puede ocurrir que sus caras superiores sean todas distin-
tas?
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c) ¢Cudl es la probabilidad de que todas sus caras superiores sean iguales?

d) +Cudl es la probabilidad de que al menos dos dados muestren sus caras superi-
ores iquales?

39. s Cudntos enteros hay entre 10° (un millén) y 107 (diez millones) tales que

a) no tengan dos digitos consecutivos iguales?

b) tengan todos sus digitos diferentes?

40. Consideremos el conjunto de todas la poligonales (n,S,) conn =0,1,2,..., que

parten del origen, es decir, So = 0 y que en cada paso saltan una unidad hacia arriba
o una unidad hacia abajo; es decir,

S,=X1+Xo+...+X,,
donde Xg =16 —1 (k=1,2,...n). {Sp}n>1 ast definido se denomina paseo al azar
o caminata aleatoria.
a) s Cudntas poligonales se pueden construir en el intervalo de tiempo [0,n]?

b) ¢ Cudntas poligonales son tales que S, = 07

41. Dos cajas contienen 2n bolas cada una, numeradas desde 1 hasta 2n. Selec-
cionamos n bolas de cada caja. Halle la probabilidad de que haya a lo sumo una
bola con el mismo numero en ambos conjuntos?

42. Se tiene un lote con N productos entre los cuales hay n defectuosos. Halle la
probabilidad de que en una muestra aleatoria de tamano k se encuentren:

a) j piezas defectuosas, j <n yj <k.

b) Al menos j piezas defectuosas, j <mn yj < k.

c) A lo sumo j piezas defectuosas, j <n yj <k.

43. Se tienen 6 palos de igual longitud y cada uno de ellos se parte en dos: uno
largo y uno corto. Con los 12 palos asi obtenidos se vuelven a formar 6 palos rea-
grupdndolos al azar en parejas.

a) Halle la probabilidad de juntar los trozos en la forma original.
b) Halle la probabilidad de que cada trozo largo sea unido a uno corto.
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1.9. Probabilidad Condicional e Independencia.

1.9.1. Probabilidad Condicional.

Consideramos situaciones en las que para calcular la probabilidad de un evento
se tiene informacion adicional como, por ejemplo la ocurrencia de algin otro evento.
Nos preguntamos jen qué medida afecta esta informacion la probabilidad buscada ?
[lustraremos esta situacién con algunos ejemplos.

Ejemplos 1.17

1. Considere el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de dos dados (uno
rojo y uno verde) y supongamos que todos los resultados son igualmente

probables. Sean A = suma igual a 8; B = dado rojo muestra 2 y

C = suma mayor que 10. Supongamos que el dado rojo muestra 2, es decir ocurre B.
Entonces, dada esta informacion, ;cudl es la probabilidad de que la suma sea igual a
82 ;mayor que 107

Si el primer dado es igual a 2, entonces los resultados posibles son:

S =1(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}; siendo S’ el espacio muestral
actualizado, en el que todos los resultados son igualmente probables. Se tiene que la
probabilidad de A dado B es igual a é. Note que esta probabilidad es diferente de
P(A) = %. Observando el espacio muestral actualizado S’, se verifica que la probabil-

tdad de que ocurra C' dado que ha ocurrido B es igual a 0, que también es diferente
de P(C).

2. ¢Tiene el rey una hermana? El rey viene de una familia de dos ninios. ;Cudl
es la probabilidad de que tenga una hermana?

Podemos describir el espacio muestral como {(h,h), (h,v), (v,h), (v,v)}. Asumimos
que todos los resultados son igualmente probables. Como sabemos que uno de los ninos
es el rey, el espacio muestral actualizado es S" = {(h,v), (v,h), (v,v)}, por lo que la
probabilidad de que el rey tenga una hermana es %
3. Considere una poblacion de 20 estudiantes entre los cuales hay 14 que estudian
Ciencias y 6 que estudian Ingenieria. Se escogen al azar, en forma sucesiva y sin
reposicion dos estudiantes, de forma que el espacio muestral puede representarse co-
mo un conjunto de pares (e1, es). Supongamos que el primer estudiante es de Ciencias,
scudl es la probabilidad de que el sequndo tambien lo sea?

Observe que, dado que el muestreo es sin reposicion, el niumero de eventos ele-
mentales (0 resultados) es 20 x 19.
Sean Ey =el primer estudiante es de Ciencias y
E5 =el segundo estudiante es de Ciencias.
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El espacio muestral actualizado es: Fy, este espacio tiene 14 x 19 posibles resultados
de los cuales 14 x 13 son favorables a Es, por lo tanto la probabilidad de que ocurra
FEs5 dado que ocurre Ey es

(14x13)
14 x 13 _ (20§19) _ P(E1 N Eg)
14 x 19 (1x19) P(E)
(20x19)

Esta probabilidad se denomina probabilidad condicional de Fy dado E; y se denota
P(E5|Ey). Una vez mds observe que P(E;) = Eégiig} =L #3
Si las selecciones se realizan con reposicion el resultado de la primera extraccion no

nos da informacion alguna en cuanto al resultado de la sequnda, por lo que

14 x 20 7
P(Ey|Ey) = P(Ez) = 20%x20 10"

Definicién 1.3 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea B € A tal que P(B) >
0. Defintimos la funcion de conjuntos probabilidad condicional dado B, denotado
P(e|B) mediante

P(AN B)

PUAIB) = =5

, para todo A € A.

NOTA: en los ejemplos anteriores se calcularon: P(A|B), P(h|v) y P(E2|Ey).

Propiedades basicas.

Sea (£2,.A, P) un espacio de probabilidad y sea B € A tal que P(B) > 0. Entonces

1. La funcién P(e|B) es una probabilidad. En efecto
i) P(A|B) > 0 para cada A € A.

.. — P(QNB) _ P(B) _
ii) P(QB) = SE = P = 1.

iii) Sea (A, )n>1 una sucesién de eventos disjuntos dos a dos. Entonces

P(U,~1A,NB P(U,>1(A, N B
P(UnZlAn|B) _ ( >1 >: ( 21( ))

P(B) P(B)
> P(An N B) (;}zg‘)B) = X PlB)

2. Si Ay B son disjuntos, entonces P(A|B) = P}‘L(‘B’)B) =0.

3. Si B C A entonces P(A|B) = Pg(lgf) = % =1.
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Ejemplos 1.18

1. A y B juegan el siguiente juego de dados: Se lanzan dos dados, si la suma de
los dados es igual a 7 A gana y si la suma es igual a 8 B gana. El juego termina al
obtener un ganador. ;Cudl es la probabilidad de que A gane?

Solucién 1. Sea p, la probabilidad de que A gane en n lanzamientos. Fsto significa
que en los lanzamientos 1,2,...n—1 no se obtiene un 7 o un 8. Denotamos el evento
la suma es 8 por Fg = {(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)} y el evento la suma es 7 por
E; = {(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4), (4,3)}. Tenemos entonces que p, = +(22)"~1.

6\36
Con lo cual
25 1 25 6

1
PA) =Y p=s ) == Y =
1 6 =1 36 6 =0 36 11
Solucién 2. Lo anterior es equivalente a decir que P(A) es la probabilidad condicional
de que la suma sea 7 dado que el juego termina en algun lanzamiento, es decir

P(4) = P(T}{7.8)) = m -5

2. Se lanza un dado dos veces. a) Si la suma de los resultados es 8, ;cudl es la prob-
abilidad de que el primer resultado sea k € {1,2,...,6}?

b) Si el primer lanzamiento resulté en un 3, ;cudl es la probabilidad de que el sequndo
sea k € {1,2,...,6}7

c) Si el primer lanzamiento resulté en un 3, jcudl es la probabilidad de que la suma
sea 77

Solucién. Denotemos por X el resultado del primer lanzamiento y por Y el resultado
del sequndo lanzamiento. Tenemos que P(X = k) = ¢ = P(Y = k).

a) Se quiere P(X = k| X +Y =8) = P((X;&i(})f:g};:s)). Dado que

(X+Y =8)={(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(4,4)}

se tiene que P(X +Y =8) = 2. Ademds

L si2<k<6
P(X=kN(X+Y =38)) { 0 P (1.2)
Por lo tanto .
B B )5 s2< k<6
P(X—k|X+Y—8))—{0 sik—1 (1.3)

b/myzﬁngp:ﬂ%%ggm:%%:%ZPW:%)

Observe que el sequndo lanzamiento no afecta la probabilidad del resultado del primer
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lanzamiento.

¢) P(X +Y =7|X = 3) = KIS0 — 100 — L

3. Para controlar una cierta enfermedad en una poblacion donde la proporcion de
enfermos es p se usa un determinado examen médico para detectar enfermos. Se sabe
que la probabilidad de que al aplicar el examen a un enfermo lo muestre como tal
es de 0,9, y que la probabilidad de que al aplicarlo a una persona sana la muestre
como enferma es de 0.01. Calcule la probabilidad de que una persona este realmente
enferma si el examen la muestra como tal.

Solucién. Sean E: la persona esta enferma y R: el examen resulta positivo (detecta
la enfermedad). Se desea calcular

P@mysaggm
Sabemos que:
P(E) = p,
P(R|E) = Pf(g)E) —0,9= P(ENR) =0,9
P(R|E®) = P(]f(;fc) = 0,01 = P(E°NR) =0,01(1 — p).

Por lo tanto P(R) = P(RNE)+ P(RN E°) =0,9p+ 0,01(1 — p) con lo que

0,9 90
P(E|R) = il ==
0,9p+0,01(1 —p) 8Ip+1
En particular si p = % se tiene que P(FE|R) ~ 0,76. Note que si p es pequenio la

efectividad del examen para detectar la enfermedad es dudosa.

4. Tiempo de vida de un aparato que no envejece. Consideremos un aparato eléctri-
co cuyo funcionamiento no es afectado por el paso del tiempo, sino que se destruye
por alguna perturbacion aleatoria. Esto puede expresarse de la siguiente manera: Da-
do que el aparato estd funcionando en el instante s su tiempo de vida a partir de
ese instante evoluciona como si el aparato hubiera comenzado a funcionar en s. Si
denotamos por T al tiempo de vida del aparato lo anterior significa que

P(T>s+h|T>s)=P(T>h) h>0,

es decir
PHT >s+hin{T >s}) P(T>s+h)
P(T > 5) = T pass) TEEN:
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Si denotamos ¢(t) = P(T > t) la igualdad anterior significa que
d(s+ h) = o(s) x ¢(h).

Se puede comprobar que

o(t) =e;  dondet>0,\>0.

1.9.2. Resultados Basicos sobre Probabilidad Condicional.

Proposicién 1.1 (Probabilidad de la interseccion). Sean Ay, ..., A, una coleccion
finita de eventos tales que P(A1 N AyN...NA,) > 0. entonces se verifica que

P(ANAsN...NAY) = P(A)P(As| A1) P(As| A N Ay) ... P(Au A N AN .0 Ay,

Demostracion. Observemos que P(As|A;) = %, P(A3|A; N Ag) = %,
P(A1NA2N...Ag)

y de manera similar P(Ax|A1 N Ay N ... N A1) =

- P(AlﬁAQ...Akfl) : Como

entonces todas las probabilidades condicionales estan bien definidas. El resultado se
obtiene por induccion sobre n.

Ejemplos 1.19

Calcule la probabilidad de que al lanzar seis dados distintos y perfectos se obten-
gan seis caras distintas.

Solucién. Consideremos los siguientes eventos:

A; =el resultado del primer dado es a; € {1,2,...6}

Ay = el resultado del segundo dado es ay # a4

Az = el resultado del tercer dado es a3 # ay, as

Ay = el resultado del cuarto dado es ay # ay,as, as

As = el resultado del quinto dado es a5 # aq, az, as, ay

Ag = el resultado del sexto dado es ag # ay, as,as, as, as.

Entonces queremos calcular P(A; N Ay... N Ag) donde P(Ay) = 1, P(A3|A;) = 2,
P(A3|A1 N Ag) - %, P(A4|A1 N A2 N A3) — %, P(A5|A1 N A2 N Ag N A4) - %
P(AglAiNAsNA3sN AN As) = é. Esto implica que

4 3 2 1 B! 6!

5
PANA . NA)=1x2xoxxoxgio2_Y
(AN 4, 0 =X X e X X 5T & 6

Nota. Compare con la situacion en que se sientan Seis personas en seis sillas: es
la misma situacion si se asume que las sillas estan enumeradas y las seis personas
representan los seis dados.
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Proposicién 1.2 (Férmula de la Probabilidad Total.) Sea (2, A, P) un espacio de
probabilidad y sea (An)n>1 € A una particion del espacio Q, esto es @ = UA, y
A;NA; =0, para i # j. Entonces para todo evento B se cumple que

P(B) = ZP<AZ‘)P(B‘A1’)'

i>1
Demostracion. Escribimos

B=BNQ=BN(U>14;) =U>1(BNA).
Entonces, como la familia (B N 4;);>; es disjunta, tenemos que

P(B) =P(U>1(BNA;)) = ZP(B NA;) = ZP(Ai)P(B|A2-).
i>1 i>1
Comentarios.
1. Si para algin n, P(A,) = 0, entonces P(B N A,) = 0, por lo que no importa que
P(B|A,) no este definido, ya que el término correspondiente no aprece en la férmula.
2. La férmula anterior permite descomponer el evento B en eventos cuyas probabili-
dades pueden, en algunos casos, ser calculadas méas facilmente.

Ejemplos 1.20

1. Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 negras. Se extraen al azar y sin reposicion
2 bolas. Considere los siquientes eventos:

Ay =la primera bola es roja; A = la segunda bola es roja. Calcule P(As).
Solucién. Tenemos que P(A;) = 15 = 2 y P(A; N Ay) = P(A1)P(As]Ay) = 3

0 5
Por lo tanto

1
3

3
9

P(As) = PA)P(As|Ay) + PO P(AS]AS) = S+ 20 = 2

2. Una compania de sequros clasifica a las personas en dos grupos: aquellos que son
propensos a accidentes y aquellos que no lo son. Las estadisticas muestran que una
persona propensa a accidentes tendrd un accidente en algin momento en un periodo
de un ano con probabilidad 0.4, mientras que la probabilidad del mismo evento para
una persona no propensa a accidentes es 0.2. Se asume que el 30 % de la poblacion
es propensa a accidentes. a)Calcule la probabilidad de que un nuevo asegurado tenga
un accidente en el ano siguiente a la compra de la pdliza, b) Suponga que un nuevo
asegurado tiene un accidente en el ano siguiente a la compra de la poliza. Calcule la
probabilidad de que el asequrado sea propenso a accidentes.

Solucién. a) Sea A =el asegurado tiene un accidente en el ano siguiente a la compra
de la poliza y B = el asegurado es propenso a accidentes. Entonces

P(A) = P(ANB)+ P(ANB°) = P(B)P(A|B) + P(B°)P(A|B°)
= 0,3x04+0,7%0,2=0,12+4 0,14 = 0,26.
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b) Se desea calcular

__ P(B)P(A|B) 03x04 6
P(BlA) = P(A) 026 13

La Formula de Bayes.

En la férmula de la probabilidad total, supongamos que el evento B ha ocurri-
do. Si los eventos (A, ),>1 se interpretan como ”hipdtesis.2cerca de una determinada
situacion, puede ser de interés el saber de qué manera la ocurrencia de B afecta la
probabilidad de las hipétesis. Es decir, consideramos una situacién inversa a la que
se presenta en la proposicién anterior.

Teorema 1.1 (Teorema de Bayes) Sea (Ap)n>1 una sucesion disjunta de eventos en
un espacio de probabilidad (2, A, P) tales que 2 = UA,,. Sea B € A tal que P(B) > 0.
Entonces para cada n se cumple que

P(A,) P(B|An)

PUIB) = & (A P(BI A

Demostracion. Es immediata utilizando la formula de la probabilidad total y la defini-

cién de probabilidad condicional, ya que P(A,|B) = P(ﬁfg)B)

Comentario. Otra importante interpretacion se obtiene si se considera (A,),>1 co-
mo posibles causas”del evento B. La férmula expresa la contribucién de cada una de
las causas en la ocurrencia de B, dado que B ocurre. Por ejemplo, se consideran como
posibles causas de una inundacién A; = llueve en exceso, Ay = se echan desperdicios
en los desaguaderos, A3 =no se hace mantenimiento a las quebradas, Ay =se modifica
el cause de los rios por siembras o construcciones, etc.

Ejemplos 1.21

1. Un paciente sufre de una enfermedad que es fatal en el 50% de los casos. Un
posible tratamiento es quirtrgico. Se ha demostrado que de los sobrevivientes el 40 %
ha tenido cirugia y de los no sobrevivientes 10 % ha tenido cirugia. Encuentre la prob-
abilidad de que un paciente sobreviva si ha tenido cirugia.

Solucion. Sean S = el paciente sobrevive y C' =el paciente tuvo cirugia. Entonces
P(S)=0,5= P(S°. Ademas sabemos que P(C|S) = 0,4 y P(C|S¢) = 0,1. Entonces
la probabilidad buscada es

P(S)P(C|S) 0,4 x 0,5 0,2

PSIO) = B(S1P(Cls) + PIS)PICISY) ~ (04 % 05) + (0.1 % 05) 021005

2. Un examen para detectar la presencia de un virus, detecta al virus en un 95 % de los

0,8
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casos, cuando este estd presente; pero puede presentar un falso resultado positivo en un
5% de los casos. Si en determinada poblacion la enfermedad aparece en alrededor de
0.3 % de las personas, calcule la probabilidad de que una persona tenga la enfermedad
dado que el resultado fué positivo.

Solucién. Sean R =el examen resulté positivo; £ =la enfermedad estd presente.
Sabemos que P(R|E) = 0,95, P(R°|E) = 0,05, P(R|E°) = 0,05 y P(F) = 0,003.
Entonces

P(E)P(R|E) 0,95 x 0,003

(EIR) P(E)P(R|E) + P(E)P(R|E®) — 0,95 x 0,003 + 0,05 x 0,997

0,05.

3. El Dilema del Prisionero.

(a) Espacio muestral considerado por el guardia: {{A, B};{A,C};{B,C}}. Si se
asume una probabilidad uniforme (todos los resultados son igualmente probables),
entonces el guardia tiene razon al asignar a A la probabilidad de % de ser liberado.
(b) En este espacio no es posible sin embargo considerar la probabilidad condicional
de que A sea liberado dado que el guardia senala a B (0o a C') como uno de los presos
a ser liberados, ya que en el espacio muestral considerado no se tiene el evento el
guardia dice que B (o C) serd liberado.

(¢) Considerar espacio muestral mds complejo que incluya los eventos sugeridos por
el guardia. Calcular las probabilidades en este caso bajo dos conjuntos de supisiciones:
(1) el guardia senala indistintamente a B 6 C cuando estos son los liberados; (ii) el
guardia siempre identifica a B.

(d) Conclusiones: En el caso (i) la probabilidad de que A sea liberado no cambia una
vez que el guardia identifica a uno de los prisioneros.

Independencia.

Se estudiard la situacién en que la ocurrencia de un evento B no afecta en modo
alguno la ocurrencia de otro evento A; tal y como se intuye en el ejemplo del dilema
del prisionero. En este caso ocurre que la probabilidad condicional de A dado B es
la misma probabilidad de A. Esto lo observamos en el ejemplo 5-b (se lanza un dado
dos veces y se tiene que P(Y = k|X =3) = W = 11/% =+ =P =k)),
lo que significa que el resultado del primer lanzamiento no influencia el resultado en
el segundo lanzamiento. Veamos otro ejemplo.

Ejemplos 1.22

Un lote de 10 objetos contiene cuatro defectuosos y seis en buen estado. Se extraen
dos objetos sucesivamente y con reposicion. Considere los eventos:
D, = el primer objeto es defectuoso y Dy = el segundo objeto es defectuoso .

En este caso P(D1|Dy) = P(Dy) = -5 = P(Dy) = P(D2|Dy), ya que el espacio
muestral no cambia cuando ocurre alguno de estos eventos.
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Definicién 1.4 Dos eventos A y B son independientes si P(A|B) = P(A). Esto es
equivalente a tener que P(AN B) = P(A)P(B).

Observe que Q y () son independientes de cualquier evento.
Proposicién 1.3 Si A y B son independientes, también lo son: a) A y B®, b) A° y
Be.
Demostracion. a) Dado que P(A) = P(AN B) + P(AN B°) tenemos que
P(ANB®) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°).
b) En este caso tenemos que
P(A°NB°) = P((AUB))=1—-P(AUB)=1-P(A)— P(B)+ P(ANnB)
= 1-P(A)—P(B)+P(APB)=1—-P(A)—P(B)(1—-P(A))
= (1-P(A)(1 = P(B)) = P(A°)P(B)
Ejemplos 1.23

Suponga que en ejemplo 1.22 la extraccion se realiza sin reposicion. En este caso
calculamos

P(D;) = P(DyN D))+ P(DyN DE) = P(Dy|Dy)P(Dy) + P(Dy|DS)P(DS)
34 46 362
910 910 90 5

Como, por otra parte P(Ds|Dy) = g + % tenemos que Dy y Dy no son independientes.

Definicién 1.5 Una familia arbitraria de eventos C = {A; : i € I} se dice
independiente si para cualquier coleccion finita de eventos A; ., Ai,, ..., A;, de C se

cumple:

P(C_,Ay) =TT P(A,).

Jj=1

Ejemplos 1.24

Calcule la probabilidad de obtener tres 6 al lanzar ocho dados.

El problema equivale a calcular la probabilidad de obtener tres 6 al lanzar ocho veces
el mismo dado. Sea F; =se obtiene un 6 en el i-ésimo lanzamiento. Por independencia
tenemos que

1.,,5
PELNE,NEsNESNEENE;NESNES) = (6>3(6>5'

Se puede verificar facilmente que esta es la probabilidad de cualquier conjunto de ocho
lanzamientos de un dado en que se produzcan exactamente tres 6. Finalmente como

existen (3) conjuntos de este tipo, la probabilidad buscada es (5)(3)3(2)°.
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Ejercicios 1.4

1. Una caja contiene metras de las cuales 10 son blancas, 5 amarillas y 10 negras.
Se escoge una metra al azar de la caja y se observa que no es negra. ;Cudl es la
probabilidad de que sea amarilla?

2. Se lanzan dos dados perfectos. ;Cudl es la probabilidad condicional de que al menos
uno de ellos caiga en un 6 dado que caen en numeros diferentes?

3. Si dos dados perfectos son lanzados, ;Cudl es la probabilidad condicional de que
el primero caiga en un 6 dado que la suma de los dados es i? Calcule la probabilidad
para todos los valores i en tre 2 y 12.

4. Una urna contiene 6 bolas blancas y 9 negras. Si 4 bolas se extraen aleatoria-
mente y sin reposicion, ;cudl es la probabilidad de que las dos primeras sean blancas
y las dos ultimas negras?

5. Una urna contiene 12 bolas de las cuales 8§ son blancas. Se extrae una mues-
tra de 4 bolas con reemplazamiento (sin reemplazamiento). ;Cudl es la probabilidad
condicional (en ambos casos) de que la primera y la tercera bolas seleccionadas sean
blancas, dado que la muestra contiene exactamente 3 bolas blancas?

6. El dilema de un médico. Un médico refiere a un colega la siguiente situacion:
”Si tengo la certeza de al menos un 80 % de que mi paciente sufre de esta determi-
nada enfermedad, entonces siempre recomiendo cirugia, mientras que si no estoy tan
sequro recomiendo evaluaciones adicionales que resultan costosas y, en algunos casos,
dolorosas. Con el senor Gonzalez inicialmente tuve sélo un 60 % de certidumbre de
que sufria la enfermedad, por lo cual ordené la serie de evaluaciones A que siempre
dan un resultado positivo cuando el paciente tiene la enfemedad y casi nunca (da re-
sultado positivo) si el paciente no tiene la enfermedad. El resultado fue positivo, pero
cuando estaba listo para recomendar cirugia el paciente me informa por primera vez
que es diabético. Esto complica las cosas porque, aunque no cambia mi 60 % de cer-
tidumbre inicial, afecta la interpretacion de los resultados de la evaluacion A, el cual
no produce resultados positivos cuando el paciente es saludable, pero desafortunada-
mente produce resultados positivos en 30 % de los pacientes diabéticos que no sufren
la enfermedad. Ahora ;qué debo hacer? ;Mads evaluaciones o cirugia de inmediato?”

7. Un examen de sangre de un laboratorio tiene efectividad de 95 % al detectar una
cierta enfermedad cuando esta estd en efecto presente. Sin embargo el examen puede
tambien dar un "falso positivo”de 1% para personas sanas. Si 0,5 % de la poblacion
tiene la enfermedad, ;cudl es la probabilidad de que una persona tenga la enfermedad
dado que el examen resulta positivo?
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8. Un detector de mentiras muestra una senal positiva (indicando una mentira) 10 %
de las veces que un sujeto dice la verdad y 94 % de las veces que miente. Si dos per-
sonas son sospechosas de un crimen que se sabe ha cometido uno solo de ellos, y
ambos dicen ser inocentes, scudl es la probabilidad de que una senal positiva del de-
tector correspona al culpable?

9. Se obtiene una muestra de cuatro bolas a partir de una bolsa que contiene doce,
de las cuales ocho son blancas. Si el muestreo es sin reposicion, halle la probabilidad
de que la tercera bola sea blanca, si sabemos que la muestra tiene tres bolas blancas.
¢ Que sucede si el muestreo es con reposicion?

10. Se lanzan dos dados siméticos. Calcule la probabilidad de que la suma sea 7 dado
que: a) La suma es impar. b) La suma es mayor que 6. c¢) El resultado del primer
dado fue impar. d) El resultado del sequndo dado fue par. e) El resultado de al menos
un dado fue impar. f) Los dos dados tuvieron el mismo resultado. g) Los dos dados
tuvieron resultados distintos. h) La suma de los dos dados fue 13.

11. Una bolsa contiene cuatro bolas blancas y dos negras y otra contiene tes de cada
color. Se escoge una bolsa al azar y luego se selecciona una bola, tambien el azar.
¢ Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

12. Una caja contiene 10 bombillos, cuatro de los cuales estan malos. Los bombil-
los se prueban extrayendolos al azar, uno a uno y sn reposicion hasta sacar los cuatro
en mal estado. ;Cudl es la probabilidad de que el ultimo en mal estado salga en la
quinta prueba? ;Y en la dédima?

13. Clierta vacuna brinda proteccion contra una enfermedad, de modo que uan per-
sona vacunadatiene probabilidad 0,4 de contraer la enfermedad, mientras que una sin
vacunar tiene probabilidad de 0,8 de enfermarse. 75 % de la poblacion estd vacunada.
¢ Cudl es la probabilidad de que una persona que tiene la enferemedad este vacunada?

14. En un hospital se aplica una prueba para detectar cdncer. Se ha determinado
que en 97% de los pacientes cancerosos el resultado de la prueba es positivo y sdlo
en un 5% de los pacientes sanos la prueba arroja un resultado positivo. Si 2% de
los pacientes del hospital sufre de cdncer, ;cudl es la probabilidad de que un paciente
elegido al azar que reacciona positivamente a la prueba tenga realmente cancer?

15. Suponga que 5% de los hombres y 25 % de cada 10.000 mujeres son daltonicos.
Se escoge un daltonico al azar, ;cudl es la probabilidad de que sea hombre?

16. Una ferreteria tiene tres cajas con igual cantidad e tornillos. Dos de las cajas
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tiene 5 % de tornillos malos y la otra contiene 10 %. Se escogen dos cajas al azar, se
mezclan en otra caja y de ella se sacan cinco tornillos, uno de los cuales es defectuoso.
¢ Cudl es la probabilidad de que una de las cajas de la mezcla sea la que contenia 10 %
de tornillos defectuosos?

17. Tres sucursales de una tienda tienen 8, 12 y 14 empleados de los cuales 4,7 y
10 son mugjeres, respectivamente. a) Se escoge una sucursal al azar y de ella se escoge
un empleado. Si éste es una muger, ;cudl es la probabilidad de que ella trabaje en la
sucursal con 12 empleados? b) Si se escoge un sequndo empleado de la misma sucur-
sal, scudl es la probabilidad de que se escoja una mugjer?

18. Las senales telegrdficas de "puntor raya”se envian en proporcion de 3:4. Debido
a ciertas condiciones que causan una transmision errdtica, un punto se transforma
en raya con probabilidad 1/4 y una raya en punto con probabilidad 1/3. Si se recibe
un punto, ;cudl es la probabilidad de que haya sido enviado un punto?

19. Si Ay, ..., A, son eventos independientes, demuestre que
P(AjUAU...UA,)=1—(1-P(A1)) x (1 =P(A2))...x (1= P(A,)).

20. Un dado A tiene 4 caras rojas y 2 blancas, mientras que un dado B tiene 2 caras
rojas 1y 4 blancas. Se lanza una moneda legal. Si cae en cara se lanza el dado A y si
cae en sello se lanza el B.

(a) Demuestre que la probabilidad de rojo en cualquier lanamiento es 1/2.

(b) Si los primeros dos lanzamientos resultan en rojo, scudl es la probabilidad de que
en el tercer lanzamiento se obtenga un rojo?

(c) Si los primeros dos lanzamientos resultan en rojo, ;cudl es la probabilidad de que
se este usando el dado A?

21. Sean A y B disjuntos y de probabilidad positiva. ;Pueden A y B ser eventos
independientes?

22. Un dado perfecto es lanzado sucesivamente. Halle la probabilidad de obtener al
menos un 6 en cuatro lanzamientos.

23. Una muestra de tamano 4 se extrae, con reposicion, de una bolsa que contiene
6 bolas de las cuales 4 son blancas. Sea A =exactamente una de las dos primeras
extraidas es blanca y B =la cuarta bola es blanca. (a) sSon A y B independientes?
¢ Qué sucede si el muestreo se realiza sin reposicion?

(b) Definamos C' =exactamente dos de las bolas extraidas son blancas. sSon A, B y
C independientes? ;Son B y C independientes?. Considere ambos muestreos: con y
SN reposicion.
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24. Un fabricante de motos inscribe tres corredores en una carrera. Sea A; =el i-
ésimo corredor finaliza la carrera en alguno de los tres primeros lugares, 1 = 1,2, 3. Si
los eventos Ay, Ay y As son independientes y P(Ay) = P(Ay) = P(A3) = 0,1; calcule
las probabilidades de los siguientes eventos:

(a) Ninguno de los corredores termina entre los tres primeros.

(b) Al menos uno de los corredores termina entre los tres primeros.

(c) Al menos dos terminan entre los tres primeros.

(d) Todos terminan entre los tres primeros.

25. Sean A y B eventos independientes tales que con probabilidad 1/6 ocurren si-
multaneamente y con probabilidad 1/3 ninguno de ellos ocurre. Halle P(A) y P(B).
¢ Estdan estas probabilidades determinadas de manera unica?

26. Sean A y B eventos independientes tales que con probabilidad 1/6 ocurren si-
multaneamente y con probabilidad 1/3 A ocurre y B no ocurre. Halle P(A) y P(B).
¢ Estdan estas probabilidades determinadas de manera unica?

27. sCudl es el menor valor de n para el cual la probabilidad de obtener al menos
un 6 en una serie de n lanzamientos de un dado perfecto es mayor que 3/4¢

28. Los eventos Ay, As, ... son independientes y P(A;) = p, j = 1,2,.... Halle el
menor valor de n para el cual P(Ul, Ax) > po para un nimero fijo py.

29. Una maquina consta de 4 componentes conectados en paralelo, de manera que
la mdquina falla solo si los cuatro componentes fallan. Supongamos que los compo-
nentes son independientes entre si y sus probabilidades de fallar cuando la mdquina
es encendida son 0,1; 0,2; 0,3 y 0,4 . ;Cudl es la probabilidad de que funcione al
encenderla?
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Capitulo 2

Variables Aleatorias

2.1. Introduccion.

En algunas situaciones nos interesa asociar a cada resultado de un espacio muestral
un valor numérico. Como veremos en los ejemplos siguientes esto equivale a definir
una funcién sobre los elementos del espacio muestral.

Ejemplos 2.1
Consideramos un espacio de probabilidad (€2, .4, P) dado.

1. Se lanza una moneda n veces y se quiere saber la probabilidad de obtener r caras,
r=20,1,...,n. Recordemos que en este caso el espacio muestral esta dado por

Q={(a1,as,...,a,):a;,=cda;=s;i=1,...,n}.
Si asociamos a los resultados los valores c =1 y s =0 y definimos
Y =Y (w) = # de caras en n lanzamientos ,

el evento r caras en n lanzamientos se puede expresar como {w € Q : Y(w) = r},
donde Y € {0,1,...,n}.

Cuando n = 3 se tiene (Y = 3) = {ccc}; (Y = 2) = {ccs,cse,scc}; (Y =1) =
{ssc,scs,css}; (Y =0) = {sss}.

2. Se extrae una muestra de n objetos de una linea de produccion. Se escribe un
posible resultado como {ey,...,e,} donde para cada i € {1,...,n}

o — 0 st el objeto es bueno
‘| 1 sielobjeto es defectuoso

Sea X =# de objetos defectuosos= .7 ;. El evento r objetos defectuosos= (X = r)
consiste en todos los resultados {ei,...,e,} en los que hay r unos.
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3. Se lanza un dado dos veces. Sean X =resultado del primer lanzamiento, ¥ =resultado
del segundo lanzamiento, W =méximo resultado en los dos lanzamientos y Z =mini-
mo de los resultados en los dos lanzamientos.

4. Se atiende un teléfono. ;Cudntas llamadas pueden esperarse en un periodo de
5 minutos? Sea X = el nimero de llamadas en [0,5]. Note que X € {0,1,2,...}.

En cada una de las situaciones anteriores hemos asociado un valor numérico tinico
a cada uno de los elementos del espacio muestral; en algunos casos esto se hace de
manera muy natural. Es de importancia el que los eventos se pueden expresar en
términos de estos valores numéricos. Comenzamos formalizando esta idea en el caso
de espacios de probabilidad discretos, lo que permitird entender mas claramente el
caso general.

Definicién 2.1 Sea (2, P(Q2), P) un espacio de probabilidad discreto. Una variable
aleatoria o variable aleatoria real es una funcion

X:Q—=R
que a cada w € Q) le asocia un inico valor real X (w).
Ejemplos 2.2

1. En el ejemplo 2.1.1 tenemos Y ((ccc)) = 3, Y((csc)) = 2, Y((sss)) = 0, etc.
St asumimos que la moneda es perfectamente simétrica, entonces

P(Y=0)=1/8, P(Y =1)=3/8, P(Y =2) =3/8 y P(Y = 3) = 1/8.

2. Sea ¢ € R un nuimero fijo. Defina X(w) = ¢ para todo w € , es decir X es
constante. Entonces para todo intervalo I C R se tiene que

Q sicel

X‘l(I):{wEQ:X(w)GI}:{ 0 sicel (2.2)
Por lo tanto
P(X7'()) =P({w e Q: X(w) € I}) = { (1] SSZCCS (2.3)

3. Sea A € A un evento dado y

X(w) = xalw) = { (1) j;:jeefc (2.4)
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Entonces para todo intervalo I C R se tiene que

Q  si{0,1} C1I
0 si{0,1}CI°
A si0¢lylel
A si0elyldl

XM ={weQ: X(w)el}=

Por lo tanto

1 si {0,1} C I
0 si{0,1}C I
P(A) si0¢Iylel
P(AY) si0elyl¢l

P(X'D)=P{weQ: X(w) e T}) =

4. Una urna contiene bolas numeradas del 1 al 20. Se seleccionan 3 al azar sin reem-
plazamiento. Si apostamos que al menos wuna de las bolas tiene un niumero mayor
6 igual a 17, scudl es la probabilidad de que ganemos la apuesta?

Definamos la variable aleatoria X =el mayor nimero seleccionado. Entonces X es
una v.a. que toma los valores 3,4, ...,20. Si suponemos que todas las bolas son igual-
mente probables, entonces se tiene que

Por lo tanto
P(ganar) = P(X =20)+ P(X =19) + P(X = 18) + P(X = 17) = 0,508.

Definicién 2.2 Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria o
variable aleatoria real es una funcion

X:Q—R
que satisface la propiedad de que para todo intervalo I C R el conjunto
X1 ={weQ: X(w)el}eA,
es decir, es un evento.

El conjunto X ~'(I) se denomina preimdgen de I por la funcién X; por lo que se dice
que la funcion X es una variable aleatoria si la preimdgen de cualquier intervalo es
un evento.

Definicién 2.3 Una variable aleatoria se denomina discreta, si su rango es un con-
gunto discreto (finito 6 numerable). En este caso existe un conjunto {x, },>1 (conjunto
de valores de X ) tal que 3,51 P(X = x,) = 1.
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En particular, las variables aleatorias definidas sobre espacios de probabilidad
discretos son discretas. Sin embargo una variable aleatoria definida sobre un espacio
de probabilidad no discreto puede ser discreta.

Ejemplos 2.3

1. Se escoge al azar un nimero en [0,1]. En este caso Q = [0,1] y si se define
X(w) =w €10,1], se tiene que X no es una variable aleatoria discreta.

2. Si en los ejemplos 2.2.2 y 2.2.3 se considera un espacio muestral Q = [a,b) C R,
donde a < b, se obtienen variables aleatorias discretas definidas sobre espacios no
discretos.

Definicién 2.4 Dada una variable aleatoria discreta X cuyo conjunto de valores es
un conjunto {x,}tn>1, la funcion

pi{zntnz — [0,1]

tn — p(n)=pa=P(X =1,) (2:5)

se denomina funcion de probabilidad de la variable aleatoria X ¢ funcion
de masa de probabilidad de la variable aleatoria X.

Nota. Esta funcién satisface la condicién »_ p, = > P(X =z,) = 1.

n>1 n>1

Proposicion 2.1 Si X y Y son variables aleatorias entonces también lo son : X +Y,
X -Y, XY y X/Y cuando Y # 0.

Definicién 2.5 Un intervalo o rectingulo en R™ es un conjunto de la forma {(z1, ..., Tm) :
1 €0, ..oy € Iy =11 X Iy X ... X I, donde, parai=1,...,m, I; C R es un
intervalo.

Definicién 2.6 Una variable aleatoria vectorial es una funcion
Y. Q— R"
tal que la preimagen de cualquier intervalo I de R™ es un evento.

Proposiciéon 2.2 Sean X : Q — R™ y g : R™ — R. Consideremos sobre R™ la
o-dlgebra de Borel B (la menor o-dlgebra que contiene a todos los intervalos). Si X
y g son variables aleatorias, entonces la funcion definida por Y = go X es también
una variable aleatoria.

Demostracion. Es suficiente demostrar que la preimagen de cualquier intervalo I es
un evento.

YD ={w:Yel}={w: g XWw)ell={w: Xw ecg ')y =X g'U)ecA
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2.2. Funciéon de Distribucion.

Definicién 2.7 Si X es una variable aleatoria, se define la funcién de distribucion
de X como la funcion Fx : R — [0, 1] tal que para cada y € R,

Fx(y) = P{w € Q: X(w) < y}) = P(X < ).

Comentarios.
1. En algunos casos se utiliza la notacion F'x en lugar de F.
2. Si X es una variable aleatoria discreta tal que X(Q) = {x1,...,z,,...}, entonces

se define Fx(x) =3, <, pn donde p, = P(X = ).

Ejemplos 2.4

1. Considere la variable aleatoria definida en el ejemplo 2.1.1: X =% de caras en
3 lanzamientos. En este caso la funcion de distibucion estd dada de la siguiente for-

1 1 3 1 1 3 7
FO) =g Fl) =g+ =5 FA5)=F1) FR) =5+ = FB) =1L F(4) =1
F(x)
71/8 . .......
4 :
T 2 3 x

2.2.1. Propiedades de la Funcién de Distribucion.

Teorema 2.1 Si F' es la funcion de distribucion de una variable aleatoria X, en-
tonces: a) 0 < F(t) <1 para todo t € R.

b) Pla < X <b)=F(b)— F(a) para a < b.

c) F(a) < F(b) sia<b (no decreciente).

d) limy .+ F(t) = F(a) (continua a la derecha)

e) limy ., F(t) = F(a) — P(X = a).

f)limy o F(t) =1 ylim,,_o F(t) = 0.

Demostracion.
a) Es inmediato ya que por definicién Fx(y) = P(X <y) € [0, 1].
b) Escribimos {w € Q : X (w) < b} como la unién disjunta

{we: X(w)<b}={weQ: X(w)<alU{weN:a< X(w) <b}.
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Aplicando la aditividad de la probabilidad obtenemos
P({w e Q: X(w) <b}) = P{w € Q: X(w) < a}) + P({w € Q10 < X(w) < b))
es decir,
Fb)=P(X<b)=P(X<a)+Pla<X<b)=F(a)+Pla< X <D).

¢) Se deduce directamente de b) ya que 0 < P(a < X <b) = F(b) — F(a) para a < b.
d) Como F' es no decreciente y acotada, el limite existe. Por b) sabemos que

F(t) — F(a) = Pla < X <t) para t > a.

Entonces
lim F(t) = F(a) 4+ lim P(a < X <t).

t—at t—at

Veremos que lim; .+ P(a < X <t)=0. Paran > 1 sea
¢ =PH{weN:a<X(w)<a+1/n}),

entonces
lim Pla< X <t)=lim Pla< X <a+1/n) = lim gy,.

t—at n—0o0

Consideremos ahora la sucesion de eventos

1 1
Sn—{weQ.a+m<X(w)§a+g},
para n > 1. La sucesién {5, },>1 consta de eventos dos a dos disjuntos tales que:
di. fweQ:a<X(w)<a+1l} =Upi{weQ:a+ -7 < X(w) <a++}=U,>15,
dii. P(S,) =Pla<X <a+ ;)= Pla<X <a+ 7)== Gus1-
dili. g = Pla< X <a+1)=3,51P(Sn) = Xu>1(Gn — Gnt1) = ¢1 — limy, . g, Por
lo tanto

Ozgi%qn:tli%P(a<X§t).

e) Por b) tenemos que F(a) — F(t) = P(t < X < a); por lo tanto basta demostrar
que
lim P(t < X <a)=P(X =a).

t—a—

Puesto que P(t < X <a) = P(t < X < a)+ P(X = a), serd suficiente demostrar
que
lim P(t < X <a)=0.

t—a—

Para demostrar esto, veremos que para cualquier sucesién creciente {y,}n>1 que
satisface: y, < a, para todo n > 1, y y, — a cuando n — o00; se cumple que
lim,, .o P(y, < X <a) =0.
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Sean A, = {w € Q:y, < X <a}y q, = P(A4,). Como la sucesion {y,},>1 es
creciente se tiene que, para todo n > 1, A, C A, (verifiquelo). Por lo tanto

Tn:{yn<X§yn+1}:{yn<X<a}_{yn+1<X<a}:An_An+17

es tal que P(T,) = P(A,) — P(An—1) = ¢u — ¢n+1. Ademas, tenemos que {T},},>1 es
una sucesion disjunta de eventos, por lo que

G = P(yl <X < Cl) = P(Un21Tn) = Z P(Tn) = Z(Qn - Qn-‘rl)
n>1 n>1

= i ;(qk — k1) = q — lim g, = lim ¢, = 0.

f) i) Para demostrar que lim,_, o, F'(z) = 0 consideremos cualquier sucesién decre-
ciente {x,},>1 tal que lim, o x, = —00. Sea B, = {w € Q : X < z,}. Por ser
{z,} una sucesién decreciente, la sucesiéon {B, } tambien es decreciente y es tal que
Np>1B, = 0 (verifiquelo). Por lo tanto se tiene que

lim F(x)= lim F(z,) = lim P(X <x,) = lim P(B,) = P(N,>1B,) =0.

r——00 n—oo n—~oo n—oo

ii) Andlogamente, para demostrar que lim, ., F'(x) = 1, consideramos cualquier suce-
sién creciente {x,},>1 tal que lim, .. x, = co. Entonces definimos la sucesién de
eventos B, = {w € Q : X < x,}, la cual es creciente y tal que U,>1B,, = 2
(verifiquelo). Se tiene entonces que

lim F(z) = lim F(z,)= lim P(X <z,)= lim P(B,) = P(U,>1B,) = 1.

T—00 n—o0 n—oo n—oo

Comentarios.
1. La propiedad e) indica que para todo a € R, P(X = a) es igual al "salto”de la
funcién de distribucién F en el punto a. Por lo tanto P(X = a) = 0 en todos los
puntos a de continuidad de F'.
2. Las propiedades ¢), d) y f) caracterizan a las funciones de distribucién. Es decir,
si una funcion G satisface estas propiedades, entonces existe una variable aleatoria Y
que tiene a GG como funcién de distribucién.

La funcién de distribucién de una variable aleatoria permite calcular las
probabilidades de los eventos de interés determinados por la variable aleatoria.

Ejemplos 2.5

1. Supongamos que la funcion de distribucion de una variable aleatoria X estd dada
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por la funcion

0 stx <0
5 si0<z<1
Flz)={ 2 sil<x<?2

Uogio<r<3
1 s13<b

b P(le)_§ 52%
c. PX>H=1-Px<l)=1-1=2
d P(2<X§4):F(4)—F(2):1_%:%
e -
2/3 — :
1/2]
1 2 3 x

Figura 2.1: Grafico de F(x).

2. La funcion de distribucion de una variable aleatoria es

0 sit<—1
T osi-1<t< S

(2.6)
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Ejercicios 2.1

1. Dos bolas se escogen de una urna que contiene 8 bolas blancas, 4 negras y 2 anaran-
jadas. La escogencia se hace al azar y se ganan dos puntos por cada bola negra y se
pierde un punto por cada bola blanca seleccionada. Defina la variable aleatoria X co-
mo las ganancias obtenidas. Encuentre la funcion de probabilidad de X, esto es, halle
los posibles valores de X y las probabilidades de ocurrencia de estos valores.

2. Se lanzan 3 dados perfectamente simétricos. Encuentre la probabilidad de cada
uno de los posibles valores de X =suma de los 3 dados.

3. Cinco hombres y cinco mujeres son clasificados de acuerdo a los resultados de
un examen en el cual no hay dos puntajes iquales y los 10! posibles resultados son
igualmente probables. Sea X el mds alto rango recibido por una mujer (X =1 si una
muger queda en primer lugar, X = 2 si un hombre queda en primer lugar y una mugjer
en el sequndo). Encuentre P(X =), i =1,...,10.

4. Dos dados diferentes se lanzan dos veces. Encuentre los posibles valores que puede
tomar cada una de las variables aleatorias siguientes:

a) El mdzimo valor en los dos lanzamientos.

b) El minimo valor en los dos lanzamientos.

c) Suma de los dos lanzamientos.

d) Valor del primer lanzamiento menos valor del sequndo lanzamiento.

5. Suponga que la funcion de distribucion de una variable aleatoria X estd dada
por

0 stb<0
bosi0<b<1
Fby=¢ 2+ si1<b<2 (2.7)
5 si2<b<3
1 $13<b

a) Grafique la funcién F. b) Encuentre P(X = i), i = 1,2,3. ¢) Encuentre P(% <
X <3

6. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion

0 sib<0
3 si0<b<1
3 5i1<b<?2
_ 5 —
F(b) = 2 si2<b<3 (2.8)
5 si3<b<35
1 si35<b
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Halle los posibles valores de X y la funcion de masa de probabilidad (o funcion de
probabilidad) de X. Grafique la funcion F.

7. La funcion de distribucion F' de una variable aleatoria X wviene definida por

0 sit < —2
L g—2<t<0
— 2 —_
F(t) = 2 si0<t<?2 (2.9)
1 si2 <t

a) Grafique la funcion F.

b)Describa la funcion de masa de probabilidad p (funcion de probabilidad de X ) y
represéntela graficamente.

c¢) Calcule las siguientes probabilidades: P(X =1), P(X <1), P(X <1), P(X = 2),
P(X <2), P0< X <2), P(0< X <2),P(1 <X <2).

8. La funcion de masa de probabilidad p de una variable aleatoria X es nula sal-
vo en los puntos t = 0,1,2, donde toma los valores p(0) = 3c®, p(1) = 4c — 10c¢* y
p(2) = 5¢ — 1 para un ¢ > 0.

a) Determine el valor de c.

b) Calcule las probabilidades: P(X < 1), P(X <2), P(1<X <2)yP(0<X <3).
c¢) Halle y grafique la funcion de distribucion F.

d) Halle el mayor valor de t tal que F(t) <
e) Halle el menor valor de t tal que F(t) >

W=

9. Una variable aleatoria tiene funcion de distribucion continua F, dada por

0 s1t <0
Flt)=q ct si0<t<1 (2.10)
1 sil <t

a) Determine el valor de c. b) Calcule las probabilidades: P(X = %), P(X < 3),
P(IX] < 3).

10. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion
sttt < —3

st —3<t< -2

st —2<t< -1,

st —1,0<t<0
s10<t<1

0 5i1<t<25

B 6i25<t<3

1 si3<t

o Slon e wim ©

(2.11)
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i) Grafique F.

1) Calcule P(X =1) parai € {—3,-2,—-1,5,-1,0,1,1,5,2,2,5,3,3,5,4}; P(X < 2);
P(-1< X <3); P(X >1,5); P(X <0).

1i1) Halle la funcion de probabilidad de X .

11. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion

0 sit < =2
T si—2<t<0
32 4 1 :
T+ o s10<t<1
F(t)y={ 10,5 = 2.12
0 2 sil<t<2 (2:12)
L+3 si2<t<3
1 si3<t

Grafique F y calcule P(X =) para i € {—3,-2,-1,0,0,5,1,2,3,4}; P(X =1);
PO< X <1); P(X<25); P(X <—1) y P(X >4).

12. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion

0 sit < —1
§ si—1<t<05
3 si05<t<?2
F)=42 sia<i<3 (2.13)
2 si3<t<d4
1 s14 <t

i) Grafique F.

1) Calcule P(X = i) para i € {-3,-2,—1,5,—1,0,1,0,5,2,2,5,3,3,5,4}; P(X >
2.5); P(—1 < X < 3); P(X > 0); P(X < 3).

1i1) Halle la funcion de probabilidad de X .
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2.3. Algunas Distribuciones Importantes.

Como el dominio de una variable aleatoria es un espacio muestral, el valor que
toma la variable no se puede predecir con exactitud. Por esto estaremos interesados en
conocer, mas que los valores de la variable, la probabilidad de que el valor que toma
la variable aleatoria pertenezca a ciertos conjuntos. Esto se conocera si se conoce la
funcion de distribucion de la variable.

2.3.1. Distribuciones de Algunas V.A. Discretas.
1. Variable Aleatoria de Bernoulli.

Un experimento que tiene dos posibles resultados se denomina ensayo de
Bernoulli. Identifiquemos los resultados de un ensayo de Bernoulli como éxito y
fracaso; y sea p € (0,1) la probabilidad de obtener un exito en una realizacién del
experimento. Si definimos la v.a. X =1 cuando el resultado es éxito y X = 0 cuando
el resultado es fracaso tenemos que X tiene funciéon de probabilidad dada por

B
B(

X=1 =1p

X=0) = 1-—p. (2.14)
Una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad dada por (2.10) se de-
nomina vartable aleatoria de Bernoull:.

2. Variable Aleatoria Binomial.

Supongamos que se realizan n ensayos de Bernoulli independientes y con prob-
abilidad de éxito p. La variable aleatoria definida como Y =# de éxitos en los n
ensayos, se denomina vartable aleatoria binomzial con pardmetros n y p. Esto
tambien se expresa mediante la notaciéon Y ~ b(n,p). El conjunto de valores de Y es
{0,1,...,n} y su distribucién esta dada por

pi =b(isn,p) =P =1i) = (Z )pi(l —-p)" " i=0,1,...,n.
La funcién dada por {p;}?; es una funcién de probabilidad ya que
Y=Y ()p-p"=p+1-p" =1
Ejemplos 2.6

1. Se lanzan 5 monedas perfectas. Sea X =7 de caras, entonces X es una vari-
able aleatoria binomial con parametros n =5 y p = 0,5. Es decir X ~ b(5,0,5) con
funcion de probabilidad dada por P(X = i) = (?)(0,5)7;(0,5)”4. Los wvalores de esta
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funcion se dan en la siguiente tabla:

P(X =1) | 1/32|5/32| 10/32 | 10/32 | 5/32 | 1/32 |

10/32 . °
5/32 ) )
1/32 ¢ X X X . .
1 2 3 4 5 7

Figura 2.2: Funcién de probabilidad de X.

2. Se sabe que los tornillos que produce una fabrica son defectuosos con probabilidad
0.01, independientemente entre si. Se venden los tornillos en paquetes de 10 y se
ofrece garantia de que a lo sumo 1 de los tornillos es defectuoso. ;Qué proporcion de
paquetes serdan devueltos?

Sea X =# defectuosos en un paquete. Entonces X ~ b(10,0,01) y la probabilidad de
que un paquete sea devuelto es

P(X>1) = 1-P(X<1)=1-P(X =0)—P(X =1)
= 1 ()(0,01)°(0.99)" — () (0,01)}(0.99)° = 0,004.

Por lo tanto la proporcién de cajas devueltas es 0.4 %.

3. Variable Aleatoria Geométrica.

Suponga que ensayos de Bernoulli, independientes y con probabilidad p € (0,1) de
éxito, se realizan hasta que se obtiene un éxito. La variable aleatoria X =# de ensayos
requeridos para obtener un érito se denomina vartable aleatoria geométrica. El
conjunto de valores de X es {1,2,...} y su funcién de probabilidad estd dada por

pn:P(X:n):(l—p)"*lp; n=12,...,

que ciertamente satisface

[e.9] o0

i_oipk =3 1-pf =Y -p)fp= =L

k=1 k=0 (1-p)
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Ejemplos 2.7

1. Una urna contiene N bolas blancas y M bolas negras. Se seleccionan bolas aleato-
riamente, una a la vez y con reposicion, hasta que una bola negra es obtenida. ;Cudl
es la probabilidad de que se necesiten exactamente n extracciones? ;Cudl es la prob-
abilidad de que se necesiten al menos k extracciones?

Sea X =# extracciones necesarias para obtener una bola negra. La v.a. X es ge-

ométrica con probabilidad de éxito p = MLJFN y se desea calcular
M N \n-1 MNn"!
P(X =n)= =——.
i) P(X =n) M+NQLHQ (M + N)»
M = N n—1 N k-1 )
i) P(X > k) = VLN > (M n N) = (M+ N) . Demuéstrelo.

n=~k

4. Variable Aleatoria de Poisson.

Sea X una variable aleatoria que tiene el conjunto de valores {0,1,2,...}. Se dice
que X es una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A\, A € (0,00), si
la funcién de probabilidad de X esta dada por

pi=P(i)=PX=i)=e*>, i=0,1,2....

La funcién P, define una medida de probabilidad ya que

o) [e] k
SRR = e =
Pl k!

k=0

En este caso se denota X ~ P(\).

Aplicaciones de la V.A. de Poisson.

La distribucion de Poisson se utiliza, entre otras cosas para modelar situaciones en las
que eventos ocurren un cierto nimero de veces en intervalos (usualmente de tiempos)
dados. El parametro A se interpreta usualmente como el niumero de ocurrencias del

evento por unidad de tiempo o como el "valor promedio”de la variable aleatoria, en
un sentido que sera aclarado posteriormente.

Ejemplos 2.8

1. Suponga que el numero de errores tipogrdaficos en una pagina de un libro es una
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v.a. de Poisson con pardmetro A = 1/2. Si X =# errores por péagina, entonces la
probabilidad de que haya al menos un error en una pdgina es

)\O
1%X21%:1—PMH<Dzl—me:ON:L—KEi:1—6”2:Qw3

Otras situaciones en que se usa la v.a. de Poisson.

P1. X =# de llamadas telefonicas que llega a una central en un periodo de tiem-
Po.

A =# llamadas por unidad de tiempo.

P2. X =# clientes que entra en un banco en un dia.

P3. X =# de personas en una comunidad que vive mas de 100 anos.

P4. La distribucién de Poisson puede utilizarse en algunos casos para dar una aprox-
imacién de una distribucién binomial. Sea X ~ b(n,p) tal que n es un valor grande y
p es pequeno. Definamos A > 0 como A = p X n, entonces

n )‘k A\ n—k n! /\k Ak
P =1 = ()Gra-2)" = s G- 2)
_ (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n()\k)(1_i)n
k! nk (1_%)k
_ (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n()\k)(1_2)71
nk kI (1 — )k
_ (n—k+1)(n—k+2) W—lﬂxﬂdﬂ—gw
n n oo kY (1= 2)k

Tomando lim,, ., tenemos que

P(X:l<:)—>1><1><...><1><(*)Xh,m (1_K)k:<k!>ek'

k!

Es decir que para n "sufucientemente grande”la distribucién binomial b(n,p) puede
ser aproximada por una distribuciéon de Poisson con pardmetro A\ = np.

Ejemplos 2.9

1. Se realiza un experimento que consiste en contar el numero de particulas o ir-
radiadas, en un intervalo de 1 sequndo, por cada gramo de un material radioactivo.
Si la experiencia indica que, en promedio, 3.2 particulas o son irradiadas, ;cudl es la
probabilidad de que no aparezcan mds de 2 particulas( en 1 sequndo)?
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Sea X =# de particulas de material radioactivo descargadas en un segundo.

Se puede pensar en un gramo de material radioactivo como un gran conjunto de n
atomos, cada uno de los cuales tiene probabilidad p de desintegrarse durante el periodo
constderado, emitiendo una particula o.. Entonces X tiene una distribucion binomial
con pardmetros (n,p) donde n es un nimero muy grande y p = 3,2/n, ya que todos
los dtomos tienen igual probabilidad de descargar una particula. Por consiguiente el
calculo de las probabilidades p; pueden ser engorroso, lo que hace preciso considerar
b(n,p) ~ P(np) = P(3,2). De esta forma tenemos

P(X<2)=P(X=0+PX=1)+P(X=2)= e—3’2(1 +3,2+ (3’22)2) = 0,382.

P5. Numero de eventos que ocurre en un intervalo de longitud t. Supongamos que un
evento dado ocurre en ciertos puntos aleatorios de tiempo de modo que, para algin
A > 0 se cumplen:

Hi. La probabilidad de que ocurra exactamente un evento en un intervalo de longitud
h es Ah + o(h); donde o(h) es un valor pequeno en relacién con h.

Hii. La probabilidad de que 2 6 méas eventos ocurran en un intervalo de longitud A es

o(h).
Hiii. Dados enteros n, ji, j2, - - -, jn ¥ cualquier conjunto de intervalos disjuntos I, ..., I,;
si se definen los eventos E; =ocurren j; eventos en el intervalo I; 1 = 1,...,n, en-

tonces estos eventos son independientes.

Proposicién 2.3 Supongamos que se cumplen las hipdtesis Hi, Hii y Hiii. Sea N(t) =#
de eventos en un intervalo de longitud t, entonces N(t) es una variable aleatoria de
Poisson con parametro At; es decir,

TS v 1) L
PIN() = k) = e ™M, k=0,12,....

Ejemplos 2.10

1. En una region de California, USA, ocurren terremotos de acuerdo a las hipotesis
Hi, Hiv y Hivi, a una tasa de 2 por semana. Tomando una semana como unidad de
tiempo:

1. Encuentre la probabilidad de que al menos 3 terremotos ocurran durante las dos
semanas siguientes.

1. Encuentre la distribucion de probabilidad de el tiempo, comenzando desde ahora,
hasta el proximo terremoto.

Puesto que X se interpreta como el nimero de ocurrencias por unidad de tiempo,
tenemos que A\ = 2. Sea X (t) =# de terremotos en t semanas. Entonces queremos
calcular 1.

P(X(2)>3) = 1—P(X(2)=0)—P(X(2)=1)— P(X(2) =2)
= l—e?(1+4+8)=1-13""
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it. Sea T =tiempo hasta el préximo terremoto (medido en semanas). Entonces
P(T>t)=P(X(t)=0)=e™ = F() = P(IT'<t)=1-P(T >1t)
= l—eM=1-¢%
5. Variable Aleatoria Hipergeométrica.

Sea p € (0,1) dado y suponga que se va a seleccionar, aleatoriamente y sin reposi-
cién, una muestra de tamano n de una urna que contiene N bolas, de las cuales Np
son blancas y N — Np son negras. Si X =# de bolas blancas seleccionadas, entonces
X tiene funcién de probabilidad dada por

()
)

En este caso se dice que X es una variable aleatoria hipergeométrica.

p=PX=k)= ., k=0,1,...,min(n, Np).

Ejemplos 2.11

1. Un comprador de componentes electronicos los compra en lotes de 10. Su polit-
ica es inspeccionar 3 componentes y aceptar el lote solo si los 3 son no defectuosos.
Si 30 % de los lotes tienen 4 componentes defectuosas y 70 % solo 1, ;qué proporcion
de lotes rechaza el comprador?

Sean X =# de componentes defectuosas seleccionadas;
A =el comprador acepta el lote;
B =el lote tiene 4 defectuosas.

El evento A es equivalente a {X = 0}. Escribiendo A = AN (B U B°) se tiene
que

P(X =0)= P(A) = P(ANDB)+ P(ANB°) = P(B)P(A|B) + P(B°)P(A|B°)

36 7)) m
10 (;0) 10 (;O) 100

Por lo que se acepta el 46 % de los lotes.
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Ejercicios 2.2

1. Sea b(k;n, 2) = (1)(2)*(1—2)""* la funcién de probabilidad de una variable aleato-
ria binomial con pardmetros (n,2).

i) Demuestre que lim blhin )

g 700§l Lin, 3)
.. ’ — k
ii) Demuestre que lim,_ b(k;n,2) = e™*35.

parte i).

:%,pamk:(),l,....

Sugerencia: Use induccién sobre k y la

2. Si X es una variable aleatoria binomial con pardmetros (n,p), 0 < p < 1, de-
muestre que f(k) = P(X = k) crece al principio monotonamente y luego decrece
monotonamente alcanzando su mdzimo cuando k = [(n + 1)p] donde [x] =parte en-
tera de x. Sugerencia: considere los cocientes:

P(X =F) b(k;n, p)

P(X=k—-1) bk—1;n,p)

3. Considere el siguiente juego: Un apostador apuesta a un niumero entre 1 y 6. Tres
dados son lanzados; si el numero al que aposto el jugador aparece i veces, 1 = 1,2,3 el
Jugador gana i unidades, si el nimero no aparece el jugador pierde una unidad. Halle
la distribucion de probabilidad de la ganancia del jugador. Si se asume que el juego
continua indefinidamente, jqué ganancia acumularia el jugador?

4. Suponga que una caracteristica particular de una persona, como el color de ojos o
el ser zurdo, se clasifica basandose en un par de genes. Suponga que d representa un
gen dominante y r un gen recesivo. Un hibrido es una persona con genes rd. Un nino
recibe un gen de cada progenitor. Si, con respecto a una caracteristica particular, dos
padres hibridos tienen 4 ninos, ;cudl es la probabilidad de que 3 de los 4 ninos tengan

la apariencia del gen dominante? Nota: la apariencia de dd es igual a la apariencia
de un hibrido

5. Se extrae una bola de una urna que contiene 3 bolas negras y 3 bolas blancas.
Se reemplaza la bola extraida y se extrae otra bola. Se prosigue asi indefinidamente.
¢ Cudl es la probabilidad de que de las 4 primeras bolas extraidas, exactamente 2 sean
blancas?

6. En un examen de seleccion multiple, con 3 posibles respuestas para cada una de 5
preguntas, scudl es la probabilidad de que un estudiante responda al menos 4 prequn-
tas correctamente si selecciona sus respuestas al azar?

7. Un hombre afirma tener percepcion extrasensorial. Para verificarlo, se lanza una
moneda insesgada (perfecta) 10 veces y se le pide al hombre predecir el resultado de
cada lanzamiento. Si él obtiene 7 aciertos, scudl es la probabilidad de que una persona
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sin poder extrasensorial obtenga el mismo niumero de aciertos?

8. Un canal de cominicacion transmite digitos 0 y 1. Debido a estatica, el digito
se transmite incorectamente con probabilidad 0.2. Se quiere transmitir un mensaje
importante consistente en uno de los digitos 0 0 1. Para reducir la posibilidad de er-
ror, se transmite 00000 en lugar de 0 y 11111 en lugar de 1. El que recibe identifica
el mensaje como el digito que aparece un mayor numero de veces. ;Cudl es la proba-
bilidad de que se reciba el mensaje equivocado? Fxplique qué suposiciones relativas a
independencia estd haciendo.

9. Un sistema de satélite consiste de n componentes y funciona en un dia deter-
minado st al menos k de las n componentes funcionan. En un dia lluvioso, cada una
de las n componentes funciona, independientemente, con probabilidad p,, mientras
que en un dia seco cada una de ellas funciona, independientemente, con probabilidad
pa. Si la probabilidad de lluvia manana es «, ;cudl es la probabilidad de que el sistema
funcione manana?

10. Suponga que el numero de accidentes que ocurre en una autopista cada dia es
una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A = 3.

i) Encuentre la probabilidad de que 3 6 mds accidentes se produzcan hoy.

ii) Encuentre la probabilidad de que al menos un accidente se produzca hoy.

11. Compare la aprorimacion de Poisson con la probabilidad binomial correcta en
cada uno de los casos siguientes:

i) P(X =2) cuandon =8 yp=0,1.

ii) P(X =9) cuando n =10 y p = 0,95.

iii) P(X = 0) cuando n =10 y p =0,1.
i) P(X =4) cuandon =9 yp =0,2.

12. 8i usted compra un ticket de loteria en cada una de 50 loterias diferentes, siendo

en cada una la probabilidad de ganar igual a 1—(1)0, halle la probabilidad (aproximada)
de que usted ganard un premio: i) al menos una vez; ii) exactamente una vez; c) al

menos dos veces.

13. La gente entra a un casino a una rata de 1 cada 2 minutos. Halle la probabil-
idad de que: i) nadie entre entre 12:00 y 12:05; ii) al menos 4 personas entren en el
casino durante ese tiempo.

14. El nimero de llamadas recibidas en una oficina entre 9:00 a.m. y 10:00 a.m.
es, en promedio, alrededor de 30. Use la distribucion de Poisson para encontrar la
probabilidad de que en un dia tipico no haya ninguna llamada entre 9:45 a.m. y 10:00
a.m. Sugerencia: Observe que A = 30 y tome 1 hora como unidad de tiempo.
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15. Los clientes llegan a un banco de acuerdo con una distribucion de Poisson con
pardmetro 40 (basado en una hora como unidad de tiempo). Dado que 30 clientes lle-
garon en la primera hora, encuentre la probabilidad de que 60 clientes lleguen durante
la primera hora y media.

16. Sea X una variable aleatoria de Poisson con pardmetro \. Demuestre que la
funcion de probabilidad de X crece mondtonamente y luego decrece mondtonamente,
alcanzando su mdzximo valor en [A].

17. Halle la probabilidad de que en una compania en la que trabajan 500 personas
exactamente k de ellas cumplan ano el mismo dia.

18. Suponga que en una comunidad de 20000 personas se ha determinado que la
probabilidad de vivir 100 anos es igual a 0.002. Halle la probabilidad (aproximada) de
que haya 10 centenarios.

19. Una poblacion de N animales habita en cierta region. El siguiente experimento es
realizado: primero se captura un grupo de r animales, se les marca y son devueltos a
su medio. Una vez que se han mezclado de nuevo se captura un grupo de n animales.
Si todos los animales tienen igual probabilidad de ser capturados, halle la probabilidad
de que el numero de animales marcados en la sequnda captura sea igual a k. ; Cudles
son los posibles valores de k ¢

20. En el proceso de control de calidad, una industria somete a inspeccion un lote
de 10000 piezas de la siguiente forma: se selecciona una muestra de 1500 piezas y se
examinan en busca de piezas defectuosas. Si existen en el lote un total de 850 piezas
defectuosas, ;cual es la probabilidad de que se encuentren 300 piezas defectuosas en
la muestra seleccionada?

21. Se lanzan 3 monedas idénticas y se sabe que estas tiemen probabilidad de cara
igual a 1/3. Halle la funcion de probabilidad del nimero de caras.

22. El numero de personas que utiliza un determinado cajero automdatico en un dia,
es una variable aleatoria de Poisson con pardmetro X = 10. a) Halle la probabilidad
de que el cajero no sea utilizado en el dia de hoy. b) Halle la probabilidad de que al
menos dos personas utilicen el cajero en el dia de manana.

23. Una extrana enfermedad aparece en el 5% de los miembros de una comunidad
que consta de 15000 individuos. Calcule, aproximadamente, la probabilidad de que 10
personas sufran la enfermedad.
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24. El numero de veces que un individuo se resfria en un ano dado es una vari-
able aleatoria de Poisson con pardmetro X = 5. Suponga que un nuevo medicamento
reduce el pardmetro de Poisson a A = 3 en un 75 % de la poblacion. El otro 25 % no
se beneficia de la droga. Si una persona usa la droga por un ano y tiene dos resfriados
en ese tiempo, s cudl es la probabilidad de que esta persona sea uno de los que se
benefician de la droga ?

25. Un examen de seleccion maltiple tiene 10 preguntas, cada una de las cuales
tiene 5 respuestas posibles. Un estudiante selecciona las respuestas al azar.

i) ;Cudl es la distribucion del nimero de respuestas correctas dadas por el estudi-
ante?.

11) sCudl es la probabilidad de que el estudiante responda al menos 9 preguntas
correctamente?

26. El numero de inundaciones que se producen anualmente en una localidad es una
variable aleatoria de Poisson. Si, en promedio, ocurren 3 inundaciones por ano, halle
la probabilidad de que la prérima inundacion se produzca en los proximos 6 meses.
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2.3.2. Densidades. Distribuciones de V A. Continuas.

Definicién 2.8 Una funcion f : R — R es una funcion de densidad sobre R
sty solo si f satisface las condiciones siguientes:
i) Para todo v € R, f(z) > 0.

iU/Zf@Mu:L

f(z) f(x)

>
| |—=
Q

a b T -1 1

(a) (b)

Figura 2.3: Graficos de funciones de densidad.

Definicién 2.9 Una variable aleatoria X es continua 6 absolutamente contin-
ua si existe una funcion de densidad f tal que para todo a € R

m@:ng@:/ Flu)du.
En este caso f se denomina funcion de densidad de probabilidad de X.

Comentarios.
1. La funcién de densidad permite responder a cualquier pregunta de caracter
probabilistico en relacién con la variable aleatoria.
2. De la definicién anterior se deduce que la funcién de distribucién F' es continua;
por lo que, para todo x € R, P(X =) = 0.
3. Para cualquier par de ntimeros reales a < b se tiene que

b
P(agxgb):P(a<X§b):P(a<X<b):P(a§X<b)=/ Flu)du.

a

4. Para todo conjunto de Borel B se cumple que
P(X € B) = / Flu)du.
B

Por lo tanto P(X € B) representa geométricamente el area bajo la curva de f que se
genera sobre el conjunto B.
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5. Por el teorema fundamental del calculo la funciéon de distribucion F' es derivable
en cada punto y de continuidad de la funciéon de densidad f. En cada uno de estos
puntos se cumple que F'(y) = f(y), es decir que F es la primitiva de f.

6. La funcién de probabilidad es el concepto andlogo a la funciéon de densidad en el
caso discreto.

’ Variable Aleatoria Discreta ‘ Variable Aleatoria Continua ‘

PX 1= Toapn | PX<8) = [y f)du
S0 =1 | fwdu=1

Ejemplos 2.12

1. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad

c(4r —22%) si0<x <2

f(z) = { 0 sizé(0,2) (2.15)

i) Halle el valor de c. i) Halle P(X > 1).

2
i) El valor ¢ debe satisfacer c/ (4z — 22*)dx = 1. Entonces
0

2 3 |a= 2 8
T
g > 3 2 5 1
ii) P(X > 1):/ f(u)du:g/ (du —2u )du:a.
1 1

2. La cantidad de tiempo, en horas, que una computadora funciona antes de danarse
es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad

e~ 10 sixz >0

f(w)z{ 0 siz<0 (2.16)

i) ;Cudl es la probabilidad de que una computadora funcione entre 50 y 150 horas
antes de descomponerse?
i) ;Cudl es la probabilidad de que funcione menos de 100 horas?

Debemos en primer lugar determinar el valor de .

[e.9]

| = )\/ e T dr = A(—100¢7T0)[” = A x 100 = A =
0

100
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150

i) P(50 < X < 150) = 51050 e ndy = 1(1)70 X —100e~ 100 50

L —e2—e 2 =0,384.

100

i) P(X <100) = 155 o " e 10dz = 355 x —100e” 09|

100 100

= —e1+1=0,633.

3. Suponga que la funcion de densidad de una variable aleatoria X esta dada por

| a sixz€]|0,100]
flz) = { 0 en otros casos.

Halle P(—2 < X < 3).
En primer lugar observamos que

100 1
/0 a=1 = a= 100’
por lo que
3 3 31 3
P(-2<x<3)= [ fl@dr= [ ade= [ code = o
4. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad
a(r — 22° 51 r<i
flz) = { ( 0 ) en c?t7"<03 c;sozs,

Determinamos el valor de «:

1

3 1
a/Z(x—QxQ)da::ax— = a=24.

0 24
Entonces tenemos que
1 3 11
PX>f:24/ ) =24 x — = -

(X > =2t T2 =2 x = g

Distribuciones de Algunas Variables Aleatorias Continuas.
1. Variable Aleatoria Uniforme.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién uniforme sobre [a,b] o
que esta uniformemente distribuida si su funcién de densidad de probabilidad
esta dada por

si x € |a, b

fle) = { bE)a six ¢ la,bl,

(figura 2.3 (a)). En este caso la funcién de distribucién estd dada por

0 sit<a
F(t)={ =2 sitela,b)

a

1 sit>b
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Figura 2.4: Grafico de F(x).

Ejemplos 2.13

1. Sea X wuna wvariable aleatoria continua uniformemente distribuida sobre [0, 10].
Entonces

s 1 5 1

B<X <38 310dx 0= 3
10 1 4 2
PX>6:/ = — = 2
( ) =) 0™ =173

PX>11)=0 y P(X<11)=1.

2. Variable Aleatoria Normal.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucion normal o que esta nor-
malmente distribuida, con pardmetros vy o (0 > 0), si su funcién de densidad
de probabilidad esta dada por

1 _(@=p)?
222 ; paratodo r € R .

fz) =

oV 2T

La funcion de distribucién de una variable aleatoria normal es

1 o (ow?
F(t) = / € 202 dz; paratodo t€ R,
oV 2T J-

y utilizaremos la notacién X ~ N(u,0?) para decir que X estd normalmente dis-
tribuida con parametros u y o.

Comentarios.

1. La distribucién normal es tambien denominada distribucién de Laplace-Gauss.

2. En el caso en que p = 0y 02 = 1 se dice que X tiene distribucién normal estdndar
o unitaria y se utiliza la notacion

x (1)2
Ty o e % du;

1 1 t
o) = 7aet =
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para la funcion de densidad y la funcién de distribucion de X respectivamente.
3. Dado que f es claramente no negativa, para demostrar que es una funcién de
densidad es suficiente demostrar que su integral sobre R es igual a 1. Es decir,

o) 1 fe'e) z—p)2
/ f(z)dx = / e~ dr = 1.

—00 oV 2T

Mediante el cambio de variables y = *>* obtenemos: dy = %dm y y € (—00,00); con

esto - ] - ,
d :;——7/“ e dy.
|ty R

Demostrar que la integral del miembro de la derecha en esta tltima igualdad es igual
a 1, es equivalente a demostrar que

o0 2
/’ e~ T dy = 2.
Para esto consideremos

o0 2 o0 22 o0 2
I:/ 6‘y7dy :>_72:/ G_dex/ 6‘y7dy,

o0 oo 5132 2 o o0 172 2
P:/ / 676%M@:/ / e~ drdy.
—00 J—c0 —00 J—c0

Pasando a coordenadas polares obtenemos x = rcos(#), y = rsen(0) y dedy = rdrdf
donde r € [0,00) y 6 € [0, 27]. Entonces

esto es

0 2T 2 0 2
I’ = / / € 2rdidr = 27?/ € 2rdr = 27.
o Jo 0

Proposicién 2.4 Si X es una variable aleatoria normalmente distribuida con pardmet-
ros pu y o2, entonces Y = aX + 3 es una variable aleatoria normalmente distribuida
con pardmetros ap + 3 y a’o?.

Demostracion. Denotemos como Fy a la funcién de distribucién de Y. Consideramos
el caso en que a > 0. El caso en que a < 0 es andlogo y se deja al lector.

_(e-p)?
202 dz.

t—-8, 1 =
a )—gm/_oo €

Fy(t) = P(Y <1) = P(aX + § < 1) = P(X <

Mediante el cambio de variables z = ax + (3, obtenemos x = % y dz = adx; donde
ademas se tiene que —oo < z < t. Entonces

8 w2 ¢ (2L -2 t 2—p-ap)?
! / 6_(2%2)dx = 1 / e~ e ldz = l 1 / 6_( e dz,
21 J— oV2r J—c0 Q oo\ 21 J-

o
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por lo tanto la funciéon de densidad de Y es
1 (z=B—ap)?
fr(z) = et , dedonde Y ~ N(au+ 8,a%0?).
ooV 2T

Un sencillo pero importante corolario de la proposiciéon anterior es que si X ~
N(u,0?), entonces la variable aleatoria

X —p
g

7 —

7X+(_f)NN( (_H),iﬁ):N(o,l).

o o
Este hecho resulta muy 1til, pues hace posible que la distribucion de cualquier variable
aleatoria X ~ N(u,0?) pueda expresarse en términos de una normal estdndar, ya que

X—pu t—up t—pu
< ) =@(—).
o o o

Fx(t)=P(X <t)=P(
Proposicion 2.5 Para la distribucion normal estdndar se cumple que

O(—t)=1—®(t) es decir P(t)+ d(—t)=1.

Demostracion.

P Pt Tdet —— [ e %d

+ / Tdr + —/ € 2dr,
( ) \/ vV 21 J—
haciendo el cambio de variables y = —x se tiene que dy = —dx y y € [t,00). Entonces
1 t 22
B(—t) + D(t / e~5dy + | eFan—1,
(=) \/— o=

Comentario. Las propiedades anteriores permiten calcular probabilidades de

variables aleatorias normales usando la distribucion normal estandar para valores de
z > 0.

Ejemplos 2.14

1. Sea X ~ N(3,9), entonces Z = X22 ~ N(0,1). Por lo tanto

9-3 X-3 5-3 1 9 9 1
— P <Z<2)=

3 <3 <3 )=Plg<Z<3)

9 1

= ®(5) — 1+ () = 0,7454 — 1+0,6298 = 0,374

P2<X <5 = P(

P(X > 0) = P(2 =3

> —1)=1-—®(—1) = ®(1) = 0,8413.

3
P(X —3/>6) = P(X—-3>6)+P(X—3< —6)
:P(X33 )+ P(A3 L9y Pz =24 P(Z < -2)

>
= 1-02)+P(-2)=1-3(2)+1—d(2)
= 2(1—®(2)) =2(1 —0,9772) = 0, 0456.
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3. Variable Aleatoria Exponencial.

Una variable aleatoria continua X se dice que tiene distribuciéon exponencial 6 que
estd exponencialmente distribuida, con parametro \ > 0, si su funcién de densi-

dad es

AENM §ix >0
f(x)_{ 0 siz<0 (2.17)

En este caso la funcion de distribucion esta dada por

t -z TE > _ p—Xt >
F(t):P(X<t):{f0)\€ de sit>0 1—€ sit>0 (2.18)

= 0 sit<O:{ 0 sit<0

Ejemplos 2.15

1. En el ejemplo 2.10.1 se ha definido la variable X(t) =#terremotos en t sem-
anas y puesto que X (t) ~ P(2t), se tiene que la variable aleatoria T =tiempo hasta
el préximo terremoto tiene funcién de distribucién dada por Fr(t) = 1 — e %; es
decir, T es una variable aleatoria exponencial con pardmetro A = 2.

2. La duracion de una llamada, en minutos, es una variable aleatoria exponencial
con pardametro X = 1—10. Si una persona llega inmediatamente antes que usted a un
teléfono publico, encuentre la probabilidad de que usted tenga que esperar: i) mas de

10 minutos; i) entre 10 y 20 minutos.

Sea X =la duracién de una llamada, entonces se quiere calcular:

) P(X>10)=1-P(X<10)=1—(1—e™) =e"' =0,368.
20

1 .
i)P(10 < X < 20) = /10 €T du = —eT[H = —e? + ¢ = 0,23255.

4. Variable Aleatoria Gamma.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucion gamma con parametros
(t,\), donde t > 0 y A > 0, si su funcién de densidad es

{ Aef*lf(%x)’f*% siaz >0

0 six <0,

fx) = (2.19)

donde T'(t) = /oo e vy tdy.
0

Comentarios.
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1. Una variable aleatoria gamma con parametros (1, A) es una variable aleatoria espo-
nencial con parametro A.

2. Si se integra por partes la funcion I' se obtiene que

F(t) _ /000 e_yyt_ldy: y t— 1 +/ t Zdy
- @—J)Ameﬂ@*%y:(ﬁ_nr@_1y

En particular, para t = n € N, se puede demostrar facilmemte por inducciéon que
['(n) =(n—1)!, ya que

I'n) = m—1)I'(n—=1)=mn-1)(n—-2)'(n-2)=
= (n—1)(n—-2)...32I'(1) = (n — 1)!

3. La distribucién gamma con parametros (n, \), donde n € N, aparece en las aplica-
ciones con frecuencia como la distribucion de la variable aleatoria T,, =tiempo hasta
que ocurran n eventos; la cual es una generalizacion de la variable T" presentada en
los ejemplos 2.10.1 y 2.15.1. En efecto, supongamos que la ocurrencia de un cierto
fenomeno satisface las hipétesis Hi, Hii y Hiii, con pardametro A. Como antes definimos
X(t) =# de eventos en [0,t] y tenemos que X (t) ~ P(At). Si denotamos por F,, la
funcién de distribucion de T,,, entonces para cada t > 0

_/\t )\t

n@:mngw:mxwzm:ipa( Ze Z%

Como para cada k > 1 la funcién g es derivable y Y272 ¢.(t) converge uniforme-
mente, la funcién de densidad de T,,, digamos f,, puede obtenerse derivando término
a término la serie que representa a la funcién de distribucion F),, es decir

fult) = FL(t) = i gilt) = Ae”m,

lo que significa que T, tiene distribucién gamma con parametros (n, A).

4. Cuando n es un entero positivo, la distribucién gamma con parametros (3, %)
. . . 2

se denomina chi cuadrado con n grados de libertad, lo que se denota como ;. Usual-

mente se usa esta distribucion para describir el error cometido al tratar de dar en

un blanco en R", cuando cada coordenada del error estd normalmente distribuida.

Estudiaremos méas adelante la relacién entre esta distribucion y la normal.
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5. Variable Aleatoria Cauchy.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribuciéon de Cauchy con parametro
a € R, si su funcion de densidad es

1 1
flx) = Ty I donde — oo <z < 0.

La funcion de distribucién de Cauchy estd dada por

1t 1 1 1 arctg(t — «)
F(t) = 7/ ——————dx = —arct —a)t, ==+ — 7
®) T Jooo [1+ (x — )?] e 9(z =)o 2 * s

Ejemplos 2.16

1. Una aguja que puede girar en torno al punto (—1,0) del eje x se impulsa para
que gire y luego se la deja parar espontdneamente. Sea 0 el dngulo que forma la aguja
con el eje x y supongamos que 6 estd uniformemente distribuido sobre [—% %], es

202
decir que

Entonces la variable aleatoria Y (8) = tg(0) tiene distribucion de Cauchy con pardmetro
a = 0. En efecto

P(Y(6) <1) = Pltg(8) < 1) = P(0 < arctg(t) = | + 00,

6. Variable Aleatoria Beta.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucion de beta con parametros a
y b, si su funcion de densidad esta dada por

%x“_l(l — )"t siz e (0,1)

) = B(a,b
/(@) { 0 sixz ¢ (0,1)

donde B(a,b) = [y 2~ 1(1 — )*~'dz se denomina funcidn beta.

Apéndice.

Problema Famoso: La paradoja de Bertrand.
Considere una ¢uerda aleatoria”de un circulo de radio r. ;Cudl es la probabilidad de
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que la longitud de la cuerda sea mayor que el lado del triangulo equilatero inscrito en
ese circulo?

Para resolver este problema debemos precisar que se entiende por ¢uerda aleato-
ria”.
Solucion 1: La posicién de una cuerda puede ser determinada por su distancia al cen-
tro del circulo, que denotaremos por O. Esta distancia puede variar entre 0 y r. Ahora
consideremos un triangulo equilatero ABC' inscrito en el circulo de radio r y sean ay, as
y az las distancias del centro a cada uno de los lados. Tenemos que: OA = OB = OC,
si OA; es la mediatriz de AB, OA; es la mediatriz de AC' y OAj es la mediatriz de
CB, entonces A; es el punto medio de AB, Ay es el punto medio de AC' y Az es el
punto medio de C'B. Sea m = |AA;|; entonces a; = as = az3 = a = /12 — m? y como
m satisface cos30° = 7 = % entonces m = 7"\2[ ya=/r?— (T§)2 = 3.

La longitud de la cuerda es mayor que el lado del tridngulo si su distancia al
centro es menor que a = 3. Si asumimos entonces que una cuerda aleatoria es aquella
cuya distancia D al centro O es una variable aleatoria uniformemente distribuida en

[0, 7], la probabilidad de que la cuerda sea mayor que el lado del tridngulo equildtero

inscrito ABC' es P(D < §) = 2 1dx = %

Solucion 2. Dada una cuerda arbitraria en el circulo, considere la tangente al cir-
culo que pasa por uno de los extremos de la cuerda. La posicion de la cuerda queda
determinada por el angulo 6 entre la tangente y la cuerda; el cual varia entre 0 y 180°.
En este caso la longitud de la cuerda es mayor que la longitud del lado del triangulo si
60° < 6 < 120°. Asumiendo 6 uniformemente distribuido se tiene que la probabilidad

buscada es P(60° < 6 < 120°) = 120550 — 1,

Se observa entonces que el resultado varia dependiendo del experimento que se use
para caracterizar una cuerda aleatoria.
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Ejercicios 2.3

1. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad

c(l1—2?) si—-1l<z<l

f(z) = { 0 sizd(—11) (2.20)

i) ;Cudl es el valor de ¢c? i) ;Cudl es la funcion de distribucion de X ¢

2. Un sistema puede funcionar por una cantidad aleatoria de tiempo X, medida en
meses. Si la densidad de X estd dada por

cre % six >0

f(z) :{ 0 siz<o, (2.21)

scudl es la probabilidad de que el sistema funcione por lo menos 5 meses?

3. A una parada de autobis llegan unidades cada 15 minutos, a partir de las 7:00
a.m. St un pasajero llega a la parada a una hora que estd uniformemente distribuida
entre las 7:00 y las 7:30, encuentre la probabilidad de que su espera por el autobis
sea de: 1) menos de 5 minutos. i) mds de 10 minutos.

4. Los trenes que se dirigen a un punto A llegan a la estacion a intervalos de 15
minutos comenzando a las 7:00 a.m., mientras que los trenes que se dirigen al punto
B llegan a intervalos de 15 minutos comenzando a las 7:05 a.m. Si un pasagero llega
a la estacion a una hora uniformemente distribuida entre las 7:00 y las 8:00 a.m. y
se monta en el primer tren que llega, ;qué proporcion de veces la persona se dirige al
punto A? ;Qué pasa si el pasajero llega a una hora uniformemente distribuida entre
7:10 y 8:10 a.m.?

5. 81 X ~ N(10,36) calcule: i) P(X >5); i) P(4 <X <16); iii) P(X < 8);
) P(X <20); wv)P(X >16).

6. La cantidad anual de lluvia, en pulgadas, en cierta region estd normalmente dis-
tribuida con pardmetros = 40 y o = 4. ;Cudl es la probabilidad de que, comenzando
con este ano, haya que esperar 10 anos antes de tener un caudal de lluvia por encima
de 50 pulgadas? ;Qué suposiciones estd haciendo? Sugerencia: Considere la variable
aleatoria T=# anos para que lluevan mas de 50 pulgadas.

7. Expertos certifican que la duracion en dias de un embarazo es una variable aleatoria
aprozimadamente normal con pardmetros = 270 y o? = 100. Para la realizacion de
un estudio se seleccionan 10 mujeres embarazadas. Aquellas cuyos embarazos duren
menos de 240 dias 6 mds de 290 serdn incluidas en un programa de tratamiento
especial. ;Cudl es la probabilidad de que menos de 8 mujeres sean incluidas en el
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programa?

8. La altura, en pulgadas de un hombre de 25 anos es una variable aleatoria nor-
mal con pardmetros u = 71 y 0 = 6,25. ;Qué porcentaje de hombres de 25 anos
miden mas de 6 pies 2 pulgadas? ;Qué porcentaje de hombres de mds de 6 pies miden
mds de 6 pies 5 pulgadas? Nota: un pie = 12 pulgadas.

9. El ancho, en pulgadas, de una ranura de una pieza de duraluminio forjado estd nor-
malmente distribuido con = 0,9 y o = 0,003. Los limites especificados son 0.9-0.005
a 0.940.005. ;Qué porcentaje de piezas serdn defectuosas? ;Cudl es el maximo valor
oy de o que permitird no mds de un 1% de piezas defectuosas cuando los anchos de
las ranuras estdn normalmente distribuidos con pardmetros i =10,9 y o = oy ?

10. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal estandard. Demuestre que:
i) P(|X| <k)=20(k)—1 i) P(|X|>k)=2(1—dk)).

11. Si la variable aleatoria X ~ N(1,4), calcule: i) P(—3 < X < 3);
i) P(—5 < X <3); iii) P(—~1 < X <0).

12. Demuestre que st X es una variable aleatoria exponencial con pardametro X\, y
¢ > 0; entonces cX es exponencial con pardmetro \/c.

13. El tiempo, en horas, requerido para reparar una mdquina es una variable aleatoria
exponencialmente distribuida con pardmetro A = 1/2.

i) ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo de reparacion sea mayor de 2 horas?

i) ;Cudl es la probabilidad condicional de que la reparacion tome al menos 10 horas,
dado que toma mas de 9 horas?

14. El numero de anos que un radio funciona estd exponencialmente distribuido con
pardmetro A = 1/8. ;Cudl es la probabilidad de que un radio funcione por mds de 8
anos?

15. Sea X una variable aleatoria de Cauchy con funcion de densidad de dada por:
1
S e [ (o)

a) Demuestre que [ es en efecto una densidad.

b) Calcule: P(X < —1); P(X >0); P(X <1).

, re€ R, a>0.

16. 1. Si X es una variable aleatoria mormal con pardmetros p = 2, 0 =9, cal-
cule:
a) P(X >4); b)P(-3<X<5); ¢)PB<X<I12).
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Capitulo 3

Esperanza y Varianza de Variables
Aleatorias.

I) Caso discreto.

Definicién 3.1 Sea X una variable aleatoria discreta tal que su conjunto de valores es
{Zn}n>1 ¥ su funcion de probabilidad {py, }n>1, donde p, = P(X = x,,). La esperanza
matemdtica o valor esperado de X es el nimero denotado por E[X] y definido
como

EX] =Y 2,P(X =2,) = Y Tupy;
n=0 n=0

siempre y cuando la serie anterior sea convergente. En este caso se dice que existe la
esperanza matemdtica de X .

Observe que E[X] es un promedio ponderado de los valores de la variable aleatoria
X. En algunos casos E[X] se denomina media ¢ media ponderada de X.

Ejemplos 3.1

1. Sea X el resultado de lanzar un dado perfecto. Entonces como p; = % para i =
1,...,6
21 7
E[X] = 1p; + 2ps + 3ps + 4ps + 5ps + 6ps = = =3

2. Sea X una variable aleatoria de Bernoulli con pardmetro p =probabilidad de éxito.
Es decir, X =1 si ocurre un éxito y X = 0 si ocurre un fracaso. Entonces

E[X]=0(1-p)+1p=p.
3. Sea X wuna variable aleatoria Binomial con pardmetros (n,p). Entonces

BlX] = Xi: kP(X =k) = Xij B )pF(—p)t = Zi: k!(:i!k)!pk(l —p)" "

95
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. (n—1)n k—1 n—k
= l;<k_1),( — P (1-p)

= an—k, =) i “(1—p

= np Z; (:7 )P =) =mp(p + (1 - p)" " = np.

4. Sea X una variable aleatoria de Poisson con pardmetro \. Entonces E[X] = \.

IT) Caso continuo.

Definicién 3.2 Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f.
Se define la esperanza de X como

BIX] = [ af(e)ds

—0o0

siempre que la integral anterior sea finita. En este caso (E[X]| < o0o) se dice que X

tiene esperanza o también que es integrable con respecto a la medida de probabilidad
dada.

Ejemplos 3.2

1. Si X es una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre [a,b], entonces

x? a+b
dr = b= :
—a™ 2(b—a)|“ 2

2. Si X es una variable aleatoria normalmente distribuida con pardmetros (p,o?),
entonces

o0 1 (z—p)? 1 o0 (z—p)?
EX] = / T € T2 dr = / T—pu+ u)€ 202 dx
[ ] —c0 OV 2T J\/% —oo( # ,u)
1 00 (z—p)? 1 o0 (z—p)?
= x— )€ 22 du + / € 22 dx
o\ 2T ,OO( M) oV2r J-x H

(z—p)?

)6 20 dr+p=p

I

3. Sea X una variable aleatoria exponencial con parametro X\, entonces

_ o -z _ L 1 -z _ 1
E[X]_/O Ao dr = A[Sre - e = 1
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Aplicaciones.

El juego de San Petersburgo. Se lanza una moneda perfecta hasta que salga
cara. Si esto ocurre en el i—ésimo lanzamiento usted recibird $2¢. Sea X =ganancia
obtenida, entonces X toma los valores 2,22, ...,2% ... .. Entonces la ganancia esper-

ada es igual a

E[X] _olypedl sl fﬁ = 00

5 5 BT )

Es decir la esperanza de X no existe. Sin embargo, si se asume que la casa nunca se
arruina, esto tambien podria interpretarse como que la ganancia tiende a crecer sin
limites. En este caso, es razonable preguntar ;cuanto estaria usted dispuesto a pagar
para entrar en el juego? Si usted paga $2'° = $1024 por entrar, entonces para ganar
necesita que haya al menos 9 sellos consecutivos. La probabilidad de este evento es
menor o igual a 0,00195; que es bastante pequeno. Se presenta en este juego una
situacion paraddjica, ya que, pese a que se tiene una ganancia esperada infinita, no
es razonable arriesgarse pués la probabilidad de ganar es muy pequena.

Determinacion de Primas de Seguros. Una persona de 36 anos adquiere un
seguro de vida de $50.000 por 20 anos. Sea pss = P (el individuo sobrevive mds de
20 anos). ;Cudl debera ser la prima que cobre la compania para que la ganancia
esperada sea positiva?

Sea L la prima total a pagarse durante los 20 anos y sea Y =ganancia de la compania,
entonces

E[Y] = Lpss — 50,000(1 — p3s) > 0 <= L > o ,

Juego justo e injusto. Suponga que X es una variable aleatoria que representa
la ganancia de un jugador en un juego de azar. Cuando X < 0 se considera que hay
pérdida o que se paga una cuota para entrar en el juego. Decimos que el juego es
Justo "o equitativo, si F[X] = 0. Si E[X] # 0 decimos que el juego es injusto, siendo
E[X] > 0 cuando el juego es favorable al jugador y E[X] < 0 cuando el juego es
desfavorable al jugador.

Si consideramos el juego de Lotto consistente en acertar 6 niimeros de 54, tenemos
que la probabilidad de ganar un juego es p = 1/25,827,165 ~ 3,8 x 107%. Suponga que
la ganancia posible es de $10.000.000 y que se paga un délar por 2 juegos. Entonces
la oportunidad de perder es p; = 2820163 ~ () 999 y la probabilidad de ganar es

25,827,165 —
p2 ~ 7,6 x 1078. Por lo tanto

E[X] = (~1)(0,999) + 107)7,6 x 1078 = —,999 + 0,76 = —0,239,

de donde se concluye que, de acuerdo al criterio dado, el juego es injusto y desfavorable
al jugador.
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Lema 3.1 S5tY es una variable aleatoria continua, entonces
B[y = / P{Y > y}dy — / P{Y < —y}dy.
0 0

Demostracion. Denotemos por fy la funcién de densidad de Y. Entonces puesto que

PY >y} = [ fy(z)de
/0 P{Y > y}dy = /0 / fy (@)dzdy.
y
Intercambiando el orden de integracion en la igualdad anterior tenemos que

/Ooo P{Y > y}dy = /OOO /Ow fy (z)dydx = /Ooo zfy(z)dz. (3.1)

De manera analoga se tiene que

/OOO P{Y < —y}dy = /OOO /_: fy (2)dzdy = /_OOO /Oz fy (2)dydr = — /0 2 fy (2)dx(3.2)

Combinando (3.1) y (3.2) obtenemos
00 oo oo 0
/0 P{Y > y}dy —/0 P{Y < —y}dy = /0 a:fy(a:)d:v—l—/ioo xfy(z)dz.
= /_o:oxfy(x)dx:E[Y}.

Proposicion 3.1 Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad
f, entonces para toda funcion a valores reales g se cumple que

Blg(xX)] = [ g(a)f(x)da.
Demostracion. Por el lema anterior se tiene que
Blgx)] = [ Pl(xX) > yhdy - [ P{g(X) < —y}ay

_ [ x)dxdy — /00/ x)dxd
/0 /{x:g(az)>y} f( ) Y 0 {z:g(z)<-y} f< ) Y
/ /g(w)f( \dyd / /—9(z)f< \dyd

= x xr — x x
{z:g9(x)>0} JO 4 {z:g9(z)<0} JO Y

= g(x)f(x)dx + g(x)f(x)dx
/{x:g(az)>0} ( ) ( ) {z:g(z)<0} ( ) ( )

— [ s@ @

Comentario: Existe una version del resultado anterior en el caso en que X es una
variable aleatoria discreta. La demostraciéon es sencilla y se deja como ejercicio.
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Proposicién 3.2 Si X es una variable aleatoria y a y b son constantes entonces
ElaX +b] = aB[X] +b
siempre que las esperanzas existan.

Demostracion. Caso discreto. Como p, = P{w : X = z,} = P{lw : aX +b =
ax, + b}, n > 1, tenemos que

E{aX + b} = Z(axn +b)p, = aanpn + prn = aF[X] +b.

n>0 n>0 n>0

Caso continuo. Sea f la funcién de distribuciéon de X y sea Y = aX + b. Por la
proposiciéon 1 tenemos que

ElaX +1] :/

—00

[e.e] e}

(ax +b) f(x)dx = a/

—00

:cf(:c)dx—i—b/_o; f(z)dx = aE[X} +b.

Definicién 3.3 Si X es una variable aleatoria con media E[X]| = p, entonces la
varianza de X, denotada Var[X], se define como

Var[X] = E[(X - E[X])?].

La varianza de X es una medida de la dispersion de los valores de X alrrededor
de la media.

2
Proposicién 3.3 Var[X] = E[X?] - (E[X]) .
Demostracion. Utilizando la proposicién anterior, se tiene

E[(X - E[X]?| = E[X*-2XE[X])+ (E[X])]
= E[X? - 2E[X]|E[X]) + (B[X])’ = B[X?] - (B[X])*.

Ejemplos 3.3

1. Sea X una variable aleatoria normal, X ~ N(u,c?). Como E[X| = p, se tiene que

2 _@w?

VarlX] = B[(X - E[X])?] = Ui'/z_ﬁ /O:O (x ;2“) e dr

0'2 x5 y> 02 y> o0 2
= € 2dy = —ye | _|_/ e zd
o /_ Y Y %[ Y S » y}

= \72;{0—1—\/%} = o2
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2. Sea X ~ b(n,p). Sabemos que E[X| = np. Entonces

E[X? = z": E*P(X =k) = En: k2<:)pk(1 _pynk

— kz: k:!(ftﬁ!k)!pk(l —p)" k= ]é)(k2 —k+ k)lMpk(l oy
- n! 3 -

— ];)k(k 1>/{7'( _k>!p (1—p) +E[X]

- kZ::Q (k- 2)7(!71 — k)gpk(l —p)" "+ E[X]

B 1)§: (k —(Z)!_(j)i k)|Pk_2(1 —p)" "+ BX]

= p’n(n—1)+np= np(l + (n — 1)p).
Por lo tanto
Vaz[X] = E[X?] - (E[X])" = np(1 + (n— 1)p) — (np)? = np(1 - p).

Definicién 3.4 Dada una variable aleatoria X con varianza o2, la desviacién tipi-
ca 0 estandar de X es iqual a o.

Este valor da una medida de la desviacién de los valores de la variable aleatoria con
respecto a su media. Cuanto menor es la desviacion estandar mas se aglutinan los
valores de la variable aleatoria en torno a la media.

El valor E[|X — E[X]|] se denomina desviacién media absoluta.
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Ejercicios 3.1
1. Sea X wuna variable aleatoria de Cauchy con pardmetro o > 0; es decir, tal que la

funcion de densidad de X estd dada por:

B 1
o[l + ((z - a)?

f(x) , € R.

Demuestre que X no tiene esperanza. Sugerencia: considere a = 0.

2. Sea X es una variable aleatoria con distribucion gamma con pardmetros (t, \), t >
0, A > 0; es decir, con funcion de densidad dada por:

0 stx <0 3.3
f(ZE) = )\e—Aa:(Alzf():)_l siz>0 ( . )

donde T'(t) = [;° e Yy'*dy. a) Demuestre que f es una densidad. b) Halle E[X] y
Var[X].

3. Halle la esperanza, la varianza y la desviacion estandar de cada una de las sigu-
tentes variables aleatorias:

i) X geométrica con parametro p € (0,1).

ii) X ~b(n,p) conp € (0,1).

iii) X >~ P(N), con A > 0.

iv) X uniforma sobre |[a,b).

v) X exponencial con pardmetro A > 0.

vi) X gamma con pardmetros (t, ).

4. Sea X =# de caras obtenido, cuando se realizan dos lanzamientos independi-
entes de una moneda insesgada (perfecta). Calcule E[X].

5. Si X es uniformemente distribuida sobre [0,1], calcule E[e].
6. Sea X =resultado de lanzar un dado perfecto. Calcule Var[X].

7. Uno de los numeros del 1 al 10 se selecciona aleatoriamente. Usted trata de adivinar
el numero haciendo preguntas cuyas respuestas seran "si”6 “no”. Calcule el nimero
esperado de prequntas que necesitard hacer en cada uno de los siguientes casos:

i) Su i-ésima prequnta es: jes el nimero igual a i?

ii) Con cada pregunta usted trata de eliminar la mitad de los nimeros que quedan.

8. Una muestra de 3 objetos es seleccionada aleatoriamente de una caja que con-
tiene 20 objetos de los cuales 4 son defectuosos. Encuentre el nimero esperado de
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objetos defectuosos en la muestra.

9. Calcule E[X] si X tiene funcion de densidad:

i) fx) =

—x/2 :
{ cxe stx >0 (3.4)

0 stx <0,

c(1—2?) si—-1l<z<l

i) flz) = { 0 sizé (—1,1) (3:5)

10. El tiempo de vida, en horas, de tubos electronicos es una variable aleatoria con
funcion de densidad

Are ™ six >0

donde ¢ > 0. Calcule el tiempo de vida esperado de estos tubos.

11. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de masa de probabilidad p(z).
Demuestre que para cualquier funcion a valores reales g

Elg@) = > gl@)p).

{z:p(2)>0}
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3.1. Distribucién Conjunta de Variables Aleato-
rias.

En muchas situaciones es necesario tomar en cuenta el comportamiento de varias
variables aleatorias al mismo tiempo. Para describir simultaneamente estas variables
es necesario definir la funcién de distribuciéon conjunta de las mismas. Comenzamos
por considerar la funciéon de distribuciéon conjunta de dos variables aleatorias. Este
concepto se generaliza naturalmente al caso en que se tiene cualquier cantidad finita
de variables aleatorias.

Definicién 3.5 Dadas dos variables aleatorias X e Y, se define la funcion de dis-
tribucion conjunta de X e Y como

F(a,b) = P(X <a,Y <Vb); donde —oo <a,b< .

Comentarios.

1. Si definimos A, = (X < a,Y < n), podemos verificar que para cada n > 1
A,_1 C A,, por lo que

lim F(a,n) = lim P(A,) = P(lim A,) =P(X <a,Y <) = P(X <a)= Fx(a).

n—oo n—oo n—oo

Analogamente se tiene que
lim F(n,b) = Fy(b);

n—oo

lo que permite expresar las distribuciones de X e Y en términos de la distribucién
conjunta.

2. El calculo de probabilidades puede hacerse en términos de la funcion de distribucion
conjunta.

P(X >a,Y>b) = 1-P(X >aY>b)) — P((X >a)°U (Y > b))
= 1-P(X<aU (Y<b))
— 1-P(X < ) P(Y <b)+P(X <a,Y <b)

— Fx(a) = Fy(b) + F(a,b).

3. Si F(z,y) es una funcién de distribucién conjunta de dos variables X e Y, las
distribuciones individuales Fxy y Fy se denominan distribuciones marginales.

Propiedades de la funcién de distribucion conjunta.
1. F(z,y) es creciente en cualquiera de las dos variables: Sea = < ', puesto que
(X <) C (X <2') se tiene que

F(z,y) =P(X <z,Y <y) < P(X <2'Y <y)=F(2,y).
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La verificacion para la segunda variable es analoga.

2. lm, . F(z,y) =1lim, . F(z,y) = 0.

3. im0 limy, o F(z,y) = 1.

4. Como F' es creciente en ambas variables, entonces 0 < F'(z,y) < 1 paracadaz € R
yyeER.

5. F' es continua a la derecha en ambas variables.

Nota. Contrariamente a lo que ocurre en el caso de una variable, estas propiedades
no caracterizan a una funcion de distribucién conjunta; es decir, se puede encontrar
una funcién que satisfaga las propiedades anteriores y que no sea una funcién de
distribucién conjunta. Considere por ejemplo la funciéon:

1 siz4+y>0

0 siz4+y<0 (3.7)

F(%y):{

satisface las condiciones anteriores, sin embargo si F' es una funcién de densidad
entonces

P(—1< X <3,-1<<3)=F(3,3)— F(3,—1) — F(—1,3) + F(—1,-1) = -1

lo cual claramente representa una contradiccién. Para que una funcién F' que satisface
las condiciones anteriores sea una distribucién conjunta debe cumplirse que, para
a <byc<ddados,

PIX<bY<d-PX<bY<c)—P(X<aY<d+PX<aY <c)>0.

Definicién 3.6 Si X eY son variables aleatorias discretas, entonces la funcion de
probabilidad conjunta de (X,Y) se define como

p(z,y) = P(X =2,Y =y).
En este caso las funciones de probabilidad marginales de X e Y estan dadas por

px(t)=P(X=t)= >  plty) pyv(t)=PY =t)= >  pla),

{y:p(t,y)>0} {a:p(z,t)>0}

respectivamente.

Ejemplos 3.4

1. Suponga que 3 bolas son seleccionadas aleatoriamente de una urna que contiene 3
bolas rojas, 4 blancas y 5 azules. Sean X =# bolas rojas e Y =# bolas blancas. En-
tonces la funcion de probabilidad conjunta de X eY asi como tambien las funciones
de probabilidad marginales se pueden resumir en la tabla siguiente
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i\ j 0] 1| 2] 38 |PX=i)|
0 10 | 40 | 30 | 4 81
220 220 220 220 220
30 60 18 108
1 320 | 220 | 220 | U 220
15 12 27
2 Loz g g 2
1 1
3 Al 0ol o -
_ 56 112 48 4
PY =J)| %5 | 33 | 220 | 20

Definicién 3.7 Se dice que las variables aleatorias X e Y son conjuntamente
continuas si existe una funcion f : R* — [0,00), tal que para todo (x,y) € R*

F(z,y) = /yoo /IOO f(u,v)dudv.

En este caso diremos que F tiene densidad f.

Comentarios.
1. Es claro a partir de esta definicion que si F' tiene densidad f, entonces para cualquier
rectangulo A = [a, b] X [c, d] se cumple que

P((X,Y)e A) = //Af(u,v)dudv = /ab /Cdf(u,v)dvdu.

Tambien es posible demostrar que para cualquier conjunto de Borel C' C R? se cumple
que

P((X,Y) EC’)://Cf(u,v)dudv.

En particular dado un rectangulo C' = C; x Cy donde C; y C5 son conjuntos de Borel,
se tiene que

P((X,Y)€C) :/cl /C2f(u,v)dvdu.

2. 51 X e Y son conjuntamente continuas ellas son continuas ya que para cada conjunto
de borel A

P(Xe€A)=PX €AY € (—00,0)) = /A/_O:O f(u,v)dvdu = /AfX(m)dx,



106

donde fx(z) = /%0, f(u,v)dv, la cual es efectivamente una densidad, debido a que f
lo es. De manera analoga se tiene que fy(y) = [ f(u,v)du. Las funciones fx y fy
se denominan denstdades marginales de X e Y respectivamente.

Ejemplos 3.5

1. Supongamos que la funcion de densidad conjunta de X e Y esta dada por

20777 510 <w<o0,0<y<oo

f(z,y) = { 0 en otros casos (38)

Entonces

1 poo 1 poo
i. P(X>1,Y<1) = / / f(z,y)dzdy :/ / 2" dxdy
0o 1 0o 1

= 2/01 e_Qy(/loo e"%lm)dy = 2/01 6_2y< - €_$|T°)dy

1
= 2/ 6_2y<€_1>dy =ele?i=e'(1-e?).
0

o 1y
ii. P(X<Y) = // f(x,y)dxdy:/ 2/ e~ Wdxdy
{(zy):z<y} 0 0
- / 2e7(— e~ [8)dy :/ 2e=2(1 — ey
0 0
o0 o0 2 2 1
— 26_2yd _ / 26_3yd —_ _6—2y 0 76—3y o _ 1 _ 2 _
/0 y— y o+ 57l 3= 3
iii. P(X < a) / / 2e " dydx —/ e dr=—e"j=1—e""
0

2. Supongamos que la funcion de densidad conjunta de X e Y estd dada por

e~ gi0<x<o0,0<y<oo

flx,y) = { 0 en otros casos (3.9)

Entonces la funcion de distribucion de la variable = v, parat >0 esigual a

Fx(t) = = < t) // ~@H) dady
(z,y): <t}

v
(z+y 1

= dedy =1—- ——.

0o Jo 1+¢

Diferenciando se obtiene la funcion de densidad de %
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La nocién de distribucion conjunta de dos variables aleatorias se generaliza de
manera natural al considerar la distribucién conjunta de n variables aleatorias
Xy, Xo, ..., X,: para nimeros reales ay, as, . .., a, se define

F(al,aQ,...,an):P(Xl Sal,XQ §a2,...,Xn§an).

En este caso se dice que las variables aleatorias X7, Xo,..., X, son conjuntamente
continuas si existe una funcién f : R" — [0, 00), tal que para todo (x1,...,z,) € R"
F(xy,...,z, / / (u, v)dudv.

La funcién f se denomina densidad conjunta de (Xi,...,X,).

3.1.1. Esperanza de Funciones de Variables Aleatorias.

En esta seccion consideramos una una familia finita de n variables aleatorias

X1, X5,..., X, vy una funciéon g : R" — R lo suficientemente regular para que
Y = g(Xy, X, ..., X,) sea una variable aleatoria.
Preliminares.

1) Esperanza de la Suma de Variables Aleatorias.

Proposicién 3.4 Dadas variables aleatorias X e Y, la suma X +Y es una variable
aleatoria cuya esperanza es E[X+Y| = E[X|+E[Y], siempre que todas las esperanzas
existan.

Demostracion.

I) Caso Discreto. Sean X e Y variables aleatorias discretas con funcién de proba-
bilidad p;; = P(X = z;,Y = y,) para ¢,j > 0. Si se define S = X 4+ Y, se tiene que
S es una variable aleatoria con funcién de probabilidad

Qk:P(SZSk): Z Dij-
{(@0)wit+yj=sk}
Entonces

BlS] = Y skP(S=sp) =) sk > Pii = > SkPij

k {(7J)I’L+yj:sk} k {(,])xz-i-yjzsk}

= Z Z (:Ez +y] Pij = ZZ T; +y] Dij

k {(@.g):zi+yj=sk}

= Z%Zpij‘i‘zyg‘ZPU szpx +Zyij = E[X]|+ E[Y].
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II) Caso Continuo. Sean X e Y variables aleatorias conjuntamente continuas con
funcion de densidad conjunta f, y sea S = X +Y. Entonces la funcién de distribucion
de S esta dada por

Fxiy(t) = P(S<t)=PX+Y <t)= //{(:p,y):erygt}f(xay)dxdy

= /_o:o /_t(: f(z,y)dydx.

Haciendo el cambio de variables y = 2z — z, se tiene que —oo < z < t por lo que

[ty = [z

—0o0

de aqui que

FX+y(t):/O:O/tOO xz—xdzdx—/ / xz—xdxdz—/toofz(z)dz

donde fz(z) = [, f(x,z — x)dx ya que Z = X 4+ Y. Se tiene finalmente que

EX+Y] = E[Z]:/_ 2fz(z dz—/ / x,z —x)drdz

= / / f(z,z — z)dzdz.

Haciendo el cambio z = x + y se tiene que

EX+Y] = E[Z]:/O:O/O:o(x+y)f(x,y)dydx

:/OO:U/OO xydydx—i—/ y/ f(z,y)dxdy

= [ atx@de+ [~ yhelydy = EIX]+ E[Y)

2) Monotonia de la Esperanza.

Proposicién 3.5 SeanY y Z variables aleatorias tales que Y > Z, entonces E[Y] >
E[Z].

Demostracion. Utilizando la proposicién anterior tenemos que
EIY] - ElZ] = Bl = Z)= [~ [ (y=2)f(y, 2)dydz > 0,

va que y — z > 0.
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Teorema 3.1 Esperanza de una Funcién de Variables Aleatorias.

Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias conjuntamente continuas con funcion de den-
sidad dada por f : R — R y sea g : R" — R una funcion lo suficientemente
reqular para que Y = g(X1, X, ..., X,) sea una variable aleatoria. Entonces el valor

esperado de Y se calcula mediante la formula

E[Y] :/.../Rng(xl,xg,...,xn)f(xl,xg,...,a:n)dxl...dacn,

stempre que la integral multiple sea absolutamente convergente, es decir siempre que

//R” lg(x1, 2o, .. )| (21, 22y ..oy )day .. dy, < 00.

Demostracion. Paso 1. Observe que, en virtud de la proposicién anterior, es suficiente
demostrar el teorema en el caso en que g > 0, ya que si g no es no negativa se puede
escribir como una diferencia de funciones no negativas, en efecto g = g™ — ¢g—, donde

s ={ ) = (3.10)
y .
g (@) = { o s = (311

son la parte positiva y la parte negativa de g respectivamente. En este caso se ten-
dré que, denotando X = (Xy,...,X,) v © = (21,...,2,), y usando la proposicién
3

Elg(X)] = Elg* (0] - Elg™ (X)) = [ 9" @)f @)z — [o 97 (@) f (@)

= Jor (@ =g @) f@)da = [, 9(@)f(@)da.
Paso 2. Para g > 0 definamos para cada entero m > 0

k k k+1

gm(z) = ——si — < g(z) <

= —, k=0,1,....
2m 2m Qm’ )

Como g, (z) = 5= < g(x) < 35 + 75 se tiene que

1 k
g(x) — m < gm gm(z) < g(x), paratodo = € R". (3.12)
Entonces para cada w € ()
1
9(X (W) = 5 < gn(X(w)) < g(X(w)), para todo w, (3.13)
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donde X(w) = (Xj(w),...,X,(w)). Tomando esperanza en esta ultima expresion y
utilizando la monotonia de la esperanza matematica, tenemos que
1
Elg(X)] = 5 < Blgm(X)] < Elg(X)], (3.14)

Multiplicando en (3.12) por f, que es no negativa, obtenemos

9(0)(2) ~ 5 (&) < () () < 9(2)f(2),

por lo que

o 0@ @z = [ s @y < [ g @ < [ gl f()de

Tomando limite en m
1
i [ fo 9@ f@de = 5] < tim [ gn(@)f@)de < Y [ (o) f()da

Esto significa que

i o gn(@)f(@)de = [o 9(@)f(@)de

por lo que serd suficiente demostrar que
Blg(X)] = Jim_ [ gm(2)f(@)de (3.15)
Por otra parte, tomando limite en m en (3.14) obtenemos que

m—00 m—00

tim_ [Blg(0)] — 5] < Yim_ Elgn(X)] < lim Elg(¥))

m— o0 -
es implica que

Elg(X)] = lim_ Elgn(X)].

m—00

Bastara entonces demostrar que

— o gm(@)f (@)
Paso 3. Observando que g,,(X) es una variable aleatoria discreta, se tiene
>k k >k k k+1
Elgn(X)] = Plgn(X)==—=)=) —P(—<g9(X) < —
n(X0] = 32 5P (an(X) = 57) = 32 P <0X) < 50
=k k k:—i—l =k
- Yy p - 7/
> o (X g (gm5a)) = 2 5 s sy T

[e o]

= 3 [y I @ = [ gn@) )

k=0
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3.1.2. Variables Aleatorias Independientes.

La independencia de variables aleatorias se define en términos de la independencia
entre eventos. Recordamos que eventos E; y Es son independientes si y sélo si P(E;N
Ey) = P(E,)P(Es).

Definicién 3.8 Dos variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si para
conjuntos de Borel cualesquiera A C R y B C R se cumple que

P(XeA YeB)=PXeAPY €B).

Observe que de acuerdo a la definicién anterior dos variables aleatorias X e Y son
independientes si y sdlo si lo son los eventos asociados a ellas: X '(A) y Y1(B),
donde A y B son conjuntos de Borel cualesquiera.

Ejemplos 3.6

1. Supongamos que se tienen m + n ensayos de Bernoulli independientes. Sea X =+
de éxitos en los n primeros ensayos e Y =# de éxitos en los tltimos m ensayos. En-
tonces X e Y son independientes. St definimos Z =# de éxitos en los m+n ensayos
tendremos que X y Z no son independientes, asi como tampoco lo son'Y y Z.

2. (Problema del coleccionista) Un nino estd coleccionando 10 munecos ofrecidos
en la promocion de un producto alimenticio de consumo masivo. Si en cada compra
del producto se puede obtener con igual probabilidad cualquiera de los munecos, jcudl
es el numero esperado de compras que necesita hacer el nino para completar la colec-
cion?

Una vez que se obtiene el primer muneco, se consideran las compras sucesivas co-
mo ensayos de Bernoulli en los que éxito significa obtener un mumneco distinto a los
anteriores. Por lo tanto definiendo X, =# de compras hasta obtener un muneco dis-
tinto al primero, la probabilidad de éxito en cada compra serd igual a p; = 1%. Una
vez que se obtiene el sequndo muneco distinto, las compras sucesivas son ensayos de
Bernoulli independientes con probabilidad de éxito igual a ps = %, Y st Se continua
de esta forma hasta obtener todos los munecos se tendrd que el nimero de compras
necesarias para completar la coleccion es igual a X =14+ X1 + Xo + ... 4+ Xy donde
X, = # compras necesarias para obtener un muneco distinto a todos los ya obtenidos
siendo las X;’s variables aleatorias independientes geométricamente distribuidas con

pardmetro (probabilidad de éxito) p; = 1(1)0”' parai=1,...,9. En wista de esto se tiene
que
10 10
EX]=1+FE[Xi]+ ...+ E[X/] :1—|—§+§+...+10:29,25.

Por lo tanto el nimero esperado de compras necesarias para completar la coleccion es
29.
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Distribucion Conjunta de Variables Aleatorias Independientes.

Proposicion 3.6 Sean X e Y wariables aleatorias independientes con funcion de
distribucion conjunta F(a,b) = P(X < a,Y <b). Entonces

F(a,b) = P(X <a)P(Y <b) = Fx(a)Fy(b), para todo par (a,b).

Si X eY son conjutamente continuas e independientes con densidad conjunta f
entonces se cumple que f(x,y) = fx(x)fy(y).

Ejemplos 3.7

1. Un hombre y una mujer deciden encontrarse en un lugar. Si cada uno de ellos
llega a una hora uniformemente distribuida entre las 12 m y la 1 pm, encuentre la
probabilidad de que el primero en llegar tenga que esperar mds de 10 minutos.

Sean X =tiempo, después de las 12m, que tarda el hombre en llegar y Y =tiempo,
después de las 12m, que tarda la mujer en llegar. Entonces X e Y son wariables
aleatorias independientes, cada una uniformemente distribuida en un intervalo de 60
minutos. Por lo tanto se quiere determinar

60 ry—10 , 1 \ 2 25
P(X-Y|>10) = P(X-Y > 10)+P(X—Y < —10) = 2 / (=) dedy = .
10 Jo 60 36

2. El Problema de la Aguja de Buffon (1777). Suponga que en una superficie se trazan
rectas paralelas de manera tal que la distancia entre dos rectas es iqual a una cantidad
fia D. Una aguja de longitud L < D se lanza aleatoriamente sobre la superficie. La
aguja puede o bien intersectar una de las lineas o caer entre dos de ellas. El problema
consiste en encontrar la probabilidad de que la aguja intercepte una de las lineas.

Para resolver el problema observamos que la posicion de la aguja con respecto a las
lineas estd completamente determinada por el angulo que se forma entre la aguja y
las lineas (en direccion positiva —) y por la distancia entre el punto medio de la
aguja y la linea mas cercana a ella. Denotaremos estos pardmetros por 8 y X respec-
tivamente. Tenemos entonces que 6 y X son variables aleatorias independientes tales
que 0 estd uniformemente distribuida en [0, 7] y X estd uniformemente distribuida

en [0, 2].
El segmento perpendicular trazado desde el punto medio de la aguja a la recta mds
cercana a esta tiene longitud X. Consideramos el triangulo formado por este segmen-

to, la aguja y la recta. Denotando por h la longitud de la hipotenusa de este triangulo,



se tiene que la aguja intercepta a la recta si y solo si h < g Como h = Seff(e), la
probabilidad de que la aguja intercepte a la recta es

P(sev)”bie)gl;) - // x .1 fly, dydx_// « <L Ix(x)dydz

sen(9) =2 sen(9) =2

Lsen(y) 2 2 (L 2L
= —d dy = — — dy = —.
/0 /0 Dr rey D7 Jo 2sen(y) y Dr

Suma de Variables Aleatorias Independientes.

Como vimos antes si X e Y son variables aleatorias conjuntamente continuas con
densidad conjunta fy Z = X +Y se tiene que

FX+y(t):/_o:o/_too xz—xdzdx—/ / $Z—a:dxd2—/_toofz(z)dz

donde fz(z) = [°, f(x,z —x)dxz. Si X e Y son independientes, entonces

= [ i@z = a)de = fios S ()

donde el simbolo * denota el producto de convolucion de fx v fy.

La siguiente proposicion constituye un ejemplo importante de este resultado.

Proposicion 3.7 Sean X e Y wariables aleatorias independientes con distribucion
gamma con parametros (s,\) y (t,\) donde s y t son enteros positivos. Entonces
Z = X 4Y tiene distribucion gamma con pardmetros (s +t,\).

Demostracion. Como X e Y son variables aleatorias independientes, para a > 0, se
tiene

Peovta) = [ fxla=n) ey = rpa [0 Ma— ) e 0wy

)\s)\t @ —Aa+Ay ,— Ay -1, t—1 )\s)\te—)\a @ — —

R — a _ S d — 7/ _ s—1,t 1d
F(S)F(t)/o e e Y(a—y) Yy dy TG o (a—y) "y dy
>\s/\t6—)\a a ) y

- - = S— 1-2 s—1 tfld )

T(s)T (1) /0 @ (L= )y dy

Haciendo el cambio de variables x = £ tenemos que
)\s)\te—)\aas+t—1

Friv(a) = [—ay et

I'(s)T'(¢)

)\s)\t 1

_ —Aa . s+t—1 1— s—1 tfld — K —Aa s+t71.
¢ (F(S)F(t)/o( @) e’ ds) -
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Como fx.y es una densidad, la constante K debe satisfacer

1 .
fooo ef)\aaertfl da ’

/ Ke Mt ldag=1 — K=
0

haciendo el cambio de variables u = A\a tenemos

()\ s+t—1 i

0o 00 CL) 00 Wt du

/ e—/\aas—l—t—lda — / e—kaida — / e et
0 0 0

A\st+t—1 AsH—1 )\
I Y e tuS T gy — I'(s+t)
T \sH 0 T \stHt
En consecuencia
As+t /\s+t

TT(s+t) (s+t—1)0

Sustituyendo K en la expresion que se dedujo para fy.iy

( a>s+t 1
D Vi VA X4+Y~T t, ).
fx+y(a) e F(S —I—t) — + (S +t, )

La siguiente proposicion se obtiene como corolario del teorema 1.

Proposicién 3.8 Sean X e Y wvariables aleatorias independientes y sean g y h fun-
ciones reales con suficiente regularidad. Entonces se cumple que

E|g(X)h(Y)| = E[g(X)| E[h(Y)].
En particular E{XY] = E{X}E[Y}

Demostracion.
1) Caso discreto. Sean X e Y discretas con funcién de probabilidad p(z,y). Entonces

BloCOn] = 35 gtehlulplan ) = 3 olhiu)px(pr )

= > g@apx () D h(y;)py (v;) = E[X]E{Y}

2) Caso continuo. Supongamos que X e Y son variables aleatorias conjuntamente
continuas con densidad conjunta f(z,y). Se tiene que

E{g(X)h(Y)} / / f(z,y)dzdy —/ / fx(x) fy (y)dzdy
= /_ Oog(x)fX@:)da: /_ _h(y)fr(y)dy = E[g<X>}E[h<Y>]
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Definicién 3.9 Sean X e Y wariables aleatorias dadas. La covarianza entre X e
Y, denotada Cov [X, Y}, se define como
Cov|X, Y] = E[(X — E[X))(Y - E[V])].
Una forma equivalente de esta definicién se obtiene mediante el siguiente célculo
Cov|X,Y] = E[(X - E[X))(Y - E[Y))] = E[XY - XE[Y] - E[X]Y + E[X]E[Y])]
= E|XY| - 2E[X]E[Y]+ E[X|E[Y] = E|XY| - E[X]E[Y].

De esta expresion se observa que si X e Y son independientes entonces C'ov {X , Y] =0.
El reciproco de esta propiedad no es en general cierto.

Ejemplos 3.8

1. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de probabilidad

P(XzO)zP(le):P(X:—l):;

Sea Y la variable aleatoria definida como

0 st X#0
Y= { 1 siX=0.
Entonces XY =0 por lo que E[XY] = 0; ademds E[X] = 5 + 3+ 05 = 0 por lo que
Cov [X, Y} = 0. Sin embargo, X e Y no son independientes ya que:

P(X:O,Y:O)=07AP(X:O)P(Y:0):;><§.

La nocién de covarianza permite obtener una expresion para la varianza de la
suma de variables aleatorias:

Var[X+Y] = B[(X+Y - BX +Y])"] = B[(X - EIX]+Y - EI])
= B[(X - BIX))" + (v = BY])" +2(X - BIX]) (¥ - B[Y))]
= Var[X] + VCLT[Y] + QCOU[X7 Y]

Inductivamente puede verificarse que para variables aleatorias X, X, ..., X,
Var[ 3 X| =Y Var[Xi] + 23> CovlX;, X)].
i=1 i=1 i<y

De estas expresiones se observa que, para variables aleatorias independientes la
varianza de la suma es la suma de las varianzas:

Var{iXi] = iVar[Xi].
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Definicién 3.10 Dadas dos wvariables aleatorias X e Y el coeficiente de
relacion 6 correlacion de X e Y, denotado por p(X,Y), se define como
Cov[X,Y]

oY) = \/Var (X |Var[Y]

stempre que

Proposicion 3.9 Dadas variables aleatorias X e Y, se cumple que
-1 <p(X,)Y) <1
Demostracion. Sean 0% = Var[X]y 0% = Var[Y], entonces

Var[Y]

oy

0< Var{a)i—l— ;;}

_ Var[X]

0%

+2COU[X, Y]

0x0y

=1+ 1+2p(X,Y);

por lo tanto p(X,Y) > —1. Por otra parte
~ Var[X]

0%

VarlY] 5 Cov[X,Y]

oy

0< Var[ji — ;;}

=14+1-2p(X,Y);
OxO0y

de donde p(X,Y) < 1.

3.1.3. Funciones de Varias Variables Aleatorias.

El Teorema de la funcion inversa. Preliminares.

Sea S C R" abiertoy g : S — R"; g = (91,62, - - -

Var[X] #0 y Var[Y] #0.

CoT-

,gn). Diremos que g € C! si

todas las componentes de g tienen derivadas parciales continuas; es decir, para cada

(3.16)

ie{l,...,n}, % existe y es continua para j € {1,...,n}.
J
Six = (x1,29,...,2,), se define la matriz jacobiana de g en x, como la matriz

nxn 5 s s

() @) . ()
Dy(x) = (+-(x)) = o () 50 (@) s, (7)
5xj nxn : : :

s () 3o (x) sz )

El determinante de la matriz jacobiana se denomina determinante jacobiano de g (o

simplemente jacobiano de g y se denota por

dq1 g1 891
51‘1 5332 5-'511
092 692 892
_ 5:81 5&72 &Cn
Jg (x) = . .
8gn  Ogn gn.
dx1  dxo 0xn

(3.17)
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Ejemplos 3.9

Sea g : R* — R? definida por g(z,y) = (e**% sen(y + 2z)). El jacobiano de g
en el punto (3,0) es el determinante

Wl

TG 0) =] gty o | =3¢

2cos(m) cos(m)

INEY

(3.18)

Teorema 3.2 (de la funcion inversa) Sea S C R"™ abierto y g : S — R"; g =
(91,92, -+9n) € Ct y sea T = g(S). Sia € S es un punto tal que el determinante
jacobiano de g en a es no nulo (J,(a) # 0), entonces existen conjuntos abiertos U C S
yV CT yuna funcion h univocamente determinada tales que

i)aeUvygla)eV.

i) g(U) =V.

iii) g es inyectiva en U.

iv) h esta definida en V', h(V) =U y h(g(x)) = x para todo x € U.
v)heCl enV.

Teorema 3.3 (de cambio de variables) Sea V-C R" abierto y seah:V C R" — R"
tal que

i)heCl enU.
it) h es inyectiva en V.
iii) El determinante jacobiano Jy(y) # 0 para todo y € V.
Sea ademds f: h(V) C R" — R una funcion tal que existe

oo xp)driday .. xy, =
/h(v)f<x1’$2’ 737)551 T2 x f()

h(V)

Entonces
Jy F@z = [ @@y = [ 70l )Tl o)l d

Una aplicacién directa de estos teoremas se tiene en la siguiente situacion.

Sean X, Xo,..., X, variables aleatorias conjuntamente continuas con funciéon de
densidad f : R” — R y sea g : R® — R" una funcién en C! que satisface las
condiciones del teorema de la funcion inversa sobre U C R", donde U es tal que
floe = 0. Definamos

Y = g(X17X27 s 7X’n) = g(X) = (gl<X1aX2a s 7Xn)7 s 7gn(X17X27 s 7XTL))7
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y sea h : V. — U la inversa local de g (dada por el teorema de la funcién inversa).
La variable aleatoria Y puede interpretarse como un cambio de coordenadas aplicado
a X y podemos obtener su funcién de densidad en vista de que

P(Y V)= Plo(X) e V)= P(X e h(V)) = |  fla)d = [ F(hu))I(y)ldy.

Por lo tanto

fY(yla ’yn)> — { f(hl(yla' . 7yn>7' : '>hn(3617- s 7yn))|Jh(y17' . 73/71)’ : § ; “;
(3.19)

s

Ejemplos 3.10
1. Sean X1, X5 wariables aleatorias conjuntamente continuas con densidad conjunta
fxix,- Sean Yy = X1 + Xy y Yo = Xy — Xy, Para obtener la densidad conjunta de
(Y1,Y3) procedemos como sigue. Sean

n 291(%@2) =21+ 2 Y ?/2292(x1,$2) =T — T2.

Entonces
Y1 Ty
N+ Y=T1+x2+T1 —x2 =20, = 11 = 12 2:h1(y17y2) Y
-y
YL — Yo =T1 +To —T1 +To =209 = To= 12 2=h2(y1,y2).
Ademads tenemos que
Sg1 dg1 1 —1
-1 o 1 1 —1
In(y1,y2) = (‘]g($17$2)) = ‘3@ ?;i; =l 21| T (3.20)
dr1  dxo

Por lo tanto

1]0 Yity2 yi1—y2 ; _ _
_ 2 XLXQ( 2 7 2 ) St Y1 _gl(xbm?) Y Y2 _92(x17x2)
Fraa(y1:12)) { 0 en otro caso

(3.21)

En particular si X1 y Xo son independientes y ambas uniformemente distribuidas
sobre (0, 1), tendremos que

s10< B2 <] y0< B3 <]
en otro caso

O

vy ye) = {

Si0<y1 +1y2<2y0<y; —ys <2
en otro caso

Il
——
O
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St Xy y Xy son independientes con densidad erponencial con pardametros A1 y Ao
respectivamente, entonces

me%(yl-&-w)e%(m—w) 510 < + 0< _
thYQ (yl,y2)) - { ’ 0 yl@n g;n;y CCLSOyl ” (322)

2. Sean X eY wariables aleatorias independientes, cada una con distribucion gamma
con pardmetros (a, \) y (6, \) respectivamente. Hallaremos la densidad conjunta de
_ X
UyV cuandoU=X+Y yV = 5.
Tenemos que
x
T4y

u=gi(z,y)=z+y y v=g(z,y) = ;
por lo tanto

r=uxv="nhuv) vy y=u—xz=u—uxv=u(l—v)=hy(u,v).

Por otra parte tenemos que

—1

dg1  dg1
-1 291 SL 1 1 1 1
Ip(u,v) = (Jg(x,y)) = fé ési% =| @ty -z 0-z y @
dxr by (z+y)? (z+y)? (z+y)?  (z+y)?
—(z+y)\-1 B
(Gorgp) ~erw=—
Entonces
- fxywv,u(l—v))u si0<v<1ly0<u
Joy(u,v)) = { 0 en otro caso

1 .
T(a) ) u st0<v<lyld<u

A~ )t % AC A=) (g (1—0))B-
0 en otro caso

A Auw)etB—1  ya=1(1—4))B-1T(a+43)

= { T(a+3) X T(a)T(B) u si0<v<lyO0<u
0

en otro caso.
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Ejercicios 3.2

1. Un grupo de N hombres lanza sus sombreros en el centro de un salon. Los sombreros
se mezclan y cada hombre selecciona uno al azar. a) Encuentre el nimero esperado
de hombres que selecciona su propio sombrero. b) Calcule la varianza del nimero
de hombres que selecciona su sombrero.Sugerencia: considere las variables aleatorias
definidas como:

Xi:

{ 1 si el i-ésimo hombre selecciona su sombrero (3.23)

0 si no

parat=1,...,N.

2. Binomial Negativa. St se realizan ensayos independientes de Bernoulli, con proba-
bilidad p de éxito, determine el numero esperado de ensayos requeridos para obtener
r éxitos. Sugerencia: considere las variables aleatorias siguientes:

X1 = # de ensayos para primer éxito;

Xy = # de ensayos, después del primer éxito, para el segundo éxito; ...

X; =74 de ensayos, después del éxito ¢ — 1, para obtener el i-ésimo éxito.

3. 51 X eY son idénticamente distribuidas, no necesariamente independientes, de-
muestre que Cov[X +Y, X —Y]|=0.

4. Si E[X] =1y Var|[X] =5 encuentre: a) E[(X +2)?]. b) Var[4 + 3X].
Sugerencia: Demuestre que Var[aX + b] = a*Var[X].

5. Sea X wuna variable aleatoria binomial negativa (ver ejercicio anterior). Halle
Var[X].

6. Demuestre que: a) Covla + bX,c+ dY] = bdCov[X,Y].

b) Cou[X +Y,Z] =Cov[X, Z]| 4+ CovlY, Z].

¢c) Cov[32ily X3, 00, Vi) = 30y 27 Cov[ Xy, Y.

7. Sean X =# de veces que aparece 1 en n lanzamientos de un dado simétrico y
Y =# de veces que aparece 2 en n lanzamientos de un dado simétrico. Halle la
Cov[X,Y]. Use la parte c) del ejercicio anterior.

8. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con media p y varianza o*. Sea X = % * 1 X;. Demuestre que: a) E[X] = u.

b) Var[X] = o%/n. ¢) E[X1(X; — X)?] = (n — 1)o%.
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9. Sea Y = a+ bX. Demuestre que

1 s1b>0
mxywz{_lmb<0 (3:24)

10. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwartz: (E[XY])? < E[X?E[Y?].
Sugerencia: Para cada t € R considere E[(tX + Y)?] > 0. Obtenga una ecuacién
cuadratica en t con a lo sumo una raiz real. Esto implica que el discriminante de esta
ecuacion es menor 6 igual a cero.

11. Verifiqgue que Cov[X,Y] = 1/8 si (X,Y) son variables aleatorias con densidad

conjunta
2¢2

. Tx si0<zr<oo,0<y<zx
Ja.y) = { 0 en otros casos (3.25)

12. La funcion de densidad conjunta de X eY estd dada por f(x,y) = ie_(“%) 5%
x>0 ey>0.a) Encuentre E[X] y E[Y]. b) Demuestre que Cov[X,Y]| = 1.

13. Sean X1, X, X3, Xy variables aleatorias no correlacionadas, es decir p(X;, X;) =0

para i # 7. Suponga que todas estas variables tienen esperanza cero y varianza uno.
Calcule las correlaciones de: a) X1+ Xo y Xo+ X3. 0) Xi + X0 y X5+ Xy.

14. Halle la convolucion f * g en cada uno de los casos siguientes:

1 sizell,?2]

a) f(z) = { 0 en otros casos (3.26)
|1 size[-2,—1]

9(x) = { 0 en otros casos (3.27)

1) =a(0={ o 552 329)

¢ Qué representan las convoluciones anteriores probabilisticamente?

15. Sean X e 'Y wariables aleatorias —binomiales con pardmetros (n,p) y (m,p)
respectivamente. Asuma que X e Y son independientes y calcule analiticamente la
distribucion de X +Y .

16. Use el ejercicio anterior y un razonamiento intuitivo para demostrar que

() =2 0)()

donde k <n yk <m.
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17. Sean X1, Xs, ..., X, variables aleatorias independientes todas ellas exponencial-
mente distribuidas con parametro \. Halle la distribucion de X1 + Xo + ... + X,,.
Sugerencia: Observe la relacién entre las variables gamma y exponencial.

18. Sean Xy y Xs wariables aleatorias independientes con distribucion de Poisson
con parametros A1 y Ay respectivamente. Demuestre que X1 + Xo tiene distribucion
de Poisson con pardmetro Ay + Ag.

19. Si X estd uniformemente distribuida sobre (0,1) y Y estd exponencialmente

distribuida con parametro X = 1, encuentre la distribucion de a) Z = X +Y, b)
Z = X/Y. Asuma independencia.

20. Si X e Y son wvariables aleatorias independientes ambas uniformemente dis-
tribuidas sobre (0,1), encuentre la funcion de densidad conjunta de R = v/ X? 4+ Y?
y 0 =tan 1 (Y/X).

21. St X eY tienen funcion de densidad conjunta

1
flr,y) = 2 e s >1,y>1,

a) Calcule la funcion de densidad conjunta de U = XY,V = X/Y. b) Halle las
densidades marginales.

22. Sean X e Y wariables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion uniforme sobre (0,1). Calcule la funcion de densidad conjunta de: a)

U=X+Y,V=X/Y.)U=X,V=X/Y.c)U=X+Y,V=X/(X+Y).

23. Repita el ejercicio anterior en el caso en que X e Y tienen distribucion expo-
nencial con pardmetro A = 1.

24. Sean Xy y Xy wariables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con distribucion exponencial con pardmetro A. Encuentre la funcion de densidad con-
junta de Yy = X| + Xy y Yy = 1.

25. Sean X, Y y Z wvariables aleatorias independientes con idéntica funcion de den-
sidad dada por f(zr) =€, 0 < x < co. Calcule la funcion de densidad conjunta de
U=X+Y, V=X+2Z yW=Y+72.

26. Suponga que 15 % de las familias en una comunidad no tienen hijos, 20 % tienen
un hijo, 35 % tienen 2 hijos y 30 % tienen 3 hijos. Suponga ademds que en cada fa-
milia cada nino es con igual probabilidad, e independientemente, hembra o varon. Si
se escoge una familia al azar y se definen H =# de hembras V' =# de varones. Haga
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una tabla que muestre la funcion de masa de probabilidad conjunta para (H,V') y las
funciones de masa de probabilidad marginales.

27. En una comunidad las familias adquieren solo dos tipos de mascota: perros y
gatos. Cada mascota(perro 6 gato) es adquirida independientemente y con la misma
probabilidad. Se sabe que un 40 % de las familias no tiene mascota, 30 % tiene 1 mas-
cota, 20 % tiene 2 mascotas y 10 % tiene 3 mascotas. Si C =# de perros y G =# de
gatos en una familia; halle la funcion de probabilidad conjunta de (C,G) y calcule el
numero esperado de perros.

28. Se lanzan dos dados perfectos y distintos. Sea X =4 de dados que caen en un
ntimero impar y Y = suma de los dados. (i) Halle la funcion de probabilidad conjunta
de (X,Y). (i1) Halle la probabilidad condicional de X dado que Y = 2.

29. Se lanzan dos dados perfectos, uno rojo y uno verde. Sean X =resultado del
dado rojo y Y =menor de los resultados. (i) Halle la funcién de probabilidad conjun-
ta de (X,Y). (ii) Halle la funcion de probabilidad conjunta de X dado que Y = y.
(#ii) Calcule Var[Y].

30. Dos dados simétricos son lanzados. Sean X =menor valor obtenido y Y =mayor
valor obtenido. (i) Halle la funcion de probabilidad conjunta de (X,Y). (it) Halle
VarlY].

31. Considere un grupo de cartas que consiste en J, Q, K y A de las cuatro pintas.
Se reparte una mano de 2 cartas. Sean X =# de diamantes y Y =# de corazones.
Obtebga la funcion de probabilidad conjunta de (X,Y) y calcule Var[X].

32. Considere un circulo de radio R y suponga que un punto del circulo se escoge
aleatoriamente de manera tal que todas las regiones dentro del circulo tienen igual
probabilidad de contener el punto. Es decir, que el punto estd uniformemente distribui-
do dentro del circulo. Suponga que el centro del circulo es el origen de coordenadas
y defina X e Y como las coordenadas del punto. Entonces la funcion de densidad
conjunta esta dada por

c siz?+y?* < R?
f(xay):{ 0 si x2+y2>R2 (3-29)

donde ¢ > 0. a) Determine el valor de c. b) Encuentre las funciones de densidad
marginales de X y'Y. ¢) Calcule la probabilidad de que la distancia entre el punto y
el origen no sea mayor que A.

33. Un grupo de 5 transistores contiene 2 defectuosos. Se prueban los transistores,
uno a la vez, hasta encontrar los defectuosos. Sean N, =# de pruebas realizadas
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hasta que el primer defectuoso es encontrado y No =# de pruebas adicionales real-
izadas hasta que el segundo defectuoso es encontrado. Encuentre la funcion de masa
de probabilidad conjunta de (N1, Ny). Haga una tabla.

34. La funcion de densidad de probabilidad conjunta de X y Y estd dada por:
flz,y)=cly* —2%)e ¥, —y<z <y, 0<y < oo.
a) Encuentre el valor de c. b) Encuentre las densidades marginales de X y'Y.
35. La funcion de probabilidad conjunta de X eY estd dada por
flz,y) =e @ 0<z <00, 0<y < oo

a) Encuentre P(X <Y); b) P(X <a); c¢) Halle la funcién de densidad de Z = 3.

36. Se estima que 45 % de los clientes que entran a una tienda de televisores com-
prard un televisor normal, 15 % comprard un televisor con reproductor de video in-
corporado y 40 % no comprard nada. Si 5 clientes entran hoy, ;cudl es la probabilidad
de que se vendan exactamente 2 televisores normales y 1 con video incorporado?
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3.1.4. Distribucion Condicional de Variables Aleatorias.
I) Caso Discreto.

Definicién 3.11 Sean X e Y wvariables aleatorias discretas con funciones de probabil-
tdad px y py respectivamente. Se define la funcion de probabilidad condicional
de X dado que Y =1y como

PX=xz,Y=y) plxy .
rly) =P(X =z|Y =y) = = ; sitempre que py (y) > 0.
La funcion de probabilidad condicional de Y dado que X = x se define de
manera andloga.

Definicién 3.12 Sean X e Y wariables aleatorias discretas con funciones de proba-
bilidad px y py respectivamente. Se define la funcion de distribucion de proba-
bilidad condicional de X dado que Y =y como

Fxy(aly) = P(X <zlY =y) =D pxp(sly) =Y P(X =s]Y =y).

s<z s<z

Ejemplos 3.11

1. Sean X e Y wariables aleatorias con funcién de probabilidad conjunta p(zx,y) defini-
da como
p(0,0) =0,4; p(0,1)=0,2; p(1,0)=0,1; p(1,1)=0,3.

La funcion de masa de probabilidad condicional de X dado que Y =1 estd dada por

_ p(z,1) B
pX|y<$|1) = m, para x =0,1.

En este caso
Py (1) =p(0,1) +p(1,1) = 0,5;

por lo que 0.1) 1)
_p0,1) 2 P 1,1 _ 3
— Ty(l) =5 Y px\y(lu) py(l) 5

Pxy (O1)
2) Caso Continuo.

Definicién 3.13 Sean X e Y wariables aleatorias conjuntamente continuas con fun-
cion de densidad conjunta f(x,y). Entonces la funcion de densidad de proba-
bilidad condicional de X dado que Y =y, estd dada por

f(z,y)
fY(y>

., siempre que fy(y) # 0.

Sy (aly) =
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Definicién 3.14 Sean X e Y wariables aleatorias conjuntamente continuas con fun-
cion de densidad conjunta f(x,y). Entonces la funciéon de distribucion condi-
citonal de X dado que Y =y, se define como

Fxy(aly) = PIX <alY =y) = [ frp (sly)ds.

Para un conjunto de Borel A dado tendremos que

PIX €AY =y) = [ fry(slyds.

Comentario. La expresién P(X < a|Y = y) tiene sentido sélo como notacion, ya
que en el caso continuo P(Y = y) = 0. Sin embargo para en la definicién anterior
sélo se requiere que fy (y) # 0.

Ejemplos 3.12

1. La densidad conjunta de X eY estd dada por

12 -
_ Tr2-r—y) si0<r<lyl<y<l
f(z,y)) { 0 en otro caso

Se tiene entonces que la densidad marginal de Y es igual a

112 12 (4 — 3y)
fv=| Fe@—z—ydr= =

Por lo tanto

L2r2—z—-y) 62(2—1z—7y)
_ 5 _ _

Valores Esperados Condicionales.

En el caso de variables aleatorias conjuntamente discretas X e Y, la funcién de
probabilidad conjunta P le(x|y) es, para cada valor fijo y de Y, una funcién de prob-
abilidad (verifiquelo!). De manera andloga en el caso continuo la funcién de densidad
condicional f le(x|y) de dos variables aleatorias conjuntamente continuas X e Y, es
una funcién de densidad para y fijo. En ambos casos, esto puede verificarse usando
las definiciones correspondientes. Tiene entonces sentido definir la esperanza condi-
cional de X dado que Y = y como la esperanza de X con respecto a pX|Y(x|y)

0 f X|Y(x|y)7 segun sea el caso. Tenemos entonces que, en el caso discreto

EXY =y =) aPyy (z]y)-

xT
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Mientras que en el caso continuo
BIXY =yl = [ af q(aly)de.

Ejemplos 3.13

1. Sean X e Y wariables aleatorias conjuntamente continuas con densidad conjun-

ta
ie‘ie*y si0<z<o00,0<y< oo

e ={ (3.0

en otros casos

Hemos visto que

€
fx|y<x|y): , s10<r<oo,0<y<oo.
Yy

< |8

Entonces, para cada y fijo se tiene
00 e_%
E[X|Y = 4] = / z
oy

Comentario. Note que la esperanza condicional, con respecto a Y es una funcién de
los valores de Y.

dr = y/ ue “du = y.
0

Proposicién 3.10 Dadas variables aleatorias X e Y, E[X] = E{E[X|Y]}

Demostracion
a) Sean X e Y variables aleatorias discretas, con funciones de probabilidad

Dx(n) = P(X =x,) vy Pyn)=PY =y

respectivamente. Entonces

E[EXY)] = Y EXY = plpy ) = 5 Y onll™p ()

n>1 n>1m>1 py(”)

= > zm > Plm.n) =Y z,Py(m) = E[X].

m>1 n>1 m>1

b) Sean X e Y variables aleatorias conjuntamente continuas con funcién de densidad
conjunta f(x,y). Entonces

Bl y)] = [T EXY =ifywidy = [ ([ ofqptelnds) fray

o LD s [ [ Fsa
= /_O:O a:‘fX(m)dm = F[X].
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Ejercicios 3.3

1. Se escoge un nimero X aleatoriamente de el conjunto A = {1,2,3,4,5}. Luego
se escoge un numero Y del subconjunto de A de nimeros no mayores que X.

i) Halle la funcion de probabilidad conjunta de X e Y. ii) Halle la funcion de
probabilidad condicional de X dado que Y =1i,i=1,...,5.

i11) Diga si X eY son independientes y porqué.

2. Sea U una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre (0,1). Calcule la
distribucion condicional de U dado que: a) U > a; b)U < a; donde 0 < a < 1.

3. La densidad de probabilidad conjunta de X yY estd dada por

6
f(x,y):§(x2+2—y), O<z<l O0<y<2.

i) Encuentre P(Y > $|X < 3). i) Halle P(X >Y).
iii) Calcule la funcion de densidad de X .

4. Se lanzan dos dados perfectos y distinguibles. Sea X =el mayor valor obtenido
y sea Y =el menor valor obtenido. Halle la funcion de probabilidad condicional de'Y
dado que X =1, 1 =1,2,...,6. Diga st las variables aleatorias son independientes.
Justifique su respuesta.

5. La funcion de probabilidad conjunta de X eY estd dada por:

L) =5 b2 =5 s =5 p2,2) =

1
4’ 2
Halle la funcion de probabilidad de X dado que Y =i para i =1,2.
6. La funcion de densidad conjunta de X eY estd dada por
fz,y) =xe WY 2 >0,y > 0.

i) Encuentre la densidad condicional de X dado que Y =y y la densidad condicional
de Y dado que X = x.
ii) Encuentre la funcidn de densidad de Z = XY .

7. La funcion de densidad conjunta de X e Y esta dada por
fla,y) =c(y’ —a®)e™, —y<aw<y 0<y<oo

Encuentre la distribucion condicional de X dado que Y = y.
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8. Un dado perfecto es lanzado sucesivamente. Sean X =# lanzamientos para obtener
un 6 e Y =# lanzamientos para obtener un 5. Encuentre (a) E[X]; (b) E[X|Y = 1];
y (c) EIX|Y = 3],

9. Una urna contiene 4 bolas blancas y 6 negras. Se sacan, sin reemplazamiento,
3 bolas; y luego, también sin reemplazamiento 5 bolas. Sean X =# bolas blancas en
las primeras 3 extracciones e Y =# bolas blancas en las ultimas 5 extracciones. Halle
E[X|Y =1], parai=1,2,3,4.

10. La densidad conjunta de X e Y estd dada por
6_7366_11

flz,y) = , <z <oo; 0<y < 0.
Y

Calcule E[X?|Y =y].
11. La densidad conjunta de X eY estd dada por

[, y) =

e Y
—, O<z<y; 0<y < .
Yy

Calcule E[X?|Y = y].
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Capitulo 4

Teoremas Limite

4.1. Funcion Generadora de Momentos.

Sea X una variable aleatoria que toma solo valores enteros no negativos y sea
aj = P(X =j), para j=>0,

su funcién de probabilidad. Sabemos que la funcién de probabilidad proporciona la
informacién probabilistica acerca de la variable aleatoria. Estudiaremos una forma
muy util de condensar esta informacién.

Para una variable ficticia z € R consideremos la serie de potencias en z

g(z) =ap+arz+ a2’ +... =) a2,
=0
Como ) 72, a; = 1 tenemos que
9(2)] <> lail]z'| <1 siempre que |z| < 1;

=0

por lo que la serie de potencias g(z) converge siempre que |z| < 1. Esto implica que
para |z| < 1 la serie g(z) puede ser diferenciada ”término a término”. Evaluando ¢(z)
y sus sucesivas derivadas en z = 0 se obtiene

(0) Qo

d(2) = a1 +2az+3a32° +... = ¢(0)=a;

(2) = 2a3+3x2a32+4x3a42%... = ¢"(0) = 2ay
(2) = 3x2a3+4%x3xasz... = ¢"(0) =3 X% 2a3

g"(2) = nlay+nln+Dapz+n(n+1)(n+2)22+... = ¢™(0) =nla,

131
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Por lo tanto, a partir de la funciéon g se puede obtener la funcién de probabilidad
de X evaluando en 0 las sucesivas derivadas de g; esto significa que la funcion g en
cierto modo caracteriza la funcién de distribucion de X.

Definicién 4.1 Dada una variable aleatoria X cuyos valores son enteros no nega-
tivos, se define la funcion generadora de momentos o funcion generatriz de
X como la serie de potencias

g(z) = Z a; 2"
i=0

Definicién 4.2 Dada una variable aleatoria X y un entero k > 0, la esperanza E[X*]
se denomina momento de orden k 6 k-ésimo momento de X. Asi mismo la
esperanza E[(X — E[X])*] se denomina momento centrado de orden k de X .

Si evaluamos las derivadas de g(z) en z = 1 tenemos que

J(z) = a1+2az+3a32°+... = ¢(1)=) ia; = E[X]
i=1

J'(1) = i_o:z(z —1a; = iiQai — iza = E[X? - E[X]
§(1) = S ili— 1)~ 2

~
Il
o

Esto significa que también pueden obtenerse los momentos de cualquier orden evalu-
ando las derivadas de la funcién generadora de momentos en z = 1

Ejemplos 4.1

1. Sea X wuna variable aleatoria binomial, X ~ b(n,p). Entonces la funcion gen-
eradora de momentos de X es igual a

n n
n

g(2) =Y (()pF 1 —p) =30 () ) (=) = 2+ 1= p)"

k=0 k=0

g(z) = nppz+1—-p""' = ¢(Q1)=np=E[X]
J"(z) = nln—1)p*(pz+1-p"? = ¢"(1)=n(n—-1)p°
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En este caso
E[X?] = n(n=1)p*+np = n*p’—np*+np = Var[X] = E[XQ]—(E[X])2 = np(1—p).

2. Sea X una variable aleatoria geométrica con pardmetro p. La funcion generadora
de momentos de X es

3 (1 p)E = 1?}) 2 (=P = 77— (]1)2_ P

Teorema 4.1 La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria con wvalores
enteros no negativos estd univocamente determinada por su funcion generatriz.

Demostracion. Por una parte sabemos que dada la funcién generatriz de X, gx(z) =
. (J)

> a2, la funcién de probabilidad de X se obtiene como P(X = j) = ngi,(o).

Supongamos ahora que Y es una variable aleatoria con valores enteros no negativos

y con funcién de probabilidad dada por P(Y = j) = b;, 7 > 0. Si Y tiene la misma
funcion generatriz que X entonces

Mg

Zazz—gy sz = d(z) =

=0 i

(bi — ai) 24 =0.

Il
o

Esto implica que d¥)(z) = 0, en particular d¥)(0) = j!(b; — a;) = 0; es decir, a; = b;
para todo 7 > 0, por lo que X e Y estan idénticamente distribuidas.

Proposiciéon 4.1 Sean Xi,...,X, wvariables aleatorias independientes con wvalores
enteros no negativos y sean gi, . .., g, Sus funciones generatrices. Entonces la funcion
generatriz de la suma X; + ... + X,, es el producto de las funciones generatrices

g1 X go X ... X @gp.

Demostracién 1. Supongamos que n = 2. Sean @ = (a;);j>1 y b = (b;);>1, donde para
cada j > 1, a; = P(X; =j) y bj = P(X, = j). Entonces

k k
P<X1—|—X2—k :Z X1 :j,XQZk—j):ZP(Xl :j)P<X2: — —Ck Za]bk g
j=0 7=0

donde ¢; = (a * b)(I) es la convolucién (discreta) de @ y b. Entonces se tiene que la
funcién generatriz de la suma es

= Z P(X1 +X2 = k’)Zk = chzk;
k=0 k=0

§=0 k=0 1=0

k=0j=0



134

Por lo tanto el resultado es valido para n = 2. Para n € N cualquiera el resultado se
obtiene por induccién sobre n.

Demostracion 2. Podemos escribir para z € R:
g(z) = Zajzj =) P(X = §)2 = E[ZX},
=0 =0

por lo que la funcién generatriz de la variable aleatoria X; + ...+ X, es igual a
E{zx1+"'+X”} = E[zXlzX2 . ZX"} = E{le}E[zXQ} . E[zX"] =0g1(2)...gn(2)

donde g; es la funcién generatriz de X;.

Ejemplos 4.2

1. Sea X la variable aleatoria binomial negativa con pardametros (n,p), es decir X =#
ensayos requeridos para obtener n éxitos siendo p la probabilidad de éxito en cada en-
sayo. Entonces X = X 1+...+ X, donde X; =4 ensayos requeridos, después del éxito
i-1, para obtener el i-ésimo éxito. Las variables X; son independientes y tienen dis-
tribucion geométrica con pardmetro p y funcion generatriz g(z); por lo que la funcion
generadora de momentos de X es igual a
pz n
h(z) =g(2)" = |————| .
() =9)" = [T =7 =]
Tenemos ademds que
2 2
p-tp—p n
E[X]=h(1) = n(T) -

4.1.1. CAalculo de Momentos.

La representacion de la funcion generadora de momentos utilizada en la segunda
demostracion de la proposicion anterior motiva la siguiente generalizacion.

Sea z = e ' para t € (0,00) y sea X > 0 una variable aleatoria. Se define la
funcion generadora de momentos de X como

> e "'P(X = 1) si X es discreta
{z:P(X=2)>0}

/ e " f(x)dx si X es continua con densidad f

La funcién ¢ se denomina transformada de Laplace de X (6 de la funcién de densidad

f)-
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Comentarios.

- La funcién generatriz existe siempre que X tome valores no negativos, en el ca-
so continuo, esto significa que f(u) = 0 para todo u < 0. De lo contrario la esperanza
de ZX podria no existir.

- Con esta definicion de la funcién generatriz no es tan sencillo obtener los valores
de la funcién de probabilidad o la funcién de densidad; sin embargo, al igual que
en el primer caso estudiado (X > 0 toma sélo valores enteros), la distribucién de la
variable aleatoria X estd determinada en forma tnica por su funcién generatriz.

- Es posible usar la funcién generatriz para obtener momentos de cualquier orden. De
manera analoga a lo hecho para ¢ se calcula la derivada de ¢ y se evalia en t = 0. En
el caso discreto se puede calcular la derivada de la serie correspondiente derivando
término a término. De manera similar en el caso continuo la derivada de la integral
se calcula como la integral de la derivada del integrando. Esto significa que

#(t) = th e =E [Z(e—tx)] = E[-Xe™).

En el caso en que X es una variable aleatoria discreta se tiene que

E[-Xe ™) = > —re "P(X = ).

{z:P(X=2)>0}

En el caso en que X es una variable aleatoria continua
X o0

E[—-Xe 7] :/ —xe " f(x)dw.
—o0

Por lo tanto

0) = —EX]
(0) = B[X7

o™M(0) = (-1)" B[X"]

Ejemplos 4.3 Distribucion exponencial con parametro A
Ae ™M x>0

f(“’)_{o z <0
A

— F —tX :/oo —txy ,—Ax _ /OO —(At)z —
o(t) e ] e e Mdr =\ e dx N1
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1

PIX] = - 6/(0) = +

2

PIX?) = (0) = &
2 1 1
jUGT[X]:ﬁ—ﬁzp

La siguiente proposicion establece una propiedad analoga a la enunciada en la
proposicion 1.

Proposicion 4.2 Sean X, Xs, ..., X, variables aleatorias independientes con fun-
ciones generatrices ¢y, ¢a, . . ., ¢n. Entonces la funcion generatriz de X1+ Xo+. ..., X,
es iqual a g1 X Pg X ... X ¢y

Demostracion. Para i € {1,2,...,n} se tiene que ¢x,(t) = E[e*txi], por lo que

Oxy+ Xot ot X, (t) = E{e_t(XﬁXﬁerX”)} = E{e_txle_t)@ e e_txn}

= Ble™M|Ele™] L Ble] = ¢x,(t) x ¢x,(t) X ... X ¢, (D).

Definicién general de la funcion generadora de momentos.

Si se consideran variables aleatorias con valores reales (no necesariamente no neg-
ativas), la funcién generadora de momentos se puede definir de dos maneras:

i) o(t) = F [etX }, para t € R, siempre que la esperanza exista.

Ejemplos 4.4

Sea X una variable aleatoria normalmente distribuida con media y wvarianza (u,c?),
se tiene que

*(I #)2 2tac —2242zp—p?

202 dr = 0\/_ 222 dx
Um/ e

—22 420 (utto?) — (utto?) 2+ (utto?)?
= e 20 202 €T

O'\/ 21
—u +(u+t02)2 _ a?—2a(utto?)+(utto?)?
= e 202 €T

oV 2T

—K +(u+ta2)2
—= e 202

ox(t) = Ele¥] =

o\ 2w

2tze? —ax +2zu ;1,2
e 202 252 dr =

—x +2zu+2t5m72

e 20 e 202 T

_(e— (u+t02))2

e

»

En particular si pu =0 o =1 se tiene que ¢px(t) = e
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Con esta definicion de la funcién generadora de momentos es claro que se cumple
la propiedad enunciada en las proposiciones 1 y 2. Sigue siendo igualmente valida
la propiedad de que la funciéon generadora de momentos de una variable aleatoria
determina de manera univoca su distribucion. Estos hechos se combinan para obtener
la importante propiedad que sigue.

Proposicién 4.3 Si X y Y son variables aleatorias independientes normalmente
distribuidas con media y varianza (p1,0%) y (pa, 035) respectivamente se tiene que la
suma X +Y también estd normalmente distribuida con pardmetros (py + o, 03 + 03)

2 2 2 2

2, 2 2
Ox1y(t) = E[e"X] = ¢x () gy (t) = B e

que es la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria normal con media
2 2 2 2
. + . 4
W1 + o y varianza %, esto equivale a afirmar que X +Y ~ N(p1 + g, 202)
Esta propiedad puede extenderse por induccién a la suma de n variables aleatorias

independientes y normalmente distribuidas.

ii) En el caso en que E[etx } no existe, se define la funciéon generadora de momentos
de X como

o(t) = E[eitX}, donde i=+/—1. (4.1)

Observemos que utilizando la férmula de De Moivre: e‘u = cos(u)+isen(u) es evidente
que |[eX| =1 por lo que la esperanza anterior siempre es finita.

La transformada dada en (4.1) se denomina transformada de Fourier de X (6 de
la densidad f)
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Ejercicios 4.1

Dada una variable aleatoria X, considere la funciéon generadora de momentos de X
o(t) = E[eX], t € R y la transformada de Laplace de X como L(t) = E[e™], ¢t > 0.

1. Halle la funcion generadora de momentos de las variables aleatorias siguientes:
a) Binomial con pardametros (n,p), 0 < p < 1.

b) Poisson con pardmetro X > 0.

c) Geométrica con parametro 0 < p < 1.

d) Binomial negativa con parametros (r,p), 0 < p < 1.

e) Uniforme sobre (a,b).

f) Gamma con parametro A > 0.

En cada uno de los casos anteriores derive para verificar las forulas de la esperanza
y la varianza.

2. 81Y = aX + b, donde a y b son constantes, exprese la funcion generadora de
momentos de Y en términos de la funcion generadora de momentos de X.

3. Halle la transformada de Laplace para cada una de las siguientes densidades: a)
flu)y=12, uwel0,cd.

b) [ es la densidad uniforme sobre (a,b).

¢) f(u) =2, ue(0,c), c>0.

d) f es la densidad gamma con pardmetros (n,A), A > 0.

4. Sea X una variable aleatoria normal con pardmetros (u, o?).

a) Calcule E[(X — p)?].

b) Use a) para determinar E[X?].

c) Verifique el resultado obtenido en b) usando la transformada de Laplace o la fun-
cion generadora de momentos de X .

5. Use la funcion generadora de momentos para determinar la distribucion de X +
Xo+ ...+ X, donde X1,...,X, son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas exponencialmente con parametro A

6. La funcion generadora de momentos de una variable aleatoria X estd dada por
gx(2) =e* 2 yla deY por gy(z) = (3)(Bz+1)°. Si X eY son independientes,
calcule: a) P(X +Y =2); b) P(XY =0); ¢) E[XY].

7. Suponga que la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria X
estd dada por g(z) = 3=V, Calcule P(X = 0). Halle la funcién de distribucién
de X.
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8. Se lanzan 3 dados simétricos e idénticos. Halle la funcion generatriz de la suma
de los tres dados. Halle la probabilidad de que la suma sea igual a 3.

9. Considere n sucesos independientes Aj, j =1,...,n, con P(A;) =p;j=1,...,n.
Denotemos por N el nimero de estos eventos que ocurren. Halle la funcion generatriz
de N y calcule E[N] usando esta funcion.
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4.2. Leyes de grandes niimeros.

4.2.1. Introduccion

Hasta ahora hemos definido la probablidad de un evento, en situaciones discretas,
como la frecuencia relativa de ocurrencia del evento. Esta es una manera de obtener
distribuciones empiricas ampliamente usada. Es lo que nos permite aceptar que la
probabilidad de que se obtenga una cara al lanzar una moneda legal es 1/2. Los
teoremas de esta seccién constituyen el fundamento tedrico de esta practica y por ello
se encuentran entre los resultados fundamentales de la teoria de las probabilidades.

La idea es la siguiente: Suponga que se tiene una sucesién X7, Xs, ... de variables
aleatorias independientes, idénticamente distribuidas y con esperanza finita F[X;] = u
(por ejemplo, variables asociadas con ensayos de Bernoulli).

Sea S, = X1+ Xo+ -+ X,,, n>1, suma de las n primeras X;’s. Estudiaremos

el comportamiento de los promedios — cuando n — o0.

La Ley de los grandes niimeros esta%lece que estos promedios se acercan a E[X;] =
1. La manera en que se establece esta proximidad se expondra mas adelante.

En términos de las frecuencias relativas consideremos ensayos independientes en
los cuales un evento A ocurre con probabilidad p. Definamos

Y _ 1 si A ocurre en i-ésimo ensayo
! 0 si A no ocurre en i-ésimo ensayo

entonces la frecuencia relativa % en este caso es el promedio de casos en que ocurre

A.
La Ley de los Grandes Numeros dice que, para n grande
S,

ZnNE[Xi]:p:P(/U

P(A) = frecuencia relativa de A, lo que permite estimar p por % para n ”sufi-
cientemente grande”.

Esta ley se formulara para variables aleatorias mas generales, por ejemplo X; no
tiene que ser > 0.

4.2.2. Desigualdad de Markov

Proposicion 4.4 Si X es una variable aleatoria con valores no negativos, entonces
para a > 0

EX]

P(X >a) <

Demostracion 1. Caso discreto. X discreta P(X = z;) = p; con Zp; =1
J
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E[X] =Y z;p;. Sea A={j:x; >a} entonces: P(X >a)= 3 p;
; jEA

EX]=>_wpj+ > awp; > Y wp; = ) ap; = aP(X > a)
jEA jeAe jeA jEA
EX]
P
Caso continuo: P(X > a) = [° f(x)dz y se tiene

P(X >a) <

ElX] = [Zoaf(x)de = [* af(x)de + [ af(z)de = [ v f(z)de > a [;° f(z)dx
E[X] > aP(X > a)

Demostracion 2. Utilizando la notacion de la demostracién anterior, sea A = {j :
xj; > a}. Como X > 0 se tiene que axa < Xxa < X. Utilizando la monotonia de la
esperanza se obtiene

E[aXA] < E{XXA} < E[X]

Lo que implica que

E[X]

a

aP(A) = aP(X > a) < E|X| = P(X > a) <

Proposicién 4.5 Desigualdad de Chebyshev
St X es una variable aleatoria con media finita p y varianza o
cualquier k > 0

2 entonces para

o _ E[X -
P{\X—MZHSEIT
(X no tiene que ser > 0 pero E[X] < o0).
Demostracién. Como (X — )% > 0 se puede usar la desigualdad de Markov con
y= (X —p)? a=k*> 0. Se obtiene:

E[(X —p)?] _ o?
Rk

Nota: Estas desigualdades dan cotas de la probabilidad cuando sélo la esperanza 6 la
esperanza y la varianza son conocidas.

P(IX —pul > k)= P(X —p)* > k) <

Ejemplos 4.5

1. Suponga que se sabe que el numero de articulos producidos por una fabrica du-
rante una semana es una variable aleatoria con media = 50
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(a) ;Qué puede decirse acerca de la probabilidad de que se produzcan mds de 75
articulos en 1 semana?

(b) Si la varianza de la produccion en 1 semana es igual a 25, entonces ;qué puede
decirse acerca de la probabilidad de que esta semana se produzcan entre 40y 60 articu-
los?

Solucién
(a) X = # articulos a la semana
E[X] 50 2
P(X < —=—=-.
X>T) <=5 =% =3
(b) P(40 < X < 60) = P(—10 < X —50 < 10) = P(|X —50| < 10) = 1—p(|X —50| >
10)
P(IX =50 >10) < &5 =1 =>PA0<X<60)>1—;=3
2. 8i X estd uniformemente distribuida sobre (0,10), entonces E[X] =5, Var[X]| = 2
y por la desigualdad de Chebyshev: P(|X —5| > 4) < 322 22 0,52. Note que el resultado
correcto es: P(|X — 5| >4)=0,2

Aplicaciones de la desigualdad de Chebyshev

Proposicion 4.6 Si VarX = 0 = o2 entonces P(X = E[X]) = 1. Esto dice que sélo
una variable aleatoria constante con probabilidad 1 puede tener varianza 0.

Demostracion. P (|X — pl > %) < 0?n% = 0 porque 02 = 0

POX = 20 = (U{x = > 1) < 5P (i - ul > 1) =0
— P(X —p|=0) = 1.

Teorema 4.2 Ley débil de los Grandes nimeros

Sean X1, Xs, ... una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente
distribuidas cada una con media E[X;] = pu y varianza o (ambas finitas). Entonces
para cada € > 0

X 4+ X,
P{’ 1+ +

—,u‘ze}—%) cuando n — 0.
n

Demostracion. Puesto que { X; };>1 son independientes e idénticamente distribuidas,
para cada n

1

X4+ X7 1
: ]:ZE[Xi]:‘nMZM
n n

n

d
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X1+ + X, 1 1
Var[ - }:mZVarXi:ncr.
S Xy 4+ X, _
Aplicando la desigualdad de Chebyshev a — = L se tiene que
n n
X, 4+ X, 2
PP ) s
n ne

Ejemplos 4.6

Sea A un evento que ocurre con probabilidad p = P(A) en un experimento
dado y S, = # veces que A ocurre en n realizaciones del experimento, observe

que S, es una variable aleatoria binomial con pardmetros (n,p). Se tiene que

ST? —p‘ > 5) — 0 cuando n — 00 = p, = 2= se aprozima a p cuando n es

P
suﬁcientemente grande.

Supongamos que una falla en un sistema mecdnico ocurre de acuerdo a una
distribucion de Poisson con parametro X > 0. Entonces el nimero de fallas en
un intervalo [0,t] estd dado por X(t) y es tal que

Ly (ADF
P(X(t)=k)=¢e? k')

Sea X(t) = @ = # fallas por unidad de tiempo.

Entonces

X(t) es aproximada por su esperanza A cuando t es suficientemente grande.

: . X1+t X,
En general se tiene que el promedio — = F[X)).
n
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Ejercicios 4.2

1. Sea X wuna variable aleatoria tal que E[X| = p y Var[X] = o%. Demuestre que
P(|X — | > ko) < 5.

2. Si X es una variable aleatoria tal que E[X]| = p y Var[X] = o, el radio r = %
se denomina medida del radio de la senal de ruido de X. La idea es que la vari-
able aleatoria puede expresarse como X = p+ (X — u) donde p representa la senal
(0 equivalentemente p es una medida de la senal aleatoria X y X — u el ruido. Si

. X— .., . ~
definimos D = % como la desviacion relativa de X de la senal, demuestre que

paraa >0 P(D < a)>1— 5.

3. Suponga que X es una variable aleatoria con media y varianza iguales a 20.
¢ Qué puede decirse de P(0 < X < 40)7

4. El numero de objetos producidos por una fabrica es una variable aleatoria X con
media 100. (a) Dé una cota superior de la probabilidad de que se produzcan al menos
200 articulos. (b) Si la varianza de X es 25, dé una cota de la probabilidad de que se
produzcan entre 80 y 120 articulos.

5. Se sabe que el numero esperado de objetos defectuosos producidos en una fdbrica
en una semana es 18. (a) ;Qué puede decirse de la probabilidad de que esta semana
el numero de objetos defectuosos sea mayor que 252. (b) Si la varianza del nimero de
objetos defectuosos en una semana es igual a 9, ;qué puede decirse de la probabilidad
de que esta semana se produzcan entre 11 y 25 objetos defectuosos?

6. Por experiencia un profesor sabe que la nota del examen final de un estudiante
es una variable aleatoria con media de 15 puntos y varianza igual a 5 puntos. a)
Dé una cota superior para la probabilidad de que la nota de un estudiante sea mayor
que 17. b) ;Qué puede decirse acerca de la probabilidad de que la nota del estudiante
esté entre 12 y 18 puntos?. c¢) ;Cudntos estudiantes tendrdan que tomar el examen
final para asegurar, con probabilidad no menor a 0.9, que el promedio de la clase es-
tard entre 12 y 18 puntos?

7. Sean X1, ..., Xoo variables aleatorias de Poisson, independientes con media igual
a 1. a) Use la desigualdad de Markov para acotar P(X1 + ...+ Xo9 > 15). b) Use el
Teorema Central del Limite para aproximar P(Xy + ...+ Xa0 > 15).

8. Sea X wuna variable aleatoria gamma con pardmetros (n,1). ;Qué tan grande se
necesita n para que P(|% — 1| > 0,01) < 0,01.

9. Se toma una muestra al azar y con reposicion, a efectos de estimar la fraccion p
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de hembras en una poblacion. Encuentre un tamano de muestra que asequre que, con
una probabilidad de al menos 0,99, la estimacion se hard con un error menor a 0,005.

10. Se desea estimar la probabilidad de falla p en un proceso de produccion mediante
la observacion de n objetos producidos, elegidos independientemente. Por informacion
previa que se tiene acerca del proceso, se sabe que p estd comprendida entre 0.1 y 0.3.
Halle el tamano n de la muestra para que probabilidad de que la frecuencia relativa
de objetos defectuosos en la muestra difiera del verdadero valor p en mdas de 0,01 sea
menor a 0,05.

11. Se observan n repeticiones independientes de un juego de ruleta. Halle n para
que con probabilidad menor que 0.1, la frecuencia relativa del nimero de veces que
ocurre la primera docena sea mayor que %

Nota. Los resultados posibles en un juego de ruleta son 00,0,1,2,...,36 y la primera
docena consta de los numeros 1,2,...,12.
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4.2.3. Convergencia de variables aleatorias.

Definicién 4.3 Una sucesion de variables aleatorias X,, X, ... converge en
probabilidad a la variable aleatoria X, si se verifica que para todo € > 0

P(|Xn - X| > e) — 0 cuando n — oo.

En este caso se usa la notacion X, P x (n — 0).

Observemos que en términos de esta definicion la ley débil de los grandes niimeros
puede enunciarse diciendo que la sucesion de variables aleatorias Y,, = Sn—" converge
en probabilidad a la variable aleatoria Y constantemente igual a .

Definicién 4.4 Una sucesion de variables aleatorias X;, Xo,... converge casi
seguramente (o con probabilidad 1) a la variable aleatoria X, si se verifica que

P(Xn — X cuando n — oo) =1 (4.2)
En este caso se usa la notacion X,, — X c.s. (0 c.p. 1).

La expresién (4.2) significa que el evento formado por los w € € tales que

lim X, (w) # X(w)

n—oo

tiene probabilidad cero.

Definicién 4.5 Sean X, Xo,... y X wariables aleatorias con  funciones de
distribucion Fi, Fy, ... y F respectivamente. Se dice que X, converge en distribucion
a X si se verifica que

lim P(X, <z) = P(X <)

n—oo

siempre que x sea un punto de continuidad de F (P(X = z) = 0).

Para la convergencia en distribuciéon usamos la notacién X, = X.

4.2.4. Teorema central del limite

Teorema 4.3 Sea X1, ..., X, ... una sucesion de variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas con media ju y varianza o*. Entonces la sucesion de

. : X1+ + Xy —np o :
variables aleatorias Y, = converge en distribucion a una variable
U\/ﬁ
aleatoria normal unitaria cuando n — oo. Es decir:

X * Xn - 1 a 12
h’mP(Ynga):h’mP< s ”“ga>:q>(a):/ e Fdy
n—oo n—0o0 O'\/ﬁ



147

4.2.5. Aplicaciones

Antes de presentar la demostraciéon de una de las versiones mas conocidas del
teorema central del limite, el teorema de De Moivre-Laplace, veremos algunas de sus
aplicaciones mas comunes al calculo de probabilidades.

Ejemplos 4.7

1.  El numero de estudiantes que se inscribe en una clase de psicologia es una
variable aleatoria Poisson con media X\ = 100. Si el numero de estudiantes
inscritos es mayor que 120 entonces se dividird la clase en 2 grupos ;Cudl es
la probabilidad de que esto pase?

0 k
X = # estudiantes P(X > 120) = 6*100k21320 (1(;?) .
Esta suma es dificil de calcular, por lo tanto usando el hecho de que la suma de
variables independientes de Poisson, con parametros Ay y Ao es una variable de
Poisson con parametro A\; + Ay se tiene que

X = X1+ -+ Xigo donde X; Poisson A\ = 1 para © > 1 variable aleatoria
independientes. Se puede usar el teorema central del limite para obtener una
aprozimacion de la probabilidad deseada. Observe que E[X;] =1 = Var[X;].

P<X>120) = P(X1+"'+X100>120)

_ P(X1++X100—100 X 1 N 120—100)
1 x /100 V100
X — 100
= P(T >2) ~ 1 - 0(2) =0,0228.

2. Si X;,1 =1,...,10 son variables aleatorias independientes uniformemente dis-

10

tribuidas sobre (0,1). Calcule una aproximacion a P (Z X; > 6).
i=1

Se tiene que

E[Xi}:/()lxdxij’;:; y E[Xﬂ:/olx2d$:§‘;:;

1
=13 Aplicando el teorema central del limite se

1 1
por lo tanto Var {Xl} =371

tiene que

10 X, —10x3  6-5 D X;—5 V12
PO X;>6) = P(== =
(‘ = ( \/12X\/_ i f\/ig) ( \/> \/_)

~ 1= ®(/1,2) = 1 — B(1,09545) ~ 0,16.
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Teorema Central del Limite

Teorema 4.4 (Teorema de De Moivre-Laplace)

Sea (Xn)n>1 una sucesion de variables aleatorias independientes de Bernoulli con
probabilidad p de éxito. Sea S, = # éxitos en n ensayos de Bernoulli. Para ¢ = 1—p,
y constantes a < b cualesquiera se cumple que

S, —np ) 1 b s
lim Pla< =2 <b|=dB)—P(a)= — | e*dx
i - W= =
Comentarios:

1. Paratodoi>1FE[X;|=p=py Var[X;] = pq.

2. Paracadan > 1, S, es una variable aleatoria binomial con parametro (n,p). El
teorema de De Moivre-Laplace establece que es posible aproximar una variable
aleatoria binomial por una normal con pardmetros (np, npq)

Preliminares

1. La Férmula de Stirling.

Lema 4.1 Cuando n — oo, se cumple que

nl ~ (n) 2mn.
e

Comentario. La formula de Stirling implica que

(n) B ! N ()n 2mn
k Kl(n — k)| (g)k\/ﬂ(“’“)w o (n — k)

|3

e

()~ ) o) s

2. Lema 4.2 Sea S, una variable aleatoria binomial con pardmetros (n,p) y sea
q=1—p, sea

k—np
0<k<n
v 1pPq
Para A > 0 dado se define Sa = {k : |zx| < A}. Entonces si k € Sy se cumple
que

Tnk = T =

n n— 1 —X

para n suficientemente grande. Sobre Sy la convergencia es uniforme.
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Demostracion. Sea k € S4, por definiciéon de z se tiene que k = np + /npgx lo que
implica que

k V1Pq

A
np np

Vi

r,=14 ‘=2, — 1 cuando n — oc;
n

es decir que,
k ~ np. (4.3)

Por otra parte

n—k = n—np—/npgxr, =nqg— /npqr
n—=k /T

1-— pquzl—@xkﬁl cuando n — oo;
ng ng vars

por lo cual
n—k~ng (4.4)

para n suficientemente grande.
De (4.3) y (4.4) se deduce que (para n suficientemente grande) k(n — k) ~ npngq.

Usando la formula de Stirling tenemos que (para n suficientemente grande)

k n—k
n k n—k n n i n k n—k
<k>pq (k:) <n—k> 27Tk(n—k:)pq

Para demostrar el lema sera entonces suficiente demostrar que
k —k
(”p) ( nq )” ~ eahl2,
k n—~k

Sabemos que np = k — \/npqxrr, vy ng=n—k+ /npqzr; lo que implica que

L VE
n—k n—=k

np \/NPqTg nq
i
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Entonces
k n—k
1n(”p) (”q) = ko (1 YPEE L pym (14 VRER)
k n—=k k n—=k
Recordemos que usando la féormula de Taylor se obtiene la aproximacion
22 23 2t z"
In(1 ~T = = (D)
n(l+a)~ve— o+ o=t (1)

Aplicando esta expresién a los términos del lado derecho de la tltima igualdad se
obtiene

2 22 + ...

VDT, npg(wy)?
k) ( p— _2(n—k)2+"'>

kIn <1 - @) — k(- Vpgry  npq(w)® )

(n - = (n-

k)ln(HW)
n—=k

siempre que

MR <y R <

lo cual es cierto para n suficientemente grande ya que en este caso k ~ npy n—k ~ ngq.
Se tiene entonces que

n—k 2 2

np ng npq(x) npq(zy)
1 ~ — _—_— _—_—
n( k:) (n—k) VPR = T VI = 50 T

3 <1 N 1 > T2 n
= —MNn _ _ —n e —
Pq 9 \ & I Pq "

zinp  ng —

2k n—k 2

() () e
k n—k

Demostracion del teorema de De Moivre-Laplace.

Por lo tanto

Sp=np __

\V1pq

P<a<ST:/;_];:]p§b> - P<k60<a<57:/__2 gb,Sn:k:>>
- znjp<a< " pls, —k> (S, = k).

=0

Cuando ocurre el evento {5, = k} se tiene X = Xk, entonces

npq

o
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Observando que

Sy —np 1 sizg € (a,b]
P —— <S5, =k | = . ’ 4.5
( N | ) {O si zy, ¢ (a,b) (45)
se tiene
p<a<5n_”p<b> - Y PS.=k= Y <n>pkqn—k‘
V npq B {a<z<b} {a<z<b} k
{a<zp<b} V 2mnpq V21 {a<a, <ty VP4
Ahora bien
k+1—np k—np 1
Lht1 — Tk = - =

ViDq NN

Esto implica que

S, — np ) 1
P (a SO ) Ly
Vnpq VI (0 lopst)

Por otra parte la correspondencia k «— x es 1 — 1 y cuando k varia de 0 a n

e 2 (2ppn — ) (4.6)

Tp = =2 varfa desde —, /™ hasta , /™. Tomando n suficientente grande se tendra que
Vv npq q p

(a,b] C (—, /%, \ /’Lq} y los puntos z;, que caen dentro de (a, b] forman una particién
1
N

b
Por lo tanto la suma en (4,6) es la suma (inferior) de Riemann de / e 2dx.

de (a, b] en intervalos de longitud

Es decir que

S, —np ) 1 b,
Pla< = —L2<b)~— [ ez,
( \V/1pq V271 Ja

Teorema 4.5 Sea {X,},>1 una sucesion de variables aleatorias independientes, de
Bernoulli, con probabilidad p de éxito y sea ¢ =1 —p. Sea S, = Y. X; (=# éxitos en
i=1

n ensayos de Bernoulli). Entonces se cumple que

S, —n 1 x
lm pd2n " o b —/ e 2y,
n—00 \/1Pq V21 J—co
Demostracion. Sea S, = S"T\/_T”qp. Para ¢ > 0 dado elijamos ntimeros reales a; y as tales
que
i) ap <z < ay,
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iii) 1 — ®(ay) < &.

Se tiene entonces que

{x<§n§a2}§{§n>x}:>P(x<§n§a2> §P(5’n>x)
:>1—P(a:<§n§a2> 21—P(§n>:1:) :P(gngzv).

Por otra parte
{a; < S, <z} C {5'” < x} :>P(a1 <3S, gx) < P(Sn < x) < 1—P<x <S5 < ag).

Aplicando el teorema de De Moivre-Laplace

1- P(SL’ <5, < a2) —1- (CD(aQ) - q)(x)) cuando n — o0 y
P(al <5, < x) — &(z) — ®(a;) cuando n — oo.
Por lo tanto existe N tal que si n > N:
. €
1—P(x<Sn§a2) §<I>(:c)—|—<1—<b(a2))+§ y

€

P(Ch < S, Sx) > d(z) — P(ay) -3

= ®(z) — ®(ar) — = < P(S, <) < B(2) + (1 - ®(a2)) + g

DO ™

€ € ~ € €
:><I>(:L’)—§—§§P(Sn§x)§<I>(x)+§+§

= ]P(Sn < x) —d(z)| <e
Acerca de la demostracién del Teorema Central del Limite (para variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas).

A continuacién presentaremos los lineamientos generales de la demostracion del
teorema 4.3, la cual estd basada en el siguiente lema que enunciaremos sin de-
mostracién.

Lema 4.3 Sean Z, Zs,--- y Z wvariables aleatorias con funciones de distribucion
Fi, Fy, ... y F y funciones generadoras de momentos p1, @, ... Yy @, respectivamente.
Si on(t) — (t) para todo t, cuando n — oo, entonces

F,(t) — F(t) para todo t cuando n — oo
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Consecuencia del lema: Si Z ~ N(0,1) entonces ¢(t) = e’/2. El lema implica que

S1

t2/2

©n(t) — €/%, n — oo, entonces F,(t) i== O(t /2 ]y

1 t
)=

21 J—o0
Demostracion del teorema 3. Asumiremos que para cada X;, 7 > 1 la funcién gener-
adora de momentos y;(t) = E {etxi] existe y es finita.

(I) Supongamos que g = 0 y 0? = 1. Denotemos por ¢;, a la funcién generado-

ra de momentos de \Xf, es decir, p x, , se tiene que
n ﬁ

| =[] =e ()

S

pilt) = Bl = gialt) = E |¢

n
Por lo tanto la funcién generadora de momentos de S,, = > ( %) esta dada por
i=1

ol )b ] b Gl

Sea L(t) = Inp;(t). Para demostrar el teorema serd suficiente demostrar que

[@1 (ﬁ)} — ¢”/2 cuando n — oco. Esto equivale a demostrar que

(o () e i o
nL(\}%) = 122

Diferenciando L y evaluando en cero las sucesivas derivadas obtenemos

L(0) = logp(0)=In(1)=0

o - 2o
L//(O) _ 90<O)90”(0) — 290/(()))2 — E[X2] . ,U/Q — E[XQ] — VCLT[X] -1
(0(0))

Observemos que, como L es continua

t ¢ L (L
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Aplicando la regla de L’Hopital

t L Ln .1 I/ Ln ot
nh’rrolon In (4,01 ()) = 7}1120 <(2\f>3/22 - nhnolo <\2F)
Vn n=2-n =
t t2 t2 t2
- ]./ L,/ Ey— —_ — L,/ 0 . - =

(II) Caso general. Sea X; = %&£, Entonces E[X; = 0] y Var[X;] = 1. Entonces el
resultado de la parte (I) vale para las X} lo que significa que

X* 4oL X X, — X+ +X, —
P< . ”Sa,):P(Z ”§a>:P< i WSa)m@(a)

v ov/n av/n

Nota: Se ha demostrado que para cada a F,(a) = P (m(fiw < a) =P (a)

Puede demostrarse que para cada € > 0, existe N tal que |F,(a) — ¢(a)| < € Va
siempre que n > N. Es decir que la convergencia es uniforme en a.

Teorema Central del Limite para variables aleatorias independientes no
idénticamente distribuidas.

Enunciamos dos versiones mas generales del teorema central del limite.

Teorema 4.6 Sea X, Xs, - una sucesién de variables aleatorias independientes con

medias p; = E[X;] y varianzas Var|X;| =o? , 1> 1. Si

a) Las variables X;, i > 1 estdn uniformemente acotadas es decir, si existe M > 0
tal que P(|X;| < M) =1 para todo i > 1.

b) Se cumple que 3 o? = oo, entonces
i=1
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Teorema 4.7 (Lindeberg) Sea X1, Xy, -+ una sucesion de varaiables aleatorias in-
dependientes con medias ji; = E[X;] = 0 y varianzas Var[X;] = 0? < 00 i > 1. Si

Sp=X1+ ...+ X, entonces E[S,] =0y Var|S,] = f: 2=g2

=1
Condicion de Lindeberg. Dado € > 0 sea A;,, = {w : |X;| > €g,}, entonces

E[X2xa,,| 7=z 0.

zﬂw"‘

=1

Si se cumple la condicion de Lindeberg entonces

P <Sn < a) == P(a).
Sn

4.3. Ley Fuerte de los Grandes Numeros.

4.3.1. Preliminares.

Hemos visto que la ley débil de los grandes nimeros establece que si Xy, Xy, - --
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p y
varianza o2, entonces para cada € > 0

X+ +X,
P(‘ 1+ + .
n

IES)M 0

LQué significa esto?. Esta ley afirma que si se toma n suficientemente grande,
Xi+--+ X,

n
Sin embargo esto no garantiza que si w € A, la sucesién
mantendrd cerca’de p para todo m > n.

Un resultado més categdrico lo constituye la ley fuerte de los grandes nimeros.

el evento A, = {w:

— ,u’ < €} tiene una alta probabilidad de ocurrir.

Sn(w) _ Xi(w)+-+Xn(

) se

Teorema 4.8 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros). Sea (X,),5, una sucesion de
variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas y tales que E[X;] =
W, ©=1,---. Entonces con probabilidad 1

Xt X,
lim = I
n—oo n

e m s

es decir,
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Comentarios.

1.Si A= {w s limy, e S"T(“’) = ,u}, para todo w; € A se cumple que % estara ar-
bitrariamente proximo a p cuando n — oo.

2. Esto en el caso de variables aleatorias de Bernoulli, el teorema afirma que para n
grande % — p es pequeno y con probabilidad 1 permanecerd asi.

Demostraremos la ley fuerte de los grandes niimeros para variables aleatorias de
Bernoulli. Pero antes demostraremos un importante lema.

Lema 4.4 (Lema de Borel-Cantelli.) Sea {A,}n>1 una sucesion de eventos en un
espacio de probabilidad. Sea

A={we:weA, parainfinitos valores de n }.

( A se denomina limite superior de los conjuntos {A,}). Entonces
1. Si %oz P(A,) < oo se cumple que P (/_1) =0.
n=1

2. St Y, P(A,) =00 y{A,},~, es una sucesion de eventos independientes en-
n=1 -

tonces se cumple que = P ([l) = 1.

Demostracion. Comenzamos por demostrar que

[c oo o]

A= U A. (4.7)

m=1n=m

Si definimos B,, = iLj A, (4.7) equivale a demostrar que

n—

A= () Bn.

1

T e

Sea w € A, como w pertenece a A, para infinitos valores de n, se tiene que para
todo m > 1 existe np > m tal que w € A,,,. Por lo tanto

we |JA4,=B,=we (| Bn=AC () Bn

n=m m=1 m=1

o0
Por otra parte si w € () B,, se tiene que w € B,, para todo m > 1; por lo que
m=1

para todo m > 1 existe ny > m tal que w € A,,, = w € infinitos A,,, es decir w € A.
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1. Si § P(A,) < oo, de la definicién de B,, deducimos que
n=1

P(B,) < i P(A,) m— 0.

P(B,,). Tomando lim

m—00

Pero como A C B,, para todo m entonces P(A) <
obtenemos que es P(A) < i P(B,,) =0= P(A) =0.

2. Supongamos que % P(A,) = oco. Basta demostrar que P(A¢) =0
n=1

[%S) [e%S) [e'S) l
A=) Bn= A°= L_Jlen,dondeBﬁn: N 45 ) 45

m=1

Entonces P ([10) < ioj P (B¢,). Demostraremos que P (B¢,) = 0 Vm.

m=1

P(B;) =P ( iﬁ A%) Ahora bien, usando la independencia de los A;,

! ! !
tenemos que para cada [ > m P < N A%) =11 P(A%) =11 (1-P(A)).

n=m

Usando la desigualdad: 1 — 2 < e™* para © = P (A,) obentemos:

l l - Z P(An)
P (ﬂ Ac> H P(An)) S H e_P(A = e n=m
Para m dado, cuando [ — oo se obtiene
30 P(Aw) i
0< P(BS) (ﬂAC) " =0 = P(A)=1

(L'2
Lema 4.5 Sean p(v) = =€ 7 la densidad normal, u = 0,0% = 1, y sea ®(x) =

2 - . . ..
Tl— [E et 12dt la funcidn de distribucion normal. Entonces, cuando © — 00, Se
21 Sy

cumple que 1 — ®(x) ~ @.

Demostracion. Para t > 0 es claro que

(1-2) e <o < (1+5) e

t2
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Entonces
00 3 00 1
/ (1— t4> pyit < [Tpwmar< [ <1+ tQ) o () di
/ ( 3> el < /Oo £) dt < —/ ( ) P12 (1) dt
vV 27'(' 4 x
(D L et
r 1) \2or x 80 T 27
Por lo tanto, para valores grandes de x se cumple que
1e2"?
1—P(x) ~— .
(@)~~~
4.3.2. Ley fuerte de los grandes numeros para variables
aleatorias de Bernoulli.
Teorema 4.9 Sean Xy, Xs---, una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli in-

dependientes con probabilidad p de éxito. Sea S,, = i X;.
i=1
Entonces con probabilidad 1

. S
lim — =p
n—oo n
Demostracion. Sea Ay = {w L[Skl > DaTog k}, para a > 1. Entonces usando
q

el teorema de De Moivre Laplace tenemos que S} = “i’“/;ﬂ’ ~ N(0,1) para valores
Pq

grandes de k. Entonces, usando el lema 4.5

P(Ay) = P (|S}:| > \/2alogk> =P (S}j > \/2alogk;> +P (S,: < —\/2alogk>
~ 1—@(\/2alogk>+<I>(—\/2alogk>
= 1-9 (\/2alogk> +1-0 <y/2alogk:> =2 (1 - («/2alogk>>

—2alogk
2e 2 2 log k=4

V27 2alog k B Zﬁ\/alogke

. 1
logk—® __
<e ——ka,a>1

00 © 1
k=1 k=1
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Por el lema de Borel-Cantelli se tiene que P(A) = 0. Por lo tanto, con probabilidad
1, Ax = {|S§] > v/2alog k} ocurre sélo para un nimero finito de k’s.

Sn —p‘ > £, entonces
n

Por otra parte si

3%7;%‘ > \/%q\/ﬁ > +/2alogn para n
suficientemente grande de donde se obtiene que si se cumple si

Sn
=n p‘ > ¢ para

infinitos valores de n entonces |S¥| > v/2alogn para infinitos n's lo cual contradice el

hecho de que P(A) = 0. Por lo tanto Ve > 0 con probabilidad 1,
ocurrir sélo para finitos n's. Esto implica que, con probabilidad 1
Sn

" p (- o0)

% —p’ > ¢ puede

Teorema 4.10 (Ley fuerte de los grandes numeros para variables aleatorias inde-
pendientes.) Sean X1, Xa,... variables aleatorias independientes con E[X;] = 0 y

Var [X;] =0? <o00. Si 3 %32 < 00, entonces con probabilidad 1
i=1

X+ ...+ X,
n

— 0, cuando n — oo.
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Ejercicios 4.3

1. Sea X =# caras en 40 lanzamientos de una moneda perfecta. Halle una aprozi-
macion de P(X = 20).

2. El tamano ideal de una clase en una universidad es de 150 estudiantes. La univer-
sidad sabe por experiencia que solo 30 % de los estudiantes admitidos asistird, por lo
tanto tiene la politica de admitir 450 estudiantes para la mencionada clase. Halle la
probabilidad de que el nimero de estudiantes que asista sea mayor o igual a 150.

3. Dos tipos de monedas son producidos por una fabrica: unas son perfectamente
simétricas, otras arrojan cara en un 55 % de los casos. Tenemos una de esas mon-
edas pero no sabemos de que tipo es. Para determinar si es perfecta o mo hacemos
la siguiente prueba estadistica: lanzamos la moneda 1000 veces y si caen 525 6 mds
caras concluimos que no es perfecta. Si la moneda es perfecta, ;Cudl es la probabili-
dad de que lleguemos a una conclusion equivocada? ;Cudl si la moneda no es perfecta?

4.Considere una sucesion de experimentos independientes. Sea EI un evento que ocurre
con probabilidad P(E) y Y, =# veces que ocurre E en n ensayos. Demuestre que con
probabilidad 1 X2 — P(E) cuando n — co.

5. Una moneda perfecta es lanzada en ensayos independientes sucesivos. Sea S, = el
total de caras después de n ensayos. Dé un estimado de P(Sn—" < x).

6. Un evento E ocurre con probabilidad i en una realizacion de un experimento.
Dé una aprorimacion de la frecuencia relativa de ocurrencia de E si el experimento
se realiza de forma independiente n veces, para n suficientemente grande. Justifique
Su respuesta.

7. Un jugador gana o pierde 1 délar con probabilidades p y q respectivamente. Si el
puede (y lo hace) sequir jugando incluso después de haber perdido todo, a) ;Qué puede
decirse de la ganancia acumulada en un nimero grande de juegos? b) Demuestre que
st el juego no es justo y p < 1/2, entonces a medida que el jugador continua jugan-
do su deuda aumenta constantemente con una probabilidad abrumadora. Sugerencia:
an + by/n — —oo cuando n — oo, para a <0y b > 0.

8. Se tienen 100 componentes que se usan uno después de otro de manera secuencial,
reemplazando de inmediato un componente cuando este falla. Sv el tiempo de vida
de cada componente esta exponencialmente distribuido con media igual a 10 horas,
independientemente uno de otro, estime la probabilidad de que después de 1200 horas
todavia se encuentre algun componente funcionando.
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9. En una maquina de juego se gana o pierde 1 punto en cada jugada. En un dia
especial el casino ofrece fichas gratis a los jugadores que acumulen mds de 80 puntos
en los primeros 100 juegos. Los jugadores experimentados saben que en la mdquina
roja la probabilidad de ganar un juego es %. (a) ;Cudl es la probabilidad de que un
Jugador gane las fichas extra si juega en la mdquina roja?. (b) Si cada jugador real-
1za solo 100 jugadas, scudl es la probabilidad de que los primeros 8 jugadores en la

mdquina roja no obtengan las fichas extra?

10. Se tienen 25 componentes electronicos cuyos tiempos de vida son variables aleato-
rias independientes exponencialmente distribuidas con media igual a 1 ano. St se usa
solo uno de estos componentes a la vez y cada componente danado se reeplaza inmedi-
atamente; halle la probabilidad de que los 25 componentes tengan un tiempo total de
vida que oscile entre 30 y 40 anos.

11. Se lanza un dado perfecto consecutivamente hasta que la suma de todos los valores
obtenidos sea mayor que 260. Halle la probabilidad de que se requieran al menos 65
lanzamientos.

12. Una bolsa contiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. Se saca una bola al azar,
se anota el numero y se coloca la bola de nuevo en la bolsa. La operacion se repite
sucesivamente hasta que la suma de los nimeros obtenidos sea mayor que 500. Halle
la probabilidad aproximada de que se requieran al menos 82 extracciones.

13. Un apostador tiene probabilidad % de ganar en una jugada. Si él juega undefinida-
mente, dé un valor aproximado del niumero promedio de juegos que ganard. Justifique
Su respuesta.

14. Una computadora genera una secuencia de 10000 digitos aleatorios. Halle la prob-
abilidad de que el digito 7 aparezca mds de 968 veces.

15. Al lanzar una moneda 10.000 veces se obtuvieron 5.500 caras. ;Se puede suponer
que la moneda es legal?

16. Calcule una aprorimacion de la probabilidad de que el numero de 6 obtenidos
al lanzar un dado perfecto 12.000 veces esté comprendido entre 1900 y 21535.

17. Encuentre k tal que la probabilidad de obtener entre 490 y k veces cara en 1000
lanzamientos de una moneda perfecta sea %
18. Un dado se lanza hasta que la suma de las caras sea mayor que 300. Halle la
probabilidad de que se requieran al menos 80 lanzamientos.
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