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DESCOMPOSICIONES DE SEMIGRUPOS DE ISOMETRIAS
EN ESPACIOS DE HILBERT

DECOMPOSITION OF SEMIGROUPS OF ISOMETRIES ON
HILBERT SPACES

MARISELA DOMINGUEZ

A la memoria del profesor Mario Wschebor.

RESUMEN. Wold demostré que un proceso estocastico estacionario puede des-
componerse como la suma de dos procesos no correlacionados entre si, uno
de ellos puramente deterministico y el otro puramente no deterministico. La
intencién de este trabajo es presentar, de una manera geométrica y compren-
sible, algunas generalizaciones de esta descomposicién que han sido dadas por
diversos autores.

ABSTRACT. Wold proved that a stationary stochastic process can be split into
two uncorrelated components, one of purely deterministic and the other purely
indeterministic. Some generalizations of this decomposition given by several
authors are presented in this note, in a comprehensive and geometrical way.

1. INTRODUCCION.

La descomposicién de semigrupos de isometrias en espacios de Hilbert, como su-
ma de semigrupos con caracteristicas especiales, es una técnica que ha sido utilizada
bastante en las iltimas décadas. Esto se debe, entre varias razones, a las muchas
aplicaciones que existen en analisis armonico, resolucién de ecuaciones diferenciales,
control éptimo, procesos aleatorios y econometria.

Si ‘H es un espacio de Hilbert de funciones analiticas en el disco unitario D del
plano complejo, que es invariante con respecto al operador shift S definido como

(Sf)(2) = zf(2),
se dice que vale un teorema tipo-Beurling en H (ver [8]), si cualquier subespacio
S-invariante M C H es el menor subespacio S-invariante que contiene a M & SM.
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Esta terminologia est4 inspirada en el ejemplo clédsico del espacio de Hardy H?
en el cual, por el teorema de Beurling, cualquier subespacio S-invariante, M, tiene
la forma M = 6H? para alguna funcién interna @. En este caso M © SM es
el subespacio uni-dimensional generado por . Este resultado de Beurling puede
ser considerado como un caso particular del teorema de descomposicién de Wold-
Kolmogorov para isometrias, que sera explicado en estas notas.

En este trabajo se considerard la descomposicién de Wold y cierto nimero de
modelos y técnicas de descomposiciéon de isometrias en espacios de Hilbert, dados
por varios autores.

2. MOTIVACION: EL SHIFT EN L? DE LA MEDIDA DE LEBESGUE

Para n € Z sea e, : [0,27] — C la funcién dada por
en(z) = e,

Estas funciones son llamadas las exponenciales trigonométricas.

Para 1 < p < oo sea L? el espacio usual de Lebesgue con respecto a la medida
de Lebesgue normalizada en [0, 27].

La serie de Fourier de una funcién f € L' tiene la forma

Z anen ()
nez

con coeficientes de Fourier

an = f(n) = %/0 e " f(x) dx.

Como L? C L', estos conceptos tienen sentido para f € L2.

El espacio L? tiene una base ortonormal natural, la base de Fourier, que con-
siste de las exponenciales trigonométricas. Es decir, L? es el espacio lineal cerrado
generado por e, con n € Z. Con la notacién usual

L? = \/ €n-
nez

Sean L? (usualmente llamado H?) el espacio lineal cerrado generado por e, con
n >0,y L? el espacio lineal cerrado generado por e,, con n < 0, esto es,

Li:\/en

n>0
2 = \/ €n
n<0

Definicién 2.1. Si H,H’ son espacios de Hilbert, un operador lineal V : H — H’
se dice que es una isometria cuando

VA = |kl para todo h € H,
equivalentemente cuando
V*V = Iy.

Y se dice que es unitario cuando es isometria y es sobreyectivo, equivalentemente
cuando

V*V = IH y VvV = I’;.[/.
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Sea S : L? — L? el operador de multiplicacién por ey,

Sf = e f
Es bien sabido que S es un operador unitario.
El subespacio Li es invariante bajo .S, es decir,

S(L3) C L.
Sea S, : Li — Li es el operador dado por
Sif=elf.
Sigue que Sy es una isometria y
S+ - S |L%r .

La compresién de S a L2 se denotara por S_. Esto es, S_ : L2 — L2 est4 dado
por

S_ - PLES |L27 .
El operador S_ es el adjunto de la restriccién de S* a L2
S = (8" Ip2)"

Ademaés el operador S_ es unitariamente equivalente a S7 .
Sea
A= \/ €0.

A=L% eS8, L%.

Se tiene que

Como
STA C SiLi C S+Li
y S4L% L A sigue que
SYA LA para todo n > 1.
Como S es una isometria se tiene que
SYA L STA para todo n,m > 0, con n # m.
Por otro lado, L3 es igual a la siguiente suma ortogonal
P s
n>0
Se tiene que existe un subespacio cerrado A de Li tal que
(1) STA L STA para todo n,m > 0, con n # m.
(2) L3 = @nZO STA.
Estos hechos motivan las definiciones que se presentan en la proxima seccion.
Es importante destacar que
n—1
Psir=reS5 A0 05 A
k=0
=(LieSL)eSi(IieS L)e oSt (L1 e S 1Y)
=(Lios L) e (S+Li oSty o o (SY7L] o S1LY)
2 n 2
=Li 08y
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3. DESCOMPOSICION DE ISOMETRIAS USANDO “SHIFTS” UNILATERALES

Sea H un espacio de Hilbert.

Definicién 3.1. Sea M un subespacio cerrado de H, se dice que M es invariante
bajo V, o simplemente V-invariante, si VM C M.

Proposicion 3.2. Si V es una isometria en H y VM = M entonces M es
V -invariante y M es V*-invariante.

En efecto,
VM=VVM=M.

Por lo tanto M es V*- invariante.

Definicién 3.3. Un subespacio M de H es un espacio V-ndmado o V-errante
(wandering) si V"M L V™M para todo n,m > 0, con n # m. En el caso de una
isometria, para que M sea V-némado, basta suponer V"M 1 M para todo n > 1.

Definicién 3.4. Una isometria V en H es un “shift” unilateral si existe un subes-
pacio cerrado M de H tal que

(1) M es V-némado.

(2) H= ®n20 VM.
El subespacio M es llamado generador para V', estd univocamente determinado
por V y su dimensién es llamada la multiplicidad del “shift” unilateral.

Proposicion 3.5. SiV en H es un “shift” unilateral entonces
(a) V*Vrh=V"hsihe M yn>1.
(b) V*h=0 si h e M.
(¢) lmy, oo [V*™H]2 =0 (heH).
Demostracion.
(a) Si h € My n > 1 entonces

VWV h =V*VV" h = V" h,
(b) V*h = 0 porque
(V*h,h'y=(h,VB'y =0  para todo h' € H.

(c) Esta parte se prueba usando la igualdad de Plancherel y usando que las
“colas” de las series convergentes tienden a cero.
O

Teorema 3.6. Sean H un espacio de Hilbert y V una isometria en H. Entonces
‘H se descompone en una suma ortogonal

H=Hy ®Hs

(1) Hy es V-invariante.

(2) Hs es V-invariante.

(3) V |ny es unitario.

(4) V |ns es un “shift” unilateral.
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La descomposicion estd determinada de manera iunica:

Hy=[\V'"H, Hs=EPV'M
n>0 n>0

donde M =He VH.
El espacio Hg o el espacio Hy pueden ser iguales a {0}.

Estas descomposiciones pueden verse en el articulo de Halmos [@] o en el libro
de Sz.-Nagy y Foias [0, Section I1.1])
A continuacién se dard una idea de la demostraciéon. Sean M =H S VH y

He =PV m.
n>0
Se tiene que
VHs =P V"M =Hs 0 MC Hs.
n>1
Por lo tanto Hg es V-invariante.

En forma andloga a lo presentado en la seccién anterior se puede probar

n—1
Pvim=novru. (1)

k=0

y V |xs es un “shift” unilateral.

Sea
Hy=HO6Hs.
Como
n—1
heHy si y solo si h 1 @ VEM para todo n > 1.
k=0

de (M) sigue que
h e Hy siy sélo si h € V"H para todo n > 1.
Por lo tanto
Hy =) V"H.
n>1
Se puede agregar n = 0, luego
Hy =) V"H.
n>0

Sigue que
VHy =V [\ V'H ]| = V"""’ =) V"H=Hy.
n>0 n>0 n>1

Por lo tanto
VHy = Hy

y V |, es unitario.
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4. EL SHIFT EN L? DE UNA MEDIDA FINITA

Sean p una medida finita no negativa definida en los borelianos de [0,27] y
S Li — Li el operador de multiplicacién por ey,

Sf = €1f.

Lema 4.1. Sea M un subespacio cerrado de Li, S-invariante. Entonces la proyec-
cion ortogonal Pyg en M tiene la forma

Prmf =gmf
para una funcion gaq € Li que toma valores 0y 1. Mds aiun
gm = Ppep.

Se omitird la demostracién de este lema, ya que es sencilla.

Para cada n € 7Z sea F,, el menor subespacio cerrado de Li que contiene las
funciones e con k > n:
]:n = \/ €.

Entonces {F, }nez es decreciente.
Sea
Hp

I
-
o

Se tiene que Hp es un subespacio cerrado de Lz y Hp es S-invariante.
Sea
gp = Py e
la funcién dada por el Lema E.
Si eg € Fo, se definen H; = {0} y gr = 0.
Sieg ¢ Fo, sea

eo = ho + fo
donde fo ceFoy ho L Fo.
Sean
hp = S8"hg y fn=en— hy,
entonces

en = hn + fn.
Se puede probar que h,, y f, son ortogonales.
La sucesi6n bilateral {hy, },ecz genera un conjunto en Li que es ortogonal a Hp.

En efecto, sea
Hr=\/ hn=\ Sho.

neZ neEZ
Observe que H; es cerrado, H; es S-invariante y Hp L H;.
Sea
g1 = Py, eo

la funcién dada por el lema.
Con lo hecho anteriormente se obtiene que Li se descompone en una suma
ortogonal
Li =Hr®Hp

tal que
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(1) Hp es S-invariante.
(2) Hj es S-invariante.
(3) S™ |3, es unitario para todo n > 0.

Si Li = Hp diremos que p es una medida deterministica. Si Lﬁ = H; diremos
que i es una medida de inmovacidn, con innovacién S™hg en el tiempo n. Para més
detalles acerca de estas medidas y los procesos relacionados se puede consultar el
articulo de Helson y Lowdenslager [8, Seccién 3].

5. PARTE COMPLETAMENTE NO-UNITARIA

Definicién 5.1. Se dice que la isometria V es completamente no-unitaria si para
todo subespacio invariante M, tal que V |, es unitario se tiene que M = {0}.

El siguiente teorema también es un resultado de descomposicién y es un caso
particular de un teorema de Suciu [d], que se presenta més adelante en este trabajo
(ver Teorema [14).

Teorema 5.2. Si H es un espacio de Hilbert y V es una isometria en H, entonces
H se puede descomponer de manera unica en una suma ortogonal

H=Hy ®Hr

(1) Hy es V-invariante.

(2) Hr es V-invariante.

(3) V |ny es unitario.

(4) V |3y es completamente no-unitario.

6. DESCOMPOSICION DE WOLD

El siguiente resultado aparecié por primera vez en un libro de Wold [[1] (ver
también [I7]). La segunda edicién de este libro es de 1954 y es una excelente intro-
duccién a la teoria de procesos en tiempo discreto [3, pag. 297].

Teorema 6.1. Un proceso estocdstico estacionario puede expresarse como la suma
de dos procesos no-correlacionados entre si, uno de ellos puramente deterministico
y el otro puramente no-deterministico.

Mas ain, la componente puramente no-deterministica (que es esencialmente la
parte estocdstica) puede escribirse como una combinacion lineal del proceso de in-
novacion, el cual es una sucesion de variables aleatorias no correlacionadas.

7. SEMIGRUPOS DE ISOMETRIAS

La referencia principal para esta seccién es el articulo de Suciu [d].
Sea G un grupo abeliano con unidad 0 = 0g. Sea ¥ un subsemigrupo de G tal
que
Y n(-X) ={0}.
Un ejemplo muy sencillo estd dado por
¥ = { nimeros pares positivos } U {0}, =¥ = { ndmeros pares negativos } U {0}.

Se supondra que
G=X+(-%).
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Si ¥y —X son como en el ejemplo anterior, tendria que ser G = { ndmeros pares }
y no se podria tomar G como Z.

Sean H un espacio de Hilbert y L(#) el dlgebra de todos los operadores lineales
y acotados en H.

Un semigrupo de isometrias {T;}+ex en H es una aplicacién
t— T,
de ¥ en L(H) tal que
(a) Ty es un operador isométrico en H, si t € X.
(b) Ty =1.
(¢) T,Ts =Tr4s parar,s € X.
Sea {T}}tex un semigrupo de isometrias.
Sean s1,71, 82,72 € X tales que s;1 — 11 = s3 — 2. Como G es un grupo abeliano,
se obtiene que: 19 + s1 = r1 + Sa.
De donde
1., Ts, =T, Ts,. (2)
Como 79 + r1 = r1 + 72 se tiene que

(10, T0)" = (Trar)” = (T 4,)" = (T T3,) "
Luego
T =TT (3)
Usando que T, T}, son isometrias, de (B) y (B) sigue que
TH Ty, = T2, (T0 D) ey = T T T Ty = T Ty
Como G =X + (—X), si para t = s — r se toma
T, = T: Ts,
se obtiene una aplicacién bien definida ¢ — T; de G en L(H) que extiende al
semigrupo {T; }iex y verifica
T, =T  siteX.

A partir de un teorema de dilatacién de Ito [B] (ver también [[]) o del teorema

de dilatacién de Naimark [[0], se puede probar que existe un espacio de Hilbert &

que contiene a H como subespacio cerrado y una representacién unitaria ¢t — Uy de
G en K tal que

T, = PRU,
donde P;_LC es la proyeccion ortogonal de IC en H.
El grupo {U; }teq se lama la dilatacion unitaria del semigrupo {T}iex.
7.1. Semigrupo invariante.
Definicion 7.1. Un subespacio cerrado M de H se dice que es:
(a) nvariante bajo {T; }iex si
M CM para todo ¢t € X.

(b) doblemente invariante bajo {T;}iex si

"M CM y ;M C M para todo t € X.
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Proposicion 7.2. Sea {T;}iex un semigrupo de isometrias en H. Si M es doble-
mente invariante entonces {T; | amtrex es un semigrupo de isometrias en M.

7.2. Semigrupo unitario y semigrupo completamente no-unitario.
Definicién 7.3. Sea {T;}icx un semigrupo de isometrias en H, se dice que el

Semigrupo es:

(a) wnitario si T; es unitario para cada t € X.
(b) completamente no-unitario si para todo subespacio doblemente invariante
M, tal que {T}; | s }Hex es unitario se tiene que M = {0}.

Proposicion 7.4. Sea {Ti}ies un semigrupo de isometrias en H y M un subes-
pacio doblemente invariante.

(a) Si{T;}iex es unitario entonces {T; |mtiexs es unitario.
(b) Si{Ti}iex es completamente no-unitario entonces {Ty |mttes es comple-
tamente no-unitario.

7.3. Semigrupo quasi-unitario o casi-unitario.
Consideremos el caso particular en que G = Z,

L=Z"={ne€Z:n>0}
y T € L(H) una isometria. Sea T,, = T™ para n > 0.

TH=T"T'C \/ T™T"H.

n—m>0
Como
T™T"'"H CH
sigue que
T™T"H CTH.
Luego

\/ TTH =TH.
n—m>0
Como —X = {k € Z : k < 0} se tiene que
\/ 5T, H = TH.
n—m¢—3
Por lo tanto, T' es unitario si y sélo si
\ TnTH=%H.
n—m¢—3
Otro caso particular estd dado por G = R, con la suma usual,
Y=Rt={zeR:2>0}
y {T:}ier+ un semigrupo fuertemente continuo de isometrias en H.
Se puede probar que
\/ T;TH=H.
s—r¢—%

Para probar esto no se necesita que {7} };cp+ sea unitario.
Esto motiva los conceptos siguientes.
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Definicién 7.5. Sea {T;}tcx» un semigrupo de isometrias en H, se dice que el
semigrupo es: casi-unitario, o quasi-unitario, si

\/ T;TH =M.
s—r¢—%
Ejemplo 7.6. Dados G =7, =Z" y T € L(H) un operador unitario, tomar
T, =T" paran > 0.

Ejemplo 7.7. Dados G = R, con la suma usual, ¥ = RT, tomar {7}};cp+ un
semigrupo fuertemente continuo de isometrias en H.

Proposicion 7.8. Si {Ti}ies es un semigrupo de operadores unitarios entones es
casi-unitario.

En efecto, sea t ¢ —¥ tal que t = & — y para z,y € X. Entonces
T, T, HCH.

Luego
H=T'TH=T;T,I;T,HCT;T,HC \/ T;THCH.
s—r¢—x

Proposicién 7.9. Sea {Ti}ies un semigrupo de isometrias en H y M un subes-
pacio doblemente invariante. Si {Ti}ies es casi-unitario entonces {T; |mttes es
casi-unitario.

Demostracion. Como M es doblemente invariante se tiene que
\V MM
s—r¢—%
Por otro lado sea m € M tal que
ml \/ T;TM.
s—r¢—%

Sea h € H tal que h = hy+hy con hy € My hy € M+, Entonces para s—7 ¢ —%
se tiene que

(m, T Tshy) = 0.
Por lo tanto, usando la doblemente invariancia sigue que
(m, T Tshy = (m, T Tshi) + (m, T Tshe) = (TaT-m, he) = 0.

De donde
ml \/ T/TH=H
s—r¢—%

La tltima igualdad se debe a que {T}}+ex es casi-unitario.
De m L H sigue que m = 0. Luego

\ T;TM=M.
s—r¢—%

Es decir, {T; |m}tes es casi-unitario. O
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7.4. Semigrupo totalmente no-unitario y semigrupo extrano.
Cuando G no es Z, también surgen las nociones siguientes.

Definicién 7.10. Sea {T; }+cx un semigrupo de isometrias, se dice que el semigrupo
es:
(a) totalmente no-unitario si para cada todo subespacio doblemente invariante
M, tal que {T} |m}iex es casi-unitario se tiene que M = {0}.
(b) extranio si es completamente no-unitario y casi unitario.

Proposicién 7.11. Si {Ti}ies es un semigrupo de isometrias totalmente no-
unitario entones es completamente no-unitario.

La demostracién es consecuencia de las definiciones y de la proposicién anterior.

Observacién 7.12. En el caso G =7, X = Z*, T € L(H) una isometria y T, = T™
para n > 0, se tiene que “completamente no-unitario” es lo mismo que “totalmente
no-unitario” y no-aparece la propiedad de ser “extrano”.

Proposicion 7.13. Sea {T};}iex un semigrupo de isometrias en H y M un subes-
pacio doblemente invariante.

(a) Si {T;}ies es totalmente no-unitario entonces {T: |mltes es totalmente
no-unitario.
(b) Si{Ti}iex es eatrario entonces {T; |pm}iex es extrario.

7.5. Descomposiciones de un semigrupo de isometrias.

Teorema 7.14 (Suciu). [U, Teorema 1] Sea {T:}iex un semigrupo de isometrias
en un espacio de Hilbert H. Entonces el espacio ‘H se puede descomponer en una
suma ortogonal
H=Hy ®Hc

tal que

(1) Hu y He son subespacios doblemente invariantes

(2) {T} |1y ttes es unitario.

(3) {T} |#e ttes es completamente no-unitario.
La descomposicion es unica y

Hy ={h € H: ||T;h| = ||h]| para todo t € L} .

IDEA DE LA DEMOSTRACION
Sean {U}tcq la dilatacién unitaria del semigrupo {7 }ies y
Hy ={h e H:Uh € H paratodot € G}.
Sea
He=HoHu.
Entonces H = Hy @ He.
Probaremos: la formula para Hy;.
Sean h € Hy y t € 3. Se tiene que U_;h € H. Luego
PRUh=U}h.
De donde
ITE Rl = |PEUS R = |UFRI = (2]
Y asi
I TZ Rl = [[A]].
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Reciprocamente, si | Ty k|| = ||| para todo ¢t € X se tiene que
|PU—h|| = | Ty h|| = ||l = |U-R].
Ademas
[P Ush|| = | oAl = (k]| = |U:A].
Luego
UheH y U_theH site .
Por lo tanto, sit € Gy t = s — r entonces
|1P3;Ushl|| = | PUs—h|| = | PRUU-
- ||P7§U9P?§U—rh” - HT‘;T:hH
= |Tenll = [|p]l = |UR]|.
Luego U;h € ‘H. De donde h € Hy.

Otro resultado interesante de Suciu es el siguiente, la demostracion detallada
puede verse en [4].

Teorema 7.15 (Suciu). [4, Teorema 2| Sea {T}}tex un semigrupo de isometrias en
un espacio de Hilbert H. Entonces el espacio H se puede descomponer, de manera
unica, en una suma ortogonal

H=Hqg®Hr
tal que

(1) Hg y Hr son subespacios doblemente invariantes
(2) {T} |34 }ies es casi-unitario.
(3) {T% |3y }tex es totalmente no- unitario.

Estos teoremas de Suciu estan muy relacionados con el siguiente teorema de
Helson y Lowdenslager [6] de teorfa de prediccién de procesos.

Teorema 7.16 (Helson-Lowdenslager). [6] Sea {T}}iex un semigrupo de isometrias
en un espacio de Hilbert H. Entonces el espacio H se puede descomponer, de manera
Unica, en una suma ortogonal

H=Hy ®He D®Hr

tal que

(1) Hu, He y Hr son subespacios doblemente invariantes.
(2) {T% |ny }tex es unitario.

(3) {1} |up btex es extrarnio.

(4) {T} |3y }tex es totalmente no-unitario.

La demostracién se obtiene aplicando los dos teoremas anteriores.

Si el lector desea leer més sobre teoria de operadores puede consultar el libro [2]
y para un estudio detallado del “shift” puede consultar los libros [[, IT].

Finalmente también se puede consultar el material [{] en el que se presentan
modelos para el andlisis de las series de tiempo y su relacién con la descomposicién
de Wold.
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