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BASES EN ESPACIOS DE BANACH Y
CRITERIO DE ESTABILIDAD DE PALEY-WIENER

ARNALDO DE LA BARRERA

RESUMEN. La intencién de este trabajo es describir, de forma breve, algunos
resultados referentes a bases de Schauder en espacios de Banach, sucesiones de
Bessel y bases de Riesz en espacios de Hilbert. Ademas se presenta el criterio
de estabilidad para bases de Schauder en espacios de Banach, dado por Paley
y Wiener.

ABSTRACT. The purpose of this note is to describe, in a simple way, some
results concerning Schauder basis on Banach spaces, Bessel sequenes and Riesz
bases on Hilbert spaces. Also the stability criterium for Schauder bases on
Banach spaces, given by Paley and Wiener, is presented.

1. INTRODUCCION.

En cualquier espacio vectorial de dimensién finita existe el concepto de base
algebraica, o simplemente base y en este caso son equivalentes todas las topologias,
con las que es un espacio vectorial localmente convexo. En un espacio vectorial de
dimension infinita, la nocién de base algebraica no tiene relacién con la topologia.
Es por eso, que existen diversos intentos de generalizacién de las bases algebraicas a
bases en espacios de dimension infinita, en particular a espacios de Banach infinito-
dimensionales. Entre las bases que han resultado ser de una mayor aplicabilidad se
encuentran las bases de Schauder. Este trabajo tiene como objetivos el introducir al
lector a las bases de Schauder en espacios de Banach, a las sucesiones de Bessel, a las
bases de Riesz en espacios de Hilbert y al criterio de estabilidad de Paley-Wiener.
Este trabajo comienza con una secciéon dedicada a algunas nociones y resultados
referentes a bases de Schauder en espacios de Banach. Para el caso general de los
espacios de Banach no se presentan las demostraciones, éstas pueden conseguirse
en el libro de Lindenstrauss y Tzafriri [3]. Se hace especial énfasis en el caso de los
espacios de Hilbert, para los cuales se presentan las demostraciones de la mayoria
de los resultados que se enuncian.
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2. BASES DE SCHAUDER Y SUCESIONES BASICAS EN ESPACIOS DE BANACH

En esta seccién se introduce el concepto de base de Schauder de un espacio de
Banach y la nocién correspondiente de sucesién béasica. Para mas detalles de este
tema se recomienda ver [, P, B].

Salvo que se indique lo contrario (X, || - ||) o simplemente X denotard un espacio
de Banach. Si {z,}nen C X, por span{z,},en se denotard al espacio vectorial
generado por {z,}nen y por Span{z,}nen al espacio vectorial cerrado generado

por {xn}n€N~

Definicién 2.1. Una sucesién {z, }nen en X es una base de Schauder de X si para
cada vector x € X existe una tnica sucesién de escalares {a, }nen tal que

r = E AT,

neN

donde la convergencia de la serie es con respecto a || ||.

Definicién 2.2. Sea {2, }neny C X, se dice que {x,}nen s una sucesidn bdsica
cuando es base de Schauder para Span{z, }nen.

Un espacio X con una base de Schauder {x, } ,en puede ser considerado como un
espacio de sucesiones identificando cada =z = ZneN anT, con la unica sucesién de
coeficientes {ay, }nen. Es importante notar que para describir una base de Schauder
hay que definir los vectores de la base no sélo como un conjunto, sino como una
sucesion ordenada.

Definicién 2.3. Sea {z, }neny C X, se dice que {z,, }rnen €s completa o total cuando
span{x, }neny = X. Es decir, cuando span{z, },en es denso en X.

El espacio dual topoldgico de un espacio normado X, se denota por X ™,y estd for-
mado por todos los funcionales lineales y acotados definidos en X.
Dada una base de Schauder {x, },en para X, se definen los funcionales coorde-

nados z), en X mediante

zr(z) =an

donde z = ;2| a;x;. Adem4s se define la n-ésima proyeccion P, : X — span{x, }nen

por
P,(x) = sz‘ (x)x; = Zaixi.
i=1 i=1

Usando el teorema de la aplicacién abierta se puede demostrar el siguiente re-
sultado, ver [?] y [8, Prop.1l.a.2.].

Proposicién 2.4. Sea {z,}nen una base de Schauder para X. Sean P, las pro-
yecciones naturales y ) los funcionales coordenados asociados a la base, entonces
P, y z} son continuos. Ademds

sup || P < oo.
n

El nimero k = sup,, || P,| que aparece en el resultado anterior recibe el nombre
de constante base de la base {zy, }nen v se dice que {z, }nen €s una sucesidn bdsica
con constante k.

En el caso que la constante basica es igual a 1 se dice que la base es mondtona.
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n n+1 n+1
S aimi| = (Po | Y aix ||| S IPall | D aimif
i=1 i=1 =1

una base es monétona cuando para toda sucesién de escalares {ay, }nen, la sucesién
de ntmeros {||>°1; a;2;[|}n>1 es no decreciente.

Dada una base de Schauder {z, },en de X, se puede pasar a una norma equiva-
lente en X para la cual la base dada es monédtona, ver [B, Sec.l.a.].

Ejemplo 2.5. Sea

e” =(0,...,0,1,0,...)
donde 1 se encuentra en el n-ésimo lugar. Si 1 < p < oo entonces la sucesion de los
vectores unitarios {e"},>1 es una base de Schauder para los espacios [,,, conocida
como la base candnica. Esta es una base monétona para .

Proposicién 2.6. (Ver [2] y [8, Prop.1.a.3.]) Sea {x,, }en una sucesién de vectores
en X. Entonces {z, }nen es una base de Schauder para X siy sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

(i) x, # 0 para todo n.

(ii) Existe una constante k tal que

n m
g aizi|| < k E a;T;
i—1 =1

para toda sucesién finita de escalares {a;}™, y para todo n < m.
(111) span{xn}neN = X.
Como consecuencia de este resultado se tiene que {x,, }nen €s una sucesién basica
si y sélo si satisface la condicién (ii) de la proposicién anterior.

Teorema 2.7 (Banach). [3, Teorema 1.a.5.] Todo espacio de Banach de dimension
infinita contiene una sucesion bdsica.

Definicién 2.8. Sea {x,}neny € X, se dice que {z,}nen es minima cuando
x; & Span{x;}ix; para todo j € N.

Ejemplo 2.9. Sea {e, }nen una base ortonormal para un espacio de Hilbert H de
dimensién infinita y separable. Sea

gn = €n + €n+1-

Entonces {gn }nen es minima y completa.

Una vez que se sabe que un espacio de Banach tiene una base de Schauder es
natural preguntarse si ésta es Uinica. Para estudiar esto en detalle, se introduce la
nocién de equivalencia de bases.

En lo que sigue (X, |- |x) v (Y,] - |ly), o simplemente X y Y, son espacios de
Banach.

Definicién 2.10. Sean {x, }nen, {Un}nen, sucesiones bdsicas en X y Y respec-
tivamente. Se dice que {xy, }nen, {Un}nen SOn equivalentes si para toda sucesién
de escalares {a, }nen, se tiene que la serie Ef; a;r; converge si y solo si la serie
> oo, a;y; converge.

Usando el teorema del gréfico cerrado se puede demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 2.11. [I, Teorema 1.3.2] Sean {x, }nen ¥ {Yntnen sucesiones bdsicas en
X yY respectivamente. Se tiene que {x,}nen € {yntnen son equivalentes si y sdlo
si existe un isomorfismo v : span{x, } — span{y,} tal que Y(x,) = Yn.

Corolario 2.12. [0, Corolario 1.3.4] Sean {xn}nen Y {Un}nen sucesiones bdsicas
en X y Y respectivamente. Se tiene que {xn}nen Y {Un}nen son equivalentes si
y solo st existe una constante c, con 0 < ¢ < oo, tal que para toda sucesion de
escalares {ap nen, distinta de cero para una cantidad finita de términos, se tiene
que

¢! <

oo oo oo
E a;Yq E a;T; E ;Y
i=1 i=1 i=1

En este caso se dice que {@y, }nen ¥ {Un }nen son c-equivalentes.

<c
X

Y Y

Observacion 2.13.

(a) Si{zn}nen es una sucesién bésica y si existe alguna sucesién {y, fnen que
satisface

¢! <

o0 o0 o0
E a;Yi E a;T; E a;Yi
i=1 i=1 i=1

entonces {y, bnen también es una sucesién bésica equivalente a {x,, }nen.
(b) Si {zp}nen es una sucesién bésica con constante k, y si {y, }nen satisface
la desigualdad anterior, entonces {y, }nen tiene constante base a lo sumo
2
ck.

En efecto, de acuerdo a la desigualdad anterior, se tiene que

n n m m
E a;Y; E a;T; E a;T; E a;Y;
i=1 i=1 i=1 i=1

conm>nyck>0

<c
b'e

Y Y

< ¢

<ck
X

< 2k
X

Y Y

Ejemplo 2.14.

(1) Una sucesién bésica {xy, }nen para un espacio de Banach X es equivalente

a la base usual para Ip si y sélo si
o0 5
(g
X =1

1
o0 P o]
! (Z ai|p> < Z a;T;
=1 =1

para alguna constante ¢ > 0 y para cualquier sucesién de escalares {an }nen,
distinta de cero para una cantidad finita de términos.

(2) Cualquier base ortonormal en un espacio de Hilbert H separable es 1-
equivalente (¢ = 1) a la base canénica de lo.

Usando la nocién de equivalencia, el problema de la unicidad se puede reformular.
Sin embargo, si existen las bases de Schauder, aunque se identifiquen las que son
equivalentes, nunca son tunicas.

Teorema 2.15 (ver [H] y [B]). Sea X un espacio de Banach infinito dimensional
con una base de Schauder. Entonces existe una cantidad infinita no numerable de
bases normalizadas en X que mo son mutuamente equivalentes.
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Dado un subespacio cerrado M de un espacio normado X, se dice que M es
complementado en X si existe otro subespacio cerrado N de X tal que X es suma
directa de M y N esto se denota por

X=Mo&N

y significa que M NN = {0} y X = M + N. Ademds se cumple que X/M es
isomorfo a N. Equivalentemente, M es complementado en X si M es el rango de
una proyeccién lineal continua P definida en X.

Teorema 2.16 (El principio de perturbacién pequena, ver [2]). Sea {zp}nen
una sucesion bdsica normalizada en X con constante de base k, y supdngase que
{Yntnen C X satisface

Yo lzn —yall =6 (1)
i=1

(i) Si2kd < 1, entonces {yn }nen €s una sucesion bdsica equivalente a {x, }nen.
(i1) Si span{xy, }nen es complementado por una proyeccion acotada P : X — X
Y St
8kd||P|| < 1

entonces span{yn }nen también es complementado en X.

3. ESTABILIDAD DE BASES EN ESPACIOS DE BANACH Y
TEOREMA DE PALEY-WIENER

El criterio fundamental de estabilidad, e histéricamente el primero, se debe a
Paley y a Wiener [4]. Este se basa en el hecho elemental de que un operador lineal
acotado T sobre un espacio de Banach es invertible cuando

I -7 < 1.
Teorema 3.1 (Paley-Wiener). Sea {x,}nen una base de Schauder para X, y
supongase que {Yn }nen €s una sucesion de elementos en X tal que

N

Z cn(Tn — Yn)

n=1

N

g CnTp

n=1

<A

para alguna constante A\, con 0 < A < 1 y para cualquier sucesion de escalares
{¢n}nen. Entonces {yn}nen es una base de Schauder para X equivalente a {2y, }nen.

Demostracion. Por hipotesis se tiene que si la serie fo:l CnT, €s convergente,
entonces la serie Y~ | ¢, (2, —yn) es convergente. Se define la aplicacion T': X — X

mediante
o0 o0
r (z ) =S euln )
n=1 n=1

Se tiene que T es lineal y acotada, ademas
I <A<

Luego el operador I — T es invertible.
Como (I —T)(zy) = yn para todo n, se sigue el resultado. O
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4. SUCESIONES DE BESSEL EN ESPACIOS DE HILBERT

En lo que sigue H denotard un espacio de Hilbert separable e infinito dimensional,
con producto interno (-, -).

Definicién 4.1. Una sucesién {z,},., C H se llama sucesion de Bessel si para
todo h € H se tiene

Z |(h, 2,)]? < 4-00.
n=1

Observacion 4.2. Si {xy, }nen es una sucesién de Bessel, entonces la serie

E AnTn

neN

es convergente para a = {a, }nen € [?(N) y existe una constante B > 0 tal que

2
Z antnll < B Z |an|2

neN neN

para todo a € I?(N).

La constante B recibe el nombre de cota de Bessel para la sucesién y viene dada
por
2

E Andn

neN

B = sup : ||a||12(N) =1

Proposicién 4.3. [6] Si {z,}nen € H es una sucesion de Bessel, entonces eziste
una constante B tal que

> [, xn)|* < Bl|h|? para todo h € H.

n=1

Proposicién 4.4. Sea {x,}nen C H una sucesion. Se tiene que {x,}, o €5 una
suceston de Bessel con cota B, si y solo si la desigualdad

2
Zanxn < BZ|an|2

neN neN

se cumple para todo a = {an }nen € 1*(N).

Demostracion. Sean {xy}, o sucesion de Bessel y a = {an}nen € [*(N). Se tiene
que

Z |(h, 2,) | < +o0
neN

para todo h € H.
Sea

h, = Zana:n e H.

neN
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

|<h07h0>|2 = |<h07zan-rn> Zﬂ<h07$n>

neN neN

< (Z |an|2> <Z |<h07$n>|2> .
neN neN

Por otra parte por la Proposicién E=3 se tiene que existe B > 0 tal que

> [{ho,za)* < Bllho| >

neN

2 2

Luego,

2

E AnTn

neN

E Andn

neN

= |<ho,h0>|2 <B (Z an|2>

neN

Esto implica que

E AnTn

neN

2
donde B = sup{HZneN anan : ||a||lz(N) = 1} .
Para el reciproco, sea {zp }neny € H una sucesién tal que

>ty 2 <B (Z Ianl2> :

neN neN

2 <B (Z Ianl2> ,

neN

para toda sucesién de escalares a = {a, }nen € [?(N). Sea

h, = Zanmn eH.

neN

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene

2
Zain<h0,$n> = |<h0a Z a'nxn>
neN

neN
2
< lInoll® B (Z |> .

neN

2 2
S ||hO||2 Z AnTp

neN

Luego

> @ (ho, )

neN

Considerando la sucesién a,, = (h,, x,) y sumas parciales en la desigualdad anterior,
se obtiene

(Z |<ho»wn>l2> < Blho|* < +oo

neN

asi {z es una sucesién de Bessel con cota B.
y n fneN
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Ejemplo 4.5. Sea t € [0,1], sea g, : [0,1] — R dada por g, (t) = t". La sucesién
{90, 91, g2, ...} forma una sucesién de Bessel en L?[0, 1].
En efecto, sean f € L%([0,1]) y

Cn = /0 tnf(t)dt = <f7 gn>

donde n > 0.
Entonces

1
leal = \ / t"f(t)dt’ g | < 171 Nl

2 ! 2 1
= <" dt =
||gn||2 /) 2n+1’

Por otro lado

luego

¥

Z lenl? < Z 1£113lgn13 = ||fH§Z (

n=0
=1 2
<IFIBY = = T I3
n=0
Por lo tanto

o0

Z len|? < 400

n=0

para toda f € L?[0,1].
Ahora se estimard la cota de Bessel, B, para esta sucesiéon. Sea a,, > 0 para
n =0,1,... se tiene que

oo 2 oo o0 o0 o0
Z Angn = <Z AnGn, Z amgm> = Z Z an@<gnagm>
n=0 2 = =

n=0m=0
= £ dt = Onlm
nzomzo“”‘“"/ BT

< 7 Z |@n|2a
n=0

donde se ha utilizado la desigualdad de Hilbert (ver [B, pagina 161])

Z Z mj—nzn—bkl < WZ |an|2

n=0m=0

si a, > 0 para n > 0.
Luego

neN

= sup Halegy =1, <
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5. BASES DE RIESZ EN ESPACIOS DE HILBERT

Definicién 5.1. Una sucesién {x, }neny € H es una base de Riesz para H si

a) {z,}nen es total en H, esto es H = span{z, fnen-
b) Existen constantes A, B > 0, A < B tales que

2
A Jan? < | anaa| < B lanl?

neN neN neN
sia={an},ey € 1*(N).

Definicién 5.2. Dados dos productos internos sobre un mismo espacio vectorial,
se dice que son equivalentes cuando generan normas equivalentes.

Proposicién 5.3. Sea {z,}nen una sucesion en H, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) {zn}nen es una base de Riesz para H.
(ii) Ezisten un operador lineal, acotado e invertible T : H — H y una base
ortonormal {en tnen para H tal que

T(en) = xp para todo n € N.

(iii) Ewiste un producto interior (-,-)1 sobre el espacio lineal H, equivalente al
producto interior sobre H, tal que {x,}nen es una base ortonormal para

(H7<f>ﬁ'
Demostracion.
(1)=(ii)
Sea {xn}, oy una base de Riesz para H, entonces se tiene que

(a) {Zn}, ey es total en H.
(b) Existen constantes A, B > 0, B > A tales que

2
AZ |an|2 < Zanxn < BZ |an\2

neN neN neN
para todo a = {a, }nen € *(N).

Por otra parte se tiene que todo espacio de Hilbert separable tiene una base
ortonormal numerable.
Sea {en}, oy una base ortonormal para H, de la identidad de Parseval sigue que

E An€n E AnTn E An€n

neN neN neN
Sea T : H — H el operador dado por

T (Z anen> =Y anz,

neN neN

2 2

2
A < <B

donde {a, }nen es una sucesién de escalares.
De aqui sigue que T es un operador lineal, biyectivo, acotado, con inverso acotado
y que
Te, = x,, para todon € N.

(if) = (iii)
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Por hipdtesis existe un operador lineal acotado T' : H — H, invertible y con
inverso acotado, y existe una base ortonormal {e, },en de H tal que

T(en) = n

para todo n € N.
Se define un nuevo producto interior (z,y); sobre H de la siguiente forma

(x,y)1 = <T_1x,T_1y> )

Sea ||-||; la norma inducida por este nuevo producto. Como 7'y T~ son acotados
se tiene que || - |1 v || - || son equivalentes y por lo tanto los productos (-,-); v (-, )
son equivalentes.

Finalmente

(zixj)1 = (Pui, D) = (ei, €5) = 0y
y asi {x,, }nen es una base ortonormal para el producto (-, -)1.

(iil)=(i)

Como {z,} es una base ortonormal para (-, -)1, que induce una norma equivalente
alade (H,(:,-)), se tiene que {x,} es total. Ademds, por la identidad de Parseval,
se tiene que

[ee] 2 oo
D antnl| = lauf*
n=0 1 n=0

Como ||| ¥ ||-]|1 son equivalentes, se cumple que existen constantes M y m positivas
tales que

<
1

m <M

o
E ApTn
n=0

e
E AT
n=0

)
E ApTp
n=0

1
es decir

o0 2 o0
m22|an|2§ gMzz\anF.
n=0 n=0

0o
E ApTn
n=0

6. ESTABILIDAD DE BASES EN ESPACIOS DE HILBERT
Y TEOREMA DE PALEY -WIENER

La estructura de espacios de Hilbert permite reformular el Teorema B de la
siguiente manera.

Teorema 6.1 (Criterio de Paley-Wiener). Sea {e,,}nen una base ortonormal para
un espacio de Hilbert H y sea {zn}neny C H una sucesion que satisface

1/2
Z Cn(en - Zn) § )\ <Z |Cn|2>

neN neN

para alguna constante A, con 0 < A < 1 y para toda sucesion de escalares {cn }nen.
Entonces {zp }nen es una base de Riesz para H.

A continuacién se presenta un resultado de Kadec que permitird presentar un
ejemplo de una base de Riesz.
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Teorema 6.2 (Teorema 1/4 de Kadec, ver [B]). Si {\,}nen €s una sucesion de
numeros reales para la cual se cumple

1
Ay — | <1< =
| n| < <4

para todo n € N. Entonces La sucesion {ei’\"t}neN satisface el criterio de Paley-
Wiener y por tanto forma una base de Riesz para L?|—m, ).
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