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ACERCA DE LOS NUMEROS SINGULARES DE LOS
CONMUTANTES DE SARASON
ABOUT THE SINGULAR NUMBERS OF SARASON
COMMUTANTS

MARISELA DOMINGUEZ

RESUMEN. Se consideran los valores singulares de un operador lineal y acotado.
A partir de un teorema de Cotlar y Sadosky que da un levantamiento de formas,
més general que el teorema de Nehari, y usando un resultado de Treil se da
un teorema de levantamiento n-condicional.

ABSTRACT. The singular values of a bounded linear operator are considered.
From a lifting theorem of forms given by Cotlar and Sadosky, which general-
izes the theorem of Nehari, and using a result of Treil a n-conditional lifting
theorem is given.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se consideran los bien conocidos valores singulares de un operador
lineal y acotado. Los resultados principales presentados en esta nota fueron tomados
de los articulos de M. Cotlar y C. Sadosky [2], [3] y de S. Treil y [7].

Antes de introducir los valores singulares de un operador lineal, se presentara los
valores singulares de una matriz, estos tltimos son objetos muy ttiles en algebra
lineal numérica y han recibido mucha atenciéon durante los ultimos afios. Se presen-
tard de manera elemental aprovechando su interpretacion geométrica.

Los valores singulares aparecen en varias partes de la matemética y han recibido
diferentes nombres a lo largo de su historia. El nombre con el que se presentan
aqui (valores singulares) es el que se ha consolidado en la comunidad de analistas
numéricos, pero han sido denominados de diferentes maneras a lo largo del tiempo.
El resumen que se presenta en esta seccion esta basado en el articulo de 1. Zaballa
[@] y en dos textos: un trabajo realizado por uno de los pioneros y mds afamados
algebristas numéricos de la actualidad, G. W. Stewart [6], y en la introduccién
del capitulo 3 del segundo de los dos enciclopédicos tomos sobre Andlisis Matricial
escritos por R. Horn and Ch. Johnson [A].

El origen de los valores singulares se encuentra en el intento de los geémetras del
siglo XIX por conseguir, en lenguaje actual, la reduccién de una forma cuadratica
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a forma diagonal mediante cambios de base ortogonales. La primera contribucion
en este sentido parece ser de Eugene Beltrami, un geémetra diferencial italiano,
que intentando promover entre sus estudiantes el gusto por el estudio de la formas
bilineales escribié un articulo en la revista Giornale di Matematiche ad Uso degli
Studenti Delle Universita, [].

Beltrami comienza con una forma bilineal f(x,y) = 2? Ay, donde A es una matriz
real de orden n, y demuestra que existen matrices ortogonales @1 y @2, n X Xn,
tales que

QYAQy = ¥ = Diag(o1,...,0,)

es una matriz diagonal de ntimeros reales positivos, los cuales son las raices cua-
dradas de los valores propios de A'A (o de AA! , dado que estas dos matrices
simétricas son semejantes). En realidad, Beltrami propone, mas que demuestra, la
descomposicién anterior cuando los elementos diagonales son todos distintos entre
si. En otras palabras, se puede considerar que Beltrami es el descubridor de lo que
hoy en dia se llama la descomposicién en valores singulares de matrices reales cua-
dradas no singulares con valores singulares distintos. Omite las posibles situaciones
de degeneracién, sin embargo éstas tienen importantes consecuencias.

La denominacién no se estabiliza, y entre los muchos matematicos notables que
han trabajado en las propiedades de los valores singulares, se debe nombrar a H.
Weyl con importantes contribuciones a la teoria de perturbaciéon de los mismos.
Pero en cuanto a nomenclatura se refiere, todavia en su articulo [8] habla de “dos
clases de valores propios” y en una traduccién al inglés de un tratado ruso sobre
operadores no autoadjuntos, Gohberg y Krein, [d], se refieren a los valores singulares
como “s-numeros”’de un operador.

El apogeo del andlisis numérico ha contribuido a que finalmente la denominacién
de valores singulares haya arraigado en la comunidad matematica.

Para decir qué son los valores singulares se puede dar la demostracién del teorema
de descomposicion de una matriz u operador lineal en valores singulares y definirlos
a partir del mismo, tras probar su unicidad y unas cuantas propiedades mas.

Otra manera de decir qué son los valores singulares es formulando la pregunta:
icudl es la imagen de la circunferencia unidad (la de centro el origen de coordenadas
y radio 1) por una aplicacién lineal?. La respuesta es una elipse centrada en el
origen de coordenadas; claro que ésta puede ser degenerada, es decir, puede ser un
segmento o un punto.

Para dimensiones superiores hay un resultado similar: la imagen de la esfera
unidad en un espacio de dimensién n es una hiperelipse que puede ser degenerada;
es decir, el nimero de semiejes puede ser inferior a n, y habitar, en consecuencia,
en un espacio de dimensién menor que n.

Esto nos coloca en condiciones de presentar en forma geométrica los valores
singulares de una matriz.

Los walores singulares de una matriz A son las longitudes de los semiejes de la
hiperelipse en que se convierte la esfera unidad por A. Son, por lo tanto, nimeros
reales no negativos (porque se admiten semiejes de longitud 0): s; > s9 > -+ > 0.

A cada matriz se le puede asociar sus valores singulares, pero puede haber, y
en general hay, muchas matrices que produzcan la misma elipse como imagen de
la circunferencia unidad. Todas ellas tendran los mismo valores singulares. Se dice
que son ortogonalmente equivalentes. (En el caso de matrices con valores complejos
se habla de matrices unitariamente equivalentes).
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2. NUMEROS SINGULARES O VALORES SINGULARES DE OPERADORES

En lo que sigue H1 y Ha son espacios de Hilbert y L(#H;1,Hz) es el espacio de
los operadores lineales y acotados de H1 en Hs.

Sea T € L(H1, Hz).

La imagen de T, denotada por Im 7', es el conjunto de elementos de Hs que son
imagenes de al menos un elemento de ;.

Se llama rango de T" a la dimension de la imagen y se denotara por ran T, asi que

ranT = dim(Im 7))
Es fécil ver que:
(a) Im T es un subespacio de Hs.
(b) ran T' < dim Ho.
Sea {vy} una base ortonormal de #H;. Para x € H; sean

T(z) =Y (w,00)T (v)

k=1

n
To(x) = Z(m,vk>T(vk).
k=1

Si se llama F), al subespacio vectorial cerrado generado por {vx}}i_; vy E, al
subespacio vectorial cerrado generado por {vx}32,, . se tiene que

(a) (T —Ty)(x)=0slz € F,.
(b) (T —=T,)(z) =T(x)siz € E,.
(¢) ranT,, < dim F,, < n.

Asi que T;, es un operador de rango finito que aproxima a 7', pero no es el unico.
Es decir, hay otros operadores de rango finito que también aproximan a 7. Estas
observaciones motivan la siguiente definicién de valor singular de un operador que
se dard mas adelante.

La condicién (c) se puede escribir de la siguiente manera

ranT,, < dim F,, = codim F,, < n.

Teniendo como objetivo la divulgacién se hace énfasis en que la codimensién es
un concepto relativo: solamente se define para un objeto que esta dentro de otro.
No tiene sentido hablar de la “codimensién de un espacio vectorial (de manera
aislada)”, solamente se puede hablar de la codimensién de un subespacio vectorial.

Si W es un subespacio vectorial de un espacio vectorial H de dimensién finita,
entonces la codimensién de W en H es:

codim(W) = dim(H) — dim(W).

Si W es un subespacio vectorial de un espacio vectorial H (posiblemente infinito
dimensional) entonces la codimensién de W en H es la dimensién (posiblemente
infinita) del espacio cociente H/W:

codim(W) = dim(H/W).
Para espacios vectoriales finito-dimensionales, esto coincide con la definicién previa.

Ya se estda en condiciones de presentar los valores singulares de un operador
lineal.
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Definicién 2.1. El numero singular o valor singular de T es
s$p(T) =mf{||T = V| : ran V < n}.
Se observa que.
(a) s0(T) = ||
(b) Siran T < n entonces s,(T) = 0.

Si se denota por L, (H1,H2) al espacio de los operadores V' € L(H1,Hz) tales
que ran V' < n, resulta que s, (7T) es la distancia, en L(H1,Hz), de T a L, (H1, Hz).

Usando el concepto de codimensién se puede dar otra expresién para s, (T), se
presenta a continuacién.

Proposicion 2.2.
$p(T) = t{||T|g| : E es un subespacio de H1 y codimE < n}.

FEl siguiente resultado de Treil se usa para probar el teorema de levantamiento
n-condicional de formas de Hankel.

Teorema 2.3 (Treil). [[7] Sean T € L(H1,Hs),

K=A{f et :Tfllr, < sn(T)Ifll3:}

y 11 € L(H1) un operador tal que 1K C K. Entonces existe un subespacio M de
H1 tal que

(a) MCK.
(b) codimM < n.
(C) M C M.

3. FORMAS DE TOEPLITZ Y FORMAS DE HANKEL
3.1. Formas (71, 72)-Toeplitz y formas (71, 73)-Hankel. Sean 71, 75 son opera-
dores unitarios, 71 € L(H1) y 72 € L(Ha).

Definicién 3.1. Una forma sesquilineal B : H; X Ho — C es llamada (71, 72)-
Toeplitz si ella es (11, 72)-invariante, es decir, si

B(7if1,72f2) = B(f1, f2) para todo (f1, f2) € Hi x Ha

o equivalentemente

B(rif1, f2) = B(f1,75 ' f2) para todo (f1, f2) € H1 x Ha.

Definicién 3.2. Sean W, C H; y W> C H, un par de subespacios cerrados tales
que TW1 C Wy y T{1W2 C Wh.

Una forma sesquilineal B : Wy x Wy — C es llamada (71, 72)-Hankel (o conmu-
tante de Sarason) si

B(tif1, f2) = B(f1,75 " f2) para todo (f1, f2) € Wi x Whs.

Sean L? = L?[0,2n], S : L? — L? el operador de multiplicacién por e, es decir,
Sf = ey f. Como es usual, e, : [0,27] — C, estd dada por e,(x) = e"*.

H?={f e L?: f(n) =0 para n < 0},
HE:{feLzzf(n):Oparanz()}.

Ejemplo 3.3. Hi=Ho =L, 11 =79 =85, W, = H> W, = H2.
En este caso las formas (71, 72)-Hankel coinciden con las formas de Hankel cldsi-
cas. El teorema clasico de Nehari se da en el contexto de este ejemplo.
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3.2. Forma sesquilineal asociada a un operador lineal y acotado.

Definicién 3.4. Sea T € L(H1,Hs2), se dice que B es la forma asociada a T cuando
B :Hi x Ho — C esta dada por

B(f,9)=(Tf,9).

Definicién 3.5. Si B es la forma asociada a T, se define el numero singular de B
o valor singular de B como
$n(B) = s,(T).

3.3. Operadores (71, 7)-Toeplitz y operadores (71, 72)-Hankel.

Definicién 3.6.
(a) Sea T € L(H1,H2), se dice que T es un operador (71, 72)-Toeplitz cuando
la forma asociada es (71, 72)-Toeplitz.
(b) Sea T' € L(Wi,Ws), se dice que T es un operador (71, 72)-Hankel cuando
la forma asociada es (71, 72)-Hankel.

Por lo tanto,

(a) Existe una correspondencia 1 — 1 entre las formas (71, 73)-Toeplitz y los
operadores (71, 72)-Toeplitz.
(b) Existe una correspondencia 1 — 1 entre las formas (71, 72)-Hankel y los
operadores (71, 72)-Hankel.
El siguiente teorema de Cotlar y Sadosky es una versién abstracta del teorema
de interpolacién de Sarason.

Teorema 3.7 (Levantamiento de formas, Cotlar y Sadosky). [?]

Dado un par de espacios de Hilbert Hy y Ho y un par de isomorfismos unitarios
71 € L(H1) y 12 € L(Hz), secan Wy C Hy1 y Wa C Ha un par de subespacios cerrados
tales que mW1; C W1 y 7'2_11/\/2 CWs.

Entonces toda forma (11, 72)-Hankel B : Wi x Wy — C tiene un levantamiento
(11, 72)-Toeplitz B' : H1 X Ha — C tal que

(i) 1Bl = 1.

(ZZ) B'=B en Wi x Whs.

Para los espacios y operadores del ejemplo dado, el teorema de Nehari es una
consecuencia inmediata de este teorema de Cotlar y Sadosky.

Definicién 3.8. SeaT : H2 — H?~ un operador lineal, se dice que I es un operador
de Hankel cuando
P ST =TS |g= .

Proposicién 3.9. Sea I': H? — H?~ un operador lineal y continuo. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es un operador de Hankel.

(b) Eziste v € L* tal que ' = P~ M,

(c) Euiste v € L* tal que (Ueg,e_j)r2 =(—k — j) para todo k >0, j > 0.

Esta funcién v es llamada el simbolo del operador de Hankel.
Para v € L™ se puede considerar I' : H?> — H?~ como el operador dado por
I' = P~ M, . Entonces

[Tl = 127 My || < [[P7IMy ] < 1M5 ]| = [17lloo-
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Teorema 3.10 (Nehari). Sea I': H? — H?~ un operador de Hankel. T es acotado
sty solo si existe ¢, € L™ tal que
(a) q/b;(fk —j) = (Tex,e_;)r2 para todo k >0, j > 0.
(b) ' =P~ M,,.
En este caso
T[] = inf{[[¢o — hlloc : h € H®} = [[¢o]|co-
Para la demostracion se considera la forma B dada por
B(ex,e—j) = Tex,e_j;) 12
para todo k£ >0, j > 0.

4. EL CASO n-CONDICIONAL

El siguiente teorema de Cotlar y Sadosky, es considerado un levantamiento
n-condicional.

Teorema 4.1. [8] Dado un par de espacios de Hilbert Hy y Ho y un par de iso-
morfismos unitarios 71 € L(H1) y 72 € L(Ha), sean Wy C Hy1 y Wa C Ha un par
de subespacios cerrados tales que MW, C Wy gy T§1W2 C Ws. Entonces para cada
forma (71, 72)-Hankel B : Wy x Wao — C y para cada n > 0 existe una forma de
Toeplitz BM™ : H; x Hy — C tal que

(i) [B®]| < s,(B).

(ii) B™ = B en M x Ws, donde M C W, es un subespacio y codim(M) < n.

Esta forma B(™ es llamada un levantamiento n-condicional de B.

Este teorema puede ser considerado como una versiéon condicional”del teorema
de Sz.Nagy-Foias.

Demostracion. Sea I' € L(Wyi, Ws) el operador (11, 72)-Hankel asociado a B, es
decir,
B(f,9) = (L'f,9).
Sea
K=A{feW|Ifl <sn(M) ]}
Primero se vera que 7 C C K.
En efecto, si f € K entonces

(C7uf,9) = 1B f.9)l = |B(f, 75 9)l = [(Tf, 75 "9)]
< Tl gl < su(@IFNllm3 gl = sa(@ILFAgl
= sn(D)Im flllgll
Luego
[T fI] < sn (D)7 f1].
Es decir, 71 f € K. Se ha probado que 7/ C K.
Por el Teorema P73 existe un subespacio M de W tal que M C K, codimM < n

y mM C M.
Como MM C M, T{1W2 C W, y M C K entonces

[Blatxws, || < sn(B).
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Por el Teorema BZ7 sigue que B|arxwy, tiene un levantamiento (71, 72)-Toeplitz
B™ :H; xHy — C tal que B = Ben M xWy y | B™|| = || Bl pxws, || < sn(B).
|
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