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Resumen

Se da un resultado de representacion para nicleos de Toeplitz definidos positivos regulares
y, como corolario, se obtiene un resultado de representaciéon para ntcleos equivalentes. Se
obtiene un resultado de estabilidad que se usa para probar que, bajo ciertas condiciones,
una perturbacion especial de un ntcleo de Toeplitz definido positivo es equivalente al nicleo
perturbado. Se dan algunas aplicaciones a procesos estocasticos.

En el caso de nticleos a valores operadores, se establecen resultados para nicleos definidos

positivos equivalentes a nicleos de Toeplitz.



Indice general

REesumen

miroduccion

Lapitulo 1. Freliminareq

[[.1.  Generalidades de espacios de Hilbert

L2 Bases de Ries4d

[[.5. Rl teorema de FPaley-Wienej

[.4. Descomposicion de Wold

Lapitulo 2.  Nucleos definidos positivos v regularidad|

R.1. Algunas propiedades de nucleos definidos positivoy

R.2. Nucleos de 'loeplitz definidos positivos regulareg

Lapitulo o.  Ferturbaciones de nucleos de loeplitz v aplicaciones a procesos estocasticoy

b.l. Perturbaciones de nucleos de 'loeplit7

b.2. Aplicaciones a procesos estocasticod

Lapitulo 4. Nucleos dennidos positivos a valores operadores, el teorema dd

descomposicion de Kolmogorov v el teorema de Nalmark

d.1. Rl espacio de Hilbert asociado a un nucleo dennido positivo a valores operadored

d.2. Rl teorema de descomposicion de Kolmogoroy

I — e T

LCapitulo 6. Algunas resultados para nucleos deinidos positivos a valores operadorey

b.l. Nucleos definidos positivos equivalentes a valores operadoreq

b.2. Nucleos aproximadamente loeplitz a valores operadoreqy

1ii

i

o N O W W

10
10
12

17
23

28
28
29
30

34
34
40

42



Introduccién

Los ntcleos definidos positivos aparecen de manera natural en muchos resultados y pro-
blemas tanto de analisis como de probabilidades, en los que juegan un rol distinguido. Esta
nociéon permite considerar, de manera unificada, problemas de ambas areas.

En este trabajo se consideraran ntcleos que son equivalentes a nicleos de Toeplitz defi-
nidos positivos.

Una de las herramientas fundamentales que se utilizara es la descomposicion de Wold, la
cual apareci6 por primera vez en [] (ver también [[2]) y su versién en términos de andlisis
armonico para operadores en espacios de Hilbert fue dada en [M]. Se usar4 la descomposicion
de Wold del operador de traslacion para obtener un resultado de representacion para nucleos
de Toeplitz definidos positivos regulares (ver Teorema PH), que es andlogo a un resultado
para procesos estocasticos dado en [H]. Considerando bases de Riesz se da un resultado de
representacion similar para nucleos equivalentes a nicleos de Toeplitz definidos positivos (ver
Teorema E70).

También se prueba un resultado de estabilidad para ntcleos definidos positivos relaciona-
do con el teorema de Paley-Wiener acerca de estabilidad de bases dado en [B] (ver Teorema
B). Este resultado de estabilidad se usa para probar que, bajo ciertas condiciones, una
perturbacion especial de un ntucleo de Toeplitz definido positivo es equivalente al nicleo
perturbado (ver Teorema B).

Se dan algunas aplicaciones a procesos estocasticos. Comencemos por recordar algunos
aspectos basicos: es bien sabido que un proceso estocastico discreto es una sucesion de va-
riables aleatorias en un espacio de probabilidad y un proceso estocastico se dice que es
estacionario cuando sus distribuciones finito dimensionales son invariantes bajo las traslacio-
nes en el tiempo. Una clase mas amplia de procesos estocasticos esta dada por los procesos
débilmente estacionarios en cuya definicién se imponen solamente las condiciones absoluta-
mente necesarias para usar métodos de espacios de Hilbert y métodos de analisis de Fourier.

En este caso el nicleo de covarianza es un nicleo de Toeplitz definido positivo.
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Usando los resultados de representacion para ntcleos de Toeplitz definidos positivos re-
gulares se obtiene un teorema de Gihman y Skorokhod para procesos estocasticos probado
en [B] (ver Teorema B).

Se considera una clase especial de procesos estocasticos, llamados aproximadamente débil-
mente estacionarios, que fueron introducidos por Strandell. Para este tipo de procesos se
prueba un resultado de representacion que ya habia sido obtenido en [H] (ver Teorema BT0)
y un resultado de perturbacién similar a un teorema dado en [H] (ver Teorema BT).

Estos resultados han sido distribuidos en este trabajo de la siguiente manera, en el Capitu-
lo @ se introducen nociones preliminares, basicas para la comprension de los capitulos poste-
riores, relacionadas con espacios de Hilbert y bases de Riesz. También se exponen el teorema
de Paley-Wiener y la descomposicién de Wold.

En los Capitulos B y B, se proporcionan los detalles de los resultados obtenidos y que
han sido publicados en [M]. Se da un resultado de representacién para nicleos de Toeplitz
definidos positivos regulares y, como corolario, se obtiene un resultado de representacion para
nucleos equivalentes. Se obtiene un resultado de estabilidad que se usa para probar que, bajo
ciertas condiciones, una perturbacion especial de un nicleo de Toeplitz definido positivo es
equivalente al nticleo perturbado. Se dan algunas aplicaciones a procesos estocasticos.

Finalmente en los Capitulos B y B se considera el caso en que los niucleos definidos posi-
tivos toman valores operadores, en lugar de valores escalares. FEn el Capitulo B se presentan
resultados conocidos como lo son el teorema de descomposiciéon de Kolmogorov y el teorema
de Naimark. En el Capitulo B se dan las bases para posibles extensiones a valores operadores
de algunos de los resultados obtenidos para el caso escalar.

En resumen, las nociones preliminares se presentan en los Capitulos @'y @. Los resultados

originales se encuentran en los Capitulos B, B y B.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades de espacios de Hilbert

Como es usual por N, Z, R y C se denotaran los conjuntos de niimeros naturales, enteros,
reales y complejos.

Dos vectores h, g del espacio de Hilbert H se dice que son ortogonales si (h,g) = 0.

Si G es un subespacio cerrado de H, entonces el complemento ortogonal G+ (6HeG)

de G se define por
G-r=HoG={hcH:(hg) =0 para todo ge gl

Dos subespacios cerrados G; y Go de ‘H se dice que son subespacios ortogonales, en simbolos

glJ—927 sl

(h,g) =0 para todo h € Gy y g € Go.

Suponga que {H,}nez es una familia de subespacios cerrados de un espacio de Hilbert

H. Entonces, la clausura del espacio vectorial lineal (span) de estos espacios es denotada por

\ Ha.

nez

Si los subespacios H,, son pares ortogonales, esto es, H; LH; para i # j, entonces se usa la
notacion
P #.
nez
en lugar de \/, ., Hn. El espacio ,,., Hn es llamado la suma ortogonal de los pares de
subespacios H,,.
Dado que para todo f en H existe tinicos vectores g en G v h en G* tales que f = g + h,

se sigue que

GoGr=".
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Suponga que {H,, }necz es una familia de espacios de Hilbert, no necesariamente contenidos
en un mismo espacio de Hilbert. El simbolo
D,
nez
denota el espacio de Hilbert (llamado la suma ortogonal de los espacios H,,) que consiste en
las sucesiones {h, }nez tal que h, € H, paran € Zy

> hali, < oo,

neZ

equipado con el producto interior

<{hn}n€Za {gn}n€Z> = Z(hm gn>’Hnu

nez

donde (-, )5, es el producto interior en H,,.

Si los espacios H,, son todos iguales a un espacio de Hilbert dado H, entonces se usa la
notacién [?(H) para denotar su suma ortogonal.

También observe que si H,, = C entonces @, ., H, = I*(C).

Cabe mencionar que cada espacio H,, puede ser identificado con un subespacio cerrado de
D,.cz Hn y entonces @, ., H,, es la suma ortogonal de estos pares de subespacios ortogonales.

Como es usual si (Hy, (-, )n,) v (Ha, (-, )n,) son espacios de Hilbert, || - ||, v || - ||l
denotaran las normas inducidas en H; y Hs respectivamente. Con L(H;, Hz) denotaremos
el espacio de los operadores lineales y continuos de H; en Hs y se usard L(H) para denotar
L(H,H) cuando H; y Ho son espacios de Hilbert iguales a H.

La norma de un operador 7' € L(H1, Hs) se define por la férmula
IT]| = sup{[[Thlls, : h € Hy, [|hllz, < 1}. (1.1)
Sea T en L(H). Se dice que T es positivo (y se escribe T' > 0) si
(Th,h)3 =0

para todo h € H.
El adjunto T* de un operador T en L(H1,Hs) es el operador que aplica Hy sobre H,
definido por la igualdad
(h1, T"ha)y, = (Thy, ha)y,

para todo hy en Hy y ho en Hs.
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Un operador P es una proyeccion si P? = P = P*.

Observacién 1.1.

(a)

Suponga que G es un subespacio cerrado de el espacio de Hilbert H. Si f = g+h con g
en Gy hen G4, se define P f = ¢g. Entonces Py es una proyeccién y, reciprocamente,
para toda proyeccién P en L(H), existe un subespacio cerrado G tal que P = Fg.

En esta situacion se tiene que

H=G& G,

donde G es el rango de P, es decir, G = R(P) y G; es el nucleo de P, es decir,
G = N(P).

Ademas se tiene que
f=Pf+{U-P)f y P(I-P)f=Pf—P*f=0

para todo f € H.
El rango y el nicleo de una proyeccién continua son cerrados. En efecto, sea {f,}

una sucesion en H y supongamos que
lim Pf, =g
n—oo
entonces, por continuidad,
Pg— P(h’m an> — lfm P%f, = lim Pf, — g.
n—o00 n—o00 n—00

Luego g esta en el rango de P. Por lo tanto el rango de P es cerrado. De igual
manera se puede probar que el nicleo es cerrado.

Sea G un subespacio cerrado de H, entonces existe un subespacio cerrado G; tal que
H = G&G;. Por lo tanto, la correspondiente proyecciéon P con ntcleo G; es continua
y con norma 1. Para esto tltimo basta notar que si f =g+ hcongen Gy hen Gy,

entonces
1A = [lgll? + (IRl

Cuando es necesario hacer referencia al espacio ‘H es usual escribir P = Pg{.
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1.2. Bases de Riesz

Sea X un espacio de Banach, como es usual £(X) denotara el espacio de los operadores
lineales y continuos de X en si mismo.
Sea {x,} una base de Schauder en el espacio de Banach X. Sea T" € £(X) un operador

invertible con inverso acotado. Sea {y,} definida por
Yp =Tz, paran=1,2,...

entonces {y,} también es una base de Schauder de X. Dos bases que satisfacen una relacién
de este tipo se dice que son bases equivalentes.

Para més detalles acerca de bases en espacios de Banach ver [2, H].

En un espacio de Hilbert separable son muy importantes las bases ortonormales. Otras
bases muy destacadas y menos conocidas son las llamadas bases de Riesz.

En esta seccion se estudian algunas de las propiedades de las bases de Riesz, para mas

detalles sobre este tema se puede consultar el libro de Young [I3].

Definicién 1.2. Una base para un espacio de Hilbert es una base de Riesz si es equivalente
a una base ortonormal, es decir, si es obtenida de una base ortonormal por medio de un

operador lineal acotado invertible con inverso acotado.

Definicién 1.3. Sean (-,-), (-, )1, dos productos internos sobre un espacio vectorial. Se dice

que (-, -) y (+,-)1 son productos internos equivalentes cuando generan normas equivalentes.

Definicién 1.4. Sea H un espacio de Hilbert.

(a) Se dice que la sucesién {x, }nen €s completa en H si
Span{xn}nGN =H.
(b) Se dice que las sucesiones {x, }nen ¥ {Un }nen son biortogonales si

(Tr, Ym) = Onm para todo n,m € N.

Teorema 1.5.
Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert separable y sea {x,}nen una sucesion en H. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes,

(1) {zn}nen es una base de Riesz para H.
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(ii) Ewxiste un producto interior (-,-)1 sobre el espacio lineal H, equivalente al producto
interior sobre H tal que {x,}nen €s una base ortonormal para (H, (-, -)1).

(i) La sucesion {T,}nen €s completa en H y existen constantes A, B > 0, A < B tales
que

2
< BZ|an|2

neN

AZ|an|2 <

neN

E anTn

neN

para toda sucesion de escalares a = {ay}, . con soporte finito.

(iv) La sucesion {x,tnen es completa en H y su matriz de Gram

((xia xj>);‘)3‘:1

es la matriz de un operador acotado invertible en [? (N).

(v) La sucesion {x,}nen €s completa en H y posee una sucesion biortogonal completa

{yn}nEN tal que

Slwanf<oo g Y eyl <oo

neN neN

para todo x en H.
Este teorema y su prueba pueden verse en [[3, pagina 32].

1.3. El teorema de Paley-Wiener

El criterio fundamental de estabilidad, e histéricamente el primero, se debe a Paley -
Wiener [B]. Este se basa en el hecho elemental de que un operador lineal acotado 7" sobre un

espacio de Banach es invertible cuando
I -T| < 1.

Teorema 1.6 (Paley -Wiener).
Sea {x, }nen una base de Schauder para un espacio de Banach X, y suponga que {yn nen

es una sucesion de elementos en X tal que

N N
Z Cn(xn - yn> S A Z CnTn
n=1 n=1

para todo N, para alguna constante A, con 0 < X\ < 1 y para cualquier sucesion de escalares

{cn}nen. Entonces {yn}nen es una base de Schauder para X equivalente a {x,}nen-
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DEMOSTRACION.

De la hipdétesis sigue que si las sumas parciales de la serie >~ | ¢, 2, son una sucesion de
Cauchy, entonces las sumas parciales de la serie >~ | ¢, (2, — y,) también son una sucesién
de Cauchy.

Luego si la serie >~ | ¢,x, es convergente entonces la serie Y | ¢, (z, — yn) €s conver-
gente.

Se define el operador T': X — X mediante

T (Z cnxn> = Z Cn(Tn — Yn).

n=1 n=1
De la definicién de 7'y de la hipdtesis sigue que T es lineal y acotado con ||T']| < A < 1.
Luego el operador I — T es invertible con inverso acotado.

Como (I — T)(z,) = y, para todo n se tiene que {y, }nen ¥ {Zn fnen son equivalentes.

O

1.4. Descomposicion de Wold

Sean H y H' espacios de Hilbert. Sea V' : H — H’ un operador lineal. Se dice que V' es
una isometria si

VR = Ikl para todo h e H,

o equivalentemente, si

VIV = Iy

Se dice que es V' es unitario cuando es isometria y es sobreyectivo, equivalentemente si
V*V = Iy y VV* = Iy

Sea T € L(H) y sea M un subespacio cerrado de H. Se dice que M es invariante bajo

T, o simplemente T-invariante, si

TM cCc M,

y se dice que M reduce a T si M y M+ son T-invariantes. Si T' € L(H) es una isometria se
tiene que el subespacio M reduce a T si y sélo si M es T-invariante y T’M = M.
Sea V € L(H) una isometria en ‘H y sea M un subespacio de H. Se dice que M es

V- némado, errante o némado (wandering) para V si

(V" M) L(VFM)
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para todo n,k > 0, n # k. Como V es una isometria, para que M sea V- némado basta
suponer que

(V" M) LM para todo n > 1.

Para el caso de un subespacio errante, M, se puede formar la suma ortogonal en H

Ha =PV M),
n=0
se tiene que
VHMm =P V"M) =Hy oM
n=1

y por lo tanto
M =Hr © VHpum.

Una isometria V' en H es un shift unilateral si existe un subespacio cerrado M de H, el

cual es V- némado y tal que

H = é(v"M).

Este subespacio M, es llamado generador para V', esta univocamente determinado por V'

y su dimensién es llamada la multiplicidad del shift unilateral.

Teorema 1.7 (Descomposicién de Wold).
Sean H un espacio de Hilbert y V una isometria en H. Entonces H se descompone en
una suma ortogonal
H=Ho D Ha
tal que
(1) Ho y Hy reducen a V.
(2) V3, es unitario.

(3) V], es un shift unilateral.

La descomposicion esta determinada de manera unica:

Ho=(V'H) v Hi=EPV"M)

donde M =H S VH.

El espacio Hoy o el espacio Hy pueden ser iguales a {0}.

Este teorema y su prueba pueden verse en [[].
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Ntcleos definidos positivos y regularidad

2.1. Algunas propiedades de ntcleos definidos positivos

En este capitulo y el que le sigue se consideraran ntcleos a valores escalares.
Sea K : Z x Z — C un nucleo. Se dice que K es definido positivo si
Z K(n,m)apa, >0
m,nez
para toda sucesién {a, },ez C C con soporte finito.
Sea &, el espacio de las sucesiones {a, },cz C C con soporte finito.
Sea K : Z x Z — C un nucleo definido positivo. Para a = {a,}nez ¥ b = {bn}tnez en &,

se define

{a,b) = Z K(n,m) ay, by.

m,nez

Se tiene que (-,-) es una forma sesquilineal, posiblemente degenerada, definida positiva en
Eo.

Sea &, i el espacio pre-Hilbert obtenido después de haber pasado al cociente natural en
&, y sea Hp la completacién de &, k.

El producto y la norma en Hg se denotaran por (, )z, v || |[#, respectivamente. Esta
norma se llamara la norma inducida por K.

Para n € Z sea 8™ el elemento de &, definido por

(5%1): 1 sim=n,

0 sim#n.

Sea {ay, nez C C una sucesién con soporte finito.

La clase de equivalencia del elemento Y a,6™ se denotard por {Z ané(”)} y se tiene
nez nez K
que
2

= Z K(n,m) a,, a,.

nez Hr m,ne”

mr],

10
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Definicién 2.1. Sean Ky, Ky : Z x Z — C dos ntcleos definidos positivos. Se dice que K;
y K3 son equivalentes si las correspondientes normas pre-Hilbert inducidas, || |2, ¥ [| |24,

en el espacio &, son equivalentes.
A continuacién presentamos uno de nuestros primeros resultados.

Proposicién 2.2.
Sean Ky, Ky : Z x 7Z. — C dos nicleos definidos positivos. Entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:
(i) Los nicleos Ky y Ky son equivalentes.

(ii) Ewiste una aplicacion lineal acotada biyectiva, con inversa acotada,
D : HKl — HKZ
tal que
O™k, = [6™]k, para todo n € Z.

(ili) Ewisten dos constantes A, B con 0 < A < B tales que

AN Kinm)ant, < ) Ke(nm)an @y < B Y Ki(n,m) ant,

m,n€Z m,ne”L m,ne”L

para toda sucesion con soporte finito {ay,}nez C C.

DEMOSTRACION.
Note que la condicién (iii) significa que
Al e < Wb, < BRI,
para h € &,.
Luego la condicién (ii) implica la condicién (iii).
Por definicién las condiciones (i) y (iii) son equivalentes. Asi que basta probar que la
condicién (iii) implica la condicién (ii).

Suponga que la condicién (iii) se cumple. Entonces la aplicacién
(I)O . 507](1 — (907[(2

definida por

d, [Z ané(")] = [Z ané(”)]
K Ko

nel nel
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esta bien definida y es lineal y continua.

Sea ® : Hyx, — Hrk, la extension lineal y continua de @,

Se tiene que {[An]K,} es una sucesién de Cauchy en &, g, si y sélo si {[hn]k,} es una
sucesion de Cauchy en &, g, . De este hecho sigue que @ es sobreyectiva con inversa continua.

O

Se dice que K : Z x Z — C es un nicleo de Toeplitz si existe una sucesion 7 : Z — C tal
que
K(n,m)=7(n—m) paratodon,m € Z.
La sucesion 7 es definida positiva si el nicleo de Toeplitz correspondiente es definido positivo.

Si K es un ntcleo de Toeplitz definido positivo entonces el operador T' : &, x — &,k

'

da origen a un operador unitario en Hy, que también se denotard por T'. Como es usual se

definido por

g5

nel neL

le llamara el operador de traslacion.

2.2. Nucleos de Toeplitz definidos positivos regulares

Si K : Z xZ — C es un ntcleo definido positivo, para j € Z sea ’Hﬂ el subespacio cerrado

de Hx generado por los elementos de la forma [5(”)] x conn < j, esto es
Hi = span{[é(")]K n<j}.

Note que si K es un nucleo de Toeplitz, entonces ’H}{ es invariante por el operador de

traslacion T

Definicién 2.3.
Sea K un nucleo definido positivo, se dice que K es regular si
() H = {0}.
jEL
Se evitara el caso trivial K = 0.
Proposicién 2.4.

Sea K un nicleo de Toeplitz definido positivo con operador de traslacion T. Si K es

reqular entonces dim (H% © THY) = 1.
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DEMOSTRACION.
Se tiene que THY + span {[0V]x } = HY, entonces dim (HY © THY) es 06 1.
Si esta dimensidn es igual a 0, entonces H%. = TIHI = HY, luego
(M = My # {0}
jEL
O
Como es usual (?(N) denotard el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable

a = {ap}nen con norma |lafz = (3 ,cn |an]2)1/2, andlogamente para (*(Z).

Uno de los principales resultados de este trabajo es el siguiente resultado de representacion

de nicleos de Toeplitz.

Teorema 2.5.
Sea K un nicleo definido positivo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes
(i) K es reqular y Toeplitz.

(ii) FErziste una sucesion {a,}t% € (*(N) y una base ortonormal {e, tnez de Hx tal que

H). =span{e, :n < j} para todo j € Z

+oo
[5(n)]K = Z Aj€n—j.
j=0

DEMOSTRACION.
Suponga que se cumple (i).
Se usara la descomposiciéon de Wold del operador de traslacion T': Hx — Hx (para més

detalles acerca de la descomposicién de Wold ver [, Teorema 1.1 pagina 3)).

Como TPHI = HI", si p > 0 se tiene que
+o00 400 . 0 .
TH =(\Hd = [ i
=0 =0 j=—00

0 +00 447 :
Como Hj, C ;=1 M, se tiene que

+o0o +o0o .
(TH% < () Mk = {0},

j=0 j=—00
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asi que el operador T es un shift unilateral.
De la Proposicién B4 sigue que dim (HY% & THY) = 1, luego la multiplicidad de T es 1.
Sea eg un vector unitario en H9 & THY,.
De la descomposicion de Wold sigue que {TPeg}pez es una base ortonormal de Hx y que
{TPeo} 2 es una base ortonormal de H ™.
Para p € Z sea
ep = T Pey.

Como [6(0]; € HY existe una sucesién {a,}>3 € (?(N) tal que

+o0
[(5(0)]K - Zaje_j.
j=0
Luego
+oo
]k =T 00)x = ajen
7=0

Suponga que se cumple (ii).

Entonces, para n,m € Z se tiene que

K(n,m) = <[5( Nk, [60V] K>”HK Za]an -

Asi que K es un nitcleo de Toeplitz.
Como {e, }nez es una base ortonormal de Hy y Hi = span {e, : n < j} para todo j € Z,

se tiene que

[ i = {0}
jJEL
Por lo tanto K es regular.

Proposicién 2.6.
Sean K, y Ky dos nicleos definidos positivos equivalentes. Entonces Ky es reqular si y

solo s1 Ky es reqular.

DEMOSTRACION.
Con la misma notacién de la Proposicion 22 se tiene que ®(Hy,) = Hy, para j € Z.

Por lo tanto, se obtiene el resultado.
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El resultado de representacion para nicleos equivalentes a nicleos de Toeplitz definidos

positivos

Teorema 2.7.

Sea K un nicleo definido positivo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) K es reqular y equivalente a un nicleo de Toeplitz definido positivo.

(ii) Fuziste una sucesion {a,}; % € (*(N) y una base de Riesz {vy tnez de Hye tal que

+o0
[0k = Za]"l}nfj
=0

Hi. =span {v, :n < j} para toda j € 7.

DEMOSTRACION.
Suponga que se cumple (i). Entonces K es un nicleo de Toeplitz definido positivo equi-
valente a K. De la Proposicién P8 sigue que K5 es regular, asi que del Teorema P sigue

que existe una sucesion {a, };/°9 € (2(N) y una base ortonormal {e, ez de Hg, tales que

+o00
6k, = ajen;
=0

ijl =span{e, :n <j} paratodo j € Z.

Como K, y K son equivalentes, por la Proposiciéon E2 existe una aplicacién lineal acotada

biyectiva, con inversa acotada,

b Hyg, — Hk
tal que
q)[(g(n)]Kl — [5(")]1(-
Definiendo v,, por
v, = ®e,

se obtiene la primera parte del resultado.

Para la tultima igualdad basta observar que

(M) = H.
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Suponga que se cumple (ii). Entonces existe una base ortonormal {e,},cz C Hx y un
operador lineal acotado con inverso acotado V' : Hx — Hy tal que v, = Ve, paran € Z.

Luego
“+o00
Vﬁl[d(n)]K = Zajenfj-
j=0

Sea K : Z x Z — C el nicleo definido por
Kay(nym) = (V8™ e, V™ i) e

Sigue que
+o0o

Kl(n, m) = Z ajdn_m+j,

J=0
asi que K es un nucleo de Toeplitz.

Para una sucesién con soporte finito {a, ez C C se tiene que

e (Z an[5(")]K>

neL

2

Z Ki(n,m)ap, a, =

mne”

Hi

Como V es acotado con inverso acotado, por la Proposicion 2 resulta que K y K; son
equivalentes.

Finalmente la regularidad de K sigue como en el Teorema 3.



Capitulo 3

Perturbaciones de nicleos de Toeplitz y aplicaciones a procesos

estocasticos

3.1. Perturbaciones de nucleos de Toeplitz

El resultado siguiente esta relacionado con un teorema de Paley-Wiener acerca de esta-
bilidad de bases [B] (ver también [[3, Teorema 10, pdgina 38]). Un resultado similar para
procesos estocésticos fue dado en [@, Teorema 2]. El teorema que sigue es nuestro resultado

de estabilidad para ntucleos definidos positivos.

Teorema 3.1.
Sea K un nicleo definido positivo.

Si {gn}>2 C Hy satisface

Z a, ([5(")];( — n)

ne’

<\

Z an 6]k

nez

'HK HK

para toda sucesion con soporte finito {a,}nez C C, donde A € (0,1), entonces el nicleo Ky
definido por
K1<7”L, m) = <gn7 gm>H}(

es equivalente a K.

DEMOSTRACION.

De las hipétesis sigue que existe un operador lineal acotado J : Hx — Hg tal que

<Ay

; (lz an(sw] ) = 3 (67 52)

nez neL
para cada sucesién con soporte finito {a, }n,ez C C.

Sea f € Hx dada por
f - Zan[a(n)]fﬁ

donde {a, }nez C C es una sucesién con soporte finito.

17
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Se tiene que

(L= ()= angn

neZ
(1 =Xl < I = ) fllaese < 201 e
por lo tanto

(1—\)? Z K(n,m)ay,a, < Z Ki(n,m)ap,a, <4 Z K(n,m) a,, a,.

m,neEL m,neEL m,ne”L

U

El resultado siguiente se obtiene del teorema de representacion de Riesz y fue tomado de

[3, Teorema 2, pagina 151].

Lema 3.2.
Sea { fn}nez una sucesion en un espacio de Hilbert H, sea {c, }nez una sucesion de esca-

lares y sea M > 0. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) Ewiste f € H tal que || f||3, < M y {f, fu)n = ¢n paran € Z.

(ii) Para toda sucesion de escalares con soporte finito {a,}nez se tiene que

> anty > anf

nez neL

2
<M

2

H

DEMOSTRACION.

Si se cumple (i) y {an }nez s una sucesion de escalares con soporte finito, entonces

2
S o _ ‘<Zanfn,f> S o,
neZ H

neZ nez
Supéngase (ii). Sea M, la variedad lineal generada por {f, : n € Z}. Para una sucesién

2 2

> an(fus Fln

neEL

<M

2
H
de escalares con soporte finito {a, },ez se define

L (Z an fn> = anen.

neZ nez
De la hipétesis sigue que L esta bien definido, que es lineal y que se puede extender a un
funcional lineal y continuo L : M, — C tal que ||L||> < M. Del teorema de representacién

de Riesz sigue el resultado.

[l
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Un resultado similar al siguiente lema aparece como ejercicio en [IC3, pagina 154].

Lema 3.3.
Sea { fn }nez una sucesion en un espacio de Hilbert H, sea M = span{ f,, }nez y sea L un

subespacio cerrado de (*(Z). Suponga que para cada sucesion x = {x, tnez € L el problema

<f7fn>H:xn; n € 7z

tiene una solucion f € H.
Entonces, para cada sucesion x = {x,}nez € L, este problema tiene una dnica solucion

Tr e M yla funcion x — Tx, de L en M, es lineal y acotada.

DEMOSTRACION.

Sea P}l : H — M la proyeccién ortogonal de H en M.

Suponga que © = {zp}nez € L. Si f € H es una solucién de (f, fu)y = zn, n € Z,
entonces P} f es la tinica solucién de este problema en M, asi que basta tomar Tz = P4 f.

Claramente T es lineal, asi que basta probar que T es cerrado.

Sea {z\) 120 C £ una sucesién tal que
29 seel y Ti9 -5yeM  cuando j — +oo,
entonces, para n € 7,
29 — x, cuando j — +oo.

Como (TxD), f,)y = 2y para todo j, tomando limite se obtiene

Jj—+oo
por lo tanto

y="Tz.

Observacién 3.4.
Bajo las mimas hipétesis de este ltimo resultado, existe una constante A > 0 tal que,

para cada sucesién x = {z, }nez € L, el problema

<f7fn>’r'-l:$n> ne
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tiene una solucion f € H tal que
115 < A .
ne”L

El siguiente resultado estd relacionado con el Lema 3.3 de [H].

Lema 3.5.
Sea {fn}nez una sucesion en un espacio de Hilbert H y sea {b,}nez una sucesion de
numeros tal que b, =1 6 b, = 0.

Suponga que para cada sucesion ¢ = {c, tnez € (*(Z) el problema

<f7 fn>7—[ = bncrw nes

tiene una solucion f € H.

Entonces existe una constante A > 0 tal que

D lanba|” < A

neL

2

> anfn

neL

H

para toda sucesion de escalares {a, }nez con soporte finito.

DEMOSTRACION.
Sea L = {{bn2n}nez : {Zn}nez € (*(Z)}, entonces L es un subespacio cerrado de ¢*(Z)

y se tiene que, para cada sucesion w = {wy, }n,ez € L, el problema

(f, fo)y =w, paranecZ

tiene una solucion f € H.
Del Lema B3 (ver también Observacién B4) sigue que existe A > 0, que no depende de
w, tal que este problema tiene una solucién f € H que satisface
2 2
1115 < A Jwal.
nez

En particular, si 2 = {2, }nez € (*(Z) y ||z||2 < 1, entonces el problema

(f, fu) =bpz, paran€Z

tiene una solucion f € H tal que

I£1I5 < A.
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Asi que, del Lema B2 sigue que

2
<A

2

Z anbnZy

nel

> antn

nel

Y

H

para cada sucesién de escalares con soporte finito {a,}nez y cada sucesion de escalares
2z = {zp}nez tal que ||z]]s < 1.

Finalmente, si para una sucesién con soporte finito {a, }necz se considera

0 si [[{anbn}llz =0,
anby,
[{@nbn}l2

Zp =
en otro caso ,

se obtiene

D lanba* < A

nel

> anfn

nel

2
H
U

Se dice que una sucesion {z, }necz en un espacio de Hilbert es minimal si, para cada p € Z,

x, ¢ span{z, : n € Z, n # p}.

Si {x,}nez es una sucesién minimal en un espacio de Hilbert H, entonces existe una

sucesion {hy, }nez C H que es biortogonal a {x,}nez, esto es

<xn7 hm>7~l - 5nm

(més detalles pueden verse en [[3, pagina 28]).

Nuestro siguiente resultado prueba que, bajo ciertas condiciones, una perturbacion espe-

cial de un nicleo de Toeplitz definido positivo es equivalente al nicleo perturbado.

Teorema 3.6.
Sea K : Z x7Z — C un nicleo de Toeplitz definido positivo tal que la sucesion
{[5(")]K}nez C Hx es minimal. Sea I C 7Z un subconjunto finito y sea {en}ner C Hi

un sistema ortonormal.
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Entonces existe una constante B > 0 tal que para cualquier sucesion de nimeros {c, }ner

que satisface 0 < ¢, < B el nicleo K + K, es equivalente al nicleo K, donde

;

p(n,m)+ p(m,n) + c,opm m,n € I,
pn,m melné¢l,
Kl(num) = ( ) ¢
p(m;n) m¢lnel,
0 mé&lngl
Y
p(n,m) = /¢, (e, [5(”)]K>HK :
DEMOSTRACION.

Sea {hn}nez C Hx una sucesién biortogonal a {[5(")};(}”62
Sea {b, }nez una sucesion definida por b, = 1sin € I y b, = 0 en otro caso.

Si {¢n}tnez € *(Z), entonces el problema

<f7 [5(n)]K>%K =b,c, paran € Z

tiene la solucion
f= g Cnhn,.
nel
Sea {ay, }nez una sucesion de escalares con soporte finito.

Del Lema B3 sigue que existe una constante A > 0 tal que

2

D lanba|> < A

nez

Z an 6™k

nez

Hi

Sea B > 0 tal que AB < 1. Suponga que {¢, }nez también satisface 0 < ¢, < B.
Si {gn}nez C Hi estd definido por

(6] + \/Cnen, sinel,
In =
[6()] g en otro caso ,
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entonces

2 2

neL

S anaen

nel

E Qn €n

nel

=B Z |anbn|?

neZ

Z an[0™)

ne”

HK HK

2
<B

Hi

2

< AB

Hi

Como
K(n7 m) + Kl(”a m) = <gn> gm)HK

el resultado sigue del Teorema BI.

3.2. Aplicaciones a procesos estocasticos

Sea (9, F, P) un espacio de probabilidad. El espacio de Hilbert L?(Q, F, P) se deno-
tara por L%(P).
Sea X = {X,}nez un proceso estocastico. Siempre se supondrd que X, € L*(P) y

E(X,) = 0 para todo n € Z. Sean

H(X) =span{X, :n € Z} C L*(P)

H/(X) =span{X, :n < j} C L*(P) para todo j € Z.

Se dice que el proceso es reqular si

(7 (X) = {o}.

JEZ

El nicleo asociado al proceso es el nicleo de covarianza K definido por
K(n,m) = cov (Xm, Xn) = E(X:, X)) = (Xon, X0) 12(p)-

Se tiene que K es un niucleo definido positivo.
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Observacién 3.7.

Se define ¥ : Hx — H(X) mediante

Entonces

(18], [0 )y, = B (ym) = (Xny X 20y = (U6 i0), D(])) oy

luego W es un operador unitario tal que W(#}.) = H/(X) para todo j € Z.

Por lo tanto el nicleo K es regular si y soélo si el proceso X es regular.
El proceso { X, }nez se dice que es débilmente estacionario si
E(X,,X,) =7(m —mn) paratodon,m € Z

para una sucesion 7 : Z — C, es decir si el nicleo asociado al proceso es de Toeplitz.
Como aplicaciones de nuestros resultados se dan pruebas del Teorema 2, pagina 292 de

[H] y del Teorema 6 de [@]. También se obtiene un resultado similar al Teorema 3 de [H].

Teorema 3.8 (Gihman-Skorokhod). [H, Teorema 2, pagina 292
Sea X = { X, }nez un proceso estocdstico. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) X = {X,}nez es reqular y débilmente estacionario.

(ii) Fziste una sucesion {a,}:2% € (*(N) y una base ortonormal {&,}nez de H(X) tal

n=0

que

+oo

Xn = Z aj &n—j

=0

Y
H/(X) =span{&, :n < j} para todo j € 7Z.
DEMOSTRACION.

Sea K el nucleo de covarianza del proceso X.
Suponga que se cumple (i). Entonces K es regular y Toeplitz.
Por el Teorema 3 existe una sucesién {a, }.129 € (2(N) y una base ortonormal {e, },cz

de Hx tal que

6k =) ajen
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y
JI'{ =Span{e, :n <j} paraj€Z.
Considere el operador unitario ¥ : Hx — H(X) definido por
U ([(5(")]K) =X, paran€Z.
Entonces

+oo
Xo = ([0"]k) =D a; ¥len,).
§=0
Para n € Z, sea
&n = \Il(en)

Entonces {&, }nez es una base ortonormal de H(X).

Para j € Z se tiene que
HI(X) = U(H)) =span {¥(e,) : n < j} =span {&, : n < j}.

El reciproco se obtiene usando otra vez el Teorema 3.

O

De acuerdo con la definicién dada en [, pdgina 17] un proceso estocastico { X, }nez en
L?(P) es aprorimadamente débilmente estacionario si existen dos constantes positivas A, B

con A < B y una sucesién definida positiva 7 : Z — C tal que

Zaan

nel

2

A Z T(n —m) aya, <

m,nel

<B Z T(n —m) ay, a,

L2(P) m,neL

para toda sucesién con soporte finito {a, }nez C C.
El siguiente lema caracteriza los procesos aproximadamente débilmente estacionarios en

términos del nucleo de covarianza.

Lema 3.9.
Sea X = { X, }nez un proceso estocdstico en L*(P). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) El proceso es aproximadamente débilmente estacionario.
(ii) El micleo de covarianza, K, del proceso X es equivalente a un nicleo de Toeplitz

definido positivo.
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DEMOSTRACION.

El resultado se obtiene de las definiciones y de la siguiente igualdad

2

Zaan

nel

= Z K(n,m) a,, a,.

L2(P) mne”

A continuacion se da una nueva demostracién de un resultado de Strandell.

Teorema 3.10 (Strandell). [@, Teorema 6]
Sea X = { X, }nez un proceso estocdstico en L*(P). Entonces las siquientes condiciones

son equivalentes:

(1) X = {Xn}nez es reqular y aprozimadamente débilmente estacionario.

(ii) FEwziste una sucesion {a,}'° € (*(N) y una base de Riesz {&,}nez de H(X) tal que

+o0
X = a;&
=0

H/(X) =span{&, :n < j} paraj€Z.

DEMOSTRACION.

Sea K el nucleo de covarianza del proceso X. Suponga que X = {X, },cz es regular y
aproximadamente débilmente estacionario. Por el Lema B el nticleo K es equivalente a un
nicleo de Toeplitz definido positivo K.

Usando el Teorema P74 se obtiene la demostracién de manera similar a la prueba del

Teorema BR. O

Nuestro siguiente resultado es similar al Teorema 3 de [H].

Teorema 3.11.
Sea S = {Sp}nez un proceso débilmente estacionario tal que la sucesion {S,}nez e€s
minimal. Entonces para cada proceso ortonormal{e, }ner C H(S), donde I es un subconjunto

finito de 7, existe una constante B > 0, tal que para cualquier sucesion de nimeros {c }ner
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tales que 0 < ¢, < B, el proceso estocastico X definido por

Sy + Cnen nel,
X, = Ven

Sh otro caso ,

es aprorimadamente débilmente estacionario.

DEMOSTRACION.

Sea K el nicleo dado por K(n,m) = cov (S,,, S,). Entonces K es un niicleo de Toeplitz.

Sea U : Hy — H(S) definida por
/] ([5(n)]K) =3,

(ver Observacién B1).
Como {S, }nez es minimal se tiene que {[6]x }nez es minimal.
Por el Teorema BA existe una constante B > 0 tal que para cualquier sucesién de niimeros

{¢n}ner que satisface 0 < ¢, < B el nicleo K + K es equivalente al nicleo K, donde

(
p(n,m) + p(m,n) + cybpm m,n € 1,
pn,m meln¢gl,
Ki(n,m) = m) ?
p(m, n) mglnel
0 me¢l,ngl

\

P, 1) = v/ ey 5]V, -
Como
cov (X, X)) = K(n,m) + Ki(n,m),
sigue que el nicleo de covarianza de X = { X, } ez es equivalente al nicleo de Toeplitz K.
Del Lema B sigue que el proceso X = {X, },cz es aproximadamente débilmente esta-

cionario.

O



Capitulo 4

Niicleos definidos positivos a valores operadores, el teorema de

descomposicion de Kolmogorov y el teorema de Naimark

4.1. El espacio de Hilbert asociado a un nucleo definido positivo a valores

operadores

Considere una familia {#,},cz de espacios de Hilbert. Un nicleo a valores operadores
de Z en {Hnlnez es una aplicacion K : Z X Z — U, ez L(Hm, Hn) tal que
K(n,m) € L(H, Hn) para n,m € Z.

En este capitulo y el que sigue, salvo que se diga lo contrario, los ntcleos a considerar
son a valores operadores.

Una sucesién {h,} en @,czH, se dice que tiene soporte finito si h,, = 0 excepto para un
numero finito de enteros n.

Un ntcleo a valores operadores K de Z en {H, }nez se dice que es un nicleo definido
positivo si

S (K, m)hn, b, = 0,
n,mez
para toda sucesion {h,} en @,czH, con soporte finito.

Sea K un nicleo definido positivo. Sea F el espacio lineal de elementos de €,,., Hn ¥

F, el espacio de elementos de F con soporte finito.

Se define Bk : F, x F, — C por la férmula

Bi(f,9) = Y (K(n,m)fm, g3, (4.1)

m,nel

para f,g € Fo, f =1{fu}, 9= {90}, fr,n € Hn.

Observe que By satisface todas las propiedades de un producto interno, excepto por el

hecho de que el conjunto
Nk ={h € F,: Bk(h,h) =0}

28
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podria ser no trivial.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
Nk ={h € F,: Bg(h,g) =0, para todo g € F,},

de donde sigue que N es un subespacio lineal de F,.
El espacio cociente JF,/Nk es también un espacio lineal. Si [h] denota la clase en F, /N

de el elemento h entonces la aplicacion dada por la férmula

<[h]7[g]> :BK(h7g>7 h,g € F,

esta bien definida, es decir, es independiente de la escogencia de los representantes. Se prueba
facilmente que (-, ) es un producto interior sobre F,/Nk.

La completacién de F, /N con respecto a la norma inducida por este producto interior
es un espacio de Hilbert que se denotara por Hx y que es conocido como el espacio de
Hilbert asociado al nicleo definido positivo K. El producto y la norma en Hg se denotaran

por (-, Y, ¥ || - [l respectivamente. Esta norma se llamard la norma inducida por K.

4.2. El teorema de descomposicion de Kolmogorov

El siguiente teorema es una versién de un resultado clasico de Kolmogorov (para una

revisién de la historia de este resultado ver [H]).

Teorema 4.1 (Kolmogorov).
Sea {H, }nez una familia de espacios de Hilbert y sea K : Z X Z — | L(Hom, Hn)

un niucleo a valores operadores definido positivo. Entonces existe una aplicacion V' definida

m,n€Z

sobre Z tal que V(n) € L(H,, Hk) para cadan € Z y
(a) K(n,m) =V*(n)V(m) sin,m € Z.
(b) Hx =\ V() H,..

neL
(¢) La descomposicion es unica en el siguiente sentido: si H' es otro espacio de Hilbert

y V' definida sobre Z es una aplicacion tal que V'(n) € L(H,, Hx) para cadan € Z
que satisfacen (a) y (b),entonces existe un operador unitario ® : Hx — H' tal que

OV (n) = V'(n) para todo n € Z.

Este teorema y su prueba pueden verse en [B, Teorema 3.1]. A continuacién se presenta

un esbozo de la prueba.
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Sea H el espacio de Hilbert asociado por el niicleo definido positivo K.

Si h € H,,, entonces el elemento h, € F, se define como sigue:

h(my = "R (12)
0 sim+£n
por lo tanto
1B = (U, (s = (B ), B,

La aplicaciéon V' se puede definir mediante la férmula V' (n) : H,, — Hy donde
V(n)h = [hy] = [hé,], h € H,,
donde 4,, es la delta Kronecker. Entonces se tiene
IV (n)Rli5, = (K(n,n)h, hjw, < [K(n)[[[Bll7,, b€ Ha

Lo cual muestra que V' (n) € L(H,, Hk).

Una aplicacién V' la cual satisface la propiedad (a) de el anterior teorema se llama una
descomposicion de Kolmogorov del nicleo K o simplemente una descomposicion del nicleo
K (ver [B]). La propiedad (b) es conocida como la propiedad minimal de la descomposicion
de Kolmogorov. El significado de la propiedad (c) es que, bajo la condiciéon minimal (b) la

descomposicion de Kolmogorov es esencialmente tnica.

4.3. Teorema de Naimark

Existe un caso particular en el que la familia {#, },cz se reduce a un solo espacio de
Hilbert, es decir H,, = H para todo n € Z. En este caso un nucleo a valores operadores es
una aplicacién K : Z x Z — L(H). En este caso se pueden considerar los ntcleos de Toeplitz,
que presentamos a continuacién.

Un niicleo K : Z x Z — L(H) es un nicleo de Toeplitz a valores operadores cuando
K(n,m)=W(m —n) para todo n,m € Z

para alguna aplicacion W : Z — L(H).
En el caso de un nicleo de Toeplitz, la construccién que aparece en el Teorema E se

enriquece y se obtiene el teorema clésico de Naimark [[@] el cual es presentado a continuacién.
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Este teorema se demostrara a partir del Teorema BT siguiendo el esquema que aparece en

[B, Theorem 3.2].

Teorema 4.2 (Naimark).
Sea H un espacio de Hilbert y sea K : Z X Z — L(H) un nicleo de Toeplitz definido
positivo. Entonces eziste un operador unitario S en L(Hy) y un operador Q) en L(H,Hk)

tal que

(a) K(n,m)=Q*S™"Q, n,m € Z.

(b) Hx = V,ez S"QH.

(¢) La descomposicion es unica en el siguiente sentido: si H' es un espacio de Hilbert
tal que ezisten un operador unitario S’ en L(H') y un operador Q' en L(H,H') que
satisfacen condiciones similares a las (a) y (b), entonces existe un operador unitario
O :Hxg — H tal que PQh = Q'h para todo h € H y S'® = OS.

Ademds @ = V(0) donde V' : Z — L(H,Hk) es la descomposicion de Kolmogorov del

nucleo K.

DEMOSTRACION.
Por el Teorema BT, existe una aplicacién V' : Z — L(H,Hg) tal que las siguientes

afirmaciones son ciertas
(i) K(n,m)=V*(n)V(m), para todo n,m € Z
(i) Hx =V, V(n)H.
Sea {hy, }nez una sucesién en H con soporte finito

2

> Vin+hy,

nez

_ Z <V(m + 1)hm, V(Tl + 1)hn>HK

Hy n,me”z

= > (V' + DV (m+ 1A, by

n,mez

= > (K(n+Lm+ Dl by

n,me”L

Anélogamente

2

> V(n)h,

neL

= > (K (n,m)hm, ha)a.

Hi n,meL
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Dado que K es un niicleo de Toeplitz, se tiene que K(n + 1,m + 1) = K(n,m) para

n, m € Z. Luego,

> K+ 1mA Dh, b =Y K (1, m) B,y by
nme”Z nme”Z

Por lo tanto

2 2

> Vin+ Dhy,

nel

> Vinh,

nel

Hr Hi

Luego, si para una sucesion a soporte finito {h, },ez C H se define

S (Z V(n)hn> => V(n+1)h,,

nez neL

se tiene que S es un operador lineal que esta bien definido, que es isométrico y cuyo dominio
y rango son variedades lineales densas en Hy. Por lo tanto S se extiende a un operador
unitario de Hyx en Hg, que se seguird denotando por S.

De la definicion de S, sigue que
SV(n)=V(n+1),
para todo n € Z. Luego, para n,m € Z y m > n, se cumple
STV (0) = V(m - n),
por lo tanto
K(n,m)=K(0,m —n)=V*(0)V(m —n) =V*(0)S™"V(0).

Tomando @ = V(0), se tiene la prueba de (a).
La parte (b) sigue inmediatamente de (ii) y la definicién de S.

La parte (c) se obtiene de la dltima parte del Teorema B

Usualmente al operador S se le conoce como dilatacion de Naimark o shift en Hp.
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Observacién 4.3.
La primera parte de el resultado previo puede ser ilustrada por el siguiente diagrama

conmutativo.




Capitulo 5

Algunas resultados para nucleos definidos positivos a valores

operadores

5.1. Nucleos definidos positivos equivalentes a valores operadores

En lo que sigue asumiremos que H es un espacio de Hilbert separable. En este capitulo se
generalizan algunos de los resultados de los Capitulos B y B al contexto de nicleos a valores

operadores.

Definicién 5.1. Sean Ky, K5 : Z x Z — L(H) dos nicleos definidos positivos.
Se dice que K7 y K5 son equivalentes si existen dos constantes A, B con 0 < A < B tales

que
Al B, < IRl l, < B[], 2y

para h € F,.

Observaciéon 5.2.

Sea K :7Z x Z — L(H) un nucleo definido positivo. Sean h € F, y {hy }nez una sucesion
en H con soporte finito.

De la definicién de la norma inducida por el nicleo K y el teorema de descomposicién

de Kolmogorov se tiene que

1P = (RL D = Y (K (nym) o, )y,

nmezZ

— Z (Vi (n)" Vi (m)hm, hn) oy

> Vi(n)h,

ne’

H

Usando el teorema de descomposicion de Kolmogorov, se prueba siguiente resultado, que

es andlogo a la Proposicion 2.

34
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El siguiente es uno de nuestros resultados para nicleos a valores operadores.

Teorema 5.3.

Sean Ki,Ky : Z X Z — L(H) dos nicleos definidos positivos. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Los nicleos Ky y Ky son equivalentes.

(ii) Ewxiste una aplicacion lineal acotada biyectiva, con inversa acotada,
o - HKl — HKQ

tal que
PV, (n) = Vi, (n) para todo n € Z.

(iii) Ezisten dos constantes A, B con 0 < A < B tales que
A Z <K1(n7m)hm7hn>H < Z <K2(n7m)hmahn>7-[ < B Z <K1(n7m)hm7hn>’H )
nme”L n,me”L n,me”L

para toda sucesion con soporte finito {hy }nez, C H.

DEMOSTRACION.

Sean Vi, v Vi, las descomposiciones de Kolmogorov de los nicleos Ki, Ky y sean Hg,,

Hr, los espacios de Hilbert asociados.

La Observacién B2 permite escribir la condicién (iii) de la siguiente manera. Existen dos

constantes Ay B con 0 < A < B tales que
Al < Nl < Bl I,

para h € F,.
En consecuencia las condiciones (i) y (iii) son equivalentes.
Supéngase que la condicién (ii) es cierta. Dado que ® es un operador lineal acotado

invertible, entonces existen dos constantes a,, b, con 0 < a, < b, tales que

ol fllse, < NP s, < ol f s, »

para todo f € Hg,.
Sea [ € Hg, dado por

f=Y Vii(n)hy,

ne’l
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donde {h, }nez es una sucesién en H con soporte finito.

Entonces

2 2

2
a, <

> Vi (n)hy,

neL

> Vi (n)hy

neL

2
< b,
2

neL

Hi,y Hi

> Vi (n)hy,

2

Hi,y

36

Por otro lado dado que K7 y K5 son nicleos definidos positivos, del teorema de descom-

posicién de Kolmogorov se tiene que

Ki(n,m) = Vi, (0)Vie,(m),  m.n€Z

y
Ko(n,m) = Vi, (Vi (m),  myn € Z.
Considerando estas expresiones se tiene que
2
> Vi (n)hy, = <Z Vie, (m)hum, > Vi, (n)
nez Hic, meZ nez
= Z <VK1(n)*VK1(m)hmahn>H
m,neL
= Z <K1(’I’L, m)hm7 hn)'H )
m,nEL
andlogamente

2

S Vi = (Ka(n,m)hy, by,

'HK2 m,ne’

Asi, tomando A = a? y B = 2 se tiene

A (B (M), By < (K, m) i, gy < B Y (K (1,m) i, i),

m,ne” m,neL m,nel
donde {h, }nez es una sucesién en H con soporte finito.
Supéngase que la condicién (iii) se cumple.

Se define la aplicacién @, : F, x, = Fo, k, COMO sigue

D, <Z Vi, (n)hn> = Vi, (n)ha,

nel

).

1

donde {h,, }necz es una sucesién en H con soporte finito. Se prueba facilmente que @, es un

operador lineal.

A continuacion se probara que ®, es un operador acotado superior e inferiormente.



5.1. NUCLEOS DEFINIDOS POSITIVOS EQUIVALENTES A VALORES OPERADORES 37

Por el teorema de descomposicién de Kolmogorov, se obtiene

> Ko, m) i, )y = > (Vie, (0) Viey (1) i, T

mne” m,ne’l

Considerando esto y la manera como fue definido el operador @, se tiene

> (Ko, m)h, hy)yy = <Z Vie, (m)him, > VKQ(n)hn>
H

mne”L

Ka
2
=D Vi, (n)hy,
nez Hi,
2
= ||®, (Z Vie, (n)hn>
nez Hrc,
De manera similar sigue que
2
> (Ea(nym) i, by, = (| Vi
m,ne” nez Hi,
Por (iii)
2 2 2
A Vi (n)hy, < ||®, (Z Vk, (n)hn> < B Vi, (n)hy, (5.1)
nez Hic, neZ Hrc, nel Hic,

Lo anterior muestra que ®, es un operador acotado superior e inferiormente. Ademas el
dominio y el rango de ®, son densos en los espacios Hg, y Hx, respectivamente. Luego este
operador puede extenderse a un operador acotado con inverso acotado ® : Hy, — Hg,.

Por construccién
OV, (n) = Vi,(n) para todo  n € Z.

O

El Teorema B33 tiene similitudes con resultados referentes a sucesiones basicas equivalen-
tes en espacios de Banach, para més detalles sobre el tema (ver [B, B]).
En el ambiente de los nicleos equivalentes, es posible dar una versién de un resultado que

aparece en el libro de Young (ver[I3], Teorema 10 pagina 38) referente a bases equivalentes.
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Nuestro siguiente resultado es la version a valores operadores de nuestro teorema de
estabilidad (Teorema B).

En primer lugar fijaremos la notaciéon. Dados dos nicleos definidos positivos
K :ZXZ— L(H)y Ky : ZxXZ — L(H), sean Vi y Vi, las descomposiciones de Kolmogorov

de K y de K; respectivamente y sean Hx v Hg, los espacios de Hilbert asociados.

Teorema 5.4.
Sean K : Z x7Z — L(H) y K1 : Z X Z — L(H) dos nicleos definidos positivos. Si
Vi, (n) € L(H,Hx) para todo n € Z y satisface

<A
Hi

)

Hi

> (Vi(n) = Vi, (n)) b,

ne”l

> Vi(n)h,

neL

para cualquier sucesion con soporte finito {h,tnez C H, donde A € (0,1), entonces K es

equivalente a K.

DEMOSTRACION.

Definamos el operador T : Hx — Hx como sigue

T (Z VK(n)hn> =D (Vk(n) = Vig,(n)) n,

ne’ neL

con {h, }nez una sucesién en H con soporte finito, por la hipdtesis T' esta bien definido y se
tiene que T es un operador lineal.

De la definicién del operador T y la hipdtesis sigue que

T (Z VK(n)hn)

neL

2 2

> Vi(n)h,

nel

<\
K

H Hi

Luego, T" es un operador acotado y ademas
1T < Al < 1.

Considérese el operador I — T : Hyxg — Hg, donde como es usual I : Hx — Hg es
el operador identidad. Dado que ||T'|| < 1, por un resultado conocido de andlisis funcional

I — T es un operador lineal acotado invertible.
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Ademads

(I-1T) <ZVK ) > Vik(n)h, —T<ZVK )

=> Vi(n)h, — (Z(VK(n) — Vi, (n))hn>
= Vi, (n)h

De lo anterior se sigue que existen constantes positivas m y M, con m < M tales que

m ||y Vic(n)h <||(I=1) <Z VK(n)hn>

nez

Hi nez Hi
=D Vi, (n)h
nez Hi
< M| Vie(n)h
nez Hi

Por la Observacién b2

> Vic(n)h

neL

2

= > (K (n,m)hm, hn)y,

Hi m,neE”L

Por hipétesis Vi, (n) € L(H, Hk) para todo n € Z, asi que Vi, (n)h, € Hg. Luego

Z (K1 (r, m) g, hay)gy = Z (Vie, (n) Vi, (m) i, B ),

nmeZ m.n€Z
= Z <VK1 (m)hma Vi, (n)h”>"HK
m,n€L
2
nez Hi

Reemplazando estas expresiones en las desigualdades se obtiene que existen constantes
positivas A y B con A < B tales que
A Z K (n,m)hy,, hy)y, < Z (Ki(n,m)hm, hp)y < B Z K (n,m)hy,, hyn)q,
m,nez m,nez m,neL
para toda sucesion {h, },cz en H con soporte finito.

Aplicando el Teorema se sigue que K7 es equivalente a K.
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2. Nucleos aproximadamente Toeplitz a valores operadores

Los siguientes corolarios también son resultados originales.

Definicién 5.5. Sea K : Z x Z — L(H) un nucleo definido positivo. Se dice que K es
aprorimadamente Toeplitz si existe un nicleo de Toeplitz definido positivo K; tal que K y

K son equivalentes.

Corolario 5.6.
Sea K : Z X Z — L(H) un nicleo definido positivo. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) El nicleo K es aprorimadamente Toeplitz.

(ii) Ezisten un nicleo de Toeplitz definido positivo Ky : Z x Z — L(H) y dos constantes
Ay B con0<A<LB tales que

AllP ke, < Ak 3 < BllAk e,
para toda h € F,.
(iii) Existen un nicleo de Toeplitz definido positivo Ky : Z X 7 — L(H) y una aplicacion

lineal acotada biyectiva, con inversa acotada,
o : HKl — HK
tales que
OV, (n) = Vik(n) para todo n € 2.

(iv) Ezisten una sucesion definida positiva W : Z — L(H) y dos constantes A, B con
0 < A < B tales que
AT (W (m = n)hm, ha)yy < Y (K (,m)h, ho)yy < B D (W (m = n)hu, ha)y,
n,mez n,me”z n,mez

donde {hy, }nez €s una sucesion en H con soporte finito.
El resultado se obtiene directamente del Teorema B=3.
A continuacién se dardn condiciones para que un nucleo sea aproximadamente Toeplitz.

Sea K : Z x Z — L(H) un ntcleo hermitiano definido positivo, supongamos K bastante

cercano, en algun sentido, a un nucleo K7 hermitiano Toeplitz definido positivo.
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. Bajo qué condiciones K es aproximadamente Toeplitz?

La respuesta a la pregunta anterior la suministra el Corolario b7, sin embargo fijaremos
antes la notacién.

Sea ‘H espacio de Hilbert de dimensién infinita y separable, sean K : Z X Z — L(H)
y Ky : Z x Z — L(H) dos nicleos definidos positivos, Hx y Hg, los espacios de Hilbert
asociados y sean Vi y Vi, las descomposiciones de Kolmogorov de K y K; respectivamente.
Supongamos que K7 es un nicleo de Toeplitz dado por Ki(n,m) = W(m — n) para alguna

sucesion de operadores W : Z — L(H).

Corolario 5.7.

Si Vk(n) € L(H,Hk,) para todo n € Z y existe X € (0,1) tal que
2

> (Vi (n) = Vic(n)) b,

nez

<N Z (W (m —n)hm, hn)yy

Hrc, m,nel

para cualquier sucesion {h,}nez, en H con soporte finito, entonces K es aprozimadamente

Toeplitz.

El resultado se obtiene directamente del Teorema B4.
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