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2



Agradecimientos

Agradezco a todos mis profesores de la Universidad Central de Venezuela, porque me

aportaron sus valiosos conocimientos, los cuales hicieron posible alcanzar este nuevo logro,

en especial agradezco a mi tutora, Doctora Marisela Domı́nguez quien en forma desinteresada
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Resumen

En este trabajo se define un nuevo tipo de núcleo denominado, núcleo aproximadamente

Toeplitz, de manera muy similar a como se define una base de Riesz. Se prueba que todo

núcleo de Toeplitz es aproximadamente Toeplitz, además se dan condiciones necesarias y

suficientes bajo las cuales dos núcleos aproximadamente Toeplitz resultan ser equivalentes.

Un caso particular de núcleos aproximadamente Toeplitz, se obtiene considerando las

covarianzas de procesos estocásticos aproximadamente estacionarios, los cuales fueron intro-

ducidos por Strandell.

Finalmente, para núcleos aproximadamente Toeplitz se da un resultado similar al teorema

de Paley-Wiener referente a bases de Riesz.
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3. Condiciones para que un núcleo sea aproximadamente Toeplitz. 63

5
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Introducción

El objetivo fundamental de este trabajo es definir y dar algunas propiedades de un nuevo

tipo de núcleo, al que hemos llamado aproximadamente Toeplitz.

Con el propósito de poder dar esta definición, en el Caṕıtulo 1 se presentan las bases de

Schauder, las sucesiones de Bessel y las bases de Riesz. Adicionalemente damos el teorema

de Paley-Wiener [16] referente a la estabilidad de bases en espacios de Banach.

El Caṕıtulo 2 es una introducción a las sucesiones totales en espacios de Hilbert, en el

que presentamos nuevos resultados que generalizan algunos resultados dados por Strandell

[20] en un contexto probabiĺıstico.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a los núcleos definidos positivos y los núcleos de Toeplitz. Las

definiciones y los resultados de este caṕıtulo son bien conocidos y son usados en el caṕıtulo

siguiente.

En el Caṕıtulo 4, se logra dar la definición de núcleos aproximadamente Toeplitz de ma-

nera muy similar a como se define una base de Riesz (ver libro de Young [21]). Un caso

particular de núcleos aproximadamente Toeplitz, se obtiene considerando las covarianzas

de procesos estocásticos aproximadamente estacionarios, los cuales fueron introducidos por

Strandell [20]. En este trabajo de grado se prueba que todo núcleo de Toeplitz es apro-

ximadamente Toeplitz, además se dan condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales

dos núcleos aproximadamente Toeplitz resultan ser equivalentes, en algún sentido. Final-

mente para núcleos aproximadamente Toeplitz se da un resultado similar al teorema de

Paley-Wiener referente a bases de Riesz.
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CAṔıTULO 1

Sucesiones de Bessel y Bases de Riesz

1. Bases de Schauder

Definición 1.1. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Una sucesión (xn)n∈N en X es una

base de Schauder de X si para cada vector x ∈ X existe una única sucesión de escalares

(an)n∈N tal que

x =
∑

n∈N
anxn en ‖ ‖.

Un espacio X con una base de Schauder (xn)n∈N puede ser considerado como un espacio

de sucesiones identificando cada x =
∑

n∈N anxn con la única sucesión de coeficientes (an)n∈N.

Es importante notar que para describir una base de Schauder hay que definir los vectores

de la base no sólo como un conjunto, sino que como una sucesión ordenada.

Definición 1.2. Sea X espacio de Banach y (xn)n∈N ⊂ X, se dice que (xn)n∈N es una

sucesión básica si es base de Schauder para span(xn)n∈N.

Teorema 1.3 (Banach). Todo espacio de Banach de dimensión infinita contiene una

sucesión básica.

Una demostración de este resultado puede verse en [13, teorema 1.a.5].

2. Biortogonalidad en espacios de Banach

Sea X un espacio normado con cuerpo de escalares F (donde F representa a R ó C).

Consideremos su espacio dual topológico:

X∗ = {f : X → F tales que f funcional lineal acotado}.
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2. BIORTOGONALIDAD EN ESPACIOS DE BANACH 9

Definición 1.4. Sea (xn)n una sucesión de elementos en un espacio de Banach X y sea

(fn)n una sucesión en el espacio dual X∗. El sistema {xn, fm}n,m (n,m = 1, 2, ...) se dice que

es un sistema bi-ortogonal cuando

fm(xn) =





1 para m = n

0 para m 6= n
(1.1)

Observación 1.5. Sean X espacio de Banach, (xn)n una base de Schauder para X,

x∗n ∈ X∗. Si x =
∑∞

n=1 anxn, para una sucesión de escalares (an)n, entonces

x∗n(x) = x∗n

( ∞∑
j=1

ajxj

)
= an (1.2)

y x∗n(xm) = δnm porque xn =
∑∞

j=1 δjnxj.

El sistema {xn, x
∗
m}n,m es biortogonal.

En algunas ocasiones se dice que (x∗n)n es biortogonal a (xn)n. En este caso (x∗n)n resulta

ser base para el espacio dual X∗, al funcional lineal x∗n se le denomina funcional lineal

coordenado.

Definición 1.6. Sean X un espacio de Banach y {xn}n∈N ⊆ X. Se dice que {xn}n∈N es

completa o total cuando span{xn}n∈N = X.

Definición 1.7. Sean X un espacio de Banach y {xn}n∈N ⊆ X. Se dice que {xn}n∈N es

mı́nima cuando xj 6∈ span{xi}i 6=j para todo j ∈ N.

Ejemplo 1.8. Sea {en}n∈N una base ortonormal para un espacio de Hilbert H de dimen-

sión infinita y separable. Sea

gn = en + en+1.

Entonces {gn}n∈N es mı́nima y completa.

Teorema 1.9. Sean X espacio de Banach y {xn}n una sucesión de elementos en X. La

sucesión {xn}n es mı́nima si y sólo si existe una sucesión {fm}m ⊂ X∗ tal que {xn, fm}n,m

es biortogonal.

La demostración puede verse en [11].

En el caso de espacios de Hilbert la bi-ortogonalidad se define usando el producto interno

en lugar de los funcionales lineales.
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Definición 1.10. Sean H un espacio de Hilbert y {xi}i∈N, {yi}i∈N ⊆ H. Se dice que

{yi}i∈N es bi-ortogonal a {xi}i∈N cuando

〈xi, yj〉 = δi,j

para todo i, j ∈ N. A la sucesión de pares {(xi, yi)}i∈N se le llama sistema bi-ortogonal.

3. Sucesiones Equivalentes

En esta sección estudiaremos las sucesiones equivalentes en espacios de Banach, éstas

jugarán un papel importante en el desarrollo de las ideas del caṕıtulo siguiente.

Definición 1.11. Sean X, Y espacios de Banach, (xn)n∈N, (yn)n∈N, sucesiones básicas

en X, Y respectivamente (con la posibilidad de que los espacios sean diferentes). Se dice que

(xn)n∈N, (yn)n∈N son equivalentes si:

∞∑
i=1

aixi y
∞∑
i=1

aiyi (1.3)

convergen o divergen juntas, para toda sucesión de escalares (an)n∈N.

Proposición 1.12. Sean X,Y espacios de Banach, dadas dos sucesiones básicas

(xn)n∈N ⊂ X y (yn)n∈N ⊂ Y . Se tiene que (xn)n∈N es equivalente a (yn)n∈N si y sólo si

existe una constante c, con 0 < c < ∞, tal que

c−1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

≤
∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ c

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

(1.4)

para toda sucesión de escalares (an)n∈N.

Es decir, (xn)n∈N y (yn)n∈N son sucesiones equivalentes si y sólo si la aplicación

ψ : span{xn} → span{yn}, dada por ψ(xn) = yn, es un isomorfismo.

En este caso se dice que (xn)n∈N y (yn)n∈N son c-equivalentes.

La demostración del resultado anterior puede verse en [3].

Dada una base de Schauder (xn)n∈N para un espacio de Banach X, se definirá la n-ésima

proyección. Se consideran los funcionales coordenados x∗n : X → F dados por

x∗n(x) = an
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donde x =
∑∞

i=1 aixi. Y se define la n-ésima proyección Pn : X → span(xn) por

Pn(x) =
n∑

i=1

x∗i (x)xi =
n∑

i=1

aixi.

Teorema 1.13. Si (xn)n∈N es una base de Schauder para un espacio de Banach X,

entonces Pn y x∗n son continuos. Además

k = sup
n
‖Pn‖ < ∞.

La demostración puede verse en [3].

El número k que aparece en el resultado anterior recibe el nombre de constante base de

la base (xn)n∈N y se dice que (xn)n∈N es una sucesión básica con constante k.

Una base monótona es una base con constante base igual a 1.

Sea

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) (1.5)

donde 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.

Ejemplo 1.14. Si 1 ≤ p < ∞ entonces {en}n≥1 es una base de Schauder de lp, conocida

como la base canónica. Ésta es una base monótona para lp.

Teorema 1.15. Una sucesión (xn)n de vectores, tal que xn 6= 0 para todo n, es una base

de Schauder para el espacio de Banach X, si y sólo si

(i) (xn)n tiene span lineal denso en X, esto es, span{xn} = X.

(ii) Existe una constante k tal que

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ k

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ (1.6)

para toda sucesión finita de escalares (ai)
m
i=1 y para todo n < m.

Aśı, (xn)n es una sucesión básica si y sólo si (ii) es verdadero.

La demostración puede verse en [3].
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Observación 1.16.

(a) Si (xn)n∈N es una sucesión básica para cierto espacio de Banach X, y si encontramos

alguna sucesión (yn)n∈N que satisface

c−1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

≤
∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ c

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

entonces (yn)n∈N también es una sucesión básica equivalente a (xn)n∈N.

(b) Si (xn)n∈N es una sucesión básica con constante k, y si (yn)n∈N satisface la desigual-

dad anterior, entonces (yn)n∈N tiene base constante a lo sumo c2k.

En efecto, de acuerdo a la desigualdad anterior, se tiene que
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

≤ c

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ ck

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ c2k

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

(1.7)

con m ≥ n y c, k > 0

Ejemplo 1.17.

(1) Una sucesión básica (xn)n∈N para un espacio de Banach X es equivalente a la base

usual para lp si y sólo si

c−1

( ∞∑
i=1

|ai|p
) 1

p

≤
∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ c

( ∞∑
i=1

|ai|p
) 1

p

(1.8)

para alguna constante c > 0 y para cualquier sucesión de escalares (an)n∈N.

(2) Cualquier base ortonormal en un espacio de Hilbert H separable es 1-equivalente

(c = 1) a la base canónica de l2.

Dado un subespacio cerrado M de un espacio normado X, se dice que M es complemen-

tado en X si existe otro subespacio cerrado N tal que

X = M ⊕N.

Equivalentemente, M es complementado en X si M es el rango de una proyección lineal

continua P sobre X.

Teorema 1.18 (El principio de perturbación pequeña). Sea (xn)n una sucesión básica

normalizada en un espacio de Banach X con una constante base k, y suponga que (yn)n ⊂ X
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con ∞∑
i=1

‖xn − yn‖ = δ (1.9)

(i) Si 2kδ < 1, entonces (yn)n es una sucesión básica equivalente a (xn)n.

(ii) Si span{xn}n es complementado por una proyección acotada P : X → X y si

8kδ‖P‖ < 1

entonces span{yn}n es también complementado en X.

La demostración puede verse en [3].

Definición 1.19. Sea H espacio vectorial y sean ‖ · ‖, ‖ · ‖1, dos normas sobre H.

Se dice que ‖ · ‖ y ‖ · ‖1 son normas equivalentes cuando existen m,M > 0, M ≥ m tales que

m‖x‖ ≤ ‖x‖1 ≤ M‖x‖

para todo x ∈ H. Esto se denota con ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖1.

Definición 1.20. Sea H espacio vectorial, sean 〈., .〉, 〈., .〉1, dos productos internos sobre

H. Se dice que 〈., .〉 y 〈., .〉1 son productos internos equivalentes cuando ellos generan normas

equivalentes.

4. Sucesiones de Bessel

Definición 1.21. Sea H un espacio de Hilbert de dimensión infinita y separable. Una

sucesión {xn}n∈N ⊂ H se llama sucesión de Bessel si

∞∑
n=1

|〈h, xn〉|2 < +∞

para todo h ∈ H.

Observación 1.22. Si {xn}n∈N es una sucesión de Bessel, entonces la serie

∑

n∈N
anxn

es convergente para a = {an}n ∈ l2(N) y existe una constante B > 0 tal que
∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2
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para todo a ∈ l2(N).

La constante B recibe el nombre de cota de Bessel para la sucesión y viene dada por

B = sup





∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

: ‖a‖l2(N) = 1



 (1.10)

La desigualdad de Cauchy Schwartz establece que si X es un espacio vectorial con pro-

ducto interior, entonces

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ (1.11)

para todo x, y ∈ X. Además la igualdad |〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖ es cierta si y sólo si x, y son

linealmente dependientes. En particular, |〈x, x〉| = ‖x‖2 para todo x ∈ X.

Proposición 1.23. Sea H espacio de Hilbert, {xn} ⊆ H sucesión. Si {xn} es una suce-

sión de Bessel, entonces existe una constante B tal que

∞∑
n=1

|〈h, xn〉|2 ≤ B‖h‖2 (1.12)

para todo h ∈ H.

La prueba se puede ver en [21].

Proposición 1.24. Sea H espacio de Hilbert y {xn}n∈N ⊆ H una sucesión. Entonces

{xn}n∈N es una sucesión de Bessel con cota B si y sólo si la desigualdad

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2

se cumple para todo a = {an} ∈ l2(N).

Demostración. Sean {xn}n∈N sucesión de Bessel y a = {an} ∈ l2(N). Se tiene que

∑

n∈N
|〈h, xn〉|2 < +∞

para todo h ∈ H.

Sea

ho =
∑

n∈N
anxn ∈ H.
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

∣∣∣∣∣
∑

n∈N
an 〈ho, xn〉

∣∣∣∣∣

2

≤
∑

n∈N
|an〈h0, xn〉|2 ≤

(∑

n∈N
|an|2

)(∑

n∈N
|〈ho, xn〉|2

)
.

Entonces

|〈ho, ho〉|2 =

∣∣∣∣∣

〈
ho,

∑

n∈N
anxn

〉∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
∑

n∈N
an 〈ho, xn〉

∣∣∣∣∣

2

≤
(∑

n∈N
|an|2

)(∑

n∈N
|〈ho, xn〉|2

)
=

(∑

n∈N
|an|2

)(∑

n∈N
|〈ho, xn〉|2

)
.

Usando el caso en que la desigualdad de Cauchy-Schwartz es una igualdad, usando que

{an}n∈N ∈ l2(N) y que {xn}n∈N es una sucesión de Bessel se obtiene

|〈ho, ho〉|2 = ‖h0‖4 =

∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

4

≤
(∑

n

|an|2
) (∑

n

|〈ho, xn〉|2
)

< +∞

Por otra parte por 1.23 se tiene que existe B > 0 tal que

∑

n∈N
|〈ho, xn〉|2 ≤ B‖ho‖2.

Luego,

|〈ho, ho〉|2 =

∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

4

≤ B‖h0‖2

(∑
n

|an|2
)

= B

∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2 (∑
n

|an|2
)

,

esto implica ∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B

(∑
n

|an|2
)

,

donde B = sup
{‖∑n anxn‖2 : ‖a‖l2(N) = 1

}
.

Para el rećıproco tenemos H espacio de Hilbert, {xn}n∈N ⊆ H una sucesión y se cumple

∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B

(∑
n

|an|2
)

,

para toda sucesión de escalares a = {an} ∈ l2(N) . Sea

ho =
∑

n∈N
anxn ∈ H.
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Por Cauchy Schwartz tenemos
∣∣∣∣∣
∑

n∈N
an 〈ho, xn〉

∣∣∣∣∣

2

≤
∣∣∣∣∣

〈
h0,

∑

n∈N
anxn

〉∣∣∣∣∣

2

≤ ‖h0‖2

∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2

luego ∣∣∣∣∣
∑

n∈N
an 〈ho, xn〉

∣∣∣∣∣

2

≤ ‖h0‖2 B

(∑
n

|an|2
)

por lo tanto

(∑
n

|an|2
) (∑

n

|〈ho, xn〉|2
)
≤ ‖h0‖2 B

(∑
n

|an|2
)

de lo cual se tiene (∑
n

|〈ho, xn〉|2
)
≤ B ‖h0‖2 < +∞

y aśı {xn} es una sucesión de Bessel con cota B ¤

Ejemplo 1.25. Sea t ∈ [0, 1], sea gn : [0, 1] → R dada por gn(t) = tn. La sucesión

{g0, g1, g2, ...} forma una sucesión de Bessel en L2[0, 1].

En efecto. Sean f ∈ L2([0, 1]) y

cn =

∫ 1

0

tnf(t)dt = 〈f, gn〉

donde n ≥ 0.

Entonces

|cn|2 =

∣∣∣∣
∫ 1

0

tnf(t)dt

∣∣∣∣
2

= | 〈f, gn〉 |2.
Luego

( ∞∑
n=0

|cn|2
)2

=

( ∞∑
n=0

|〈f, gn〉|2
)2

≤
( ∞∑

n=0

‖f‖2
2‖gn‖2

2

)2

= ‖f‖4
2

( ∞∑
n=0

‖gn‖2
2

)2

= ‖f‖4
2

( ∞∑
n=0

∫ 1

0

t2ndt

)2

= ‖f‖4
2

( ∞∑
n=0

1

2n + 1

)2

≤ ‖f‖4
2

∞∑
n=0

(
1

2n + 1

)2

≤ ‖f‖4
2

∞∑
n=0

1

n2
= ‖f‖4

2

π2

6

≤ ‖f‖4
2π

2.
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Por lo tanto
∞∑

n=0

|cn|2 ≤ π‖f‖2
2 = π

∫ 1

0

|f(t)|2dt < +∞

para toda f ∈ L2[0, 1].

Esto es ( ∞∑
n=0

|〈f, gn〉|2
)

< +∞

para toda f ∈ L2[0, 1] y aśı la sucesión {g0, g1, g2, ...} forma una sucesión de Bessel en L2[0, 1].

Ahora calculemos la cota de Bessel, B, para esta sucesión. Sea an ≥ 0 para n = 0, 1, ...

se tiene que

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

cngn

∥∥∥∥∥

2

2

=

〈 ∞∑
n=0

cngn,

∞∑
m=0

cmgm

〉
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

cncm〈gn, gm〉

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

cncm

∫ 1

0

tntmdt =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

cncm

m + n + 1
≤ π

∞∑
n=0

|an|2

Donde se ha utilizado la desigualdad de Hilbert (ver [21]).

∞∑
n=0

∞∑
m=0

cncm

m + n + 1
≤ π

∞∑
n=0

|an|2 (1.13)

si an ≥ 0 para n ≥ 0.

Luego

B = sup





∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

: ‖a‖l2(N) = 1



 = π.

5. Bases de Riesz

Definición 1.26. Sea H espacio de Hilbert de dimensión infinita y separable. Una su-

cesión {xn}n∈N ⊆ H es una base de Riesz para H si

a) {xn}n∈N es total en H, esto es H = span{xn}n o equivalentemente, el conjunto de

todas las combinaciones lineales finitas de {xn}n∈N es denso en H, es decir, para

todo h ∈ H y para todo ε > 0, existe c1, c2, ..., cs ∈ C y n1, n2, ..., ns ∈ N tales que

∥∥∥∥∥h−
s∑

i=1

cixni

∥∥∥∥∥ < ε. (1.14)
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b) Existen constantes A,B > 0, A ≤ B tales que

A
∑

n∈N
|an|2 ≤

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2 (1.15)

con a = {an}n∈N ∈ l2 (N).

Proposición 1.27. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y sea

{xn}n∈N una sucesión en H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) {xn}n∈N es una base de Riesz para H.

(ii) Existe un operador lineal, acotado e invertible ψ : H → H y una base ortonormal

{en}n∈N para H tal que

ψ(en) = xn

para todo n ∈ N.

(iii) Existe un producto interior 〈., .〉1 sobre el espacio lineal H, equivalente al producto

interior sobre H tal que {xn}n∈N es una base ortonormal para (H, 〈., .〉1).

Demostración.

(i)⇒(ii)

Sea {xn}n∈N una base de Riesz para H, entonces se tiene que

(a) X es total en H.

(b) Existen constantes A,B > 0, B ≥ A tales que

A
∑

n∈N
|an|2 ≤

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2

para todo a = {an} ∈ l2(N).

Por otra parte tenemos que todo espacio de Hilbert separable tiene una base ortonormal.

Sea {en}n∈N una base ortonormal para H, entonces

A

∥∥∥∥∥
∑

n

anen

∥∥∥∥∥

2

= A

〈∑
m

amem,
∑

n

anen

〉

= A
∑
m

∑
n

aman 〈em, en〉 = A
∑
m

|am|2
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Por lo tanto

A
∑

n

|an|2 ≤
∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n

|an|2.

Sea C = máx{B, 1/A}. Entonces

1

C

∑
n

|an|2 ≤
∥∥∥∥∥
∑

n

anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ C
∑

n

|an|2.

De lo anterior se tiene que {xn}n∈N y {en}n∈N son bases equivalentes.

Sea T : H → H el operador dado por

T

(∑

n∈N
anen

)
=

∑

n∈N
anxn

donde {an}n∈N es una sucesión de escalares.

A continuación se probará que

(a) T es lineal.

(b) T es inyectiva.

(c) T es sobreyectiva.

(d) Ten = xn para todo n ∈ N.

(e) T es acotado e invertible.

Veámoslo.

(a) Sean x, y ∈ H y λ ∈ C. Si

x =
∑

n

〈x, en〉en, y =
∑

n

〈y, en〉en

entonces

T (λx + y) =
∑

n

(λ〈x, en〉+ 〈y, en〉)en

=
∑

n

λ〈x, en〉en +
∑

n

〈y, en〉en = λT (x) + T (y)

por lo tanto T es lineal.

(b) Sean x′, y′ ∈ H, dados por

x′ =
∑

n∈N
anen, y′ =

∑

n∈N
bnen

donde {an}n, {bn}n son sucesiones de escalares.
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Si T (x′) = T (y′) entonces
∑

n

anxn =
∑

n

bnxn.

Luego
∑

n

(an − bn)xn = 0

por lo tanto an = bn para todo n. Luego x′ = y′.

Por lo tanto T es inyectiva.

(c) Dado z ∈ H existe (an)n tal que

z =
∑

n∈N
anxn.

Sea

x =
∑

n∈N
anen.

Entonces existe x ∈ H y T (x) = z, de lo cual se tiene que T es sobreyectiva.

De (a), (b) y (c) se concluye que T es un operador lineal biyectivo.

(d) Dado k, usando la delta de Dirac y la definición de T se obtiene:

T (ek) = T

(∑

i∈N
δikei

)
=

∑

i∈N
δikxi = xk.

(e) Para probar que T es un operador acotado definamos

Tn

(
n∑

i=−n

aiei

)
=

n∑
i=−n

aixi.

Dado k, usando la delta de Dirac y la definición de Tn se obtiene:

Tn(ek) = Tn

(
n∑

i=−n

δikei

)
=

n∑
i=−n

δikxi =





xk para − n ≤ k ≤ n

0 en otro caso

Entonces

T (x) =
∑

n∈N
anT (en) =

∑

n∈N
anxn = ĺım

n→∞
Tn(x)

para todo x ∈ H.

Por otra parte, se tiene que

‖Tn(x)‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

i=−n

aixi

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2 = B‖x‖2
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donde

x =
∑

n∈N
anen.

Por lo tanto

‖Tn(x)‖ ≤
√

B‖x‖

y aśı Tn es un operador acotado y además

‖T (x)‖2 =
∥∥∥ ĺım

n→∞
Tn(x)

∥∥∥
2

≤ B‖x‖,

luego T es acotado, de donde se tiene que T es continuo.

De (c) y (e) se tiene que T es un operador biyectivo y continuo. Por un corolario del

teorema de la aplicación abierta T−1 existe y también es continuo. Entonces T−1 es acotado,

luego tomando ψ = T se tiene garantizada la existencia del operador ψ : H → H con

ψ(en) = xn

para todo n ∈ N.

(ii)⇒(iii)

Por hipótesis existe un operador lineal acotado e invertible ψ : H → H y una base

ortonormal ortonormal {en}n∈N para H tal que

ψ(en) = xn

para todo n ∈ N. Por lo anterior existe ψ−1 acotado e invertible. Sea

Φ = ψ−1.

Entonces

Φ(xn) = en

para todo n ∈ N.

Definamos un nuevo producto interior 〈x, y〉1 sobre H de la siguiente forma

〈x, y〉1 = 〈Φx, Φy〉 .

Sea ‖ · ‖1 la norma inducida por este nuevo producto, entonces

〈x, x〉1 = ‖x‖2
1 = 〈Φx, Φx〉 = ‖Φx‖2.
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De esto se deduce que

〈Φ−1x, Φ−1x〉1 = 〈x, x〉.
Por lo tanto

∥∥Φ−1x
∥∥2

1
= ‖x‖2.

Como Φ es acotado

‖x‖1 = ‖Φx‖ ≤ ‖Φ‖‖x‖. (1.16)

Como Φ−1 es acotado

‖x‖ =
∥∥Φ−1x

∥∥
1
≤

∥∥Φ−1
∥∥ ‖x‖1.

Luego
‖x‖
‖Φ−1‖ ≤ ‖x‖1 (1.17)

De (1.16) y (1.17) tenemos que

‖x‖
‖Φ−1‖ ≤ ‖x‖1 ≤ ‖Φ‖‖x‖.

Tomando m = 1
‖Φ−1‖ y M = ‖Φ‖, se sigue que

m‖x‖ ≤ ‖x‖1 ≤ M‖x‖.

Y aśı ‖ · ‖1 es equivalente a ‖ · ‖.
Por otra parte tenemos que de acuerdo como hemos definido el nuevo producto interior

se tiene

〈xi,xj〉1 = 〈Φxi, Φxj〉 = 〈ei, ej〉 = δij

y aśı {xn}n∈N es una base ortonormal bajo este producto.

(iii)⇒(i)

Por hipótesis tenemos que dado el producto interior 〈., .〉 sobre H y {xn} ⊆ H existe

un producto interior 〈., .〉1 sobre H equivalente a 〈., .〉 y además 〈xn, xm〉1 = δn,m para todo

n,m ∈ N.

Sea {en}n∈N una base ortonormal para H bajo el producto interior 〈., .〉 y definamos el

operador ψ : span{xn}n∈N → H mediante

ψ

(
N∑

n=0

anxn

)
=

N∑
n=0

anen

con {an}n∈N ∈ l2(N).
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Es claro que ψ es lineal, sea x ∈ span{xn}n∈N, entonces

‖x‖2
1 =

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

anxn

∥∥∥∥∥

2

1

=
N∑

n=0

N∑
m=0

anam〈xn, xm〉1 =
N∑

n=0

|an|2.

Por otra parte tenemos

N∑
n=0

|an|2 =
N∑

n=0

N∑
m=0

anam〈en, em〉 =

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

anen

∥∥∥∥∥

2

= ‖ψ(x)‖2

luego

‖x‖1 = ‖ψ(x)‖ (1.18)

para todo x ∈ span{xn}n∈N. Por hipótesis 〈., .〉 es equivalente a 〈., .〉1. Luego ‖ · ‖1 es equi-

valente a ‖ · ‖. De donde existen constantes m,M > 0 tales que

m‖x‖ ≤ ‖x‖1 ≤ M‖x‖ (1.19)

para todo x ∈ H. De la desigualdad anterior y de (1.18) se tiene que

m‖x‖ ≤ ‖ψ(x)‖ ≤ M‖x‖

para todo x ∈ span{xn}n∈N. Luego ψ es un operador lineal acotado superior e inferiormente.

Entonces ψ puede ser extendido por continuidad a un operador ψ̃ definido en span{xn}n∈N.

Tenemos que ψ̃ : H → H dada por

ψ̃

(∑

n∈N
anxn

)
=

∑

n∈N
anen.

Si x =
∑

n∈N anxn se tiene que

‖x‖2
1 =

∥∥∥ψ̃(x)
∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anen

∥∥∥∥∥

2

=
∑

n∈N
|an|2. (1.20)

Combinando esto con (1.19) se sigue que

m2‖x‖2 ≤
∑

n∈N
|an|2 ≤ M2‖x‖2. (1.21)

De (1.21) concluimos que

1

M2

∑

n∈N
|an|2 ≤ ‖x‖2 ≤ 1

m2

∑

n∈N
|an|2.
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Sean

x =
∑

n∈N
anxn.

Tomando A = 1
M2 y B = 1

m2 se tiene que

A
∑

n∈N
|an|2 ≤

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥

2

≤ B
∑

n∈N
|an|2

Por lo tanto {xn}n∈N es una base de Riesz para H. ¤

Observación 1.28. Si {xn}n∈N es una base de Riesz para H, entonces ésta es una

sucesión de Bessel y existe una única sucesión {yn}n∈N en H la cual es bi-ortogonal a {xn}n∈N.

La sucesión {yn}n∈N también es una base de Riesz para H y para todo h ∈ H se tiene que

h =
∑

n

〈h, yn〉xn, h =
∑

n

〈h, xn〉yn. (1.22)

6. Estabilidad de bases en espacios de Banach y teorema de Paley -Wiener

El criterio fundamental de estabilidad, e históricamente el primero, se debe a Paley -

Wiener [16]. Este se basa en el hecho elemental de que un operador lineal acotado T sobre

un espacio de Banach es invertible cuando

‖I − T‖ < 1.

Teorema 1.29 (Paley -Wiener). Sea {xn} una base para un espacio de Banach X, y

suponga que {yn} es una sucesión de elementos en X tal que
∥∥∥∥∥

N∑
n=1

cn(xn − yn)

∥∥∥∥∥ ≤ λ

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

cnxn

∥∥∥∥∥ (1.23)

para alguna constante λ, con 0 ≤ λ < 1 y para cualquier sucesión de escalares {cn}. Entonces

{yn} es una base para X equivalente a {xn}.

Demostración. Por hipótesis se tiene que si la serie
∑∞

n=1 cnxn es convergente entonces

la serie
∑∞

n=1 cn(xn − yn) es convergente. Definamos la aplicación T : X → X mediante

T

( ∞∑
n=1

cnxn

)
=

∞∑
n=1

cn(xn − yn).
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Evidentemente T es lineal y acotada y ‖T‖ ≤ λ < 1. Luego el operador I − T es invertible.

Como (I − T )(xn) = yn para todo n, se sigue el resultado.

¤

La estructura de espacios de Hilbert permite reformular el Teorema 1.29 de la siguiente

manera.

Teorema 1.30 (Criterio de Paley-Wiener). Sea {en} una base ortonormal para un es-

pacio de Hilbert H y sea {zn} ⊆ H una sucesión que satisface
∥∥∥∥∥
∑

n

cn(en − zn)

∥∥∥∥∥ ≤ λ

(∑
n

|cn|2
)1/2

(1.24)

para alguna constante λ, con 0 ≤ λ < 1 y para toda sucesión de escalares {cn}n∈N. Entonces

{zn}n∈N es una base de Riesz para H.

A continuación presentaremos un resultado de Kadec (ver libro de Young [21, p. 42]),

que nos permitirá presentar un ejemplo de una base de Riesz.

Teorema 1.31 (Teorema 1/4 de Kadec). Si {λn}n∈N es una sucesión de numeros reales

para el cual se cumple

|λn − n| ≤ l <
1

4
(1.25)

para todo n ∈ N. Entonces La sucesión
{
eiλnt

}
n∈N satisface el criterio de Paley - Wiener y

por tanto forma una base de Riesz para L2[−π, π].

Ejemplo 1.32. Sean 1 < p < ∞ y {λn}n∈N ⊂ R tal que

|λn − n| ≤ 1

2p
.

Se puede probar que la sucesión
{
eiλnt

}
n∈N es una base de Riesz para Lp[−π, π] (ver libro

de Young [21, p. 118]).



CAṔıTULO 2

Sucesiones totales en espacios de Hilbert

Definición 2.1. Un operador A definido en un espacio normado E se llama densamente

definido si su dominio es un subconjunto denso de E, esto es

Dom(A) = E.

Ejemplo 2.2. El operador diferencial D = d
dx

es densamente definido en L2(R) porque

el subespacio de funciones diferenciales es denso en L2(R).

Definición 2.3. Sean A y B operadores en un espacio vectorial E. Si se cumple

Dom A ⊂ Dom B y Ax = Bx para todo x ∈ Dom(A) se dice que B es una extensión

de A y se escribe A ⊂ B.

En lo que sigue H denotará un espacio de Hilbert separable. Sea 〈., .〉 el producto interior

en H.

Se usarán sucesiones bilaterales en lugar de las sucesiones usuales, es decir el sub́ındice

de la sucesión estará en Z en lugar de N.

Sea {xn}n ⊂ H, podemos definir el espacio de Hilbert generado por esta sucesión de la

siguiente manera

H{xn}n∈Z := span{xn}n∈Z.

En este caso se tiene que {xn}n es una sucesión total en H{xn}n∈Z. Además se tiene que

H{xn}n∈Z ⊂ H, como subespacio cerrado.

Proposición 2.4. Sean {xn}n∈Z y {yn}n∈Z sucesiones en H, se tiene que

〈xn, xm〉 = 〈yn, ym〉

para todo n,m ∈ Z si y sólo si existe una isometŕıa sobreyectiva Φ : H{xn}n∈Z → H{yn}n∈Z

tal que

Φ(xn) = yn

26
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para todo n ∈ Z.

Demostración. Sean {xn}n∈Z, {yn}n∈Z sucesiones en H tales que

〈xn, xm〉 = 〈yn, ym〉

para todo n,m ∈ Z. Entonces para cualquier sucesión finita de escalares {an}q
n=p y {bn}q

n=p

tenemos que
〈

q∑
n=p

anxn,

q∑
m=p

bmxm

〉
=

q∑
n,m=p

anbm〈xn, xm〉

=

q∑
n,m=p

anbm〈yn, ym〉

=

〈
q∑

n=p

anyn

q∑
m=p

bmym

〉
.

Luego 〈
q∑

n=p

anxn,

q∑
m=p

bmxm

〉
=

〈
q∑

n=p

anyn,

q∑
m=p

bmym

〉
.

Consideremos el operador Φo : span{xn}n∈Z → span{yn}n∈Z dado por Φo(xn) = yn y

extendido linealmente.

Miremos que Φo preserva la norma. En efecto
∥∥∥∥∥

q∑
n=p

anxn

∥∥∥∥∥

2

=

〈
q∑

n=p

anxn,

q∑
m=p

amxm

〉

=

〈
q∑

n=p

anyn,

q∑
n=p

amym

〉

=

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anyn

∥∥∥∥∥

2

.

Luego ∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anyn

∥∥∥∥∥ .

Pero de acuerdo a como hemos definido Φo tenemos que
∥∥∥∥∥Φo

(
q∑

n=p

anxn

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anΦo(xn)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anyn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anxn

∥∥∥∥∥ .

Y aśı Φo es una isometŕıa.
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Como Φo es una isometŕıa, es claro que Φo es un operador acotado. Luego podemos

extender por continuidad a una isometŕıa definida sobre H(xn)n∈Z = span{xn}n∈Z. Esto es,

si

a =
∞∑

n=−∞
anxn ∈ span{xn}n∈Z,

entonces existe

aN =
N∑

n=−N

akxk ∈ span{xn}n∈Z

tal que ĺımN→∞ aN = a.

Para definir la extensión Φ : span{xn}n∈Z → span{yn}n∈Z se procede de la siguiente

manera.

Si h ∈ span{xn}n∈Z entonces

h = ĺım
N→∞

hN

donde hN ∈ span{xn}n∈Z.

Sea

Φ(h) = ĺım
N→∞

Φ(hN).

Luego

Φ

(∑

n∈Z
anxn

)
= ĺım

N→∞
Φo

(
N∑

n=−N

akxk

)
= Φo

(
ĺım

N→∞

N∑

k=n

akyk

)

= ĺım
N→∞

N∑

k=−N

akΦo(xk) = ĺım
N→∞

N∑

k=−N

akyk

=
∞∑

n=−∞
anyn

y además Φxn = yn para todo n ∈ Z por la linealidad de Φ.

Es claro que para todo

b =
∞∑

n=−∞
anyn ∈ span{yn}n∈Z

existe

a =
∞∑

n=−∞
anxn ∈ span{xn}n∈Z

tal que Φ(a) = b luego Φ es sobre.
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Además
∥∥∥∥∥Φ

(∑

n∈Z
anxn

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ĺım
n→∞

(
n∑

k=−n

akΦoxk

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ĺım
n→∞

(
n∑

k=−n

akyk

)∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=−∞
akyk

∥∥∥∥∥ = ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

k=−n

akxk

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
∑

n∈Z
anxn

∥∥∥∥∥ .

Por lo tanto Φ es una isometŕıa sobreyectiva.

Rećıprocamente. Sea Φ : H{xn}n∈Z → H{yn}n∈Z una isometŕıa sobreyectiva tal que

Φxn = yn para todo n ∈ Z.

Como Φ es isometŕıa se tiene que

‖Φx‖ = ‖x‖

para todo x ∈ X

〈Φx, Φy〉 = 〈x, y〉

para todo x, y ∈ X.

Luego

〈yn, ym〉 = 〈Φxn, Φxm〉 = 〈xn, xm〉

para todo n,m ∈ Z. ¤

1. Partición del conjunto de las sucesiones totales

Proposición 2.5. Sean {xn}n∈Z y {yn}n∈Z sucesiones en H, y sea τ : Z → C tal que

〈yn, ym〉 = τ(n−m) para todo n,m ∈ Z. Se tiene que

〈xn, xm〉 = τ(n−m)

para todo n,m ∈ Z si y sólo si existe una isometŕıa sobreyectiva Φ : H{xn}n∈Z → H{yn}n∈Z

tal que

Φ(xn) = yn

para todo n ∈ Z.
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Esta proposición se deduce de la Proposición 2.4.

Definamos los siguientes conjuntos de sucesiones bilaterales a valores complejos

F = {τ : Z→ C tal que existe {xn}n∈Z ⊂ H, 〈xn, xm〉 = τ(n−m)}

y para r ∈ N ó r = ∞ el conjunto

F(r) =





τ ∈ F : existe {xn}n∈Z ⊂ H, 〈xn, xm〉 = τ(n−m)

y {xn}n∈Z total en un subespacio de dimensión r de H



 .

Proposición 2.6. La familia

{F(r) : r ∈ N ó r = ∞}

es una partición de F.

Demostración. Suponga que F(r1) ∩ F(r2) 6= ∅ para algunos r1, r2 ∈ N. Se sigue que

existe τ ∈ F(r1) ∩ F(r2).

Por la definición de F(·) existen sucesiones {xn}n∈Z, {yn}n∈Z en H tales que {xn}n∈Z es

total en un subespacio de dimensión r1 de H, {yn}n∈Z es total en un subespacio de dimensión

r2 de H y

〈xn, xm〉 = 〈yn, ym〉 = τ(n−m).

Por la Proposición 2.5, se sigue que existe un operador lineal acotado e invertible de

H{xn}n∈Z en H{yn}n∈Z. Entonces r1 = r2. Luego

F(r1) = F(r2).

Lo anterior prueba que la familia de conjuntos

{F(r) : r ∈ N ó r = ∞}

es una partición de F. ¤

Tal como veremos a continuación, dado que para cualquier par de subespacios cerrados de

H de alguna dimensión r existe una aplicación isométrica y sobreyectiva de uno en el otro,

se tiene que para cualquier subespacio cerrado de dimension r y para cualquier sucesión

τ ∈ F(r) existe una sucesión {xn}n∈Z la cual es total en ese subespacio tal que

〈xn, xm〉 = τ(n−m).
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Corolario 2.7. Sea {xn}n∈Z ⊂ H. Entonces se tiene que

〈xn, xm〉 = τ(n−m)

para algún τ ∈ F(r) si y sólo si xn puede escribirse como

xn = Φnx0

para todo n ∈ Z para alguna isometŕıa sobreyectiva Φ : H{xn}n∈Z → H{xn}n∈Z.

Demostración. Dada {xn}n∈Z una sucesión en H, sea

yn = xn+1.

Entonces {yn}n∈Z es una sucesión en H.

Sea τ ∈ F(r). Aplicando la Proposición 2.5, se tiene que existe una isometŕıa sobreyectiva

Φ : H{xn}n∈Z → H{yn}n∈Z tal que

Φ(xn) = yn

para todo n ∈ Z. Entonces

Φ(xn) = xn+1.

Probaremos por inducción que

xn = Φnx0

para todo n ∈ Z.

(1) Miremos que es cierto para n = 1

Como Φ(xn) = xn+1 para todo n ∈ Z, entonces Φ(x0) = x1. Luego la propiedad

se cumple para n = 1.

(2) Suponemos que se cumple para k = n− 1

xn−1 = Φn−1(x0).

Se probará que se cumple para k = n.

Tenemos que xn−1 = Φn−1x0 por hipótesis de inducción. Luego

Φ(xn−1) = Φ(Φn−1x0) = Φnx0.

Pero

Φ(xn−1) = xn
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por lo tanto

xn = Φnx0.

De (1) y (2), se tiene que xn = Φnx0 para todo n ∈ Z.

¤

2. El caso de espacios de dimensión finita

Proposición 2.8. Sea W un espacio de dimensión finita r. Entonces existe un iso-

morfismo unitario (lineal, biyectivo e isométrico) ψ : W → Cr. Esto se abrevia mediante

W ∼= Cr.

Demostración. Sea γ = {x1, x2, ..., xr} una base ortonormal para W (el proceso de

ortogonalización de Gram-Schmidt garantiza la existencia de esta base).

Se define ψ : W → Cr mediante

ψ(x) = (〈x, x1〉W , . . . , 〈x, xr〉W )

para x ∈ W dado por

x =
r∑

i=1

〈x, xi〉W xi.

Es sencillo probar que ψ es lineal.

Veamos que ψ es una isometŕıa. Sean x, y elementos en W , se tiene que

x =
r∑

i=1

〈x, xi〉W xi, y =
r∑

i=1

〈y, xi〉W xi.

Luego

〈x, y〉W =

〈
r∑

i=1

〈x, xi〉W xi,

r∑
j=1

〈y, xj〉W xj

〉

W

=
r∑

i,j=1

〈x, xi〉W 〈y, xj〉W 〈xi, xj〉W

=
r∑

i=1

〈x, xi〉W 〈y, xi〉W

= 〈ψ(x), ψ(y)〉Cr

De donde ψ es una isometŕıa.
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Además ψ es inyectiva porque ψ es lineal e isométrica. En efecto, ψ(x) = ψ(y) implica

0 = ‖ψ(x)− ψ(y)‖ = ‖ψ(x− y)‖ = ‖x− y‖.

Luego x = y.

Veamos que ψ es sobreyectiva. Dado (z1, · · · , zr) ∈ Cr sea

x =
r∑

i=1

zixi.

Entonces

〈x, xi〉W =

〈
r∑

j=1

zjxj, xi

〉

W

=
r∑

j=1

zj〈xj, xi〉W

= zi.

De donde

ψ(x) = (〈x, x1〉W , . . . , 〈x, xr〉W ) = (z1, . . . , zr).

¤

Observación 2.9. El siguiente hecho de álgebra lineal es bien conocido: Sean β una

base ordenada de Cr y Φ : Cr → Cr un operador lineal con matriz [Φ]β con respecto a esa

base. Si Φ es una isometŕıa entonces [Φ]β es una matriz unitaria.

Proposición 2.10. Sean W un espacio de dimensión finita con base ordenada β y

Φ : W → W un operador lineal con matriz [Φ]β con respecto a esa base. Si Φ es una

isometŕıa entonces [Φ]β es una matriz unitaria.

La prueba de esta proposición se sigue de la Proposición 2.8 y de la Observación 2.9.

Corolario 2.11. Sean r ∈ N y τ : Z → C una sucesión. Se tiene que: τ ∈ F(r) si y

sólo si existe una matriz unitaria A en Mr×r(C) tal que

τ(n) = 〈Anλ, λ〉Cr

para todo n ∈ Z, λ ∈ Cr, λ 6= 0.
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Demostración.

(⇒) Sea τ ∈ F(r), luego por definición del conjunto F(r) tenemos que τ ∈ F y existe

{xn}n∈Z en H tal que

〈xn, xm〉 = τ(n−m)

y {xn}n∈Z total en un subespacio de dimensión r de H, luego

τ(n) = 〈xn, x0〉.

Por el Corolario 2.7 se tiene existe una isometŕıa sobreyectiva Φ : H{xn}n∈Z → H{xn}n∈Z

tal que

xn = Φnx0

para todo n ∈ Z. De donde

τ(n) = 〈Φnx0, x0〉H{xn}n∈Z . (2.1)

Sea ψ : H{xn}n∈Z → Cr el isomorfismo unitario dado por la Proposición 2.8. Entonces

〈x, y〉H(xn) = 〈ψ(x), ψ(y)〉Cr

para todo x, y ∈ H{xn}n∈Z.

Tomando

x = Φnx0, y = x0

se tiene que

τ(n) = 〈Φnx0, x0〉H(xn)

= 〈ψ(Φnx0), ψ(x0)〉Cr

= 〈[Φnx0]γ, [x0]γ〉Cr

=
〈
[Φ]nγ [x0]γ, [x0]γ

〉
Cr

= 〈Anλ, λ〉Cr .

con λ = [x0]γ ∈ Cr y [Φ]γ = A.

Luego

τ(n) = 〈Anλ, λ〉Cr .

Como ψ y Φ son unitarios se sigue que A es una matriz unitaria. ¤



CAṔıTULO 3

Núcleos definidos positivos y núcleos de Toeplitz

1. Núcleos definidos positivos

Sea A = (ajk)
n
j,k=1 una matriz sobre el cuerpo de los números complejos, se dice que A

es una matriz definida positiva cuando para todo c1, c2, ..., cn ∈ C se tiene que

n∑

j,k=1

cjckajk ≥ 0. (3.1)

Se dice que una matriz es hermitiana cuando ajk = akj para j, k = 1, 2, ..., n.

Es bien conocido que si A es definida positiva entonces A es hermitiana y los autovalores

de A son todos no negativos.

Sea X un conjunto no vaćıo. Un núcleo en X es una función ϕ : X ×X → C.

Se dice que la función ϕ es un núcleo simétrico cuando

ϕ(y, x) = ϕ(x, y)

para todo x, y ∈ X.

Se dice que la función ϕ es un núcleo hermitiano cuando

ϕ(y, x) = ϕ(x, y)

para todo x, y ∈ X.

Se dice que ϕ es un núcleo definido positivo cuando

n∑

j,k=1

cjckϕ(xj, xk) ≥ 0 (3.2)

para todo n ∈ N, para todo {x1, ..., xn} ⊂ X y para todo {c1, ..., cn} ⊂ C.

Ejemplo 3.1. Dado un núcleo constante ϕ(x, y) = c se tiene que: ϕ es definido positivo

si y sólo si c ≥ 0.

35
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Observación 3.2. Si X es un conjunto finito, no vaćıo, dado por X = {x1,x2,...,xn} y

ϕ : X ×X → C es una función, se puede considerar la matriz A, de tamaño n×n, dada por

A = (ϕ (xj, xk))
n
j,k=1 .

Se tiene que: ϕ es definido positivo si y sólo si A es definida positiva.

Proposición 3.3. Un núcleo ϕ : X ×X → C es definido positivo si y sólo si para todo

subconjunto finito X0 ⊂ X la restricción de ϕ a X0 ×X0 es un núcleo definido positivo.

Proposición 3.4. Sea ϕ : X ×X → C un núcleo definido positivo, entonces:

(1) ϕ(x, x) ≥ 0 para todo x ∈ X.

(2) ϕ es hermitiano.

(3) |ϕ(x, y)|2 ≤ ϕ(x, x) ϕ(y, y) para todo x, y ∈ X.

Proposición 3.5. Sea ϕ un núcleo a valor reales, es decir ϕ : X × X → R. Se tiene

que: ϕ es definido positivo si y sólo si ϕ es simétrico y además

n∑

j,k=1

cjckϕ (xj, xk) ≥ 0.

para todo n ∈ N, para todo {x1, ..., xn} ⊂ X y para todo {c1, ..., cn} ⊂ C.

Proposición 3.6. Dada una función arbitraria f : X → C sea ϕf : X ×X → C dada

por

ϕf (x, y) := f(x)f(y).

Entonces ϕf es un núcleo definido positivo.

Proposición 3.7. Sea H un espacio pre-Hilbert con producto interno 〈·, ·〉 sobre el cuerpo

de los números complejos. Entonces 〈·, ·〉 es un núcleo definido positivo.

Demostración. Sean x, y ∈ H, ϕ un núcleo cualquiera. Sean c1, ..., cn ∈ C y

ϕ(x, y) = 〈x, y〉.

Luego
n∑

j,k=1

cjck〈xj, yk〉 =

〈
n∑

j=1

cjxj,

n∑

k=1

ckyk

〉
=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

cjxj

∥∥∥∥∥

2

≥ 0.

Por lo tanto 〈., .〉 es definido positivo. ¤
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Teorema 3.8. Sean ϕ1, ϕ2 : X × X → C dos núcleos definidos positivos. Entonces

ϕ1 · ϕ2 : X ×X → C es un núcleo definido positivo.

La demostración puede verse en [2, Caṕıtulo 3, Teorema 1.12].

Teorema 3.9. Sea ϕ : X ×X → C núcleo hermitiano. Entonces ϕ es definido positivo

si y sólo si

det
(
ϕ (xj, xk)

n
j,k=1

)
≥ 0

para todo n ∈ N y todo {x1, ..., xn} ⊂ X.

La demostración puede verse en [2, Caṕıtulo 3, Teorema 1.17].

2. Representación de núcleos definidos positivos en espacios de Hilbert

Para desarrollar esta sección se ha usado ampliamente la Sección 3 del Caṕıtulo 3 del

libro de Berg, Christensen y Ressel [2].

Sea X un conjunto no vaćıo y ϕ : X ×X → C un núcleo definido positivo. Para x ∈ X

fijo consideraremos la función ϕx : X → C dada por

ϕx(y) = ϕ(x, y).

Sea

H0 = span{ϕx : x ∈ X}

la variedad lineal de

CX = {g : X → C tal que g es una función}.

Si f, g ∈ H0 y vienen dadas por

f =
∑

j

cjϕxj
, g =

∑

k

dkϕyk

entonces se tiene que

f(yk) =
∑

j

cjϕxj
(yk) =

∑
j

cjϕ(xj, yk)

y

g(xj) =
∑

k

dkϕyk
(xj) =

∑

k

dkϕ(yk, xj).



2. REPRESENTACIÓN DE NÚCLEOS DEFINIDOS POSITIVOS EN ESPACIOS DE HILBERT 38

Es fácil ver que
∑

k

dkf(yk) =
∑

j

cjg(xj) =
∑

j,k

cjdkϕ(xj, yk).

Además este valor no depende de la representación seleccionada para f y g la cual podŕıa

no ser única.

Se define 〈·, ·〉ϕ : H0 ×H0 → C mediante

〈f, g〉ϕ :=
∑

j,k

cjdkϕ(xj, yk). (3.3)

Es sencillo probar que 〈·, ·〉ϕ es una forma sesquilineal y hermı́tica.

Como ϕ es definido positivo se tiene que

〈f, f〉ϕ =
n∑

j,k=1

cjck ϕ(xj, xk) ≥ 0.

Por lo tanto, 〈·, ·〉ϕ es un producto interno (eventualmente degenerado) en H0. Se cumple

la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

|〈f, g〉ϕ|2 ≤ 〈f, f〉ϕ〈g, g〉ϕ.

Una consecuencia inmediata de la igualdad (3.3) es

〈f, ϕx〉 =
∑

j

cjϕ(xj, x) = f(x)

para todo f ∈ H0 y x ∈ X.

De donde

〈f, ϕx〉 = f(x)

para todo f ∈ H0 y x ∈ X. Esta propiedad es conocida como la propiedad reproductiva.

A continuación daremos otra expresión para 〈f, g〉ϕ.

Sean

fj = cjϕxj
y gk = dkϕyk

.

Se tiene que

〈fj, gk〉ϕ = 〈cjϕxj
, dkϕyk

〉ϕ = cjdkϕ(xj, yk).

Por lo tanto

〈ϕxj
, ϕyk

〉ϕ = ϕ(xj, yk). (3.4)
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De donde

〈f, g〉ϕ =
∑

j,k

cjdk〈ϕxj
, ϕyk

〉ϕ.

Además de (3.4) se sigue que

〈ϕx, ϕy〉ϕ = ϕ(x, y)

para todo x, y ∈ X.

Veamos que el producto interno 〈·, ·〉ϕ es no degenerado. Por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz se tiene que

|f(x)|2 = |〈f, ϕx〉ϕ|2 ≤ 〈f, f〉ϕ〈ϕx, ϕx〉ϕ.

Por lo tanto

|f(x)|2 ≤ 〈f, f〉ϕ ϕ(x, x).

De la desigualdad anterior es inmediato que 〈f, f〉ϕ = 0 si y sólo si f = 0. De donde el

producto interno 〈·, ·〉ϕ es no degenerado.

De esta forma hemos definido un producto interior sobre H0 a partir del núcleo ϕ. Por lo

tanto, H0 es un espacio pre-Hilbert y su completación o clausura H es un espacio de Hilbert

(en el cual H0 es un subespacio denso). Se dice que ϕ es el núcleo reproductor del espacio

de Hilbert H.

Se puede probar que existe un único espacio de Hilbert, cuyos elementos son funcio-

nes definidas en X, que tiene a ϕ como su núcleo reproductor. Este espacio de Hilbert es

usualmente llamado el espacio de Hilbert con núcleo reproductor (RKHS) asociado con ϕ.

Si ϕ es de valor real entonces, H puede ser escogido como un espacio de funciones reales.

Es importante resaltar que 〈·, ·〉ϕ es un núcleo definido positivo sobre H0 ×H0. Esto es

consecuencia de la Proposición 3.7.

Sean ϕ : X×X → C un núcleo definido positivo y sea H el espacio de Hilbert con núcleo

reproductor ϕ. Sea Ψ : H → CX dada por

Ψ(f) = g

para f ∈ H, donde

g(x) = 〈f, ϕx〉
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para todo x ∈ X. Se puede probar que la aplicación Ψ es lineal e inyectiva.

Por lo cual el espacio de Hilbert H puede ser visto como un subespacio de CX , esto

es como un espacio de funciones y no como en otras situaciones similares en las que debe

considerarse, el espacio de Hilbert que surge, como un espacio de clases de equivalencia de

funciones.

De lo anterior se puede asumir que existe un espacio de Hilbert H ⊆ CX y una aplicación

x → ϕx de X a H tal que

ϕ(x, y) = 〈ϕx, ϕy〉

para x, y ∈ X.

Para concluir esta sección enunciamos un resultado referente a los subespacios cerrados

de H.

Proposición 3.10. Sea ϕ : X ×X → C un núcleo definido positivo y sea H el espacio

de Hilbert asociado a ϕ. Entonces cualquier subespacio cerrado de H es el espacio de Hilbert

con núcleo reproductor para algún núcleo definido positivo sobre X ×X.

3. Operadores definidos positivos

Un operador T sobre un espacio de dimensión finita V dotado de producto interno se

dice que es un operador definido positivo, si T es auto-adjunto y

〈T (x), x〉 > 0

para x 6= 0.

Un operador T sobre un espacio de dimensión finita V dotado de producto interno se

dice un operador semidefinido positivo, si T es auto-adjunto y

〈T (x), x〉 ≥ 0

para todo x 6= 0.

Proposición 3.11. Sean T y U operadores lineales auto-adjuntos sobre un espacio vec-

torial V de dimensión finita, dotado de producto interno, sea β una base ortonormal para V

y A = [T ]β, la matriz asociada al operador

Las siguientes afirmaciones son ciertas.
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(1) T es definido positivo si y sólo si todos los autovalores son positivos.

(2) T es semidefinido positivo si y sólo si todos los autovalores son no negativos.

(3) T es definido positivo si y sólo si

n∑

j,k=1

Aijajai > 0

para todo {a1, a2, ...an} ⊂ C donde ai 6= 0 para todo i.

(4) T es semidefinido positivo si y sólo si A = B∗B para alguna matriz cuadrada B.

(5) Si T y U son operadores semidefinidos positivos tal que T 2 = U2 entonces T = U.

(6) Si T y U son operadores semidefinidos positivos tal que TU = UT , entonces TU es

definido positivo.

(7) T es definido positivo [semidefinido] si y sólo si A es definido positivo [semidefinido].

La demostración de esta proposición puede verse en diferentes libros de álgebra lineal, ya

que se refiere a espacios de dimensión finita.

4. Núcleos de Toeplitz

A continuación desarrollaremos algunas ideas relacionadas con los núcleos Toeplitz.

Sea K : Z× Z→ C, se dice que K es un núcleo de Toeplitz cuando

K(m + 1, n + 1) = K(m,n)

para todo m,n ∈ Z.

Proposición 3.12. Un núcleo K es de Toeplitz si y sólo si

K(n,m) = K(n−m, 0)

para todo m, n ∈ Z.

Ejemplo 3.13. Sea µ medida de probabilidad sobre el intervalo [0, 2π).

L2(µ) es un espacio de Hilbert, sea

γn(eit) = eint
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para todo n ∈ Z. Consideremos los coeficientes de Fourier de µ, los cuales están definidos

por

An =
1

2π

2π∫

0

e−intdµ(t)

para n ∈ Z.

La aplicación A : Z× Z→ C definida por

A(j, k) = Ak−j

para j, k ∈ Z es un núcleo definido positivo. En efecto, dados n ≥ 0 y {λo,λ1,...λn} ⊆ C se

tiene que

n∑

j,k=0

A(j, k)λkλj =
n∑

j,k=0


 1

2π

2π∫

0

e−i(k−j)tdµ(t)


 λkλj

=
1

2π

2π∫

0

(
n∑

j,k=0

e−i(k−j)tλkλj

)
dµ(t)

=
1

2π

2π∫

0

(
n∑

j,k=0

e−ikte−ijtλkλj

)
dµ(t)

Luego

n∑

j,k=0

A(j, k)λkλj =
1

2π

2π∫

0

(
n∑

k=0

e−iktλk

n∑
j=0

e−ijtλj

)
dµ(t)

=
1

2π

2π∫

0

∥∥∥∥∥
n∑

j=0

λje
−ijt

∥∥∥∥∥

2

dµ(t) ≥ 0.

Ejemplo 3.14. Sea (Ω, F, P ) espacio de probabilidad, donde F es una σ-álgebra de

subconjuntos de Ω y P es una medida de probabilidad sobre F , {Xn}n∈Z proceso estocástico,

L2(P ) el espacio de Hilbert de F funciones medibles sobre Ω de cuadrado integrables, esto

es

L2(P ) =

{
f : Ω → C f medible

∫

Ω

|f(ω)|2dP (ω) < +∞
}

dotado con el producto interior

〈f, g〉L2(P ) =

∫

Ω

f(ω)g(ω)dP (ω).



4. NÚCLEOS DE TOEPLITZ 43

Consideremos solamente procesos estocásticos con variables en L2(P ).

La media del proceso viene dada por

mn = E(Xn) =

∫

Ω

Xn(ω)dP (ω)

Supongamos mn = 0 para todo n ∈ Z.

La covarianza del proceso viene dada por

A(m,n) = Amn = 〈Xn, Xm〉L2(P ) =

∫

Ω

Xn(ω)Xm(ω)dP (ω)

para todo m,n ∈ Z.

Es claro que la covarianza de este proceso es un núcleo definido positivo, porque

n∑
i,j=m

Aijλjλi =
n∑

i,j=m

〈Xj, Xi〉L2(P )λjλi =
n∑

i,j=m

〈λjXj, λiXi〉L2(P ) =

∥∥∥∥∥
n∑

j=m

λjXj

∥∥∥∥∥

2

L2(P )

≥ 0

para todo m,n ∈ Z,m ≤ n, y λk ∈ C (k = m,m + 1, ..., n).

Observación 3.15. Si en el ejemplo anterior se asume que el proceso estocástico {Xn}n∈Z

es estacionario, esto es

Amn = 〈Xn, Xm〉 = An−m

para todo n, m ∈ Z, entonces este núcleo de covarianza es Toeplitz. Se puede probar que

este núcleo es definido positivo.

Ejemplo 3.16. Como ejemplo de núcleo de Toeplitz definido positivo tenemos los núcleos

de autocorrelación (covarianza) de procesos estocásticos estacionarios discretos (sobre espa-

cios de Hilbert), donde las variables aleatorias vienen dadas por funciones X : Ω → E con

E espacio de Hilbert y núcleo de autocorrelación

K(m,n) = 〈X(m), X(n)〉L2(P ) =

∫

Ω

〈Xn(ω), Xm(ω)〉E dP (ω).

Sea τ : Z → C una sucesión. Se dice que τ es una sucesión definida positiva si satisface:

∑
m,n

τ(m− n)λ(m)λ(n) ≥ 0 (3.5)

para toda función λ : Z→ C con soporte finito.
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Proposición 3.17. Sea H un espacio con producto interno, sea {fn}n∈Z ⊂ H y sea

τ : Z→ C las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) Para todo n,m ∈ Z se tiene que

〈fn, fm〉 = τ(n−m).

(b) Para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p se tiene que

∥∥∥∥∥
q∑

j=p

ajfj

∥∥∥∥∥

2

=

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l).

Demostración.

(a) ⇒ (b) Si existe τ : Z→ C, tal que

〈fn, fm〉 = τ(n−m)

para todo n,m ∈ Z entonces

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anfn

∥∥∥∥∥

2

=

q∑
n=p

q∑

l=p

anal 〈fn, fl〉 =

q∑
n=p

q∑

l=p

anal τ(n− l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p

(b) ⇒ (a) Suponga que existe τ : Z→ C tal que

∥∥∥∥∥
q∑

j=p

ajfj

∥∥∥∥∥

2

=

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

En particular

‖ajfj + alfl‖2 = ajaj τ(0) + ajal τ(j − l) + alaj τ(l − j) + alal τ(0).

Por lo tanto

‖fj + fl‖2 = τ(0) + τ(j − l) + τ(l − j) + τ(0),

‖fj − fl‖2 = τ(0)− τ(j − l)− τ(l − j) + τ(0),

‖fj + ifl‖2 = τ(0)− i τ(j − l) + i τ(l − j)− τ(0),

‖fj − ifl‖2 = τ(0) + i τ(j − l)− i τ(l − j)− τ(0).
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Como

〈fj, fl〉 =
1

4
(‖fj + fl‖2 − ‖fj − fl‖2 + i‖fj + ifl‖2 − i‖fj − ifl‖2)

se sigue que

〈fj, fl〉 =
1

4
(τ(0) + τ(j − l) + τ(l − j) + τ(0)− (τ(0)− τ(j − l)− τ(l − j) + τ(0))

+
1

4
(i(τ(0)− i τ(j − l) + i τ(l − j)− τ(0))− i(τ(0) + i τ(j − l)− i τ(l − j)− τ(0))

=
1

4
(τ(j − l) + τ(l − j) + τ(j − l) + τ(l − j))

+
1

4
(i(−i τ(j − l) + i τ(l − j))− i(i τ(j − l)− i τ(l − j))

=
1

2
(τ(j − l) + τ(l − j))

+
1

4
(τ(j − l)− τ(l − j) + τ(j − l)− τ(l − j))

=
1

2
(τ(j − l) + τ(l − j)) +

1

2
(τ(j − l)− τ(l − j))

= τ(j − l).

Luego existe una sucesión τ ∈ F y {fn}n∈Z ⊂ H tal que

〈fj, fl〉 = τ(j − l)

para todo j, l ∈ Z. ¤

Observación 3.18. Dada una medida finita positiva µ sobre el ćırculo unitario T, sea τ

dada por

τ(n) = µ̂(n) :=

∫

T

e−intdµ

para todo n ∈ Z y sea K : Z× Z→ C dado por

K(m,n) := τ(m− n).

Entonces K es un núcleo de Toeplitz definido positivo (ver Ejemplo 3.13).

A continuación presentamos el teorema de Herglotz - Bochner.
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Teorema 3.19. Un núcleo K : Z × Z → C es definido positivo y Toeplitz si y sólo si

existe una única medida finita y positiva µ sobre el ćırculo unitario T tal que

K(m,n) = µ̂(m− n) (3.6)

para todo m,n ∈ Z.

Otra manera de enunciar este resultado es la siguiente:

Teorema 3.20. Una sucesión s : Z→ C es definida positiva si y sólo si existe una única

medida finita y positiva µ sobre el ćırculo unitario T tal que

s(n) = µ̂(n) (3.7)

para todo n ∈ Z.

Se puede ver que el teorema de Herglotz-Bochner da una representación integral de las

formas Toeplitz definidas positivas.

Un polinomio trigonométrico sobre T es una función de la forma

f =
∑

n

cne
int

donde la suma es una suma finita.

Sea P el conjunto de todos los polinomios trigonométricos sobre T.

Una forma sesquilineal en P es una función B : P × P → C que es lineal en la primera

variable y anti-lineal en la segunda variable.

Sea en : [0, 2π) → C dada por

en(t) = eint.

Dado un núcleo hermitiano K : Z × Z → C se define la forma sesquilineal asociada

BK : P × P → C mediante

BK(em, en) = K(m,n),

para todo m,n ∈ Z.

Se dice que B es una forma positiva cuando B(f, f) ≥ 0 para todo f ∈ P . Esto se denota

por B ≥ 0.



4. NÚCLEOS DE TOEPLITZ 47

Proposición 3.21. Una forma B es positiva si y sólo si el correspondiente núcleo K es

definido positivo.

El operador shift en P es S : P → P dado por

S(f) = e1f.

Se tiene que

Sn(f) = enf.

Sea B una forma sesquilineal. Se dice que B es una forma de Toeplitz o una forma

S-invariante en P × P cuando B es invariante bajo el operador shift, esto es

B(Sf, Sg) = B(f, g)

para toda (f, g) ∈ P × P.

Proposición 3.22. Un núcleo K es Toeplitz si y sólo si la correspondiente forma B es

invariante bajo el operador shift, S.

El teorema de Herglotz-Bochner se enuncia en términos de formas de la siguiente manera:

B es una forma positiva y S-invariante en P × P si y sólo si existe µ ≥ 0 tal que

B(f, g) =

∫
fgdµ

para toda f, g ∈ P.

Proposición 3.23. Una forma B es de Toeplitz si y sólo si

B(Snf, Sng) = B(f, g)

para todo n ∈ Z, f, g ∈ P, donde S es el shift en P .

Sea

l0(Z) = {a : Z→ C : a con soporte finito}.
Entonces todo polinomio trigonométrico f ∈ P es de la forma

f =
∑

n

anen

para alguna a ∈ l0(Z).
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Sea τ : Z→ C es una sucesión fija, se puede definir el funcional lineal Lτ : P → C de la

siguiente forma

Lτ

(∑
n

anen

)
=

∑
n

anτn.

En particular Lτ (en) = τ(n)

Es claro que existe una correspondencia biuńıvoca entre los funcionales L y las sucesiones

τ . Para cada sucesión τ el funcional correspondiente Lτ viene dado por

Lτ (f) = Lτ

(∑
n

anen

)
=

∑
n

anτn

para todo a ∈ l0(Z).

Análogamente, toda forma sesquilineal B : P × P → C queda determinada dando los

valores

K(m,n) = B(en,em),

de modo que existe una correspondencia biuńıvoca entre todas las formas B y los núcleos

K : P × P → C.

Para todo núcleo K la forma BK correspondiente está dada por

BK

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n,m

K(n,m) anbm

para todo a, b ∈ l0(Z).

También se puede decir que todo funcional lineal L : P → C da origen a una forma

sesquilineal BL : P × P → C definida por

BL(f, g) = L(fg).

En particular toda medida µ da origen a un funcional y genera una forma Bµ, esto es

L = Lτ .

De lo anterior se tiene que

BL

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n,m

L(en−m)anbm =
∑
n,m

τ(n−m) anbm.

Proposición 3.24. Un núcleo K es de Toeplitz si y sólo si existe una sucesión τ : Z→ C

tal que

K(n,m) = τ(n−m).
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Demostración. Dado un núcleo de Toeplitz K sea τ : Z→ C definida por

τ(n) = K(n, 0).

Entonces

K(n,m) = τ(n−m).

Rećıprocamente, si existe s : Z→ C tal que K(n,m) = τ(n−m) entonces

K(n + 1,m + 1) = τ(n + 1− (m + 1)) = τ(n−m) = K(n,m).

Por lo tanto K es Toeplitz. ¤

Proposición 3.25. Una forma B : P ×P → C es Toeplitz si sólo si existe una sucesión

τ : Z→ C tal que

B

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n,m

τ(n−m) anbm

para toda a, b ∈ l0(Z).

Demostración. Dada una forma de Toeplitz B : P × P → C sea τ : Z → C definida

por

τ(n) = B(en, e0).

Entonces

τ(n−m) = B(en−m, e0) = B(Smen−m, Sme0) = B(en, em).

Por lo tanto

B

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n

∑
m

anbm B(en, em) =
∑
n,m

τ(n−m) anbm.

Rećıprocamente, supongamos que existe s : Z→ C tal que

B

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n,m

τ(n−m) anbm

para toda a, b ∈ l0(Z).

Sean f, g ∈ P dadas por

f =
∑

n

cnen g =
∑
m

dmem

con c, d ∈ l0(Z).
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Entonces

B(Sf, Sg) = B

(
S

(∑
n

cnen

)
, S

(∑
m

dmem

))
= B

((∑
n

cnSen

)
,

(∑
m

dmSem

))

= B

((∑
n

cnen+1

)
,

(∑
m

dmem+1

))
= B

((∑
n

cn−1en

)
,

(∑
m−1

dm−1em

))

Luego

B(Sf, Sg) =
∑
n,m

τ(n−m) cn−1dm−1

=
∑
n,m

τ(n− 1− (m− 1)) cn−1dm−1

Por lo tanto

B(Sf, Sg) =
∑

n′,m′
τ(n′ −m′) cn′dm′ = B

(∑

n′
cn′en′ ,

∑

m′
dm′em′

)
= B(f, g)

De donde

B(Sf, Sg) = B(f, g)

para todo (f, g) ∈ P × P. Es decir, B es una forma de Toeplitz. ¤

Proposición 3.26. Una forma B es Toeplitz si y sólo si existe un funcional L : P → C

tal que B = BL donde

BL(f, g) = L(fg).

Demostración. Dada una forma de Toeplitz B sea L : P → C dada por

L

(∑
n

anen

)
=

∑
n

anB(en, e0)

para a ∈ l0(Z). En particular

L(en) = B(en, e0),

L(en−m) = B(en−m, e0) = B(Smen−m, Sme0) = B(en, em).

Sean f, g ∈ P dadas por

f =
∑

n

anen g =
∑
m

bmem.
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Entonces

B(f, g) = B

(∑
n

anen,
∑
m

bmem

)
=

∑
n

∑
m

anbm B(en, em)

=
∑

n

∑
m

anbm L(en−m) = L

(∑
n

∑
m

anbmen−m

)

= L

((∑
n

anen

)(∑
m

bmem

))
= L(fg)

= BL(f, g).

Rećıprocamente, suponga que existe un funcional L : P → C tal que B = BL donde

BL(f, g) = L(fg).

Sean (f, g) ∈ P × P , como e1e1 = 1 entonces

B(Sf, Sg) = BL(Sf, Sg) = L(SfSg) = L(e1fe1g) = L(fg) = BL(f, g) = B(f, g).

Por lo tanto B es una forma de Toeplitz. ¤

En resumen:

(1) Un núcleo K es definido positivo, si la forma correspondiente, BK , es una forma

positiva.

(2) La sucesión s : Z → C es definida positiva si lo es el núcleo K : Z × Z → C dado

por

K(n,m) = s(n−m).

(3) Una forma de Toeplitz B : P × P → C es positiva si y sólo si existe una medida

µ ≥ 0 tal que B = Bµ es decir

B(f, g) = µ(fg).

(4) Un núcleo de Toeplitz K : Z × Z → C es definido positivo si y sólo si existe una

medida µ ≥ 0 tal que

K(n,m) = µ̂(n−m)

para todo m,n ∈ Z
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(5) Una sucesión s : Z→ C es definida positiva si y sólo si existe una medida µ ≥ 0 tal

que

s(n) = µ̂(n)

para todo n ∈ Z.

Observación 3.27. Si E es un espacio vectorial y si B : E × E → C es una forma

sesquilineal positiva, B(f, f) ≥ 0 para todo f ∈ E, entonces

(f, g)B = B(f, g)

tiene todas las propiedades de un producto interior, salvo que B(f, f) puede ser 0 sin que f

lo sea. En particular vale la desigualdad de Schwartz:

|B(f, g)| ≤ B(f, f)
1
2 B(g, g)

1
2

y ‖f‖B = B(f, f)
1
2 es una seminorma.



CAṔıTULO 4

Núcleos Aproximadamente Toeplitz

En este caṕıtulo queremos definir un nuevo tipo de núcleo al que hemos denominado

núcleo aproximadamente Toeplitz.

Como en caṕıtulos anteriores H será un espacio de Hilbert separable.

Sea K : Z× Z→ C un núcleo definido positivo, si existe {gn}n∈Z ⊂ H tal que

K(n,m) = 〈gn, gm〉

se define el espacio de Hilbert generado por el núcleo K de la siguiente manera

HK := span{gn}n∈Z.

En este caso se tiene que la sucesión {gn}n∈Z es total en HK .

Observación 4.1. Sean F y F(r) como en el Caṕıtulo 2. Se sabe que dado τ ∈ F, existe

una sucesión {fn}n∈Z ⊂ H tal que

〈fn, fm〉 = τ(n−m)

y {fn}n∈Z total en un subespacio de H. Luego τ define una forma sesquilineal

B(f, g) = 〈f, g〉τ

en Hτ donde Hτ está inyectado en H, de modo que

B(f, g) = 〈f, g〉.

Éste es un producto eventualmente degenerado ya que 〈f, g〉 induce una seminorma.

Definición 4.2. Sean K : Z × Z → C un núcleo. Diremos que K es aproximadamente

Toeplitz si existen τ : Z→ C y dos constantes A,B con 0 < A ≤ B tales que

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajal K(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

53
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Definición 4.3. Sean K : Z × Z → C un núcleo. Diremos que K es aproximadamente

Toeplitz de tipo positivo si existen τ : Z → C definida positiva y dos constantes A,B con

0 < A ≤ B tales que

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajal K(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

Si además dim HK = r y τ ∈ F(r) diremos que K tiene dimensión asociada r.

Ejemplo 4.4. Sean X = {Xn}n∈Z un proceso estocástico en L2(P ) y H(X) el espacio

de Hilbert generado por el proceso X, es decir,

H(X) := span{Xn : n ∈ Z} ⊆ L2(P ).

Sea r = dim H(X), se dice que X es aproximadamente estacionario (ver [20]) si existen

τ : Z→ C, τ ∈ F(r) y dos constantes A,B, 0 < A ≤ B tales que

A

q∑

k=p

q∑

l=p

akal τ(k − l) ≤
q∑

k=p

q∑

l=p

akal 〈Xk, Xl〉L2(P ) ≤ B

q∑

k=p

q∑

l=p

akal τ(k − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

Por lo tanto, la función de covarianza de X es un núcleo aproximadamente Toeplitz de

tipo positivo.

Proposición 4.5.

(a) Si K es un núcleo de Toeplitz, entonces K es aproximadamente Toeplitz.

(b) Si K es un núcleo de Toeplitz definido positivo, entonces K es aproximadamente

Toeplitz de tipo positivo.

Demostración. Sean K : Z × Z → C un núcleo de Toeplitz definido positivo y

{gn}n∈Z ⊂ H una sucesión total en HK tal que

K(n,m) = 〈gn, gm〉.

Como K es un núcleo de Toeplitz, existe h : Z → C, h ∈ F(r), donde r = dim HK , tal

que

K(n,m) = h(n−m) = 〈gn, gm〉
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por otra parte tenemos que

〈
q∑

n=p

angn,

q∑
m=p

amgm

〉
=

q∑
n=p

q∑
m=p

anam〈gn, gm〉 =

q∑
n=p

q∑
m=p

anamh(n−m)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p y se cumple que K es aproximadamente

Toeplitz, tomando A = B = 1, τ = h. ¤

Proposición 4.6. Si K es aproximadamente Toeplitz de tipo positivo, entonces existe

un núcleo de Toeplitz definido positivo Kτ y constantes A,B con 0 < A ≤ B tales que

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal Kτ (j, l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajal K(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal Kτ (j, l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p

Demostración. Sea r = dim HK , como K es aproximadamente Toeplitz de tipo po-

sitivo entonces existe τ : Z → C, τ ∈ F(r) y dos constantes A,B con 0 < A ≤ B tales

que

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajal K(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l).

Ahora por la definición de F(r) sabemos que dado τ ∈ F existe una sucesión {fn}n∈Z en

H tal que

〈fn, fm〉 = τ(n−m)

y {fn}n∈Z total en un subespacio de dimensión r de H. Sea Kτ (j, l) = τ(j − l) entonces

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal Kτ (j, l) =

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l) =

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal〈fj, fl〉 =

∥∥∥∥∥
q∑

j=p

ajfj

∥∥∥∥∥

2

≥ 0.

Por lo tanto Kτ es definido positivo y Toeplitz. Además se cumple

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal Kτ (j, l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajalK(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal Kτ (j, l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p y 0 < A ≤ B. ¤
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1. Núcleos equivalentes.

Definición 4.7. Sean K1 : Z × Z → C, K2 : Z × Z → C núcleos definidos positivos

y sean {fn}n∈Z, {gn}n∈Z sucesiones en H con HK1 = span{fn}n∈Z, HK2 = span{gn}n∈Z y

además

K1(n,m) = 〈fn, fm〉, K2(n,m) = 〈gn, gm〉.

Se dice que K1 y K2 son núcleos equivalentes si se existe un operador lineal, acotado e

invertible ψ : HK1 → HK2 tal que

ψ(fn) = gn

para todo n ∈ Z.

Observación 4.8. Es claro que si {fn}n∈Z es total en HK1 . Entonces {ψ(fn)}n∈Z es total

en HK2 ,

K2(n,m) = 〈ψ(fn), ψ(fm)〉.

En analoǵıa con la equivalencia entre las bases de Riesz y las bases ortonormales (ver

Proposición 1.27) se tiene lo siguiente.

Teorema 4.9. Un núcleo K : Z×Z→ C es aproximadamente Toeplitz si y sólo si existe

un núcleo de Toeplitz Kτ : Z× Z→ C tal que K y Kτ son equivalentes.

Demostración. Supongamos K : Z× Z→ C es un núcleo aproximadamente Toeplitz.

Sea r = dim HK entonces existe una función τ ∈ F(r), τ : Z→ C y dos constantes A, B con

0 < A ≤ B tales que

A

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l) ≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajalK(j, l) ≤ B

q∑
j=p

q∑

l=p

ajal τ(j − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

De la definición de los conjuntos F y F(r) garantizamos la existencia de una sucesión

{fn}n∈Z ⊂ H total en un subespacio de dimensión r de H para la cual se cumple τ : Z→ C

y

τ(n−m) = 〈fn, fm〉.
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Por lo tanto de la desigualdad anterior se sigue que

A

〈
q∑

j=p

ajfj,

q∑

l=p

alfl

〉
≤

q∑
j=p

q∑

l=p

ajalK(j, l) ≤ B

〈
q∑

j=p

ajfj,

q∑

l=p

alfl

〉

o equivalentemente

A

∥∥∥∥∥
q∑

j=p

ajfj

∥∥∥∥∥

2

≤
q∑

j=p

q∑

l=p

ajalK(j, l) ≤ B

∥∥∥∥∥
q∑

j=p

ajfj

∥∥∥∥∥

2

Definamos el operador ψ : span{fn}n∈Z → HK mediante

ψ

(
q∑

n=p

anfn

)
=

q∑
n=p

angn

donde {gn}n∈Z ⊂ HK . Se sigue que ψ(fn) = gn para todo n ∈ Z.

Se probará que ψ es un operador lineal y acotado.

A continuación se probará la linealidad.

Sean {an}q
n=p, {a′n}q

n=p sucesiones finitas de escalares y λ ∈ C, entonces

ψ

(
q∑

n=p

(an + λa′n)fn

)
=

q∑
n=p

(an + λa′n)gn

=

q∑
n=p

angn + λ

q∑
n=p

a′ngn

= ψ

(
q∑

n=p

anfn

)
+ λψ

(
q∑

n=p

a′nfn

)

y se tiene la linealidad.

A continuación se probará la continuidad.

∥∥∥∥∥ψ

(
q∑

n=p

anfn

)∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anψ(fn)

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

angn

∥∥∥∥∥

2

=

〈
q∑

n=p

angn,

q∑

l=p

algl

〉
=

q∑
n=p

q∑

l=p

anal〈gn, gl〉

≤ B

q∑
n=p

q∑

l=p

anal τ(n− l) = B

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anfn

∥∥∥∥∥

2

.

Luego ψ es un operador lineal y acotado. Por lo tanto ψ es continuo.
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Por otra parte se tiene que {fn}n∈Z es total en HK , luego podemos extender este operador

a todo HK por continuidad, de la siguiente manera.

Para definir ψ̃ : HK = span{fn}n∈Z → HK tomamos y ∈ span{fn}n∈Z. Entonces existe

yN ∈ span{fn}n∈Z tal que

y = ĺım
N→∞

yN .

Se define

ψ̃(y) = ĺım
N→∞

ψ(yN).

Se sigue que ψ̃(fn) = ψ(fn) = gn para todo n ∈ Z.

Además por hipótesis se tiene que

〈fn, fm〉 = τ(n−m),
〈
ψ̃(fn), ψ̃(fm)

〉
= 〈gn, gm〉 = K(n,m).

Sea Kτ el núcleo dado por

Kτ (n,m) = τ(n−m).

Entonces

(1) Kτ es un núcleo de Toeplitz, {ψ̃(fn)}n∈Z es total en HK .

(2) Además

A

∥∥∥∥∥
∞∑

n=−∞
anfn

∥∥∥∥∥

2

≤
∥∥∥∥∥ψ̃

( ∞∑
n=−∞

anfn

)∥∥∥∥∥

2

≤ B

∥∥∥∥∥
∞∑

n=−∞
anfn

∥∥∥∥∥

2

.

Se sigue que ψ̃ es un operador lineal acotado superior e inferiormente y por lo tanto ψ̃ es

invertible, y además ψ̃(fn) = gn. Lo anterior implica que Kτ y K son equivalentes.

Rećıprocamente, supongamos Kτ es un núcleo de Toeplitz y que Kτ es equivalente a K,

sean {fn}n∈Z, {gn}n∈Z ⊂ H,

Kτ (n, m) = 〈fn, fm〉, K(n,m) = 〈gn, gm〉.

Como Kτ es equivalente a K, tenemos que existe un operador lineal acotado e invertible

ψ : Hτ → HK tal que

ψ(fn) = gn

para todo n ∈ Z con {ψ(fn)} total en HK y {gn}n∈Z ⊂ H.
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Sea f =
∑q

n=p anfn ∈ Hτ para una sucesión finita de escalares {an}q
n=p. Como ψ es un

operador lineal acotado e invertible, existen constantes positivas A,B con A ≤ B tales que

A‖f‖ ≤ ‖ψ(f)‖ ≤ B‖f‖.

Luego

A2

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anfn

∥∥∥∥∥

2

= A2

q∑
n=p

q∑

l=p

anal〈fn, fl〉 ≤
∥∥∥∥∥

q∑
n=p

angn

∥∥∥∥∥

2

=

q∑
n=p

q∑

l=p

anal〈gn, gl〉 ≤ B2

q∑
n=p

q∑

l=p

anal〈fn, fl〉.

Por lo tanto, existen constantes A′, B′ con 0 < A′ ≤ B′ tales que

A′
q∑

n=p

q∑

l=p

anal τ(n− l) ≤
q∑

n=p

q∑

l=p

anal K(n, l) ≤ B′
q∑

n=p

q∑

l=p

anal τ(n− l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p.

Luego K es aproximadamente Toeplitz. ¤

Dada τ se usará Kτ para denotar al núcleo dado por

Kτ (n,m) = τ(n−m).

Sea r ∈ N ó r = ∞, dado K : Z× Z→ C definimos

F(r,K) =





τ ∈ F(r) : Kτ ∼ K y para toda {fn} ⊂ H,

Kτ (n,m) = 〈fn, fm〉





Proposición 4.10. Sean H espacio de Hilbert de dimension infinita y separable, {fn}n,

{f ′n}n sucesiones en H y K : Z×Z→ C, K ′ : Z×Z→ C núcleos aproximadamente Toeplitz

no equivalentes tales que HK = HK′. Entonces

F(r,K) ∩ F(r,K ′) = ∅.

Demostración. Realizamos la prueba por reducción al absurdo.

Sean

F(r,K) =





τ ∈ F(r) : Kτ ∼ K y para toda {fn} ⊂ H,

Kτ (n, m) = τ(n−m) = 〈fn, fm〉
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F (r,K ′) =





τ ′ ∈ F(r) : Kτ ′ ∼ K ′ y para toda {f ′n} ⊂ H,

Kτ ′(n,m) = τ ′(n−m) = 〈f ′n, f ′m〉



 .

Supongamos F(r,K) y F(r,K ′) dados de acuerdo a la hipótesis y

F(r,K) ∩ F(r,K ′) 6= ∅.

Entonces existe τ ∈ F(r,K) ∩ (r,K ′), de donde τ ∈ F(r,K) y τ ∈ F(r,K ′).

Por la definición de F(r,K) y F(r,K ′) tenemos que τ ∈ F(r) y además Kτ ∼ K, K ′
τ ∼ K

y

Kτ (n, m) = τ(n−m) = 〈fn, fm〉 = 〈f ′n, f ′m〉

para toda {fn}, {f ′n} en H.

Por la Proposición 2.5 se tiene que existe una isometŕıa sobreyectiva Φ : H{fn} → H{f ′n}
tal que

Φ(fn) = f ′n

para todo n ∈ Z. Por hipótesis también se tiene que

HKτ = HK = HK′

y existen operadores lineales acotados e invertibles ψ : H{fn} → HK y ψ′ : H{f ′n} → H ′
K

tales que ψ(fn) = gn y ψ′(f ′n) = g′n para todo n ∈ Z.

Luego

ψ′(Φ(ψ−1(fn))) = ψ′(Φ(fn)) = ψ′(f ′n) = g′n.

Sea

ϕ = ψ′Φψ−1.

Entonces ϕ es un operador lineal acotado e invertible.

Luego K es equivalente a K ′ y esto es una contradicción. ¤

Como es usual, se dice que K es un núcleo acotado cuando existe M > 0 tal que

|K(n,m)| ≤ M.
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Observación 4.11. Una buena pregunta respecto a los núcleos es la siguiente: ¿Son todos

los núcleos acotados en H aproximadamente Toeplitz? Sean K y Kτ núcleos equivalentes,

K un núcleo aproximadamente Toeplitz y Kτ un núcleo de Toeplitz. Sea {fn}n∈Z sucesión

en H, convergente en norma a un ĺımite en H esto es ‖fn‖ → f cuando n → ∞. Además

supongamos

K(n,m) = 〈fn, fm〉.
Es claro que K es un núcleo acotado, porque existe M > 0 tal que

|K(n,m)| = |〈fn, fm〉| ≤ ‖fn‖‖fm‖ ≤ M

porque toda sucesión convergente es acotada.

Sea Kτ un núcleo de Toeplitz, {gn}n∈Z sucesión en H y

Kτ (n,m) = 〈gn, gm〉 = τ(n−m)

con τ : Z→ C.

Supongamos además ‖gn‖ → g cuando n →∞ con g ∈ H. Entonces

τ(m) = 〈gn+m, gn〉 → 〈g, g〉,

cuando n →∞ para todo m ∈ Z, por lo tanto τ es una función constante, de lo cual se tiene

que {gn}n∈Z es una sucesión constante. Pero por hipótesis K es equivalente a Kτ , entonces

existe un operador acotado e invertible ψ : Hτ → HK tal que ψ(gn) = fn.

De donde se tiene que {ψ(gn)}n∈Z es una sucesión constante, de aqúı K es constante. Por

lo tanto existen núcleos acotados que no son aproximadamente Toeplitz.

2. Núcleos bi-Toeplitz.

Teorema 4.12. Sea K : Z× Z→ C un núcleo y {fn}n∈Z una sucesión en H.

Si K es aproximadamente Toeplitz con K(n,m) = 〈fn, fm〉. Entonces para cualquier

τ ∈ F(r,K), existe una única sucesión {gm}m∈Z ⊂ HK tal que

〈fn, gm〉 = τ(n−m)

para todo n, m ∈ Z.

Además el núcleo G : Z × Z → C con G(n,m) = 〈gn, gm〉 es también aproximadamente

Toeplitz. En este caso diremos que (F,G) es un par de núcleos bi-Toeplitz.
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Demostración. Existencia

Como K es aproximadamente Toeplitz, por el Teorema 4.9, existe Kτ : Z × Z → C

Toeplitz, tal que K y Kτ son equivalentes.

Ahora por definición de núcleos equivalentes se tiene que existe un operador lineal, aco-

tado e invertible ψ : HK → Hτ tal que {ψ(fn)}n∈Z es total en HK y además, ψ(fn) = gn,

Kτ (n,m) = 〈gn, gm〉 = 〈ψ(fn), ψ(fm)〉.

Por otra parte, τ ∈ F(r,K) y por la definición de F(r,K) tenemos que Kτ ∼ K y

Kτ (n,m) = 〈gn, gm〉 = τ(n−m)

para todo n,m ∈ Z.

Por lo tanto para todo n,m ∈ Z se tiene que

〈fn, ψ
∗ψ(fm)〉 = 〈ψ(fn), ψ(fm)〉 = Kτ (n,m) = τ(n−m).

Tomando

gm = ψ∗ψfm

para todo m ∈ Z, se sigue la existencia de {gm} ⊂ HK tal que

〈fn, gm〉 = τ(n−m).

Unicidad

Supongamos que existiese otra sucesión {g′m}m∈Z con la propiedad, esto es

〈fn, gm〉 = 〈fn, g
′
m〉 = τ(n−m)

para todo n,m ∈ Z.

Sean n, m ∈ Z, con m fijo. Entonces

〈fn, gm〉 − 〈fn, g′m〉 = 0,

luego

〈fn, gm − g′m〉 = 0

para todo n ∈ Z. De donde gm − g′m = 0 y aśı gm = g′m.

Por tanto se tiene la unicidad de la sucesión {gm}n∈Z ⊂ HK . ¤
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3. Condiciones para que un núcleo sea aproximadamente Toeplitz.

Sea K : Z× Z→ C un núcleo, supongamos K bastante cercano, en algún sentido, a un

núcleo Toeplitz Kτ .

¿Bajo qué condiciones K es aproximadamente Toeplitz?

La respuesta a la pregunta anterior la suministra el siguiente teorema, el cual muestra un

resultado similar al teorema de Paley-Wiener [16] (ver también [21, p. 38]) y a un resultado

de Strandell [20] referente a procesos estocásticos aproximadamente estacionarios.

Teorema 4.13. Sean K : Z × Z → C un núcleo, τ : Z → C una sucesión definida

positiva. Sean {fn}n∈Z y {gn}n∈Z dos sucesiones en H tales que {fn}n∈Z es total en Hτ y

{gn}n∈Z es total en HK tales que

〈fn, fm〉 = τ(n−m), 〈gn, gm〉 = K(n,m).

Si existe λ ∈ (0, 1) tal que

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

an(fn − gn)

∥∥∥∥∥

2

τ

≤ λ2

q∑

k=p

q∑

l=p

akal τ(k − l)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p entonces K es aproximadamente Toeplitz.

Demostración. Sean {fn}n∈Z, {gn}n∈Z ⊆ H, Kτ : Z× Z→ C, K : Z× Z→ C núcleos

dados por

Kτ (n,m) = 〈fn, fm〉 = τ(n−m) y K(n,m) = 〈gn, gm〉.

Definamos el operador ψ : span{fn}n∈Z → HK , donde

ψ

(
q∑

n=p

anfn

)
=

q∑
n=p

an(fn − gn)

para toda sucesión finita de escalares {an}q
n=p .
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Dado que
∥∥∥∥∥

q∑
n=p

anfn

∥∥∥∥∥

2

=

〈
q∑

n=p

anfn,

q∑

l=p

alfl

〉

=

q∑
n=p

q∑

l=p

anal〈fn, fl〉

=

q∑
n=p

q∑

l=p

anal τ(n− l).

A continuación se probará que

(a) ψ es un operador lineal.

(b) ψ es un operador acotado.

Veámoslo.

(a) Sean β ∈ C, f, h ∈ span{fn}n∈Z dadas por

f =

q∑
n=p

anfn, h =

q∑
n=p

a′nfn

para unas sucesiones finitas {an} y {a′n}. Entonces

ψ(f + βh) = ψ

(
q∑

n=p

(an + βa′n)fn

)
=

q∑
n=p

(an + βa′n)(fn − gn) = ψ(f) + βψ(h).

(b) Se tiene que
∥∥∥∥∥ψ

(
q∑

n=p

anfn

)∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

an(fn − gn)

∥∥∥∥∥

2

≤ λ2

q∑

k=p

q∑

l=p

akal τ(k − l)

= λ2

∥∥∥∥∥
q∑

n=p

anfn

∥∥∥∥∥

2

.

Por lo tanto ∥∥∥∥∥ψ

(
q∑

n=p

anfn

)∥∥∥∥∥ ≤ |λ|
∥∥∥∥∥

q∑
n=p

anfn

∥∥∥∥∥
y aśı ψ es un operador acotado.

Además

‖ψ‖ ≤ |λ| < 1.
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Por lo anterior ψ es un operador continuo. Entonces puede extenderse de manera continua

de la siguiente forma ψ̃ : Hτ → HK .

Por otra parte, como ‖ψ‖ ≤ |λ| < 1 se tiene que

‖ψ̃‖ ≤ |λ| < 1.

Definamos el operador I − ψ̃ : Hτ → HK mediante

q∑
n=p

anfn →
(
I − ψ̃

) (
q∑

n=p

anfn

)
.

Observemos que

(
I − ψ̃

) (
q∑

n=p

anfn

)
=

q∑
n=p

anfn − ψ̃

(
q∑

n=p

anfn

)

=

q∑
n=p

anfn −
q∑

n=p

anfn +

q∑
n=p

angn

=

q∑
n=p

angn.

Tenemos que I y ψ̃ son operadores acotados, miremos que I− ψ̃ también lo es. En efecto,

sea f ∈ Hτ , entonces

‖f‖ −
∥∥∥ψ̃

∥∥∥ ‖f‖ ≤ ‖I(f)‖ −
∥∥∥ψ̃(f)

∥∥∥

≤
∥∥∥
(
I − ψ̃

)
(f)

∥∥∥

≤ ‖I(f)‖+
∥∥∥ψ̃(f)

∥∥∥

≤ ‖f‖+
∥∥∥ψ̃

∥∥∥ ‖f‖.

Entonces

‖f‖
(
1−

∥∥∥ψ̃
∥∥∥
)
≤

∥∥∥
(
I − ψ̃

)
(f)

∥∥∥

≤
(
1 +

∥∥∥ψ̃
∥∥∥
)
‖f‖.

Sean M = 1 +
∥∥∥ψ̃

∥∥∥, m = 1−
∥∥∥ψ̃

∥∥∥ , ‖ψ̃‖ < 1.

Luego existen constantes M, m > 0,M ≥ m tal que

m‖f‖ ≤
∥∥∥
(
I − ψ̃

)
(f)

∥∥∥ ≤ M ‖f‖ .
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Y aśı I − ψ̃ es un operador acotado superior e inferiormente, por lo tanto I − ψ̃ es

invertible. Además, dado que (
I − ψ̃

)
(fn) = gn

para todo n ∈ Z. Esto implica que K y Kτ son equivalentes.

Por lo tanto, aplicando el Teorema (4.9) se tiene que K es aproximadamente Toeplitz. ¤
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