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Resumen

En este trabajo se define un nuevo tipo de nicleo denominado, niicleo aproximadamente
Toeplitz, de manera muy similar a como se define una base de Riesz. Se prueba que todo
nicleo de Toeplitz es aproximadamente Toeplitz, ademés se dan condiciones necesarias y

suficientes bajo las cuales dos ntcleos aproximadamente Toeplitz resultan ser equivalentes.

Un caso particular de ntcleos aproximadamente Toeplitz, se obtiene considerando las
covarianzas de procesos estocasticos aproximadamente estacionarios, los cuales fueron intro-

ducidos por Strandell.

Finalmente, para nicleos aproximadamente Toeplitz se da un resultado similar al teorema

de Paley-Wiener referente a bases de Riesz.
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Introducciéon

El objetivo fundamental de este trabajo es definir y dar algunas propiedades de un nuevo
tipo de nucleo, al que hemos llamado aproximadamente Toeplitz.

Con el propésito de poder dar esta definicion, en el Capitulo 1 se presentan las bases de
Schauder, las sucesiones de Bessel y las bases de Riesz. Adicionalemente damos el teorema
de Paley-Wiener [16] referente a la estabilidad de bases en espacios de Banach.

El Capitulo 2 es una introduccion a las sucesiones totales en espacios de Hilbert, en el
que presentamos nuevos resultados que generalizan algunos resultados dados por Strandell
[20] en un contexto probabilistico.

El Capitulo 3 esta dedicado a los niicleos definidos positivos y los nicleos de Toeplitz. Las
definiciones y los resultados de este capitulo son bien conocidos y son usados en el capitulo
siguiente.

En el Capitulo 4, se logra dar la definicién de nicleos aproximadamente Toeplitz de ma-
nera muy similar a como se define una base de Riesz (ver libro de Young [21]). Un caso
particular de ntcleos aproximadamente Toeplitz, se obtiene considerando las covarianzas
de procesos estocasticos aproximadamente estacionarios, los cuales fueron introducidos por
Strandell [20]. En este trabajo de grado se prueba que todo nicleo de Toeplitz es apro-
ximadamente Toeplitz, ademdas se dan condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
dos nucleos aproximadamente Toeplitz resultan ser equivalentes, en algin sentido. Final-
mente para nucleos aproximadamente Toeplitz se da un resultado similar al teorema de

Paley-Wiener referente a bases de Riesz.



CAP{TULO 1

Sucesiones de Bessel y Bases de Riesz

1. Bases de Schauder

DEFINICION 1.1. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Una sucesién (z,)nen en X es una

base de Schauder de X si para cada vector x € X existe una tnica sucesion de escalares

(an)nEN tal que

r=Y ayw, enl |

neN

Un espacio X con una base de Schauder (x,,),en puede ser considerado como un espacio

de sucesiones identificando cada x = ) _ @52, con la tinica sucesion de coeficientes (ay, )nen-

Es importante notar que para describir una base de Schauder hay que definir los vectores

de la base no so6lo como un conjunto, sino que como una sucesién ordenada.

DEFINICION 1.2. Sea X espacio de Banach y (z,)neny C X, se dice que (x,)nen €s una

sucesion bésica si es base de Schauder para span(z,)pen.

TEOREMA 1.3 (Banach). Todo espacio de Banach de dimension infinita contiene una

sucesion bdsica.

Una demostracién de este resultado puede verse en [13) teorema 1.a.5].

2. Biortogonalidad en espacios de Banach

Sea X un espacio normado con cuerpo de escalares F (donde F representa a R 6 C).

Consideremos su espacio dual topologico:

X*={f:X — T tales que f funcional lineal acotado}.
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DEFINICION 1.4. Sea (z,), una sucesién de elementos en un espacio de Banach X y sea
(fn)n una sucesion en el espacio dual X*. El sistema {z,, fin}nm (n,m = 1,2,...) se dice que

es un sistema bi-ortogonal cuando

1 param=n
S (2n) = (1.1)
0 param#n

OBSERVACION 1.5. Sean X espacio de Banach, (x,), una base de Schauder para X,
zh € X*. Six =) ", a,x,, para una sucesion de escalares (a,),, entonces

zr(x) =z (Z ajq;j> = ap (1.2)

Jj=1
* _ _ (o 0]
Y Ty (¥m) = Opm POTqUE T, = Zj:l jnLj-
El sistema {x,, x}, },.m es biortogonal.
En algunas ocasiones se dice que (), es biortogonal a (x,),. En este caso (z7), resulta
ser base para el espacio dual X*, al funcional lineal z} se le denomina funcional lineal

coordenado.

DEFINICION 1.6. Sean X un espacio de Banach y {x,}nen € X. Se dice que {z, }nen €s

completa o total cuando span{x, tneny = X.

DEFINICION 1.7. Sean X un espacio de Banach y {x,},en € X. Se dice que {z, }nen €s

minima cuando x; & span{x;};.; para todo j € N.

EJEMPLO 1.8. Sea {e, }nen una base ortonormal para un espacio de Hilbert H de dimen-
sion infinita y separable. Sea
Gn = €n + €eny1.

Entonces {g, }nen €s minima y completa.

TEOREMA 1.9. Sean X espacio de Banach y {x,}n una sucesion de elementos en X. La
sucesion {x,}, es minima si y solo si existe una sucesion { fu,}m C X* tal que {xy, fintom

es biortogonal.

La demostracién puede verse en [11].
En el caso de espacios de Hilbert la bi-ortogonalidad se define usando el producto interno

en lugar de los funcionales lineales.
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DEFINICION 1.10. Sean H un espacio de Hilbert y {z;}ien, {vi}ien € H. Se dice que

{yi }ien es bi-ortogonal a {x;};en cuando
(5, yj> = 0;;
para todo 7,5 € N. A la sucesién de pares {(z;,¥;) hien se le llama sistema bi-ortogonal.

3. Sucesiones Equivalentes

En esta seccion estudiaremos las sucesiones equivalentes en espacios de Banach, éstas

jugaran un papel importante en el desarrollo de las ideas del capitulo siguiente.

DEFINICION 1.11. Sean X, Y espacios de Banach, (z,,)nen, (Yn)nen, sSucesiones bdsicas
en X, Y respectivamente (con la posibilidad de que los espacios sean diferentes). Se dice que

(Zn)nen, (Yn)nen son equivalentes si:

o0 o0

am y > aw (1.3)

i=1 i=1

convergen o divergen juntas, para toda sucesién de escalares (a,)nen-

PROPOSICION 1.12. Sean X,Y espacios de Banach, dadas dos sucesiones bdsicas
(Tn)nen € X Y (Yn)nen C Y. Se tiene que (T,)nen €s equivalente a (Yn)nen Si y S6lo si

existe una constante c, con 0 < ¢ < o0, tal que

[e.9] [e.9] o0
D aw|| <D am| <D aw (1.4)
i=1 Y i=1 X i=1 Y

para toda sucesion de escalares (ap)nen-
Es decir, (Tp)nen Y (Yn)nen Son sucesiones equivalentes si y solo si la aplicacion

W span{x,} — span{y,}, dada por (x,) = y,, es un isomorfismo.

En este caso se dice que (2,)nen ¥ (Yn)nen son c-equivalentes.

La demostracién del resultado anterior puede verse en [3].

Dada una base de Schauder (x,),en para un espacio de Banach X, se definird la n-ésima

proyeccién. Se consideran los funcionales coordenados x : X — F dados por

7, (1) = an
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donde x =Y .2, a;z;. Y se define la n-ésima proyeccion P, : X — span(z,,) por

P,(x) = ixf(m)xl = iaimi.
i=1 i=1

TEOREMA 1.13. Si (Z,)nen €$ una base de Schauder para un espacio de Banach X,

entonces P, y x} son continuos. Ademds
k =sup || P,|| < oc.
n

La demostracién puede verse en [3].

El ntmero k£ que aparece en el resultado anterior recibe el nombre de constante base de
la base (z,)nen y se dice que (x,)nen €8 una sucesion bdasica con constante k.

Una base mondtona es una base con constante base igual a 1.

Sea

donde 1 se encuentra en el n-ésimo lugar.

EJEMPLO 1.14. Si 1 < p < oo entonces {e"},>; es una base de Schauder de [, conocida

como la base candnica. Esta es una base mondtona para [,

TEOREMA 1.15. Una sucesion (x,,), de vectores, tal que z,, # 0 para todo n, es una base

de Schauder para el espacio de Banach X, si y solo si

(1) (x,)n tiene span lineal denso en X, esto es, span{z,} = X.

(ii) Eziste una constante k tal que

<k (1.6)

n m
E a;T; E Q;T;
i=1 i=1

para toda sucesion finita de escalares (a;)!™, y para todo n < m.

Asi, (z,), es una sucesién bésica si y sélo si (ii) es verdadero.

La demostracién puede verse en [3].
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OBSERVACION 1.16.

(a) Si (z,)nen €s una sucesioén basica para cierto espacio de Banach X | y si encontramos
alguna sucesion (y,)nen que satisface

[e.9]

Z a:Yi

=1

[e.9]

E aiT;

=1

o0

Z aiYi

=1

-1

c <

Y

<c
X

Y
entonces (Y, )nen también es una sucesién bésica equivalente a (x,)nen-

(b) Si (z)nen €s una sucesién basica con constante k, y si (y,)nen satisface la desigual-
dad anterior, entonces (Y, )nen tiene base constante a lo sumo c?k.

En efecto, de acuerdo a la desigualdad anterior, se tiene que

n n m m
E a;Y; E a;T; E a; T; E a;Y;
i=1 i=1 i=1 i=1

conm=>nyck>0

< c (1.7)

<ck
X

< Pk
X

Y Y

EJEMPLO 1.17.

(1) Una sucesién bésica (x,)nen para un espacio de Banach X es equivalente a la base

usual para [p siy sélo si

1 1
¢! (Z |ai|p> < Zaia:i <c (Z \ai]p> (1.8)
i=1 i=1 X =1

para alguna constante ¢ > 0 y para cualquier sucesion de escalares (a,)nen-

(2) Cualquier base ortonormal en un espacio de Hilbert H separable es 1-equivalente

(¢ =1) ala base canénica de .

Dado un subespacio cerrado M de un espacio normado X, se dice que M es complemen-

tado en X si existe otro subespacio cerrado N tal que
X=Me&N.

Equivalentemente, M es complementado en X si M es el rango de una proyeccion lineal

continua P sobre X.

TEOREMA 1.18 (El principio de perturbacién pequena). Sea (z,), una sucesion bdsica

normalizada en un espacio de Banach X con una constante base k, y suponga que (y,), C X
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con
D llzn—yall =6 (1.9)
i=1

(1) Si2ko < 1, entonces (y,)n €s una sucesion bdsica equivalente a (z,)y.

(ii) Si span{x,}, es complementado por una proyeccion acotada P : X — X y si
8ko||P|| < 1

entonces span{y,}, es también complementado en X .
La demostracién puede verse en [3].

DEFINICION 1.19. Sea H espacio vectorial y sean || - ||, || - |1, dos normas sobre H.

Se dice que || - || y || - |1 son normas equivalentes cuando existen m, M > 0, M > m tales que
mllz]] < |zl < M|
para todo x € H. Esto se denota con || - || ~ || - ||1-

DEFINICION 1.20. Sea H espacio vectorial, sean (.,.), {.,.)1, dos productos internos sobre
H. Se dice que (.,.) y (.,.)1 son productos internos equivalentes cuando ellos generan normas

equivalentes.

4. Sucesiones de Bessel

DEFINICION 1.21. Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita y separable. Una

sucesion {x,} _, C H se llama sucesion de Bessel si

o0

> (b, 2a)[* < 400
n=1
para todo h € H.

OBSERVACION 1.22. Si {x, }nen s una sucesién de Bessel, entonces la serie

E Ap Ty

neN

es convergente para a = {a,}, € [*(N) y existe una constante B > 0 tal que

E AnTp

neN

2

< BZ |an|2

neN
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para todo a € [*(N).

La constante B recibe el nombre de cota de Bessel para la sucesion y viene dada por

E An Ty

neN

2

B = sup Hallpwy =1 (1.10)

La desigualdad de Cauchy Schwartz establece que si X es un espacio vectorial con pro-

ducto interior, entonces

(@, w)| < [yl (1.11)
para todo z,y € X. Ademads la igualdad [(z,y)| = ||z||||y|| es cierta si y sélo si z,y son
linealmente dependientes. En particular, |(x,z)| = ||z|* para todo r € X.

PROPOSICION 1.23. Sea H espacio de Hilbert, {x,} C H sucesion. Si {x,} es una suce-

sion de Bessel, entonces existe una constante B tal que

o

> [z < Bl|h? (1.12)
n=1
para todo h € H.
La prueba se puede ver en [21].

PROPOSICION 1.24. Sea H espacio de Hilbert y {z,}, .y C H una sucesion. Entonces

{Zn},en €5 una sucesion de Bessel con cota B si y sdlo si la desigualdad

2
> anra| <BY|an)?

neN neN

se cumple para todo a = {a,} € I*(N).
DEMOSTRACION. Sean {,}, .y sucesién de Bessel y a = {a, } € [*(N). Se tiene que
> (b, xa)[* < 400
neN

para todo h € H.

Sea

h, = Zan:pn € H.

neN
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

Za_n(ho,xn < Z |G (ho, 2,)|* < <Z \%\2) (Z \(ho,xn>|2> :

neN neN neN neN

Entonces

|<h07ho>|2 = ‘<hoyzan$n> = Zm<h07$n>

neN neN

(%w) (2; (hos )| ) <ne§;]ranl2> (%Mho,mﬁ).

Usando el caso en que la desigualdad de Cauchy-Schwartz es una igualdad, usando que

IN

{an}nen € P(N) y que {x, }nen es una sucesion de Bessel se obtiene

Zanxn < (Z|anl2> (Z|<ho,xn>|2> < 400

n
Por otra parte por [1.23] se tiene que existe B > 0 tal que

[(ho, ho)? = [lho]l* =

D [ho, 2P < Blho|.

neN

Luego,

|(ho, o) T, T,

{&=1)

< Bl|holl* (Z |anl2> =

esto implica
2
> anr,| <B (Z Ian!2) :

donde B = sup {||Zn an$n||2 Hallzey = 1} :

Para el reciproco tenemos H espacio de Hilbert, {x, },en € H una sucesién y se cumple

> an, 2 <B (Z Ianl2> :

n n

para toda sucesién de escalares a = {a,} € [*(N) . Sea

h, = Zan:pn € H.

neN
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Por Cauchy Schwartz tenemos

Z% <h07 l'n)

neN

2
<

2 2
2
< [|holl ‘

E AnTnp
n

<h07 Z anxn>
neN

2
< |lhol* B <Z !anl2>

luego

Z% <h07 $n>

neN

por lo tanto

(;mnﬁ) (;uho,xnw) < Il B (;w)

de lo cual se tiene

(Z \(ho,xn>\2> < B |holl” < +oo

y asi {x,} es una sucesién de Bessel con cota B O

EJEMPLO 1.25. Sea t € [0,1], sea g, : [0,1] — R dada por g,(t) = t". La sucesién
{90, 91, g2, ...} forma una sucesiéon de Bessel en L?[0, 1].

En efecto. Sean f € L*([0,1]) y

o = /0 ()t = (f,g)

donde n > 0.

Entonces N

=1{f, 9 "

|Cn|2 =

/0 Y

Luego

(Zw) - (ZI(L%)IQ) s(anH%ngnn%)
n=0 n=0
_ 4 . 2 _ 4 . ! on i
= 18 (;Hgnm) 191 (Z X dt)
0o 1 2 . 0o 1 2
= I/ (Z 2n+1> < W3 ()

n=0

o0

4 1 4772

n=0

< |Ifllzr*.
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Por lo tanto

e 1
S Jeal? < 7l = 7 / F(6)Pdt < +oo
n=0 0

(Z ’<fa gn>’2) < +00

para toda f € L?[0, 1] y asf la sucesién {go, g1, go, ..} forma una sucesién de Bessel en L?[0, 1].

para toda f € L*0,1].

Esto es

Ahora calculemos la cota de Bessel, B, para esta sucesion. Sea a, > 0 paran = 0,1, ...

se tiene que

— <Z CnGn, Z cmgm> = Z Z Cn@(f]nagﬂ»

n=0 m=0
B T S S

Donde se ha utilizado la desigualdad de Hilbert (ver [21]).

ZZ mi’"‘:"H _WZ|an|2 (1.13)

sia, > 0 paran > 0.
Luego

2

B =sup

E ATy

neN

Hlallpay =1 p =

5. Bases de Riesz

DEFINICION 1.26. Sea H espacio de Hilbert de dimensién infinita y separable. Una su-

cesion {z, tneny € H es una base de Riesz para H si

a) {x,}nen es total en H, esto es H = span{x,}, o equivalentemente, el conjunto de
todas las combinaciones lineales finitas de {z,},en es denso en H, es decir, para

todo h € H y para todo € > 0, existe ¢y, g, ...,cs € Cy ny,ng,...,ngs € N tales que

<e. (1.14)

S
h — E CiTn,
i=1
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b) Existen constantes A, B > 0, A < B tales que

AN Jan < | anwn

neN neN

2
< BY ol (115

neN

con a = {ay},y € I* (N).

PROPOSICION 1.27. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensidn infinita y sea

{Zn}nen una sucesion en H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(1) {xn}nen es una base de Riesz para H.
(ii) Ewxiste un operador lineal, acotado e invertible v : H — H y una base ortonormal

{€n}nen para H tal que
Y(en) = zn

para todo n € N.
(iii) Ewiste un producto interior (.,.)1 sobre el espacio lineal H, equivalente al producto

interior sobre H tal que {x,}nen €s una base ortonormal para (H, (., .)1).

DEMOSTRACION.
(1)=(ii)
Sea {2y}, cy una base de Riesz para H, entonces se tiene que

(a) X es total en H.
(b) Existen constantes A, B > 0, B > A tales que

2
< BZ |an’2

neN

AZ |an’2 <

neN

para todo a = {a,} € [*(N).

E AnTn

neN

Por otra parte tenemos que todo espacio de Hilbert separable tiene una base ortonormal.

Sea {e, },cy Una base ortonormal para [, entonces

Zanen = A<Z amem7zan€n>
= AN T (emen) = A Jan

2
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Por lo tanto

2
A a)* < < B anl”

Sea C' = max{B,1/A}. Entonces

2
%Z|an|2§ Zanxn SCZ|%|2-

De lo anterior se tiene que {x,}nen ¥ {€n}nen son bases equivalentes.

E AnTnp
n

SeaT': H — H el operador dado por

T (Z anen> => au,

neN neN
donde {a, },en es una sucesién de escalares.

A continuacién se probara que
(a) T es lineal.
(b) T es inyectiva.

c) T es sobreyectiva.

d) Te, = x, para todo n € N.

(e)

Veamoslo.

(a) Sean z,y € H y A € C. Si

x = Z(x, €n)en, Yy = Z(y, €n)en

n n

T es acotado e invertible.

entonces

TOa+y) = S (M en) + (g, en)en

n

= Z Mz, en)e, + Z(y, enyen = AT'(z) +T(y)

por lo tanto 1" es lineal.
(b) Sean 2’,y' € H, dados por
a' = Z AnCnp, y/ = anen
neN neN

donde {ay, }n, {bn}n son sucesiones de escalares.

19
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Si T'(2') = T'(y') entonces

g ana:n:E bny,.
n n

Luego

Z(an —by)x, =0

n

por lo tanto a,, = b, para todo n. Luego 2’ = 3/.
Por lo tanto T" es inyectiva.
(c¢) Dado z € H existe (a,), tal que
z= Z ATy,
neN

Sea

T = E ApCn-

neN

Entonces existe x € H y T'(x) = z, de lo cual se tiene que T es sobreyectiva.

De (a), (b) y (c) se concluye que T" es un operador lineal biyectivo.

(d) Dado k, usando la delta de Dirac y la definicién de T se obtiene:

ieN ieN
(e) Para probar que T' es un operador acotado definamos
n n
Tn (Z aiei> = Z a;x;.
i=—n i1=—n

Dado k, usando la delta de Dirac y la definiciéon de T,, se obtiene:

. a T ara —n<k<n
Tn(ek) =T, (Z 5zk€z> = Z Oip i = kP -

i——n 0  en otro caso

i=—n
Entonces

T(x) = Z%T(Gn) = Z ATy = nhjgo T, (z)

neN neN
para todo x € H.

Por otra parte, se tiene que

2
<BY) _la|* = Blz|’

neN

n
E a;T;

i=—n

1T (2)* =

20
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donde

T = E A€

neN

Por lo tanto

T (2)[| < VB||
y asi T}, es un operador acotado y ademas

2
1T = || im Zo(@)|| < Bla])

luego T' es acotado, de donde se tiene que 1" es continuo.
De (c) y (e) se tiene que T es un operador biyectivo y continuo. Por un corolario del
teorema de la aplicacién abierta T~! existe y también es continuo. Entonces T~ es acotado,

luego tomando ¢ = T se tiene garantizada la existencia del operador ¢ : H — H con

Y(en) = o

para todo n € N.
(il)=(iii)
Por hipdtesis existe un operador lineal acotado e invertible v : H — H y una base

ortonormal ortonormal {e, },eny para H tal que

Y(en) = 2y
para todo n € N. Por lo anterior existe ¢! acotado e invertible. Sea,
o =L
Entonces
O(x,) =€,

para todo n € N.

Definamos un nuevo producto interior (x,y); sobre H de la siguiente forma

<J;>y>1 = <(I)$,(I)y> :
Sea || - ||1 la norma inducida por este nuevo producto, entonces

(z,2)1 = |lz|]] = (Pz, Pz) = [|Dz]*.
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De esto se deduce que
(@ z, @7 ta), = (v, 2).

Por lo tanto

12
12" ]f; = =]
Como & es acotado
[zl = || < [l (1.16)
Como @~ es acotado
lell = [|&7], < (|27l
Luego
]l
7 < Mzl (1.17)
1Sl
De (1.16) y (1.17) tenemos que
]
< lzll < [|®l[|]-
[
Tomando m = IF‘D—LH y M = ||®||, se sigue que
mllz|| < [lefly < Mllz]-
Y asi || - ||1 es equivalente a || - ||.

Por otra parte tenemos que de acuerdo como hemos definido el nuevo producto interior

se tiene
(wizj)1 = (P, ;) = (ei, €5) = bij
y asi {x, }nen s una base ortonormal bajo este producto.
(iii)=(1)
Por hipétesis tenemos que dado el producto interior (.,.) sobre H y {z,} C H existe

un producto interior (.,.); sobre H equivalente a (.,.) y ademdas (2, Zm)1 = Onm para todo

n,m € N.
Sea {ey, }nen una base ortonormal para H bajo el producto interior (.,.) y definamos el

operador ¢ : span{x, },eny — H mediante

N N
w (Z anxn> = Z an€n
n=0 n=0

con {a, }nen € 2(N).
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Es claro que 1 es lineal, sea x € span{z, }nen, entonces

2

H:L‘H% = Ty Z Z Qo xn7$m 1= Z |&n|2
n=0 m=0
Por otra parte tenemos
N N N 2
Sl = 30 (e en) = |3 anen]| = )]
= n=0 m=0 n=0
luego
[zl =l ()] (1.18)
para todo = € span{x, },en. Por hipétesis (.,.) es equivalente a (.,.);. Luego || - ||1 es equi-
valente a || - ||. De donde existen constantes m, M > 0 tales que
mllz| <zl < Ml (1.19)

para todo x € H. De la desigualdad anterior y de (1.18) se tiene que
ml[z]| < ()] < Ml|z]]

para todo z € span{x, },en. Luego 1 es un operador lineal acotado superior e inferiormente.
Entonces ¢ puede ser extendido por continuidad a un operador ¢ definido en span{ T, }nen-

Tenemos que 772} : H — H dada por

; (z ) Y e

neN neN

Siz =3 cnanTy, se tiene que

2
~ 2
lall? = [5@)|| = |3 anea|| =D laal® (1.20)
neN
Combinando esto con (1.19) se sigue que
m?[z|? < Jan* < M|z, (1.21)

neN

De (1.21) concluimos que

1 1
WZ |an|* < [|2]|* < WZ |an .

neN neN
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Sean

T = g An L.

neN

Tomando A = # y B = # se tiene que

‘4j£:|anF <

neN

2
§;Z3j£:|anF

neN

E anTn

neN

Por lo tanto {z,}nen es una base de Riesz para H. O

OBSERVACION 1.28. Si {x,},en es una base de Riesz para H, entonces ésta es una
sucesion de Bessel y existe una unica sucesion {y, tnen en H la cual es bi-ortogonal a {x, },en-

La sucesién {y, fnen también es una base de Riesz para H y para todo h € H se tiene que

h=> (hy)z.,  h=> (hz,)yn. (1.22)

6. Estabilidad de bases en espacios de Banach y teorema de Paley -Wiener

El criterio fundamental de estabilidad, e histéricamente el primero, se debe a Paley -
Wiener [16]. Este se basa en el hecho elemental de que un operador lineal acotado T sobre

un espacio de Banach es invertible cuando
I —-T| < 1.

TEOREMA 1.29 (Paley -Wiener). Sea {z,} una base para un espacio de Banach X, y

suponga que {y,} es una sucesion de elementos en X tal que

N N
Z Cn(xn - yn) Z CnTn
n=1 n=1

para alguna constante A, con 0 < X\ < 1 y para cualquier sucesion de escalares {c,}. Entonces

<A (1.23)

{yn} es una base para X equivalente a {x,}.

DEMOSTRACION. Por hipétesis se tiene que si la serie 220:1 Cn T, €8 convergente entonces

la serie 7, ¢u(x, — yn) es convergente. Definamos la aplicacién T : X — X mediante

T <Z cnxn> = Z Cn(Tn — Yn).
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Evidentemente T es lineal y acotada y ||T']] < A < 1. Luego el operador I — T es invertible.
Como (I — T)(z,) = y, para todo n, se sigue el resultado.

0

La estructura de espacios de Hilbert permite reformular el Teorema [1.29 de la siguiente

manera.

TEOREMA 1.30 (Criterio de Paley-Wiener). Sea {e,} una base ortonormal para un es-

pacio de Hilbert H y sea {z,} C H una sucesion que satisface

1/2
‘ ch(en — 2zl <A (Z \cn\2> (1.24)

para alguna constante X, con 0 < X\ < 1 y para toda sucesion de escalares {c, }nen. Entonces

{zn}nen €s una base de Riesz para H.

A continuacién presentaremos un resultado de Kadec (ver libro de Young [21, p. 42]),

que nos permitird presentar un ejemplo de una base de Riesz.

TEOREMA 1.31 (Teorema 1/4 de Kadec). Si {\,;}nen s una sucesion de numeros reales
para el cual se cumple

A — 1l gz<i (1.25)

para todo n € N. Entonces La sucesion {ei’\”t}neN satisface el criterio de Paley - Wiener y

por tanto forma una base de Riesz para L*[—m, ).

EJEMPLO 1.32. Sean 1 < p < 00y {A\;}nen C R tal que

1
A —n| < —.
2p

Se puede probar que la sucesién {ei’\”t}n < €8 una base de Riesz para LP[—m, 7| (ver libro

de Young [21], p. 118]).



CAP{TULO 2

Sucesiones totales en espacios de Hilbert

DEFINICION 2.1. Un operador A definido en un espacio normado E se llama densamente

definido si su dominio es un subconjunto denso de FE, esto es
Dom(A) = E.

EJEMPLO 2.2. El operador diferencial D = % es densamente definido en L?(R) porque

el subespacio de funciones diferenciales es denso en L*(R).

DEFINICION 2.3. Sean A y B operadores en un espacio vectorial E. Si se cumple
DomA C DomB y Ax = Bx para todo + € Dom(A) se dice que B es una extension
de Ay se escribe A C B.

En lo que sigue H denotard un espacio de Hilbert separable. Sea (.,.) el producto interior
en H.

Se usaran sucesiones bilaterales en lugar de las sucesiones usuales, es decir el subindice
de la sucesién estara en Z en lugar de N.

Sea {z,}, C H, podemos definir el espacio de Hilbert generado por esta sucesién de la
siguiente manera

H{xp}nez = SPAA{ 20 fnez.

En este caso se tiene que {z,}, es una sucesién total en H{z,},cz. Ademds se tiene que

H{x,}nez C H, como subespacio cerrado.

PROPOSICION 2.4. Sean {x,}nez Y {Yn}nez sucesiones en H, se tiene que

(Tn, Tm) = (Yns Ym)

para todo n,m € Z si y solo si existe una isometria sobreyectiva ® : H{x,}nez — H{yn}nez

tal que

26
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para todo n € 7.
DEMOSTRACION. Sean {Z, }nez, {Un}nez sucesiones en H tales que

<xn7$m> = <ynayM>

para todo n,m € Z. Entonces para cualquier sucesion finita de escalares {a,}i_, v {bn}i_,

tenemos que

<i ApTn, i bm$m> = %E@n, -Tm>
n=p m=p

n7 p

3
[

b (Yns Yrm)
D

q q
n=p m

=p

M=

n,

3
I

Luego
q q q q
<Z ApTp, Z bmxm> = <Z AnYn, Z bmym> .
n=p m=p n=p m=p
Consideremos el operador @, : span{z,}nez — span{y,}tnez dado por ®,(x,) = y, v

extendido linealmente.

Miremos que ®, preserva la norma. En efecto
q 2 q q
E ATy = E ATy, § AT
n=p n=p m=p
q q
= § AnYn, § AmYm
g 2
= E AnYn
n=p

Luego

q q
E AnTp || = § anlYn
n=p n=p

Pero de acuerdo a como hemos definido ®, tenemos que

n=p

q

Z an,®o(z,)

n=p

q

Z anyn

n=p

q

E Ap Ty

n=p

Y asi &, es una isometria.
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Como @, es una isometria, es claro que ®, es un operador acotado. Luego podemos
extender por continuidad a una isometria definida sobre H(x,)nez = span{ay}, ;- Esto es,
si

oo
a= Z anTn € SPAN{Tn}t, 7,

n=—oo

entonces existe
N

ay = E apTy € span{y}nez,
n=—N

tal que limy_. ay = a.
Para definir la extensiéon ® : span{x, }nez — Span{y,}nez se procede de la siguiente
manera.

Si h € span{x, }nez entonces

h = lim hN

N—oo
donde hy € span{x, }nez.

Sea

O(h) = lim ®(hy).

N—oo

Luego

N N
P (Z anxn) = lm @, ( Z ak$k> =, (A}LOOZ%?JQ

nez n=—N k=n
N N
= lim E ap®P,(zr) = lim E Ry
N—>ook N—o0
)
= E AnYn
n=—oo

y ademas ®x, = y, para todo n € Z por la linealidad de ®.

Es claro que para todo

b= Z ApYn € Span{yn}nGZ

n=—oo
existe
o
a= E ATy, € SPani{ Ty tnez,
n=-—o00

tal que ®(a) = b luego P es sobre.
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Ademaés
d (Z an:rn> ' = || lim (i Giﬂ%%) H = || lim (i akyk> H
nez e k=—n neee k=—n
= Z arYr :7}1320 Z agTy,
k=—oc0 k=—n
= Zanﬂcn
nez

Por lo tanto ® es una isometria sobreyectiva.

Reciprocamente. Sea ® : H{x,}nez — H{yn}nez una isometria sobreyectiva tal que
dx,, =y, para todo n € Z.

Como & es isometria se tiene que
[P = |||
para todo x € X

(P, Py) = (z,9)

para todo z,y € X.
Luego

Yns Ym) = (P, 1) = (T, Tp)

para todo n,m € Z. O

1. Particion del conjunto de las sucesiones totales

PROPOSICION 2.5. Sean {x, ez ¥ {Yn}nez sucesiones en H, y sea 7 : Z — C tal que

(Yn, Ym) = T(n —m) para todo n,m € Z. Se tiene que
(T, T) = T(N—m)

para todo n,m € Z si y solo si existe una isometria sobreyectiva ® : H{x,}}nez — H{Yn}nez

tal que
(I)(-Tn) = Yn

para todo n € 7.
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Esta proposicion se deduce de la Proposicion 2.4.

Definamos los siguientes conjuntos de sucesiones bilaterales a valores complejos
F = {r:7Z — C tal que existe {z, }nez C H, (Tn,Tm) = 7(n —m)}

y parar € N 6 r = oo el conjunto

F(r) T € F: existe {z,}nez C H, (zp,xp) = T(n —m)
T =
y {xn }nez total en un subespacio de dimensién r de H

PROPOSICION 2.6. La familia
{F(r):reN ¢ r=o0}
es una particion de F.

DEMOSTRACION. Suponga que F(r;) N F(ry) # () para algunos ry, 7, € N. Se sigue que
existe 7 € F(r1) N F(rq).

Por la definicién de F(-) existen sucesiones {z, }nez, {Un}nez en H tales que {x,}nez €s
total en un subespacio de dimensién r; de H, {y, }nez es total en un subespacio de dimensién
rode Hy

<xn7 xm) = <yn7 ym> = T(n - m)
Por la Proposicion 2.5, se sigue que existe un operador lineal acotado e invertible de

H{x,}nez en H{y, }nez. Entonces r = 5. Luego
F(r1) = F(rq).
Lo anterior prueba que la familia de conjuntos
{F(r):reNo6r=o0}
es una particion de F. O

Tal como veremos a continuacion, dado que para cualquier par de subespacios cerrados de
H de alguna dimension r existe una aplicacién isométrica y sobreyectiva de uno en el otro,
se tiene que para cualquier subespacio cerrado de dimension r y para cualquier sucesién

7 € F(r) existe una sucesion {z, },ez la cual es total en ese subespacio tal que

(T, T) = T(N — m).
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COROLARIO 2.7. Sea {x, }nez C H. Entonces se tiene que
(T, T) = T(N— M)
para algin T € F(r) si y sélo si x, puede escribirse como
x, = P g
para todo n € Z para alguna isometria sobreyectiva ® : H{x, }nez — H{xp}nez.
DEMOSTRACION. Dada {,}nez una sucesién en H, sea

Yn = Tn+1-

Entonces {yy, }nez es una sucesion en H.
Sea 7 € F(r). Aplicando la Proposicién 2.5, se tiene que existe una isometria sobreyectiva

O H{zp}tnez — H{yn}nez tal que

para todo n € Z. Entonces

Probaremos por induccion que

para todo n € Z.
(1) Miremos que es cierto paran = 1
Como ®(z,) = x,41 para todo n € Z, entonces ®(zy) = x1. Luego la propiedad
se cumple para n = 1.
(2) Suponemos que se cumple para k =n — 1

n—l(

Tp—1 — 0] l’o).

Se probara que se cumple para k = n.

Tenemos que z,_; = ®" 'z por hipétesis de induccién. Luego
O(z,1) = O(O" 'ag) = D 0.

Pero

O(x,1) =y
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por lo tanto
z, = ®"xg.

De (1) y (2), se tiene que z, = ®"xy para todo n € Z.

2. El caso de espacios de dimension finita

PROPOSICION 2.8. Sea W wun espacio de dimension finita r. Entonces existe un iso-

morfismo unitario (lineal, biyectivo e isométrico) 1 : W — C". Esto se abrevia mediante

w=Cn.

DEMOSTRACION. Sea v = {z1,Zs,...,x,} una base ortonormal para W (el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt garantiza la existencia de esta base).

Se define ¥ : W — C" mediante

U(z) = (2w, ..., (T, 2. )w)

para x € W dado por

T

r = Z(w,xz)wx,

i=1
Es sencillo probar que 1) es lineal.

Veamos que 1 es una isometria. Sean x, y elementos en W, se tiene que

T T

T = Z(x, T Wi, Yy = Z(y,xi>wxi.

i=1 i=1

Luego

(T, y)w = <Z<$, Ti)wTi, Z@a Ij>ij>

J=1

r

(T, ) w Y, T ) w s, ) w

De donde 9 es una isometria.
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Ademas 1) es inyectiva porque ¢ es lineal e isométrica. En efecto, ¥ (z) = 1 (y) implica

0= llv@) =Wl = lv( =yl = llz =yl

Luego x = y.
Veamos que v es sobreyectiva. Dado (z1,--- , 2,) € C" sea
T
xr = E ZiZ;i.
i=1
Entonces
T
(x,x)w = 2T, T
j=1 W
,
= Zj <Ij7 x2>W
Jj=1
= Z;.
De donde

P(z) = (2w, (T, xn)w) = (21, -, 2r).

O

OBSERVACION 2.9. El siguiente hecho de &lgebra lineal es bien conocido: Sean 3 una
base ordenada de C" y ® : C" — C" un operador lineal con matriz [®]s con respecto a esa

base. Si @ es una isometria entonces [®]g es una matriz unitaria.

PROPOSICION 2.10. Sean W wun espacio de dimensién finita con base ordenada [ y
¢ : W — W un operador lineal con matriz [®|g con respecto a esa base. Si ® es una

isometria entonces [P|g es una matriz unitaria.
La prueba de esta proposicion se sigue de la Proposicion 2.8 y de la Observacién 2.9,

COROLARIO 2.11. Sean r € N y 7 : Z — C una sucesion. Se tiene que: T € F(r) si y

sélo si existe una matriz unitaria A en M, (C) tal que
T(n) = (A"A\, N

para todon € Z, A € C", X # 0.
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DEMOSTRACION.
(=) Sea 7 € F(r), luego por definicién del conjunto F(r) tenemos que 7 € F y existe
{Zn}nez en H tal que
(Tp, T) = T(N — M)

y {xn}nez total en un subespacio de dimensién r de H, luego
7(n) = (@, Zo)-

Por el Corolario 2.7 se tiene existe una isometria sobreyectiva ® : H{x, },cz — H{Zpn}nez
tal que

T, = ®"xg
para todo n € Z. De donde
T(n) = ("0, 20) sy, s - (2.1)

Sea 1 : H{xy,}nez — C7 el isomorfismo unitario dado por la Proposicién 2.8. Entonces

(& Y i) = (@), ¥ (y)er

para todo x,y € H{xp}nez.
Tomando

n
r = ®"xo, Y=o

se tiene que

con A = [xg], € C" y [®@], = A.
Luego
7(n) = (A", N)cr.

Como 1 y ® son unitarios se sigue que A es una matriz unitaria. ([l



CAPITULO 3

Nucleos definidos positivos y nicleos de Toeplitz

1. Ncleos definidos positivos

Sea A = (ajk:>?,k=1 una matriz sobre el cuerpo de los niimeros complejos, se dice que A
es una matriz definida positiva cuando para todo cq,co, ..., ¢, € C se tiene que

n

Z ¢;Cragy > 0. (3.1)

jk=1

Se dice que una matriz es hermitiana cuando aj;, = ay; para j,k =1,2,...,n.

Es bien conocido que si A es definida positiva entonces A es hermitiana y los autovalores
de A son todos no negativos.

Sea X un conjunto no vacio. Un ntcleo en X es una funcion ¢ : X x X — C.

Se dice que la funcién ¢ es un nicleo simétrico cuando

oy, z) = p(z,y)

para todo z,y € X.

Se dice que la funcién ¢ es un nicleo hermitiano cuando

oy, ) = p(z,y)

para todo z,y € X.

Se dice que ¢ es un nicleo definido positivo cuando

> erp(aj,mr) >0 (3.2)

jk=1

para todo n € N, para todo {1, ...,x,} C X y para todo {c,...,c,} C C.

EJjemMpPLO 3.1. Dado un ntcleo constante ¢(x,y) = ¢ se tiene que: ¢ es definido positivo

si y sélo si ¢ > 0.

35
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OBSERVACION 3.2. Si X es un conjunto finito, no vacio, dado por X = {z1x9 x,}y

@ : X x X — C es una funcion, se puede considerar la matriz A, de tamano n x n, dada por

A= (o (2, :Ek));‘l,k;:l :

Se tiene que: ¢ es definido positivo si y sélo si A es definida positiva.

PROPOSICION 3.3. Un niicleo ¢ : X x X — C es definido positivo si y sélo si para todo

subconjunto finito Xg C X la restriccion de ¢ a Xog X Xy es un nicleo definido positivo.

PROPOSICION 3.4. Sea ¢ : X x X — C un niicleo definido positivo, entonces:
(1) p(z,z) > 0 para todo x € X.
(2) ¢ es hermitiano.

(3) le(z, »)|* < p(z,z) e(y,y) para todo x,y € X.

PROPOSICION 3.5. Sea ¢ un nicleo a valor reales, es decir ¢ : X x X — R. Se tiene
que: ¢ es definido positivo si y solo si ¢ es simétrico y ademds
n
> citrp (x5, a1) > 0.
jk=1

para todo n € N, para todo {x1,...,x,} C X y para todo {ci,...,c,} C C.

PROPOSICION 3.6. Dada una funcién arbitraria f : X — C sea o5 : X x X — C dada

por

or(r,y) = f(2)f(y).

Entonces ¢ es un nicleo definido positivo.

PROPOSICION 3.7. Sea H un espacio pre-Hilbert con producto interno (-, -) sobre el cuerpo

de los nimeros complejos. Entonces (-,-) es un nicleo definido positivo.
DEMOSTRACION. Sean x,y € H, ¢ un ntcleo cualquiera. Sean ¢y, ...,c, € C y
e(x,y) = (z,y).

Luego

n n n 2
Z CiCr {5, Yr) = <Z ijjazckyk> = > 0.
j=1 k=1

J,k=1

n
E CjTj
j=1

Por lo tanto (.,.) es definido positivo. O
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TEOREMA 3.8. Sean 1, s : X X X — C dos nucleos definidos positivos. Entonces

Y12 X X X — C es un nicleo definido positivo.
La demostracién puede verse en [2, Capitulo 3, Teorema 1.12].

TEOREMA 3.9. Sea ¢ : X x X — C nicleo hermitiano. Entonces ¢ es definido positivo

sty solo si
det <90 (:vj,mk)?’k:1> >0

para todo n € N y todo {z1,...,x,} C X.
La demostracién puede verse en [2, Capitulo 3, Teorema 1.17].

2. Representacion de nucleos definidos positivos en espacios de Hilbert

Para desarrollar esta seccién se ha usado ampliamente la Seccién 3 del Capitulo 3 del
libro de Berg, Christensen y Ressel [2].
Sea X un conjunto no vacio y ¢ : X x X — C un nucleo definido positivo. Para z € X

fijo consideraremos la funcién ¢, : X — C dada por

ez (y) = p(z,9).

Sea
Hy = span{p, : v € X}

la variedad lineal de
C* = {g: X — C tal que g es una funcién}.
Si f,g € Hy y vienen dadas por
F=Ycivn,  g=> dipy,
J k

entonces se tiene que

flyr) = ch%j(yk) = ZCJSD(% Yi)

g9(x;) =Y drpy () = Y drp(ye, ;).
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Es facil ver que

D dif(u) =D ciglay) =Y cidup(s, yi).
k J Ik
Ademsas este valor no depende de la representacién seleccionada para f y ¢ la cual podria
no ser unica.
Se define (-, ), : Hy x Hy — C mediante
(f.9)o = _ cidip(;, yi). (3.3)
j.k
Es sencillo probar que (-, ), es una forma sesquilineal y hermitica.

Como ¢ es definido positivo se tiene que

n

(f.Fe = citrep(zs, ) > 0.

Gk=1
Por lo tanto, (-, ), es un producto interno (eventualmente degenerado) en Hy. Se cumple

la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

1F, 9)ol? < (f F)el9, 9) -

Una consecuencia inmediata de la igualdad (3.3)) es
(fra) =) oy, x) = f(x)
J
para todo f € Hyy =z € X.
De donde

{f: ) = f(2)

para todo f € Hy y x € X. Esta propiedad es conocida como la propiedad reproductiva.
A continuacién daremos otra expresién para (f, g)..

Sean
fi = ¢jpu; y Gk = dipy, -
Se tiene que
(Fis9r)e = (¢jay, iy, ) = Cidup(x, Yr).
Por lo tanto

<901j7 Soyk>sﬁ = Qp(mj? yk)' (3'4)
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De donde
<f7 g)s& = Z cjd_k?<<101j ’ (Pyk>90'

Jk

Ademas de (3.4) se sigue que

(Pus Pyl = (2, y)

para todo z,y € X.
Veamos que el producto interno (-, ), es no degenerado. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se tiene que
[f(@))* = [{f,02)6* < A, Hol@e o)y
Por lo tanto
[f(@)* < {f, Foela, o).

De la desigualdad anterior es inmediato que (f, f), = 0 si y sélo si f = 0. De donde el
producto interno (-, -),, es no degenerado.

De esta forma hemos definido un producto interior sobre Hy a partir del nicleo ¢. Por lo
tanto, Hy es un espacio pre-Hilbert y su completacion o clausura H es un espacio de Hilbert
(en el cual Hy es un subespacio denso). Se dice que ¢ es el nicleo reproductor del espacio
de Hilbert H.

Se puede probar que existe un unico espacio de Hilbert, cuyos elementos son funcio-
nes definidas en X, que tiene a ¢ como su ntcleo reproductor. Este espacio de Hilbert es
usualmente llamado el espacio de Hilbert con nicleo reproductor (RKHS) asociado con ¢.

Si ¢ es de valor real entonces, H puede ser escogido como un espacio de funciones reales.

Es importante resaltar que (-, ), es un ntcleo definido positivo sobre Hy x Hy. Esto es
consecuencia de la Proposicién 3.7,
Sean ¢ : X x X — C un nicleo definido positivo y sea H el espacio de Hilbert con ntcleo

reproductor ¢. Sea ¥ : H — C* dada por

para f € H, donde
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para todo x € X. Se puede probar que la aplicacion ¥ es lineal e inyectiva.

Por lo cual el espacio de Hilbert H puede ser visto como un subespacio de C¥, esto
es como un espacio de funciones y no como en otras situaciones similares en las que debe
considerarse, el espacio de Hilbert que surge, como un espacio de clases de equivalencia de
funciones.

De lo anterior se puede asumir que existe un espacio de Hilbert H C CX y una aplicacién

xr — ¢, de X a H tal que

o(z,y) = (P, Py)

para z,y € X.
Para concluir esta seccién enunciamos un resultado referente a los subespacios cerrados

de H.

PROPOSICION 3.10. Sea ¢ : X x X — C un nicleo definido positivo y sea H el espacio
de Hilbert asociado a . Entonces cualquier subespacio cerrado de H es el espacio de Hilbert

con nicleo reproductor para algiun nicleo definido positivo sobre X x X.

3. Operadores definidos positivos

Un operador T sobre un espacio de dimension finita V' dotado de producto interno se

dice que es un operador definido positivo, si T es auto-adjunto y
(I'(z),z) >0

para x # 0.
Un operador T sobre un espacio de dimension finita V' dotado de producto interno se

dice un operador semidefinido positivo, si T es auto-adjunto y
(T'(z),2) =0
para todo x # 0.

PROPOSICION 3.11. Sean T y U operadores lineales auto-adjuntos sobre un espacio vec-
torial V' de dimension finita, dotado de producto interno, sea 3 una base ortonormal para V
y A =[Tls, la matriz asociada al operador

Las siguientes afirmaciones son ciertas.
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(1) T es definido positivo si y sdlo si todos los autovalores son positivos.
(2) T es semidefinido positivo si y sélo si todos los autovalores son no negativos.

(3) T es definido positivo si y sélo si

i Aijaja_i >0

jk=1

para todo {ay,as, ...a,} C C donde a; # 0 para todo i.
(4) T es semidefinido positivo si y solo si A= B*B para alguna matriz cuadrada B.
(5) Si T y U son operadores semidefinidos positivos tal que T? = U? entonces T = U.
(6) Si T y U son operadores semidefinidos positivos tal que TU = UT, entonces TU es
definido positivo.
(7) T es definido positivo [semidefinido] siy sdlo si A es definido positivo [semidefinido].

La demostracion de esta proposicion puede verse en diferentes libros de algebra lineal, ya

que se refiere a espacios de dimension finita.

4. Ncleos de Toeplitz

A continuacién desarrollaremos algunas ideas relacionadas con los ntcleos Toeplitz.

Sea K : Z x Z — C, se dice que K es un nicleo de Toeplitz cuando
Km+1,n+1)=K(m,n)
para todo m,n € Z.
PROPOSICION 3.12. Un nicleo K es de Toeplitz si y sdlo si
K(n,m)=K(n—m,0)
para todo m,n € 7.

EJEMPLO 3.13. Sea u medida de probabilidad sobre el intervalo [0, 27).

L?(u) es un espacio de Hilbert, sea

int

’Yn(eit) =e
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para todo n € Z. Consideremos los coeficientes de Fourier de u, los cuales estan definidos

por
2T
A 1 / —intd (t)
n — &~ €
2m a
0

para n € Z.
La aplicacion A : Z x Z — C definida por

A(.]J k) = Ak—j

para j, k € Z es un nicleo definido positivo. En efecto, dados n > 0y {A\, A1 A\,} C C se

tiene que
N . 27
S AG Y = D (50 [ |
j,k=0 5,k=0 0
1T
- e =GN | dut
[ () we
1 [ ikt
Luego
n 2 n n
Z A(], k))\k>\_J = %/ Z efikt)\kz e—l’jt)\j) d,u(t)
4,k=0 0 \k=0 J=0
27 2

du(t) > 0.

n
- —ijt
E Aje
j=0

EJEMPLO 3.14. Sea (2, F, P) espacio de probabilidad, donde F es una o-dlgebra de

subconjuntos de Q2 y P es una medida de probabilidad sobre F', { X}, } ez proceso estocéstico,
L?(P) el espacio de Hilbert de F funciones medibles sobre Q de cuadrado integrables, esto

es
L*(P) = {f : Q — C f medible / |f(W)PdP(w) < +oo}
Q

dotado con el producto interior

mmmmzﬁﬂmﬁmwwy
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Consideremos solamente procesos estocésticos con variables en L?(P).

La media del proceso viene dada por

my = B(X,,) = /Q X, (w)dP(w)

Supongamos m,, = 0 para todo n € Z.

La covarianza del proceso viene dada por

A(m,n) = Ay = (X, X)) r2(p) = / X (W) X (w)dP(w)
Q
para todo m,n € Z.
Es claro que la covarianza de este proceso es un nucleo definido positivo, porque

> ONX;
j=m

n

Z Az])\]xz - Z <Xj7Xi>L2(P))\in — Z <)\ij, )\iXi>L2(P) ==

i,J=m i,J=m i,j=m

>0

2
L2(P)

para todo m,n € Zm<n,y \y € C (k=m,m+1,...n).

OBSERVACION 3.15. Si en el ejemplo anterior se asume que el proceso estocastico { X, }nez

es estacionario, esto es

Amn - <Xn7 Xm> = An—m

para todo n,m € Z, entonces este ntucleo de covarianza es Toeplitz. Se puede probar que

este nicleo es definido positivo.

EJEMPLO 3.16. Como ejemplo de nicleo de Toeplitz definido positivo tenemos los niicleos
de autocorrelacién (covarianza) de procesos estocdsticos estacionarios discretos (sobre espa-
cios de Hilbert), donde las variables aleatorias vienen dadas por funciones X : Q@ — E con
E espacio de Hilbert y niicleo de autocorrelacion

K{m,n) = (X (), X () ey = [ (X (), XD dP()

Sea 7 : Z — (' una sucesién. Se dice que 7 es una sucesion definida positiva si satisface:

> " 7(m = n)A(m)A(n) >0 (3.5)

m,n

para toda funciéon A : Z — C con soporte finito.
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PROPOSICION 3.17. Sea H un espacio con producto interno, sea {fn}nez C H y sea

T : Z — C las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) Para todo n,m € Z se tiene que

<fn:fm> = T(n - m)

(b) Para toda sucesion finita de escalares {a,}i_, se tiene que

q 2 q q
doaifi| =D wmr(i-0).
Jj=p

Jj=p l=p

DEMOSTRACION.

(a) = (b) Si existe 7 : Z — C, tal que
<fn; fm> = T(n - m)

para todo m,m € Z entonces

Zanfn :Zzana_l<fn7fl>:Zzana_l7—<n_l>

n=p l=p n=p l=p
para toda sucesion finita de escalares {a,}%_,

(b) = (a) Suponga que existe 7 : Z — C tal que

=3 aar(i—1)

Jj=p l=p

q

> asf;

Jj=p

para toda sucesion finita de escalares {a,}7_,.

En particular
la; f; + afill* = a;a57(0) + aja 7(5 — 1) + aa; (1 = 5) + aa 7(0).
Por lo tanto
1f; + fill* = 7(0) + 7(j = ) + 7(L = 5) + 7(0),
I = fill?=7(0) = 7(j = 1) = 7(l = j) +7(0),
If; +ifil* = 7(0) —iT(j — 1) +i7(l — j) — 7(0),

If; —ifill* =7(0) +i7(j = 1) —it(l = j) — 7(0).
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Como

(1F5 + Al = 5 = AP +ill £ + il = illfs = ifill®)

A,

<fj7fl> =

se sigue que

(fi, fi) = i (t(0)+7( =) +7(l—3)+70)—(r(0) =7(j = 1) —7(L — j) + 7(0))
b3 Gr(0) =i = 1) i (t = ) = 7(0)) — i(r(0) + 7 — 1) = i1 = ) — 7(0)
L GO R () N O W )
b3 (i = D) ir =) =i~ 1) — (i~ )
=2 (G =D+~ )
b3 G =0 == )+ 7~ 1) =i~ )
= 2 (G =D 4= )+ 5 (=)~ 7~ )
—7(j 1),

Luego existe una sucesién 7 € F y {f,}nez C H tal que

(fi, )y =70 = 1)

para todo 73,1 € Z. O

OBSERVACION 3.18. Dada una medida finita positiva u sobre el circulo unitario T, sea T

dada por
T(n) = pf(n) := /emtdu
T
para todon € Z y sea K : Z x 7Z — C dado por
K(m,n) :=7(m —n).

Entonces K es un ntcleo de Toeplitz definido positivo (ver Ejemplo [3.13).

A continuacién presentamos el teorema de Herglotz - Bochner.
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TEOREMA 3.19. Un nucleo K : Z x Z — C es definido positivo y Toeplitz si y solo si

existe una unica medida finita y positiva p sobre el circulo unitario T tal que
K(m,n) = j(m —n) (3.6)
para todo m,n € 7.
Otra manera de enunciar este resultado es la siguiente:

TEOREMA 3.20. Una sucesion s : Z. — C es definida positiva si y solo si existe una unica

medida finita y positiva pu sobre el circulo unitario T tal que

s(n) = fi(n) (3.7)
para todo n € 7.

Se puede ver que el teorema de Herglotz-Bochner da una representacion integral de las
formas Toeplitz definidas positivas.

Un polinomio trigonométrico sobre T es una funcion de la forma

f _ Z Cneint
n

donde la suma es una suma finita.

Sea P el conjunto de todos los polinomios trigonométricos sobre T.

Una forma sesquilineal en P es una funcién B : P x P — C que es lineal en la primera
variable y anti-lineal en la segunda variable.

Sea e, : [0,27) — C dada por
en(t) = e™.
Dado un nucleo hermitiano K : Z x Z — C se define la forma sesquilineal asociada
By : P x P — C mediante
Bi(em, ) = K(m,n),
para todo m,n € Z.

Se dice que B es una forma positiva cuando B(f, f) > 0 para todo f € P. Esto se denota
por B > 0.
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PROPOSICION 3.21. Una forma B es positiva si y sélo si el correspondiente nicleo K es

definido positivo.
El operador shift en P es S : P — P dado por

S(f) =esf.

Se tiene que
S™(f)=enf.
Sea B una forma sesquilineal. Se dice que B es una forma de Toeplitz o una forma

S-invariante en P x P cuando B es invariante bajo el operador shift, esto es
B(Sf,S59) = B(f.9)
para toda (f,g) € P x P.

PROPOSICION 3.22. Un nicleo K es Toeplitz si y sélo si la correspondiente forma B es

invariante bajo el operador shift, S.

El teorema de Herglotz-Bochner se enuncia en términos de formas de la siguiente manera:

B es una forma positiva y S-invariante en P x P si y s6lo si existe p > 0 tal que
B(f.9) = [ fadu
para toda f,g € P.
PROPOSICION 3.23. Una forma B es de Toeplitz si y sdlo si
B(5"f,5%g) = B(f.9)

para todon € Z, f,g € P, donde S es el shift en P.

Sea

lo(Z) ={a:7Z — C: a con soporte finito}.

Entonces todo polinomio trigonométrico f € P es de la forma

=) anen

para alguna a € ly(Z).
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Sea 7 : Z — C es una sucesién fija, se puede definir el funcional lineal L, : P — C de la

siguiente forma

L, (; anen> = ay

n

En particular L,(e,) = 7(n)
Es claro que existe una correspondencia biunivoca entre los funcionales L y las sucesiones
7. Para cada sucesién 7 el funcional correspondiente L, viene dado por

L.(f)=L- (Z an€n> = Z AnTh

para todo a € lo(Z).
Anélogamente, toda forma sesquilineal B : P x P — C queda determinada dando los
valores
K(m,n) = Blep.em),
de modo que existe una correspondencia biunivoca entre todas las formas B y los nticleos
K:PxP—C.

Para todo nucleo K la forma By correspondiente estd dada por

By (Z (U, Z bmem) = Z K(n,m) anb,

para todo a,b € ly(Z).
También se puede decir que todo funcional lineal L : P — C da origen a una forma

sesquilineal By, : P x P — C definida por

En particular toda medida p da origen a un funcional y genera una forma B,, esto es

L=1L..

%)

De lo anterior se tiene que
By, <Z p€n, Z bmem> = Z L(en—m)anby = Z 7(n —m) apbp,.
PROPOSICION 3.24. Un niicleo K es de Toeplitz si y sélo si existe una sucesion 7 : Z — C

tal que
K(n,m)=7(n—m).
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DEMOSTRACION. Dado un ntcleo de Toeplitz K sea 7 : Z — C definida por
7(n) = K(n,0).

Entonces

K(n,m)=17(n—m).
Reciprocamente, si existe s : Z — C tal que K(n,m) = 7(n — m) entonces

Kn+1lm+1)=7n+1—(m+1))=71(n—m)=K(n,m).

Por lo tanto K es Toeplitz. 0

PROPOSICION 3.25. Una forma B : P x P — C es Toeplitz si solo si existe una sucesion

7: 4 — C tal que

B (Z e, Z bmem) = Z T(n —m) a,by,

n,m

para toda a,b € ly(Z).

DEMOSTRACION. Dada una forma de Toeplitz B : P x P — C sea 7 : Z — C definida

por
7(n) = Blen, €p).

Entonces
T(n —m) = B(en_m,e0) = B(S™en_m,S™eq) = Blen, em)-

Por lo tanto

B (Z (p€n, me6m> = Z Z Unbm Blen, em) = ZT(TL — M) Gpby,.

Reciprocamente, supongamos que existe s : Z — C tal que

B (Z e, Z bmem) = Z 7(n —m) anbpy,

para toda a,b € ly(Z).
Sean f,g € P dadas por

f:ZCnen g:deBm

con ¢,d € ly(Z).
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Entonces

sonsn = (s(gee) o (S o () (L)
e (L))o (o) (2o

B(Sf,8g) =) (n—m)cady

Luego

=> t(n—1—(m—1)cprdms

Por lo tanto

B(Sf,Sq) = Z 7(n' —m) cpd,y = B (Z Cr€ns s Z dm/em/> = B(f,9)

De donde

B(Sf,Sg) = B(f,9)

para todo (f,g) € P x P. Es decir, B es una forma de Toeplitz. O

PROPOSICION 3.26. Una forma B es Toeplitz si y sdlo si existe un funcional L : P — C
tal que B = By, donde

Bi(f,9) = L(f9)-

DEMOSTRACION. Dada una forma de Toeplitz B sea L : P — C dada por

L (Z anen> = Z a,B(en, eo)
para a € ly(Z). En particular
L(e,) = B(en, €o),
L(en_m)

Sean f,g € P dadas por

B(en—m,e0) = B(S™en_m,S"eg) = Blen, em).

f = Zanen g= meem
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Entonces

Reciprocamente, suponga que existe un funcional L : P — C tal que B = By donde

Bi(f,9) = L(f9).

Sean (f,g) € P x P, como e;e; = 1 entonces

B(Sf,Sg) = BL(Sf,Sg) = L(SfSg) = L(e feig) = L(fg) = B(f.9) = B(f,9).
Por lo tanto B es una forma de Toeplitz. 0]

En resumen:

(1) Un nicleo K es definido positivo, si la forma correspondiente, Bk, es una forma
positiva.
(2) La sucesién s : Z — C es definida positiva si lo es el nicleo K : Z x Z — C dado

por
K(n,m) = s(n —m).

(3) Una forma de Toeplitz B : P x P — C es positiva si y sélo si existe una medida

p > 0 tal que B = B, es decir

B(f,g) = u(f9).

(4) Un nicleo de Toeplitz K : Z x Z — C es definido positivo si y sélo si existe una

medida g > 0 tal que
K(n,m) = pi(n —m)

para todo m,n € Z
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(5) Una sucesién s : Z — C es definida positiva si y s6lo si existe una medida p > 0 tal

que
s(n) = p(n)
para todo n € Z.

OBSERVACION 3.27. Si E es un espacio vectorial y si B : E x E — C es una forma

sesquilineal positiva, B(f, f) > 0 para todo f € F, entonces

(f:g)B:B(fvg)

tiene todas las propiedades de un producto interior, salvo que B(f, f) puede ser 0 sin que f

lo sea. En particular vale la desigualdad de Schwartz:

1B(f,9)] < B(f, f)2B(g.9)?

v || fllz = B(f, f)% es una seminorma.



CAP{TULO 4

Ntcleos Aproximadamente Toeplitz

En este capitulo queremos definir un nuevo tipo de ntcleo al que hemos denominado
nicleo aproximadamente Toeplitz.
Como en capitulos anteriores H serd un espacio de Hilbert separable.

Sea K : 7 x Z — C un nicleo definido positivo, si existe {g, tnez C H tal que
K(n,m) = (gn, gm)
se define el espacio de Hilbert generado por el nicleo K de la siguiente manera
Hy = span{gn tnez-

En este caso se tiene que la sucesion {g, }necz es total en Hp.

OBSERVACION 4.1. Sean F y F(r) como en el Capitulo 2. Se sabe que dado 7 € F, existe

una sucesion { f, }nez C H tal que
(fns fmn) = T(n—m)
¥ {fn}nez total en un subespacio de H. Luego 7 define una forma sesquilineal
B(f,9) = (f.9)+
en H, donde H, esta inyectado en H, de modo que

B(f,9) = (f,9)-

Este es un producto eventualmente degenerado ya que (f, g) induce una seminorma.

DEFINICION 4.2. Sean K : Z x Z — C un niticleo. Diremos que K es aprozimadamente

Toeplitz si existen 7 : Z — C y dos constantes A, B con 0 < A < B tales que

A DY qmr(G-10) <> ) a@mK(j) <BY Y aar(j—1)

j=p l=p Jj=p l=p Jj=p l=p

para toda sucesion finita de escalares {a, }4_,.

53
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DEFINICION 4.3. Sean K : Z x Z — C un ntcleo. Diremos que K es aprozimadamente
Toeplitz de tipo positivo si existen 7 : Z — C definida positiva y dos constantes A, B con
0 < A < B tales que

q q q q q q
AN S amr(j 1) <Y a@m K1) <BY Y aair(i—1)
Jj=p l=p Jj=p l=p Jj=p l=p
para toda sucesion finita de escalares {a,}_,.

Si ademéds dim Hx = r y 7 € F(r) diremos que K tiene dimensién asociada r.

EJEMPLO 4.4. Sean X = {X,, },ez un proceso estocdstico en L?(P) y H(X) el espacio

de Hilbert generado por el proceso X, es decir,
H(X) :=3pan{X, :n € Z} C L*(P).

Sea r = dim H(X), se dice que X es aprozrimadamente estacionario (ver [20]) si existen
7:7Z — C, 7 € F(r) y dos constantes A, B, 0 < A < B tales que
q q q q q q
A @tk —1) <Y (X, X)) papy < BY Y agay 7(k - 1)
k=p I=p k=p I=p k=p I=p
para toda sucesion finita de escalares {a,}_,.
Por lo tanto, la funcion de covarianza de X es un nicleo aproximadamente Toeplitz de

tipo positivo.

PROPOSICION 4.5.

(a) Si K es un nicleo de Toeplitz, entonces K es aprozimadamente Toeplitz.
(b) Si K es un nicleo de Toeplitz definido positivo, entonces K es aproximadamente

Toeplitz de tipo positivo.

DEMOSTRACION. Sean K : Z X Z — C un nicleo de Toeplitz definido positivo y
{9n}nez C H una sucesién total en Hy tal que

Como K es un nucleo de Toeplitz, existe h : Z — C, h € F(r), donde r = dim Hg, tal
que

K(n7m) = h(n - m) = <gnag7H>
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por otra parte tenemos que

<Z angns 3 am9m> =3 g g = DY animh(n — m)

para toda sucesion finita de escalares {an}%:p y se cumple que K es aproximadamente

Toeplitz, tomando A= B =1,7 = h. 0

PROPOSICION 4.6. St K es aproximadamente Toeplitz de tipo positivo, entonces existe

un nicleo de Toeplitz definido positivo K, y constantes A, B con 0 < A < B tales que

q q q q q q
AN S a@m K1) <Y Y a@ K1) < BY Y aja K- (5, 1)

Jj=p l=p j=p l=p Jj=p l=p

para toda sucesion finita de escalares {an}_,

DEMOSTRACION. Sea r = dim Hg, como K es aproximadamente Toeplitz de tipo po-
sitivo entonces existe 7 : Z — C, 7 € F(r) y dos constantes A, B con 0 < A < B tales
que

a 4 a q ¢ 4
A D amr( -0 <D Y amKG ) <BY Y aar(j—1).
J=p l=p J=p l=p Jj=p l=p
Ahora por la definicién de F(r) sabemos que dado 7 € F existe una sucesion { f,, }nez en

H tal que
(fns fmn) = T(n—m)
v { fa}tnez total en un subespacio de dimensién r de H. Sea K. (j,1) = 7(j — ) entonces
a q

DD am KL =30 amir(i 1) = DY agailf. fi) =

j=p l=p j=p l=p j=p l=p

2
> 0.

q
> asf;
Jj=p

Por lo tanto K es definido positivo y Toeplitz. Ademéds se cumple

q q q q q q
AN gm0 <3 a@mK () < BY Y aa KL (j,1)

j=p l=p j=p l=p j=p l=p

para toda sucesion finita de escalares {a,}f_, y 0 < A < B. O
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1. Nicleos equivalentes.

DEFINICION 4.7. Sean K, : Z x Z — C, Ky : Z x Z — C ncleos definidos positivos
y sean { fntnez, {gn}nez sucesiones en H con Hy, = spand{ fu}nez, Hi, = Span{gntnez y
ademas

Kl(nam) = <fmfm>> KZ(nam) = <gn>gm>'

Se dice que K; y Ky son nicleos equivalentes si se existe un operador lineal, acotado e

invertible ¢ : Hg, — Hp, tal que

para todo n € Z.

OBSERVACION 4.8. Es claro que si { f,, }nez es total en Hy, . Entonces {¢(f,) }nez es total

en HK2,

En analogia con la equivalencia entre las bases de Riesz y las bases ortonormales (ver

Proposicion [1.27) se tiene lo siguiente.

TEOREMA 4.9. Un nicleo K : 7Z x 7 — C es aproximadamente Toeplitz si y solo si existe

un niucleo de Toeplitz K, : 7. x 7. — C tal que K y K, son equivalentes.

DEMOSTRACION. Supongamos K : Z x Z — C es un niicleo aproximadamente Toeplitz.
Sea r = dim Hy entonces existe una funcién 7 € F(r), 7 : Z — C y dos constantes A, B con

0 < A < B tales que
q q q q q q
AY Y et =0 <30 a@K () < BY Y ajir(j—1)
j=p l=p J=p l=p Jj=p l=p
para toda sucesion finita de escalares {a,}7_,.

De la definicién de los conjuntos F y F(r) garantizamos la existencia de una sucesién

{fn}nez C H total en un subespacio de dimensién r de H para la cual se cumple 7: Z — C

y
T(n —m) = (fu, fn)-
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Por lo tanto de la desigualdad anterior se sigue que

<Zajf],2alfl><zzajal (j,1 <B<Zajfj,zalfl>

Jj=p l=p
o equivalentemente

2

A Zq:ajfj

2 7 q
DRILCDES
j=p I=p

Definamos el operador v : span{ f, }nez — Hx mediante

(8 (i anfn) = zq: Angn

Zajfj
j=p

donde {g, }nez C Hg. Se sigue que ¥(f,) = g, para todo n € Z.
Se probara que v es un operador lineal y acotado.
A continuacion se probara la linealidad.

Sean {a,}%_,, {a,}I_, sucesiones finitas de escalares y A € C, entonces

(0 <Z(an + )‘a;)fn) = Z(an + )\a;z)gn

= ¢ (Z anfn> + A (Z a;fn)

y se tiene la linealidad.

A continuacion se probara la continuidad.

N
= <Z angn,Zalgl> = Z Zana_l<gnygl>

n=p l=p

2

<BZZanalT (n—1)

n=p l=p

Z anfn

Luego ¥ es un operador lineal y acotado. Por lo tanto ¢ es continuo.
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Por otra parte se tiene que { f, } ez es total en Hg, luego podemos extender este operador
a todo Hy por continuidad, de la siguiente manera.

Para definir ¢ : Hx = spand fntnez — Hy tomamos y € span{ f, }nez. Entonces existe
yn € spand fntnez tal que

Y= ]\}1}(1)0 YN-
Se define
Uy) = lim Y(yw).

Se sigue que J(fn) = (fn) = gn para todo n € Z.

Ademas por hipdtesis se tiene que

(s fn) = 7(n = m),
(G0 0(Fn) ) = (Gus gm) = K (n,m).
Sea K el niicleo dado por
K, (n,m) =7(n —m).
Entonces

(1) K. es un nicleo de Toeplitz, {t)(f,)}nez es total en H.

(2) Ademés
(5)

n=—oo

2
<

2 2

[e.9]

> ants

n=—oo

o0

> anfn

n=—oo

A <B

Se sigue que 1; es un operador lineal acotado superior e inferiormente y por lo tanto J es

invertible, y ademas zZ( fn) = gn. Lo anterior implica que K, y K son equivalentes.

Reciprocamente, supongamos K. es un ntcleo de Toeplitz y que K, es equivalente a K,

Sean {fn}n627 {gn}nEZ C H,
Kf(n7m) = <fmfm>7 K(n7m) = <gnvgm>'

Como K, es equivalente a K, tenemos que existe un operador lineal acotado e invertible
v H, — Hg tal que
U(fn) = gn
para todo n € Z con {¢(f,)} total en Hr y {gn}nez C H.
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Sea f = >__ anf, € H, para una sucesion finita de escalares {a,}{_,. Como ¢ es un

operador lineal acotado e invertible, existen constantes positivas A, B con A < B tales que

A[lFIF < Ml HIF < BIIII

Luego
A2 Zanfn _A2zzanal fnafl >
n=p l=p
= ZZanal Gn, 1) < Bzzzanal I f1)-
n=p l=p n=p l=p

Por lo tanto, existen constantes A’, B’ con 0 < A’ < B’ tales que
q q q q q q
A Z Z ana;T(n—1) < Z Z ana; K(n,l) < B'Z Zana_m'(n —1)
para toda sucesion finita de escalares {a,}{_,

Luego K es aproximadamente Toeplitz. 0

Dada 7 se usarda K, para denotar al nticleo dado por
K. (n,m)=7(n—m).
Sear € N6 r=o00,dado K : Z x 7Z — C definimos

T €F(r): K, ~ Ky para toda {f,} C H,

F(r,K)=
( ) K’?’(n7m) = <fmfm>

PROPOSICION 4.10. Sean H espacio de Hilbert de dimension infinita y separable, { fp }n,
{fI}n sucesiones en H y K : ZxZ — C, K': Zx 7 — C nicleos aprozimadamente Toeplitz

no equivalentes tales que Hx = Hy:. Entonces
F(r, K)NF(r,K") = 0.

DEMOSTRACION. Realizamos la prueba por reduccién al absurdo.

Sean
T €F(r): K, ~ K y para toda {f,} C H,

F(r,K)=
( ) KT( )_T(n_m):<fn7fm>
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7 € F(r): K ~ K’y para toda {f/} C H,

F(r,K') =
A Ke(n,m) =7'(n—m) = (fy, frn)

Supongamos F(r, K) y F(r, K’) dados de acuerdo a la hipdtesis y
F(r, K)NF(r,K") # 0.

Entonces existe 7 € F(r, K) N (r, K’), de donde 7 € F(r, K) y 7 € F(r, K).
Por la definicién de F(r, K) y F(r, K') tenemos que 7 € F(r) y ademéas K, ~ K, K. ~ K

Kr(n,m) =7(n—m) = (fu, fn) = (f0: frm)

para toda {f,}, {f.} en H.

Por la Proposicion 2.5/ se tiene que existe una isometria sobreyectiva ® : H{f,} — H{f}}

tal que
O(fa) = 1o

para todo n € Z. Por hipdtesis también se tiene que
Hy, = Hy = Hye

y existen operadores lineales acotados e invertibles ¢ : H{f,} — Hx y ¢’ : H{f.} — H}

tales que ¥(f,) = g, v ¥'(f)) = g, para todo n € Z.
Luego

V(@ fn) = '(®(fa) = V' (f}) = gn-
Sea
=Pyt

Entonces ¢ es un operador lineal acotado e invertible.

Luego K es equivalente a K’ y esto es una contradiccion. 0

Como es usual, se dice que K es un nicleo acotado cuando existe M > 0 tal que

|K(n,m)| < M.
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OBSERVACION 4.11. Una buena pregunta respecto a los nicleos es la siguiente: ; Son todos
los ntcleos acotados en H aproximadamente Toeplitz? Sean K y K, nicleos equivalentes,
K un nicleo aproximadamente Toeplitz y K, un ntcleo de Toeplitz. Sea {f,}necz sucesion
en H, convergente en norma a un limite en H esto es ||f,|| — f cuando n — oco. Ademsés
supongamos

K(n’m) = <fna fm>

Es claro que K es un ntcleo acotado, porque existe M > 0 tal que

(K, m)| = [(fos S| < A fulll[ frnll < M

porque toda sucesion convergente es acotada.

Sea K, un nicleo de Toeplitz, {g, }nez sucesion en H y
K:(n,m) = (gn, gm) = 7(n — m)

conT:7 — C.

Supongamos ademads ||g,|| — ¢g cuando n — oo con g € H. Entonces

T(m) = <gn+m>gn> - <g,g>,

cuando n — oo para todo m € Z, por lo tanto 7 es una funcién constante, de lo cual se tiene
que {gn }nez €s una sucesién constante. Pero por hipdtesis K es equivalente a K, entonces
existe un operador acotado e invertible ¢ : H, — H tal que ¥(g,) = fa.

De donde se tiene que {¢)(gn) }nez €s una sucesion constante, de aqui K es constante. Por

lo tanto existen ntcleos acotados que no son aproximadamente Toeplitz.

2. Ntcleos bi-Toeplitz.

TEOREMA 4.12. Sea K : 7Z X Z — C un nicleo y { fn}nez una sucesion en H.
Si K es aprozimadamente Toeplitz con K(n,m) = (fn, fm). Entonces para cualquier

T € F(r, K), existe una unica sucesion {gm, }mez C Hg tal que

(fr» gm) = T(n—m)

para todo n,m € 7.
Ademdas el nicleo G : Z X 7. — C con G(n,m) = (gn, gm) €s también aprorimadamente

Toeplitz. En este caso diremos que (F,G) es un par de nicleos bi-Toeplitz.
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DEMOSTRACION. Existencia

Como K es aproximadamente Toeplitz, por el Teorema 4.9, existe K, : Z x Z — C
Toeplitz, tal que K y K, son equivalentes.

Ahora por definicién de nicleos equivalentes se tiene que existe un operador lineal, aco-

tado e invertible ¢ : Hx — H, tal que {¢(f,) }nez es total en Hg y ademés, ¥(f,) = gn,

KT(n,m) = <gnagm> = <¢(fn)vl/)(fm)>

Por otra parte, 7 € F(r, K) y por la definicién de F(r, K) tenemos que K, ~ Ky
KT(n? m) = <gnvgm> - T(?”L - m)

para todo n,m € Z.

Por lo tanto para todo n,m € Z se tiene que

(frs V() = ((fn), ¥(fm)) = Kr(n,m) = 7(n —m).

Tomando
I = VY fm
para todo m € Z, se sigue la existencia de {g,,} C Hy tal que
<fn7gm> = T(n - m)

Unicidad

Supongamos que existiese otra sucesion {g,, }mez con la propiedad, esto es

<fn7gm> = <fn7g1/n> = T(TL - m)

para todo n,m € Z.

Sean n,m € Z, con m fijo. Entonces

<fn>gm> - <fnag;n> =0,
luego
<fnagm - g;n> =0

para todo n € Z. De donde ¢,, — ¢, =0y asi g,, = ¢/,..

Por tanto se tiene la unicidad de la sucesion { g, ez C Hg. O
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3. Condiciones para que un nucleo sea aproximadamente Toeplitz.

Sea K : 7Z x Z — C un ntcleo, supongamos K bastante cercano, en algiin sentido, a un

nucleo Toeplitz K.

.Bajo qué condiciones K es aproximadamente Toeplitz?

La respuesta a la pregunta anterior la suministra el siguiente teorema, el cual muestra un
resultado similar al teorema de Paley-Wiener [16] (ver también [21] p. 38]) y a un resultado

de Strandell [20] referente a procesos estocésticos aproximadamente estacionarios.

TEOREMA 4.13. Sean K : Z X Z. — C wun nucleo, 7 : Z — C una sucesion definida
positiva. Sean { fntnez Y {gn}nez dos sucesiones en H tales que {fn}nez es total en H, y

{gn}nez es total en Hy tales que

<fnafm> :T(n_m)a <gn>gm> :K(nam)'

Si existe A € (0,1) tal que

Z a'n(fn - gn)

k=p l=p

2 q q
<N DY wat(k - 1)

para toda sucesion finita de escalares {a,}i_  entonces K es aprorimadamente Toeplitz.

=P

DEMOSTRACION. Sean {f,}nez, {9ntnez € H, K, : Z x7Z — C, K : Z x Z — C nticleos

dados por

Kr<n7m) = <fn7fm> - T(” - m) Yy K<n7m) = <gn;gm>

Definamos el operador v : span{ f,}nez — Hk, donde

7/} (Z anfn) = Zan(fn - gn)

para toda sucesion finita de escalares {a,}_, .
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Dado que
n=p n=p =p
= Zq: le: an@i{fn; fi)
= Xq: Eq:ana_m'(n —1).
n=p i=p

A continuacion se probara que

(a) 9 es un operador lineal.

(b) % es un operador acotado.

Vedmoslo.

(a) Sean 8 € C, f,h € span{ f,}nez dadas por

q q
fzzanfny hzza;fn
n=p n=p

para unas sucesiones finitas {a,} y {a/,}. Entonces

U(f +Bh) =1 (Z(an + ﬁa;)fn> = (an + Ba,)(fa = gn) = (f) + B(R).

n=p n=p
(b) Se tiene que

2 2

q

Z an(fn - gn)

n=p

<\ iiakw(lﬂ —1)

k=p l=p

q
> anfn
n=p

()

2

=\2

Por lo tanto
q

> anfn

n=p

<Al

()

n=p

y asi 1 es un operador acotado.

Ademads

[l < [Al < 1.
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Por lo anterior ¢ es un operador continuo. Entonces puede extenderse de manera continua
de la siguiente forma ¢ : H, — H.

Por otra parte, como ||¢] < |[A\| <1 se tiene que
[l < [A] < 1.
Definamos el operador I — IZ . H, — Hy mediante
q B q
> (1-9) (Sous)
n=p n=p

Observemos que
<[ — 1;) (Z Clnfn> = Z anfn - 77,5 (Z anfn)
= Zanfn - Zanfn + Zangn
;p =p =p
= Z GnGn-

Tenemos que [ y J son operadores acotados, miremos que [ — {/; también lo es. En efecto,

sea f € H., entonces

1A= (] s < wzeon = |
|-
< I+ [0
< Isth =+ |2 1.
Entonces
1ol <) o
< (1+]|2)) s

Sean M =1+ H@Z

cm=1— || 1l < 1.

Luego existen constantes M, m > 0, M > m tal que

mifl < ||(1=9) (0] <m0
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Y asi I — 1 es un operador acotado superior e inferiormente, por lo tanto I — v es
invertible. Ademas, dado que
(1=9) () = 9
para todo n € Z. Esto implica que K y K, son equivalentes.

Por lo tanto, aplicando el Teorema (4.9) se tiene que K es aproximadamente Toeplitz. [



[1]

[13]

[14]

Bibliografia

N. AKIEZER I. GLAZMAN, Theory of linear operators in Hilbert space, Trans. from the Russian(Two
volumes bound as one), Repr. of the 1961 and 1963 transl, New York, NY: Dover Publications, xiv, 147,
iv, 1993.

C. BERG, J. P. CHRISTENSEN, P RESSEL, Harmonic Analysis on semigroups. Springer - Verlag, New
York, 1984. Citado en pdgina(s) 37

N. L. CAROTHERES, A Short course on Banach Space Theory, Department of Mathematics and statics,
Bowling Green state University, Summer, 2000. Citado en pagina(s) [10, [11], 13

T. CONSTANTINESCU, Schur Parameters, Factorization and Dilation Problems, Birkh&user Verlag, 1996.
M. CoTLAR, R. BRUZUAL, P. ALEGRIA, M. DOMINGUEZ, J. GIMENEZ Y S. MARCANTOGNINI. Ex-
tensién y Representacion de Formas Invariantes en la Teoria de Interpolacién, Prediccién y Dilatacion.
Tercera Escuela Venezolana de Matematicas (1990).

M. COTLAR, A. MAESTRIPIERI, Representaciones de Fourier, Factorizaciones Triangulares y operadores
diferenciales canénicos, Universidad Central de Venezuela, 2004.

M. Cotlar, C. Sadosky. On the Helson-Szegé theorem and a related class of modified Toeplitz kernels.
Proc. Symp. Pure Math. AMS., 35-1, (1979), pp. 383-407.

L. DEBNATH, P. MIkUSINSKI, Hilbert spaces with a applications, Third Edition, Academic Press, 2000.
R. DoucLAs, Banach algebra techniques in operator theory. Academic press, 1972.

H. DyMm, H. P. Mc KEAN, Fourier series and integrals, Academic Press, 1972.

S. HANAIL On Biorthogonal system in Banach spaces, Nagaoka Technical College, Comm. by S. Kakeya,
M.LLA., oct. 12 1944, vol. 20. Citado en pédgina(s) [9

I. A. IBraciMOV, Y. A. RozANOV, Gaussian Processes, Applications of Mathematics 9, Springer
Verlag 1978.

J. LINDENSTRAUSS, L. TZAFRIRI, Classical Banach Spaces I. Springer Verlag, 1977. Citado en pagina(s)
8

A. G. MIAMEE, M. POURAHMADI, Degenerate multivariate stationary processes: Basicity, past and
future, and autoregressive representation, Sankhya, Ser. A 49, No. 3, 316-334, 1987.

B. Sz. Nacy, C. Foias, Harmonic analysis of operators on Hilbert space, North Holland Publishing
Co. 1970.

R. PALEY, N. WIENER, Fourier transforms in the comple domain , Am. Math. Soc. Collog. Publ. Vol.

19. Am. Math. Soc., New York, 1934. Citado en pédgina(s) [7, 24, [63

67



BIBLIOGRAFIA 68

[17) W. RuUDIN, Fourier analysis on groups, Interscience, 1962.

[18] C. SADOSKY, Lifting of Kernels shift-invariont in scattering systems, Holormorphic space, MSRI publi-
cations, volume 33, 1998.

[19] Z. SAsVARI, Positive definite and definitizable functions, Akademie Verlag, 1994.

[20] G. STRANDELL, Stationary in Hilbert spaces, U.U.D.M. Report 2001:31, ISSN 1101-3591, Department
of Mathematics, Uppsala University, 2001. Citado en pagina(s) [7, 54, [63

[21] R. M. YouNG, An introduction to Nonharmonic Fourier Series, Academic Press, New York, 1980.

Citado en pégina(s) [7, 14} [17, 25| [63



