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Caṕıtulo 4. Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometŕıas parciales y parametrización 31
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Resumen

Dada una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en el plano dis-

creto con el orden lexicográfico, existen dos operadores especiales A y B que

conmutan en cierto sentido débil.

Se da una condición suficiente para que una familia particular de ope-

radores unitarios sea una extensión unitaria de la familia multiplicativa de

isometŕıas parciales dada. Bajo esta condición se presenta una descripción

del conjunto de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias conmu-

tativas minimales de cualquier par de isometŕıas parciales que conmutan en

el mismo sentido débil en que conmutan A y B.
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Introducción

Esta tesis trata de problemas especiales relacionados con extensiones de pares de iso-

metŕıas parciales a pares de operadores unitarios. Se consideran varios patrones para el par

de isometŕıas parciales tales como conmutatividad o hipótesis especiales de inclusión concer-

nientes a los dominios y los rangos.

Se presta especial atención a las familias multiplicativas de isometŕıas parciales parame-

trizadas por un grupo abeliano ordenado.

Un método poderoso en la teoŕıa de extensiones unitarias de operadores isométricos fue

creado por D. Z. Arov y L. Z. Grossman. Sus resultados fueron publicados por primera vez

sin pruebas en [5] y luego con más detalles en [6].

El método de Arov-Grossman ha sido aplicado exitosamente en muchos contextos. En

particular, el grupo fundado por M. Cotlar ha obtenido muchos resultados interesantes en

esa dirección. Los trabajos de R. Arocena [4] y M. D. Morán [15] en extensiones unitarias

de isometŕıas que conmutan son contribuciones esenciales en esa dirección.

R. Bruzual y M. Domı́nguez han publicado trabajos en esta ĺınea de investigación [7, 8].

Considerando familias multiplicativas de isometŕıas parciales establecieron el teorema de

levantamiento del conmutante correspondiente.

Los resultados más importantes de esta tesis doctoral encajan en la ĺınea de investigación

indicada antes y aparecerán en [3]. En este trabajo se hace uso sustancial del método de

Arov-Grossman y de las ramificaciones dadas por M. D. Morán. Los resultados de esta tesis

documentan el poder del modelo de Arov-Grossman el cual es uno de los más importantes

métodos en el análisis de Schur.
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INTRODUCCIÓN 3

Este trabajo comienza recordando la noción de extensión unitaria de una isometŕıa parcial

y el modelo de Arov-Grossman. Posteriormente se presentan las extensiones unitarias de dos

isometŕıas parciales y algunas condiciones de conmutatividad débil. Luego se consideran

familias multiplicativas de isometŕıas parciales y ternas de Toeplitz-Cotlar.

Estas nociones y resultados se presentan en los primeros caṕıtulos, demostrando algunos

resultados conocidos.

Los aportes principales de este trabajo se presentan en el Caṕıtulo 4. Para un tratamiento

auto-contenido de ese caṕıtulo, en él se repiten algunas de las definiciones dadas en los

caṕıtulos anteriores.

A continuación se presentan los resultados de este trabajo.

Si (S(n,m))(n,m)≥(0,0) es una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en ℤ2 con el

orden lexicográfico, entonces S(1,0) y S(0,1) conmutan en cierto sentido débil. Sean Ã y B̃

extensiones unitarias conmutativas de S(1,0) y S(0,1). Se da una condición suficiente para que

(ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 sea una extensión unitaria de la familia dada. Bajo esta condición se presenta

una descripción del conjunto de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias conmutativas mini-

males de cualquier par de isometŕıas parciales que conmutan en el mismo sentido débil en

que conmutan S(1,0) y S(0,1).



Caṕıtulo 1

Extensiones unitarias de una isometŕıa parcial y el modelo de

Arov-Grossman

Sean ℋ un espacio de Hilbert, N , ℳ y ℰ subespacios de ℋ y sea

�(z) una función a valores operadores en L(ℳ⊕ℰ , ℰ ⊕N ).

En [5, 6] Arov y Grossman dieron una condición necesaria y sufi-

ciente para que �(z) sea la matriz de scattering de algún operador

isométrico V con subespacios de defecto N y ℳ y con subespacio

de escala ℰ .

En el caso en que V está definido en ℋ, las matrices de scattering

SU ; ℰ(z) de todas las dilataciones unitarias U de V con subespacio

de escala ℰ fueron descritas por una fórmula.
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1. EXTENSIONES UNITARIAS DE UNA ISOMETRÍA PARCIAL 5

Sean ℋ1 y ℋ2 espacios de Hilbert y L(ℋ1,ℋ2) el espacio de los operadores lineales y

acotados de ℋ1 en ℋ2. Si ℋ es un espacio de Hilbert, se usará L(ℋ) para denotar a L(ℋ,ℋ).

Con Pℱ
ℋ se denotará la proyección ortogonal del espacio de Hilbert ℱ en el espacio de

Hilbert ℋ cuando ℋ y ℱ son subespacios de un espacio de Hilbert más grande, en particular

cuando ℋ ⊆ ℱ . Si ℋ ⊆ ℱ y no hay posibilidad de confusión, se usará Pℋ en lugar de Pℱ
ℋ .

Los espacios de Hilbert que se considerarán en este trabajo son separables.

Como es usual sean T = {z ∈ ℂ : ∣z∣ = 1} ≈ [0, 2�) y D = {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1}.

1. Extensiones unitarias de una isometŕıa parcial

A continuación se presentan algunos antecedentes de esta investigación.

Sean ℋ un espacio de Hilbert y D y ℛ subespacios cerrados de ℋ. Se dice que V : D → ℛ

es una isometŕıa parcial si VD = ℛ y

∥V ℎ∥ = ∥ℎ∥ para todo ℎ ∈ D

o equivalentemente,

⟨V ℎ, V ℎ′⟩ = ⟨ℎ, ℎ′⟩ para todo ℎ, ℎ′ ∈ D.

Sea V una isometŕıa parcial con dominio D y rangoℛ, subespacios cerrados de un espacio

de Hilbert ℋ. Una extensión unitaria de V es un operador unitario U definido en un espacio

de Hilbert ℱ el cual contiene a ℋ como subespacio cerrado tal que U ∣D= V .

La definición anterior está basada en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Si D, ℛ son subespacios cerrados de un espacio de Hilbert ℋ y V : D → ℛ

es una isometŕıa en ℋ, entonces V puede ser extendida a un operador unitario U en un

espacio de Hilbert ℱ que contiene a ℋ como subespacio cerrado.



1. EXTENSIONES UNITARIAS DE UNA ISOMETRÍA PARCIAL 6

Demostración. Sean N y ℳ los complementos ortogonales de D yℛ respectivamente.

Sea

ℱ = ℋ⊕ℋ = D ⊕N ⊕ℛ⊕ℳ.

Se define el operador U en ℱ mediante

U(d, n, r,m) = (V −1r, n, V d,m)

donde d ∈ D, n ∈ N , r ∈ ℛ y m ∈ ℳ.

Se tiene que U es una extensión de V .

Se verá que U es una isometŕıa.

∥(V −1r, n, V d,m)∥2 = ∥V −1r∥2 + ∥n∥2 + ∥V d∥2 + ∥m∥2

= ∥r∥2 + ∥n∥2 + ∥d∥2 + ∥m∥2

= ∥(d, n, r,m)∥2.

De donde U es una isometŕıa.

Ahora se probará que U es sobreyectiva. Dado (d, n, r,m) ∈ ℱ se tiene que

(V −1r, n, V d,m) ∈ ℱ . Luego

U(V −1r, n, V d,m) = (V −1(V d), n, V (V −1r), m) = (d, n, r,m).

Por lo tanto U es sobreyectiva.

Luego U es unitario. □

Sea
⋁

n∈ℤ U
nℋ el espacio vectorial generado por Unℋ, con n ∈ ℤ.

Una extensión unitaria minimal de V es una extensión unitaria U de V tal que

ℱ =
⋁

n∈ℤ

Unℋ.
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Ejemplo 1.2. Sea

ℋ = ℂ
2 ⊕ L2(T)

D = ℛ = ℂ⊕ {0} ⊕ L2(T)

y sea V = ID. Se tiene que V es una isometŕıa parcial.

Para cada � ∈ T se define

U�(z, w, f) = (z, �w, f)

para cada z, w ∈ ℂ y f ∈ L2(T).

A continuación se probará que U� es unitario.

Se tiene que

∥U�(z, w, f)∥
2
ℋ = ⟨(z, �w, f), (z, �w, f)⟩ℋ = �� ⟨(z, w, f), (z, w, f)⟩ℋ = ∥(z, w, f)∥2ℋ.

Por lo tanto U� es una isometŕıa.

Además U� es sobreyectivo. En efecto, dado (z, w, f) ∈ ℋ considérese (z, �w, f) ∈ ℋ.

Se tiene que

U�(z, �w, f) = (z, w, f).

De donde U� es unitario.

Como

U�(z, 0, f) = (z, 0, f) = V (z, 0, f)

sigue que U�∣D = V .

Por lo tanto U� es una extensión unitaria de V .

Además U� es minimal ya que actúa en ℋ.

Sean ℱ y ℱ ′ espacios de Hilbert que contienen a ℋ como subespacio cerrado. Dos exten-

siones unitarias minimales U ∈ L(ℱ) y U ′ ∈ L(ℱ ′) se dice que son ℋ-isomorfas si existe un

isomorfismo unitario ' de ℱ sobre ℱ ′ el cual deja invariante los elementos de ℋ y satisface

'Ũn = U ′ n' para todo n ∈ ℤ.
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A continuación se presenta una extensión unitaria especial de una isometŕıa.

Sea ℋ un espacio de Hilbert. Sean D, ℛ, N , ℳ subespacios cerrados de ℋ tales que

N y ℳ son los complementos ortogonales de D y ℛ respectivamente. Sea V : D → ℛ una

isometŕıa en ℋ.

Considérese el siguiente espacio de Hilbert

ℱ =

{
(fj)j∈ℤ : fj ∈ ℳ si j < 0, f0 ∈ ℋ, fj ∈ N si j > 0;

∑

j∈ℤ

∥fj∥
2 <∞

}

con el producto escalar

⟨f, g⟩ =
∑

j∈ℤ

⟨fj, gj⟩ℋ.

Notación: Los elementos f = (fj)j∈ℤ de ℱ se escribirán de la forma

f = (..., f−1,
︷︸︸︷
f0 , f1, ...),

usando la llave para indicar el lugar correspondiente a j = 0.

Tomando en cuenta al espacio ℱ se puede identificar a ℋ como subespacio de ℱ mediante

el conjunto

{f ∈ ℱ : fj = 0 si j ∕= 0}.

Aśı, ℋ corresponde a los elementos de la forma

f = (..., 0,
︷︸︸︷
ℎ , 0, ...).

Se define U : ℱ → ℱ por

(Uf)j =

⎧
⎨
⎩

fj−1, si j < 0;

f−1 + V PDf0, si j = 0;

PNf0, si j = 1;

fj−1, si j > 1;

con f = (..., f−1,
︷︸︸︷
f0 , f1, ...). Es decir,

Uf = (..., f−3, f−2,
︷ ︸︸ ︷
f−1 + V PDf0, PNf0, f1, f2, ...).
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Proposición 1.3. Sean U y V los definidos anteriormente. Entonces U es extensión unitaria

minimal de V y

(V PD)
n = PℋU

n∣ℋ para todo n ≥ 0.

Demostración. Primero se verá que U es una extensión de V . Sea ℎ ∈ D. Se tiene

U(..., 0,
︷︸︸︷
ℎ , 0, ...) = (..., 0,

︷ ︸︸ ︷
V PDℎ, PNℎ, 0, ...) = (..., 0,

︷︸︸︷
V ℎ , 0, ...).

De donde, PℋU ∣D = V .

Para probar que U es unitario, basta probar que es isométrico y sobreyectivo.

A continuación se verá que U es isométrico.

∥U(..., f−1,
︷︸︸︷
ℎ , f1, ...)∥

2 = ∥(..., f−2,
︷ ︸︸ ︷
f−1 + V PDℎ, PNℎ, f1, ...)∥

2

=
∑

n≤−2

∥fn∥
2 + ∥f−1 + V PDℎ∥

2 + ∥PNℎ∥
2 +

∑

n≥1

∥fn∥
2

=
∑

n≤−2

∥fn∥
2 + ∥f−1∥

2 + ∥V PDℎ∥
2 + ∥PNℎ∥

2 +
∑

n≥1

∥fn∥
2

=
∑

n≤−1

∥fn∥
2 + ∥PDℎ∥

2 + ∥PNℎ∥
2 +

∑

n≥1

∥fn∥
2

=
∑

n≤−1

∥fn∥
2 + ∥ℎ∥2 +

∑

n≥1

∥fn∥
2 = ∥(..., f−1,

︷︸︸︷
ℎ , f1, ...)∥

2

Por lo tanto U es isométrico.

Ahora se verá que U es sobreyectivo. Dada f = (..., f−1,
︷︸︸︷
ℎ , f1, ...) ∈ ℱ se considera

f ′ = (..., f ′
−1,
︷︸︸︷
f ′
0 , f

′
1, ...) dada por

f ′
n =

⎧
⎨
⎩

fn+1, si n ≤ −2;

Pℳℎ, si n = −1;

f1 + V ∗Pℛℎ, si n = 0;

fn+1, si n ≥ 1.

Entonces

Uf ′ = U(..., f ′
−1,
︷︸︸︷
f ′
0 , f

′
1, ...) = U(..., f−1, Pℳℎ,

︷ ︸︸ ︷
f1 + V ∗Pℛℎ, f2, ...)

= (..., f−1,
︷ ︸︸ ︷
Pℳℎ+ V PD(f1 + V ∗Pℛℎ), PN (f1 + V ∗Pℛℎ), f2, ...)
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Por lo tanto

Uf ′ = (..., f−1,
︷ ︸︸ ︷
Pℳℎ+ V PDf1 + V PDV

∗Pℛℎ, PNf1 + PNV
∗Pℛℎ, f2, ...). (1.1)

Pero, V PDf1 = 0 y PNf1 = f1, ya que f1 ∈ N . Además, como N es el complemento

ortogonal de D y V ∗ : ℛ → D entonces PNV
∗ = 0.

Ahora se verá que V PDV
∗ = V V ∗ = Iℛ, donde Iℛ es la identidad en ℛ.

La primera igualdad es obvia ya que V ∗ : ℛ → D. Se probará la segunda usando el hecho

que si V es isometŕıa siempre se cumple que V ∗V = ID. Sea g ∈ D y f = V g.

⟨f, V V ∗f⟩ = ⟨V ∗f, V ∗f⟩ = ⟨V ∗V g, V ∗V g⟩ = ⟨V g, V V ∗V g⟩ = ⟨V g, V g⟩ = ⟨f, f⟩,

de donde V V ∗f = f para todo f ∈ ℛ, es decir, V V ∗ = Iℛ.

Luego, siguiendo con las igualdades de (1.1) se tiene

Uf ′ = (..., f−1,
︷ ︸︸ ︷
Pℳℎ+ Pℛℎ, f1, f2, ...) = (..., f−1, ℎ, f1, ...)

De donde, U es sobreyectivo.

A continuación se probará inductivamente que PℋU
n∣ℋ = (V PD)

n para todo n ≥ 0.

Se verá que la igualdad se cumple para n = 1. Ya se probó que PℋU ∣D = V = V PD∣D, es

decir,

PℋU ∣D = V PD∣D.

Falta probar que PℋU ∣N = V PD∣N = 0.

Si ℎ ∈ N ,

U(..., 0,
︷︸︸︷
ℎ , 0, ...) = (..., 0,

︷ ︸︸ ︷
V PDℎ, PNℎ, 0, ...)

y como PDℎ = 0, entonces PℋU ∣N = 0. Además, es obvio que V PD∣N = 0. Luego

PℋU ∣N = V PD∣N = 0.

Por lo tanto, PℋU ∣ℋ = V PD, es decir, se cumple para n = 1.
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Se supone que la igualdad se cumple para n = k y se verá que es válida para n = k + 1.

Como Pℋ + Pℱ⊖ℋ = I se tiene que

PℋU
k+1∣ℋ = PℋUPℋU

k∣ℋ + PℋUPℱ⊖ℋU
k∣ℋ

= PℋU ∣ℋ(V PD)
k + PℋUPℱ⊖ℋU

k∣ℋ

= V PD(V PD)
k + PℋUPℱ⊖ℋU

k∣ℋ

= (V PD)
k+1 + PℋUPℱ⊖ℋU

k∣ℋ.

Se debe probar que PℋUPℱ⊖ℋU
k∣ℋ = 0. Por inducción.

Para k = 1 se tiene

PℋUPℱ⊖ℋU(..., 0,
︷︸︸︷
ℎ , 0, ...) = PℋUPℱ⊖ℋ(..., 0,

︷ ︸︸ ︷
V PDℎ, PNℎ, 0, ...)

= PℋU(..., 0,
︷︸︸︷
0 , PNℎ, 0, ...)

= Pℋ(..., 0,
︷︸︸︷
0 , 0, PNℎ, 0, ...) = 0.

Se supone que se cumple para k y se probará para k + 1.

PℋUPℱ⊖ℋU
k+1(..., 0, ℎ, 0, ...) = PℋUPℱ⊖ℋU

k(..., 0,
︷ ︸︸ ︷
V PDℎ, PNℎ, 0, ...)

= PℋUPℱ⊖ℋU
k(..., 0,

︷ ︸︸ ︷
V PDℎ, 0, ...)+

+ PℋUPℱ⊖ℋU
k(..., 0,

︷︸︸︷
0 , PNℎ, 0, ...)

= PℋUPℱ⊖ℋU
k(..., 0,

︷︸︸︷
0 , PNℎ, 0, ...)

= PℋUPℱ⊖ℋU
k−1(..., 0,

︷︸︸︷
0 , 0, PNℎ, 0, ...)

...

= PℋUPℱ⊖ℋ(...,
︷︸︸︷
0 , 0, ..., 0, PNℎ, 0, ...)

= PℋU(...,
︷︸︸︷
0 , 0, ..., 0, PNℎ, 0, ...)

= Pℋ(...,
︷︸︸︷
0 , 0, ..., 0, PNℎ, 0, ...) = 0.

Por lo tanto queda demostrado que, para todo k ∈ ℕ, PℋUPℱ⊖ℋU
k∣ℋ = 0 y, con esto,

finalmente queda demostrado que PℋU
n∣ℋ = (V PD)

n para todo n ∈ ℕ. □
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El trabajo [1] contiene la demostración detallada de la Proposición 1.3 que se presentó en

esta sección.

Ejemplo 1.4. Sea en : [0, 2�] → ℂ dada por en(t) = eint. Se sabe que {en}n∈ℤ es una base

del espacio de Lebesgue L2(T), es decir,

L2(T) =
⋁

n∈ℤ

{� en : � ∈ ℂ}.

Sean

ℋ = D = H2(T) =
⋁

n≥0

{� en : � ∈ ℂ},

ℛ =
⋁

n≥1

{� en : � ∈ ℂ}

y V : D → ℛ dada por

V f = e1f para f ∈ H2(T).

Sea U : L2(T) → L2(T) dada por

Uf = e1f para f ∈ L2(T).

Entonces

Uneo = en.

Se puede verificar que U es un operador unitario y U ∣D= V .

Además

L2(T) =
⋁

n∈ℤ

{� en : � ∈ ℂ} =
⋁

n∈ℤ

{�Un eo : � ∈ ℂ} ⊆
⋁

n∈ℤ

UnH2(T) ⊆ L2(T).

Considerando ℱ = L2(T), se sigue que U es una extensión unitaria minimal de V .

Seguidamente se presentará otra extensión unitaria minimal de V .

Sea H2(D) el espacio de Hardy-Hilbert, es decir,

H2(D) =

{
� : D → ℂ / � es anaĺıtica, �(z) =

∞∑

n=0

anz
n y

∑

n≥0

∣an∣
2 <∞

}
.

Como � es anaĺıtica en D el desarrollo en serie para � que aparece en la expresión anterior

es el desarrollo en serie de Taylor y la serie converge uniformemente a �.
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Sean �,  ∈ H2(D) dadas por

�(z) =

∞∑

k=0

akz
k y  (z) =

∞∑

k=0

bkz
k.

El espacio H2(D) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

⟨�,  ⟩ =
∞∑

k=0

akbk.

El operador shift en H2(D) es el operador S : H2(D) → H2(D) dado por

(S�)(z) = z�(z) para z ∈ D, � ∈ H2(D).

Es decir,

(S�)(z) = z�(z) = z

∞∑

k=0

ak z
k =

∞∑

k=0

ak z
k+1 =

∞∑

j=1

aj−1 z
j .

Se tiene que el operador adjunto de S es el operador S∗ : H2(D) → H2(D) dado por

(S∗�)(z) =

∞∑

j=0

aj+1 z
j .

Obsérvese que

∥�∥2H2(D) = ∣ao∣
2 +

∞∑

k=1

∣ak∣
2 = ∣�(0)∣2 +

∞∑

k=1

∣ak∣
2 = ∣�(0)∣2 +

∞∑

j=0

∣aj+1∣
2 = ∥S∗�∥2H2(D).

Sean ℱ ′ = H2(T)⊕H2(D) y U ′ : ℱ ′ → ℱ ′ dado por

U ′(f, �) = (V (f) + �(0), S∗�).

Se tiene que U ′ ∣D= V , ya que si f ∈ H2(T) entonces

U ′(f, 0) = (V (f), 0) = V (f).

Además U ′ es una isometŕıa, pues

∥U ′(f, �)∥2ℱ ′ = ∥(V (f) + �(0), S∗�)∥2ℱ ′

= ∥V (f) + �(0)∥2H2(T) + ∥S∗�∥2H2(D)

= ∥V (f)∥2H2(T) + ∣�(0)∣2 + ∥S∗�∥2H2(D)

= ∥f∥2H2(T) + ∥�∥2H2(D)

= ∥(f, �)∥2ℱ ′.
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Para ℎ ∈ H2(T), si � es la función constante dada por

�ℎ(z) =
1

2�

∫ 2�

0

ℎ(eit)dt

entonces

⟨ℎ, �(0)⟩2H2(T) = �(0)
1

2�

∫ 2�

0

ℎ(eit)dt = �(0)�ℎ(z) = ⟨�ℎ, �⟩
2
H2(D).

De esto se sigue que

U ′∗(ℎ,  ) = (V ∗Pℋ
ℛ ℎ, �ℎ + S ).

En efecto,

⟨(ℎ,  ), U ′∗(f, �)⟩ℱ ′ = ⟨(ℎ,  ), (V f + �(0), S∗�)⟩ℱ ′

= ⟨ℎ, V f + �(0)⟩2H2(T) + ⟨ , S∗�⟩2H2(D)

= ⟨ℎ, V f⟩2H2(T) + ⟨ℎ, �(0)⟩2H2(T) + ⟨ , S∗�⟩2H2(D)

= ⟨Pℋ
ℛℎ, V f⟩

2
H2(T) + ⟨�ℎ, �⟩

2
H2(D) + ⟨S , �⟩2H2(D)

= ⟨V ∗Pℋ
ℛ ℎ, f⟩

2
H2(T) + ⟨�ℎ + S , �⟩2H2(D)

= ⟨(V ∗Pℋ
ℛ ℎ, �ℎ + S ), (f, �)⟩ℱ ′.

Se puede verificar que U ′ es sobreyectivo. Por lo tanto U ′ es unitario. Se sigue que U ′ es

una extensión unitaria minimal de V .

Finalmente es importante resaltar que U ∈ L(ℱ) y U ′ ∈ L(ℱ ′) son ℋ-isomorfas.

Teorema 1.5. Sean ℋ un espacio de Hilbert, D y ℛ son subespacios cerrados de ℋ y

V : D → ℛ es una isometŕıa parcial. Si U ∈ L(F ) es una extensión unitaria minimal de V

entonces U−1 ∈ L(F ) es una extensión unitaria minimal de V ∗.

Demostración. Si ℎ ∈ ℛ entonces existe d ∈ D tal que ℎ = V d. De U−1U = I y

V ∗V = I, se obtiene

U−1ℎ = U−1V d = U−1Ud = d = V ∗V d = V ∗ℎ.

Se ha probado que

U−1ℎ = V ∗ℎ

para cada ℎ ∈ ℛ. □
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2. La clase de Schur

Sean N , ℳ dos espacios de Hilbert. Una función � : D → L(N ,ℳ) es anaĺıtica cuando

�(z) =
∑

k≥0

zk�k,

donde �k son operadores lineales acotados de N en ℳ y la serie converge para ∣z∣ < 1 (en

el sentido de la convergencia en norma de operadores).

Una función � : D → L(N ,ℳ) anaĺıtica es contractiva cuando

sup
z∈D

∥�(z)∥ ≤ 1.

La clase de Schur ℬ(N ,ℳ) es el conjunto de todas las funciones anaĺıticas contractivas

� : D → L(N ,ℳ).

Ejemplo 1.6. Sean N y ℳ espacios de Hilbert, � : D → L(N ,ℳ) la función definida por

�(z)x = 0

para z ∈ D, x ∈ N (con 0 ∈ ℳ).

Esta función � es anaĺıtica contractiva. Por lo tanto, ℬ(N ,ℳ) ∕= ∅.

3. El modelo de Arov-Grossman

Sean N ,ℳ espacios de Hilbert. Con ℬ(N ,ℳ) se denotará la clase de las funciones

holomorfas � en D tales que �(z) es una contracción para cada z ∈ D.

Sean

NV = ℋ⊖DV y ℳV = ℋ⊖ℛV .

Sea U una extensión unitaria minimal en ℱ de V . La función holomorfa asociada a U es

la función holomorfa �U : D → ℬ(NV ,ℳV ) dada por

�U(z) = Pℱ
ℳV

(U(I − zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1) ∣NV
.

Sea ℋ un espacio de Hilbert. Se considerará una isometŕıa parcial V definida en un

subespacio de ℋ con espacios de defecto NV yℳV .
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En [5, 6] Arov y Grossman presentaron un modelo funcional que provee una descripción

paramétrica de las extensiones unitarias minimales de V .

El modelo de Arov y Grossman puede presentarse bajo la forma que establecen los dos

teoremas dados a continuación.

Teorema 1.7 (Arov-Grossman). Sean ℋ un espacio de Hilbert D y ℛ subespacios cerrados

de ℋ, V : D → ℛ una isometŕıa parcial con subespacios de defecto NV y ℳV . Para cada

U , extensión unitaria minimal de V en ℱ , sea

�U(z) = Pℱ
ℳV

(U(I − zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1) ∣NV
,

para z ∈ D, entonces

(i) �U ∈ ℬ(NV ,ℳV ).

(ii) V Pℋ
D + �U(z)P

ℱ
NV

= Pℱ
ℋ (U(I − zPℱ

ℱ⊖ℋU)
−1) ∣ℋ para cada z ∈ D.

(iii) Pℱ
ℋ (U(I − zU)−1) ∣ℋ= (V Pℋ

D + �U (z)P
ℱ
NV

)[1 − z(V Pℋ
D + �U(z))P

ℱ
NV

]−1 para cada

z ∈ D.

(iv) U
′

es una extensión unitaria minimal de V en ℱ
′

unitariamente equivalente a U en

ℱ si y sólo si �U (z) = �U ′ (z) para todo z ∈ D.

Demostración. Se dará la idea de la demostración, los detalles pueden verse en [14].

(i) Para cada k ≥ 0 sea

�k = Pℱ
ℳV

U(Pℱ
ℱ⊖ℋU)

k ∣NV
,

entonces

�(z) =
∑

k≥0

zk�k

es anaĺıtica y toma valores en ℒ(NV ,ℳV ).

Usando la siguiente notación

U11 = Pℱ
ℳV

U ∣NV
U12 = Pℱ

ℳV
U ∣ℱ⊖ℋ

U21 = Pℱ
ℱ⊖ℋU ∣NV

U22 = Pℱ
ℱℋU ∣ℱ⊖ℋ .

Se tiene que

�(z) = U11 + zU12(1− zU22)
−1U21
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y como la isometŕıa parcial

U ∣NV ⊕(ℱ⊖ℋ): NV ⊕ (ℱ ⊖ℋ) → NV ⊕ (ℱ ⊖ℋ)

admite la siguiente representación matricial

U ∣NV ⊕(ℱ⊖ℋ)=

⎛

⎝ U11 U12

U21 U22

⎞

⎠ :

⎛

⎝ NV

ℱ ⊖ℋ

⎞

⎠→

⎛

⎝ ℳV

ℱ ⊖ℋ

⎞

⎠

entonces

∣∣U11x+ U12y∣∣
2
ℋ + ∣∣U21x+ U22y∣∣

2
ℱ = ∣∣x∣∣2ℋ + ∣∣y∣∣2ℱ

para todo y ∈ ℱ ⊖ℋ y x ∈ NV .

Se tiene que, para todo z ∈ D y x ∈ NV

∣∣�(z)x∣∣2ℋ = ∣∣U11x+ zU12(1− zU22)
−1U21x∣∣

2
ℋ ≤ ∣∣x∣∣2ℋ.

Luego �(z) es una contracción.

(ii) Si z ∈ D

V Pℋ
D = Pℱ

ℋUP
ℱ
D ∣ℋ= Pℱ

ℋU(1 − zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1Pℱ
D ∣ℋ

y

Pℱ
ℳV

U(1− zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1Pℱ
NV

∣ℋ= Pℱ
ℋU(1− zPℱ

ℱ⊖ℋU)
−1Pℱ

N ∣ℋ .

De esto sigue la igualdad.

(iii) La igualdad se demuestra usando lo obtenido en (ii) y tomando en cuenta que para

z en D

(1− zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1[1− zPℱ
ℋU(1− zPℱ

ℱ⊖ℋU)
−1]−1 = (1− zU)−1.

(iv) Sea U
′

una extensión unitaria minimal de V en ℱ
′

unitariamente equivalente a U .

Entonces existe un isomorfismo isométrico Γ : ℱ → ℱ
′

que verifica

ΓPℱ
ℱ⊖ℋU = Pℱ

′

ℱ
′
⊖ℋ
U

′
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. Entonces para n ∈ ℕ, x ∈ NV , y ∈ ℳV se tiene

⟨Pℱ
′

ℳV U(P
ℱ
ℱ⊖ℋ)

nx, y⟩ℋ = ⟨Pℱ
′

ℳV U(P
ℱ

′

ℱ
′
⊖ℋ

)nx, y⟩ℋ

Por lo tanto para cada z en D se tiene que

Pℱ
ℳV

U(1− zPℱ
ℱ⊖ℋU)

−1 ∣NV
= Pℱ

′

ℳV
U

′

(1− zPℱ
′

ℱ
′
⊖ℋ
U

′

)−1 ∣NV

□

Usando esta función anaĺıtica a valores operadores Arov y Grossman [5, 6] proporciona-

ron una biyección entre U V el conjunto de todas los clases de equivalencias de las extensiones

unitarias minimales de una isometŕıa parcial V definida en ℋ y la bola unitaria de las funcio-

nes anaĺıticas a valores operadores ℬ(NV ,ℳV ). Este resultado es conocido como el modelo

de Arov-Grossman.

Teorema 1.8 (Modelo de Arov-Grossman). Sean ℋ espacio de Hilbert,D y ℛ subespacios

cerrados de ℋ y V : D → ℛ una isometŕıa parcial con subespacios de defecto NV y ℳV .

La aplicación que a cada UV extensión unitaria minimal de V en ℱ , le hace corresponder la

función holomorfa asociada �U (z), establece una biyección entre UV y ℬ(N ,ℳ).

Demostración. Solamente se dará una idea de la prueba.

El teorema anterior garantiza que la aplicación está bien definida y es inyectiva. Para ver

que la aplicación es sobreyectiva se construye U
′

, una extensión unitaria minimal de V y se

demuestra que �(z), la función holomorfa asociada a U
′

, está uńıvocamente determinada. □

El libro [14] contiene una explicación detallada del modelo de Arov-Grossman y aplica-

ciones del mismo a distintas situaciones.



Caṕıtulo 2

Extensiones unitarias de dos isometŕıas parciales

Sea (U, V ) un par de isometŕıas parciales, con dominios DU , DV ,

respectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert

ℋ, tal que UkDV ⊂ DU y UkVDV ⊂ DU para todo k ≥ 0. En [4]

Arocena probó que existe una extensión unitaria minimal conmu-

tativa del par (U, V ) si y sólo si ⟨UkV f, V g⟩ = ⟨Ukf, g⟩ para todo

f, g ∈ DV y k ≥ 0. Una descripción del conjunto U U,V de todas

las extensiones unitarias minimales conmutativas del par (U, V )

fue dada por Morán en [15] usando el modelo funcional de Arov-

Grossman. Algunas de las ideas técnicas desarrolladas ah́ı serán

usadas en el Caṕıtulo 4 Subsección 2.1.

En [7] Bruzual y Domı́nguez encontraron una condición necesaria

y suficiente para la existencia de extensiones unitarias conmuta-

tivas de un par de isometŕıas parciales. Este resultado lo usaron

para probar que una función definida positiva a valores opera-

dores definida en un intervalo de ℤ2 con el orden lexicográfico

puede ser extendida a una función definida positiva en todo el

plano discreto.

19
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1. Conmutatividad débil de isometŕıas parciales

Sea ℒ un espacio de Hilbert, sea (A,B) un par de isometŕıas parciales con dominios DA,

DB y rangos ℛA, ℛB, respectivamente, subespacios cerrados de ℒ.

Una extensión unitaria conmutativa de (A,B) es un par (Ã, B̃) de operadores unitarios

conmutativos Ã y B̃ en un espacio de Hilbert ℱ , que contiene a ℒ como subespacio cerrado,

que extienden a A y B, respectivamente.

Una extensión unitaria conmutativa minimal de (A,B) es una extensión unitaria con-

mutativa (Ã, B̃) tal que

ℱ =
⋁

n,m∈ℤ

ÃnB̃mℒ.

Sean ℱ y ℱ ′ espacios de Hilbert que contienen a ℒ como subespacio cerrado. Dos pares de

operadores unitarios conmutativos (Ã, B̃) en ℱ y (A′, B′) en ℱ ′ se dice que son ℒ-isomorfos

si existe un isomorfismo unitario ' de ℱ en ℱ ′ que deja invariante los elementos de ℒ y

satisface

'ÃnB̃m = A′ nB′ m'

para todo n,m ∈ ℤ.

Sea W A,B el conjunto de todos los pares de operadores unitarios conmutativos (A′, B′)

que son ℒ-isomorfos a una extensión unitaria conmutativa minimal (Ã, B̃) de (A,B).

En [7] Bruzual y Domı́nguez probaron el siguiente teorema el cual proporciona una

condición de conmutatividad débil, condición necesaria y suficiente para la existencia de

extensiones unitarias conmutativas de un par de isometŕıas parciales. De aqúı W A,B ∕= ∅ si

el par (A,B) conmuta débilmente.

Teorema 2.1 (Bruzual-Domı́nguez). Sea ℒ un espacio de Hilbert, sean DA, DB,

subespacios cerrados de ℒ, y sean A y B isometŕıas parciales con espacios inciales DA y

DB. Si

(i) DB ⊂ DAn para n = 0, 1, 2, . . . .

(ii) ℛB ⊂ ℛAn para n = 0, 1, 2, . . . .
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Entonces

⟨A−nBf,Bg⟩ℒ = ⟨f, Ang⟩ℒ ∀f, g ∈ DB, n = 0, 1, 2, . . .

es una condición necesaria y suficiente para la existencia de un espacio de Hilbert ℱ que

contiene a ℒ como subespacio cerrado y dos operadores unitarios que conmutan Ã, B̃ ∈ L(ℱ)

tales que Ã∣DA
= A y B̃∣DB

= B.

Demostración. Es claro que la condición es necesaria.

Sea N0 un espacio de Hilbert de dimensión infinita y sea Δ : D⊥
A ⊕N0 → N0 un operador

unitario.

Sea N = ℒ ⊕N0 = DA ⊕D⊥
A ⊕N0 y sea Δ̃ : N → N definido de la siguiente manera:

Δ̃(x) = Ax1 ⊕Δ(x2 ⊕ x3) ∈ ℒ ⊕N0 = N

para x = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ∈ N = DA ⊕D⊥
A ⊕N0.

Se tiene que N contiene a ℒ como subespacio cerrado y Δ̃ : N → N es un operador

isométrico que extiende a A. Por lo tanto ℛB ⊂ ℛΔ̃n para todo n ≥ 0, donde ℛΔ̃n es el

rango de Δ̃n. Además A−nBf = Δ̃−nBf si f ∈ DB.

Sean f, g ∈ DB y n ≥ 0, entonces se tiene que

⟨Δ̃nBg,Bf⟩N = ⟨Bg, Δ̃−nBf⟩N

= ⟨Bg,A−nBf⟩ℒ

= ⟨Ang, f⟩ℒ

= ⟨Δ̃ng, f⟩N .

Para finalizar la prueba solamente se necesita probar que Δ y B tienen extensiones

unitarias conmutativas a un espacio de Hilbert más grande.

Se puede notar que los operadores Δ y B satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Δ ∈ L(N ) es un operador isométrico, luego {Δn}n∈ℕ es un semigrupo de isometŕıas.

(2) DB, ℛB ⊂ N son subespacios cerrados y B : DB → ℛB es una isometŕıa.

(3) ⟨Δ̃nBg,Bf⟩N = ⟨Δ̃ng, f⟩N para todo f, g ∈ DB, n = 0, 1, . . . .

Usando la parte (b) del Teorema 1, page 329 de [4] se sigue que Δ y B tienen extensiones

unitarias conmutativas.

□



Caṕıtulo 3

Familias multiplicativas de isometŕıas parciales y ternas de

Toeplitz-Cotlar

Sea Ω un grupo abeliano localmente compacto y ordenado. Ω

tiene la propiedad de dilatación si vale para Ω una extensión

especial del teorema de dilatación de Naimark y tiene la pro-

piedad de levantamiento del conmutante si vale para Ω una ex-

tensión natural del teorema de levantamiento del conmutante de

Sz.-Nagy - Foias.

En [8] Bruzual y Domı́nguez probaron que estas dos condicio-

nes son equivalentes. Además introdujeron el concepto de familia

multiplicativa de isometŕıas parciales y dieron otra condición ne-

cesaria y suficiente en términos de extensiones unitarias de estas

familias.

22
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1. Grupos ordenados

Sea (Ω,+) un grupo abeliano con elemento neutro 0. Se dice que Ω es un grupo ordenado

cuando existe un conjunto Ω1 ⊂ Ω tal que:

Ω1 + Ω1 = Ω1, Ω1 ∩ (−Ω1) = {0}, Ω1 ∪ (−Ω1) = Ω.

En este caso, si x, y ∈ Ω se escribe x ≤ y si y − x ∈ Ω1, también se escribe x < y si

x ≤ y y x ∕= y.

Cuando Ω es un grupo topológico se suele pedir que Ω1 sea cerrado.

Sean Γ y Λ dos grupos abelianos localmente compactos y ordenados y sea Ω = Γ×Λ. El

orden lexicográfico en Ω se define de la siguiente manera:

Si (1, �1), (2, �2) ∈ Ω entonces

(1, �1) <lex (2, �2) si y sólo si �1 < �2 ó (�1 = �2 y 1 < 2).

Es fácil probar que si Λ es discreto entonces, con esta relación y con la topoloǵıa producto,

Ω es un grupo abeliano localmente compacto ordenado.

2. Familias multiplicativas de isometŕıas parciales

Sea ℰ un espacio de Hilbert y sea Ω un grupo abeliano ordenado localmente compacto.

Como antes, sea

Ω1 = {! ∈ Ω : ! ≥ 0}.

Una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,Ω,Ω1) (ver [8]) es una familia

(S!, ℰ!)!∈Ω1 tal que:

(i) Para cada ! ∈ Ω1 , ℰ! es un subespacio cerrado de ℰ , ℰ0 = ℰ y ℰy ⊂ ℰx si x, y ∈ Ω1

y x < y.

(ii) Para cada ! ∈ Ω1 S! : ℰ! → ℰ es una isometŕıa lineal y S0 = Iℰ .

(iii) Si x, y ∈ Ω1 entonces Syℰx+y ⊂ ℰx y Sx+yℎ = SxSyℎ para todo ℎ ∈ ℰx+y.

Se dice que (S!, ℰ!)!∈Ω1 es fuertemente continua si para cada x ∈ Ω1, ℎ ∈ ℰx se tiene

que la función ! 7→ S!ℎ de [0, x] = {! ∈ Ω : 0 ≤ ! ≤ x} en ℰ es continua.

En lo que sigue (S, ℰ) denotará la familia multiplicativa de isometŕıas parciales (S!, ℰ!)!∈Ω1 .

Se usará Ω2 = −Ω1.
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A continuación se dará un ejemplo, sin embargo, antes se deben dar unas definiciones.

Sean (ℋ1,ℋ2) un par de espacios de Hilbert.

Definición 3.1. Una terna de Toeplitz-Cotlar, C, en (Ω,ℋ1,ℋ2) consiste de tres funciones

débilmente continuas

C�� : Ω� − Ω� → L(ℋ�,ℋ�) �, � = 1, 2, � ≤ �.

Si C es una terna de Toeplitz-Cotlar se define C21(!) = C12(−!)∗ para todo ! ∈ Ω2.

Note que C no es un núcleo puesto que 0 ∈ Ω1 ∩ Ω2.

Definición 3.2. Se dirá que la terna de Toeplitz-Cotlar C en (Ω,ℋ1,ℋ2) es definida positiva

cuando
2∑

�,�=1

∑

(x,y)∈Ω�×Ω�

⟨C��(x− y)ℎ�(x), ℎ�(y)⟩ℋ�
≥ 0

para todo par de funciones ℎ� : Ω� → ℋ� con soporte finito.

Observación 3.3. La condición en la Definición 3.2 también puede escribirse como sigue:

2∑

�,�=1

∫

Ω�

∫

Ω�

⟨C��(x− y)��(x), ��(y)⟩ℋ�
d�(x) d�(y) ≥ 0

para todo par de funciones continuas �� : Ω� → ℋ� con soporte compacto, donde � es la

medida de Haar del grupo Ω.

Al trabajar con núcleos de Toeplitz clásicos el conjunto de las traslaciones es un grupo

unitario. Un espacio pre-Hilbert y una familia de operadores isométricos corresponde en ma-

nera natural a una terna de Toeplitz - Cotlar. En [8] los autores indican que las propiedades

de esta familia de isometŕıas fueron la principal motivación para la definición de familia

multiplicativa de isometŕıas parciales.

El ejemplo de familia multiplicativa de isometŕıas parciales que se quiere presentar es el

siguiente:

Sea C una terna de Toeplitz - Cotlar definida positiva en (Ω,ℋ1,ℋ2).

Sea ℒ el espacio vectorial de los pares (f1, f2) tales que f1 : Ω1 → ℋ1 y f2 : Ω2 → ℋ2 son

funciones con soporte finito.
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Para (f1, f2), (g1, g2) ∈ ℒ se define

⟨(f1, f2), (g1, g2)⟩ℒ =

2∑

�,�=1

∑

(x,y)∈Ω�×Ω�

⟨C��(x− y)f�(x), g�(y)⟩ℋ�
.

Entonces ⟨ , ⟩ℒ es una forma sesquilineal no negativa en ℒ. Sea ℰ el espacio de Hilbert

que se obtiene completando ℒ después del cociente natural.

Para ! ∈ Ω1 sea

ℒ! = {(f1, f2) ∈ ℒ ∣ supp(f2) ⊂ {x ∈ Ω2 : x ≤ −!}}.

donde supp(f) denota el soporte de la función f .

Se define el operador S! de la siguiente manera: sea (f1, f2) ∈ ℒ!, entonces

S!(f1, f2) = (g1, g2)

si:

g1(x) =

⎧
⎨
⎩

0 si 0 ≤ x < !;

f1(x− !) si x ≥ !.

g2(x) = f2(x− !) para x ∈ Ω2.

Se puede probar que S! : ℒ! → ℒ es un operador isométrico.

Sea ℰ! la clausura del conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de ℒ!

en ℰ .

S! da origen a una isometŕıa lineal de ℰ! en ℰ , que también se denotará por S!.

Finalmente, se puede probar que (S!, ℰ!)!∈Ω1 es una familia multiplicativa de isometŕıas

parciales fuertemente continua.

De una manera natural se le ha asociado una familia multiplicativa de isometŕıas parciales

a una terna de Toeplitz - Cotlar definida positiva.

A continuación se presenta un teorema con su prueba tal como fueron dados en [8], este

resultado establece que si la familia multiplicativa tiene una extensión unitaria entonces la

terna puede ser dilatada.

Antes se darán unas definiciones.
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Una extensión unitaria de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales (S!, ℰ!)!∈Ω1

en (ℰ ,Ω,Ω1) es un grupo unitario de operadores (U!)!∈Ω en un espacio de Hilbert G que

contiene a ℰ como subespacio cerrado tal que

U!∣ℰ! = S!

para todo ! ∈ Ω1.

Y (U!)!∈Ω es una extensión unitaria minimal de (S!, ℰ!)!∈Ω1 si es una extensión unitaria

tal que

G =
⋁

!∈Ω

U!ℰ .

Sean G y G ′ espacios de Hilbert que contienen a ℰ como subespacio cerrado. Dos grupos

unitarios de operadores (U!)!∈Ω en G y (U ′
!)!∈Ω en G ′ se dice que son ℰ-isomorfos si existe

un isomorfismo unitario ' de G en G ′ que deja invariante los elementos de ℰ y satisface

'U! = U ′
!' para todo ! ∈ Ω.

Sea W(S, ℰ) el conjunto de todos los grupos unitarios de operadores (U ′
!)!∈Ω que son

ℰ-isomorfos a una extensión unitaria minimal (U!)!∈Ω de la familia multiplicativa de iso-

metŕıas parciales (S, ℰ).

Definición 3.4. Se dice que un grupo Ω abeliano localmente compacto y ordenado tiene la

propiedad de dilatación si se cumple lo siguiente:

Para todo par (ℋ1,ℋ2) de espacios de Hilbert y para toda terna de Toeplitz-Cotlar

definida positiva, C, en (Ω,ℋ1,ℋ2) existe un espacio de Hilbert G, dos operadores acotados

�� : ℋ� → G para � = 1, 2 y una representación unitaria fuertemente continua (U!)!∈Ω de

Ω en G tal que

C��(!) = � ∗�U!�� para todo ! ∈ Ω� − Ω� para �, � = 1, 2.

Observación 3.5. Si el grupo Ω tiene la propiedad de dilatación en (ℋ1,ℋ2) entonces se

puede suponer que G satisface la siguiente condición de minimalidad:

G =
⋁

!∈Ω

U!�1ℋ1 ∨
⋁

!∈Ω

U!�2ℋ2
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Teorema 3.6 (Bruzual-Domı́nguez). Sea (ℋ1,ℋ2) un par de espacios de Hilbert y sea Ω un

grupo abeliano localmente compacto y ordenado. Sea C una terna de Toeplitz - Cotlar defi-

nida positiva en (Ω,ℋ1,ℋ2). Si la familia multiplicativa de isometŕıas parciales (S!, ℰ!)!∈Ω1

puedes ser extendida a un grupo unitario fuertemente continuo (U!)!∈Ω en un espacio de

Hilbert más grande G entonces existen dos operadores acotados �� : ℋ� → G para � = 1, 2

tales que

C��(!) = � ∗�U!�� para todo ! ∈ Ω� − Ω� para �, � = 1, 2.

Demostración.

Sea [(f1, f2)] la clase de equivalencia en ℰ del elemento (f1, f2) ∈ ℒ. Se denotará por �!

la función caracteŕıstica del conjunto {!}.

Si ! ∈ Ω1 y ℎ1 ∈ ℋ1, entonces [(ℎ1�0, 0)] ∈ ℰ! y

S![(ℎ1�0, 0)] = [(ℎ1�!, 0)].

Si ! ∈ Ω2 y ℎ2 ∈ ℋ2, entonces [(0, ℎ2�!)] ∈ ℰ−! y

S−![(0, ℎ2�!)] = [(0, ℎ2�0)].

Por lo tanto

U![(ℎ1�0, 0)] = [(ℎ1�!, 0)] ∀! ∈ Ω1 ∀ℎ1 ∈ ℋ1

U![(0, ℎ2�0)] = [(0, ℎ2�!)] ∀! ∈ Ω2 ∀ℎ2 ∈ ℋ2.

Sean �1 : ℋ1 → G y �2 : ℋ2 → G definidas mediante

�1(ℎ1) = [(ℎ1�0, 0)] y �2(ℎ2) = [(0, ℎ2�0].

Se tiene que

∥ �1(ℎ1) ∥
2
G= ⟨C11(0)ℎ1, ℎ1⟩ℋ1 ≤∥ C11(0) ∥∥ ℎ1 ∥

2
ℋ1

de donde �1 es un operador lineal acotado.

De la misma manera se sigue que �2 es un operador lineal acotado.



2. FAMILIAS MULTIPLICATIVAS DE ISOMETRÍAS PARCIALES 28

Sean x, y ∈ Ω1, ℎ1, ℎ
′
1 ∈ ℋ1, entonces

⟨C11(x− y)ℎ1, ℎ
′
1⟩ℋ1 = ⟨[(ℎ1�x, 0)], [(ℎ

′
1�y, 0)]⟩ℰ = ⟨Ux[(ℎ1�0, 0)], Uy[(ℎ

′
1�0, 0)]⟩G

= ⟨Ux−y �1(ℎ1), �1(ℎ
′
1)⟩G = ⟨� ∗1 Ux−y �1(ℎ1), ℎ

′
1⟩ℋ1.

Por lo tanto

C11(!) = � ∗1 U! �1 para todo ! ∈ Ω1 − Ω1.

De la misma manera se obtiene que:

C��(!) = � ∗� U! �� para todo ! ∈ Ω� − Ω� para �, � = 1, 2.

□

Sea (S!, ℰ!)!∈Ω1 una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,Ω), se

dice que:

(i) Un subespacio P1 de ℰ es un espacio de salida si

P1 ⊂
∩

!∈Ω1

ℰ! y S!P1 ⊂ P1 para todo ! ∈ Ω1.

(ii) Un subespacio P2 de ℰ es un espacio de entrada si

P2 ⊂
∩

!∈Ω1

ℰ! y S−1
! P2 ⊂ P2 para todo ! ∈ Ω1.

Definición 3.7. Sea (S!, ℰ!)!∈Ω1 una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,Ω),

y sean P1 un espacio de salida y P2 un espacio de entrada. Se dice que (P1, P2) es un par

generador para la familia si

ℰ! = P1 ∨ S
−1
! P2 para todo ! ∈ Ω1.

En [8] Bruzual y Domı́nguez probaron el siguiente teorema el cual demuestra la equiva-

lencia entre la propiedad de dilatación y la propiedad del levantamiento del conmutante en

un grupo abeliano localmente compacto y ordenado Ω.
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Teorema 3.8 (Bruzual-Domı́nguez). Sea (Ω,+) un grupo abeliano localmente compacto y

ordenado con elemento neutro 0 y Ω1 = {! ∈ Ω : ! ≥ 0}. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) Si ℰ es un espacio de Hilbert y (S!, ℰ!)!∈Ω es una familia multiplicativa de iso-

metŕıas parciales fuertemente continua con par generador, entonces existe un espa-

cio de Hilbert G que contiene a ℰ como subespacio cerrado y un grupo de operadores

unitarios fuertemente continuos (U!)!∈Ω ⊂ L(G) tal que

S! = U! ∣ℰ!

para todo ! ∈ Ω.

(ii) Ω tiene la propiedad de dilatación.

(iii) Ω tiene la propiedad del levantamiento del conmutante.

Ahora se considerará el caso Ω = Γ × ℤ, donde Γ es un grupo abeliano localmente

compacto ordenado y ℤ es el grupo de los enteros.

Si A es una isometŕıa parcial en el espacio de Hilbert ℰ , DA denotará el dominio de A y

ℛA el rango de A.

Proposición 3.9 (Bruzual-Domı́nguez). Sea Γ un grupo abeliano localmente compacto or-

denado y sea Ω = Γ× ℤ con el orden lexicográfico y la topoloǵıa producto.

Sea (S!, ℰ!)!∈Ω1 una familia multiplicativa de isometŕıas parciales fuertemente continua

en (ℰ ,Ω) y sea B = S(0,1). Entonces se tiene que:

(i) DB = ℰ(0,1) ⊂ ℰ(,0) para todo  ∈ Γ1.

(ii) ℛB ⊂ ℛS(,0)
para todo  ∈ Γ1.

(iii) ⟨S−1
(,0)Bf,Bg⟩ℰ = ⟨f, S(,0)g⟩ℰ para todo  ∈ Γ1, f, g ∈ DB.

Demostración.

(i) Como (, 0) < (0, 1) para todo  ∈ Γ1 el resultado se obtiene de la definición de

familia multiplicativa de isometŕıas parciales.
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(ii) Sea f ∈ DB = ℰ(0,1) y sea  ∈ Γ1. Como (−, 1) ≤ (0, 1) se tiene que ℰ(0,1) ⊂ ℰ(−,1)

y S(−,1)f ∈ ℰ((0,1)−(−,1)) = ℰ(,0). Luego

Bf = S(0,1)f = S(,0)S(−,1)f ∈ ℛS(,0)
.

(iii) Sean f, g ∈ DB = ℰ(0,1) y sea  ∈ Γ1. Como en (ii) se tiene que

Bf = S(0,1)f = S(,0)S(−,1)f

y de la misma manera, como (, 0) < (0, 1), es fácil probar que

Bg = S(0,1)g = S(−,1)S(,0)g.

Luego

⟨S−1
(,0)Bf,Bg⟩ℰ = ⟨S−1

(,0)S(,0)S(−,1)f, S(−,1)S(,0)g⟩ℰ

= ⟨S(−,1)f, S(−,1)S(,0)g⟩ℰ

= ⟨f, S(,0)g⟩ℰ .

□

Teorema 3.10 (Bruzual-Domı́nguez). Sea Γ un grupo abeliano localmente compacto y or-

denado y sea Ω = Γ× ℤ con el orden lexicográfico y la topoloǵıa producto.

Si Γ tiene la propiedad del levantamiento del conmutante entonces Ω también tiene la

propiedad del levantamiento del conmutante.



Caṕıtulo 4

Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometŕıas

parciales y parametrización

Si (S(n,m))(n,m)≥(0,0) es una familia multiplicativa de isometŕıas

parciales en ℤ2 con el orden lexicográfico, entonces S(1,0) y S(0,1)

conmutan en cierto sentido débil. Sean Ã y B̃ extensiones unita-

rias conmutativas de S(1,0) y S(0,1). Se da una condición suficiente

para que (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 sea una extensión unitaria de la familia

dada. Bajo esta condición se presenta una descripción del conjun-

to de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias

conmutativas minimales de cualquier par de isometŕıas parciales

que conmutan en el mismo sentido débil en que conmutan S(1,0)

y S(0,1).

31
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Una extensión unitaria conmutativa de un par de isometŕıas parciales (U, V ) en un espacio

de Hilbert ℋ es un par (Ũ , Ṽ ) de operadores unitarios conmutativos Ũ y Ṽ , en un espacio

de Hilbert ℱ que contiene a ℋ como subespacio, que extienden a U y V , respectivamente.

Una extensión unitaria conmutativa minimal de (U, V ) en ℋ es una extensión unitaria

conmutativa (Ũ , Ṽ ) en G de (U, V ) tal que

G =
⋁

−∞<n,m<∞

ŨnṼ mH.

En la Sección 1 se introducen las nociones de extensión unitaria y extensión unitaria

minimal de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en un grupo abeliano ordenado.

Para el caso de ℤ2 con el orden lexicográfico, se presentan relaciones entre extensiones

unitarias de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales (S(n,m))(n,m)≥(0,0) y extensiones

unitarias conmutativas Ã y B̃ de S(1,0) y S(0,1), respectivamente. Se dan condiciones suficientes

para que (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 sea una extensión unitaria de (S(n,m))(n,m)≥(0,0).

En la Sección 2 se consideran dos isometŕıas parciales A y B con dominios DA, DB y

rangos ℛA, ℛB, respectivamente. En este trabajo también se considera la descripción de las

extensiones unitarias conmutativas minimales de un par de isometŕıas parciales (A,B) tal

que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk

para todo k ≥ 0 y conmutan en el siguiente sentido débil:

⟨A−kBf,Bg⟩ℋ = ⟨f, Akg⟩ℋ

para todo f, g ∈ DB.

Las isometŕıas parciales A = S(1,0) y B = S(0,1) dan un ejemplo de un par que conmuta

en este sentido débil. Esta noción de conmutatividad débil apareció en [7].

La descripción de las extensiones unitarias conmutativas minimales se obtiene a través

de los métodos de Arov-Grossman.

Hay un enfoque alternativo bien conocido. Sea (U, V ) un par de isometŕıas parciales,

con dominios DU , DV , respectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert ℋ, y
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tal que

UkDV ⊂ DU , UkVDV ⊂ DU

para todo k ≥ 0.

En [4] se probó que existe una extensión unitaria conmutativa minimal del (U, V ) si y

sólo si

(UkV f, V g) = (Ukf, g)

para todo f, g ∈ DV y k ≥ 0.

Usando el modelo funcional de Arov-Grossman, en [15] se obtuvo una descripción del

conjunto U U,V de todas las extensiones unitarias conmutativas minimales del par (U, V ).

Algunas de las ideas técnicas de ese trabajo se usan en la Sub-sección 2.1.

Finalmente, en la Sub-sección 2.2, bajo ciertas hipótesis, se da una descripción del conjun-

to de las extensiones unitarias minimales de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales

para el grupo ℤ
2 con el orden lexicográfico.

1. Extensiones unitarias de isometŕıas parciales

1.1. Extensiones unitarias conmutativas de un par de isometŕıas parciales.

Para un tratamiento auto-contenido de este caṕıtulo se recordarán algunas nociones bien

conocidas, presentadas en los caṕıtulos anteriores.

Sea A una isometŕıa parcial con dominio DA y rango ℛA, subespacios cerrados de un

espacio de Hilbert ℋ. Una extensión unitaria de A es un operador unitario Ã en un espacio

de Hilbert ℱ , que contiene a ℋ como subespacio cerrado, que extiende a A. Una extensión

unitaria minimal de A es una extensión unitaria Ã tal que

ℱ =
⋁

n∈ℤ

Ãnℋ.

Sean ℱ y ℱ ′ espacios de Hilbert que contienen a ℋ como subespacio cerrado. Dos ope-

radores unitarios Ã en ℱ y A′ en ℱ ′ se dice que son ℋ-isomorfos si existe un isomorfismo
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unitario ' : ℱ → ℱ ′ que satisface '(f) = f para todo f ∈ ℋ y

'Ãn = A′ n'

para todo n ∈ ℤ.

La extensión unitaria minimal está uńıvocamente determinada salvoℋ-isomorfismo. Para

detalles adicionales y resultados acerca de extensiones unitarias de una isometŕıa parcial, ver

[19, 20].

Sea U A el conjunto de todos los operadores unitarios A′ que son ℋ-isomorfos a una

extensión unitaria minimal Ã de A.

Sea (A,B) un par de isometŕıas parciales con dominios DA, DB y rangos ℛA, ℛB , res-

pectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert ℋ.

Una extensión unitaria conmutativa de (A,B) es un par (Ã, B̃) de operadores unitarios

conmutativos Ã y B̃ en un espacio de Hilbert ℱ , que contiene a ℋ como subespacio cerrado,

que extienden a A y B, respectivamente.

Una extensión unitaria conmutativa minimal de (A,B) es una extensión unitaria con-

mutativa (Ã, B̃) tal que

ℱ =
⋁

n,m∈ℤ

ÃnB̃mℋ.

Sean ℱ y ℱ ′ espacios de Hilbert que contienen aℋ como subespacio cerrado. Dos pares de

operadores unitarios conmutativos (Ã, B̃) en ℱ y (A′, B′) en ℱ ′ se dice que son ℋ-isomorfos

si existe un isomorfismo unitario ' de ℱ en ℱ ′ que deja invariante los elementos de ℋ y

satisface

'ÃnB̃m = A′ nB′ m'

para todo n,m ∈ ℤ.
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Sea W A,B el conjunto de todos los pares de operadores unitarios conmutativos (A′, B′)

que son ℋ-isomorfos a una extensión unitaria conmutativa minimal (Ã, B̃) de (A,B).

Un problema básico es describir el conjunto W A,B.

Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB dos isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk

para todo k ≥ 0.

Definición. Se dice que el par (A,B) conmuta débilmente cuando

⟨A−kBf,Bg⟩ℋ = ⟨f, Akg⟩ℋ

para todo f, g ∈ DB, para todo k ≥ 0.

Esta noción de conmutatividad débil es una condición necesaria y suficiente para la

existencia de una extensión unitaria conmutativa de (A,B) (ver [7, Teorema 3.1]). Por lo

tanto

W A,B ∕= ∅

si el par (A,B) conmuta débilmente.

Se está interesado en dar una descripción del cojunto W A,B para este caso. Esto se hace

en la Sección 2.1.

1.2. Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometŕıas parciales.

Sea (Ω,+) un grupo abeliano con elemento neutro 0. Ω es un grupo ordenado si existe

un conjunto cerrado Ω1 ⊂ Ω tal que:

Ω1 + Ω1 = Ω1, Ω1 ∩ (−Ω1) = {0}, Ω1 ∪ (−Ω1) = Ω.

En este caso si x, y ∈ Ω se escribe x ≤ y si y−x ∈ Ω1, también se escribe x < y si x ≤ y

y x ∕= y.
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Sea ℰ un espacio de Hilbert y sea Ω un grupo abeliano ordenado localmente compacto.

Sea

Ω1 = {! ∈ Ω : ! ≥ 0}.

Una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,Ω,Ω1) (ver [8]) es una familia

(S!, ℰ!)!∈Ω1 tal que:

(i) Para cada ! ∈ Ω1, ℰ! es un subespacio cerrado de ℰ , ℰ0 = ℰ y ℰy ⊂ ℰx si x, y ∈ Ω1

y x < y.

(ii) Para cada ! ∈ Ω1, S! : ℰ! → ℰ es una isometŕıa lineal y S0 = Iℰ .

(iii) Si x, y ∈ Ω1 entonces Syℰx+y ⊂ ℰx y Sx+yℎ = SxSyℎ para todo ℎ ∈ ℰx+y.

En lo que sigue (S, ℰ) denotará la familia multiplicativa de isometŕıas parciales (S!, ℰ!)!∈Ω1 .

A continuación se introducen las nociones de extensión unitaria y extensión unitaria

minimal de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales.

Definición. Una extensión unitaria de una familia multiplicativa de isometŕıas parciales

(S!, ℰ!)!∈Ω1 en (ℰ ,Ω,Ω1) es un grupo unitario de operadores (U!)!∈Ω en un espacio de

Hilbert ℱ que contiene a ℰ como subespacio cerrado tal que U!∣ℰ! = S! para todo ! ∈ Ω1.

Y (U!)!∈Ω es una extensión unitaria minimal de (S!, ℰ!)!∈Ω1 si es una extensión unitaria

tal que

ℱ =
⋁

!∈Ω

U!ℰ .

Definición. Sean ℱ y ℱ ′ espacios de Hilbert que contienen a ℰ como subespacio cerrado. Dos

grupos unitarios de operadores (U!)!∈Ω en ℱ y (U ′
!)!∈Ω en ℱ ′ se dice que son ℰ-isomorfos

si existe un isomorfismo unitario ' de ℱ en ℱ ′ que deja invariante los elementos de ℰ y

satisface 'U! = U ′
!' para todo ! ∈ Ω.
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Sea W(S, ℰ) el conjunto de todos los grupos unitarios de operadores (U ′
!)!∈Ω que son ℰ-

isomorfos a una extensión unitaria minimal (U!)!∈Ω de la familia multiplicativa de isometŕıas

parciales (S, ℰ).

Se considerará a ℤ2 con el orden lexicográfico: Esto es si (k, l), (n,m) ∈ ℤ2 entonces

(k, l) <lex (n,m) si y sólo si l < m ó (l = m y k < n).

Es bien conocido que, con esta relación, ℤ2 es un grupo ordenado.

Se sigue que ℤ2
1 es el semi-espacio

ℤ
2
1 = {(n,m) ∈ ℤ

2 : m > 0 ó (m = 0 y n > 0)}.

Con (ℰ ,ℤ2, <lex) se denotará a (ℰ ,ℤ2,ℤ2
1) y, en ese caso, (S, ℰ) denotará la familia mul-

tiplicativa de isometŕıas parciales (S(n,m), ℰ(n,m))(n,m)≥(0,0).

Observación 4.1. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) y sea

A = S(1,0) y B = S(0,1).

(a) De [8, Proposición 3] se sigue que:

(i) DB = ℰ(0,1) ⊆ ℰ(k,0) = DAk para todo k ≥ 0.

(ii) ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0.

(iii) ⟨A−kBf,Bg⟩ℰ = ⟨f, Akg⟩ℰ para todo k ≥ 0, f, g ∈ DB.

Luego el par (S(1,0), S(0,1)) conmuta débilmente.

(b) De [7, Teorema 3.1] se sigue que existe una extensión unitaria conmutativa de

(S(1,0), S(0,1)).

Proposición 4.2. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex). Si (U(n,m))(n,m)∈ℤ2 es una extensión unitaria de (S, ℰ) entonces el par

(U(1,0), U(0,1)) es una extensión unitaria conmutativa del par (S(1,0), S(0,1)).
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Lema 4.3. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,ℤ2, <lex) y

sea (Ã, B̃) una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)). Si m ≥ 0 y n ≥ 0 entonces

ÃnB̃mf = S(n,0)S(0,m)f = S(n,m)f para todo f ∈ ℰ(n,m).

Demostración. Sea f ∈ ℰ(n,m). Recordar que

Ãng = S(n,0)g si g ∈ ℰ(n,0).

B̃mℎ = S(0,m)ℎ si ℎ ∈ ℰ(0,m).

Como (n,m) ≥ (0, m) se tiene que ℰ(n,m) ⊆ ℰ(0,m). Luego f ∈ ℰ(0,m) y

B̃mf = S(0,m)f.

Como S(0,m)ℰ(n,m) ⊆ ℰ(n,0), se tiene que S(0,m)f ∈ ℰ(n,0). Luego se puede considerar a

S(n,0)S(0,m)f . Por lo tanto

ÃnB̃mf = ÃnS(0,m)f = S(n,0)S(0,m)f = S(n,m)f.

□

Lema 4.4. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,ℤ2, <lex) y

sea (Ã, B̃) una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)) y sea k ≥ 1. Si

Ã−kB̃f = S(−k,1)f para todo f ∈ ℰ(−k,1)

entonces

Ã−kB̃mf = S(−k,m)f para todo f ∈ ℰ(−k,m), para todo m ≥ 1.

Demostración. El resultado es cierto para m = 1.

Sea m > 1. Supóngase que

Ã−kB̃mg = S(−k,m)g

para todo g ∈ ℰ(−k,m).

Sea f ∈ ℰ(−k,m+1). Como S(0,1)ℰ(−k,m+1) ⊆ ℰ(−k,m) se tiene que

B̃f = S(0,1)f ∈ ℰ(−k,m).
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Luego

Ã−kB̃m+1f = Ã−kB̃mB̃f

= S(−k,m)B̃f

= S(−k,m+1)f.

La última igualdad se sigue de ℰ(−k,m+1) ⊆ ℰ(0,1).

El resultado se obtiene en forma inductiva. □

Teorema 4.5. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) y sea (Ã, B̃) una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)) tal que pa-

ra todo k ≥ 1

Ã−kB̃f = S(−k,1)f para todo f ∈ ℰ(−k,1)

entonces (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 es una extensión unitaria de (S, ℰ) en ℱ .

Demostración. Se define U(n,m) : ℱ → ℱ mediante

U(n,m) = ÃnB̃m.

Es fácil probar que (U(n,m))(n,m)∈ℤ2 es un grupo unitario de operadores.

Paso 1: n ≥ 0 y m ≥ 0.

Del Lema 4.3

U(n,m)f = ÃnB̃mf = S(n,m)f si f ∈ ℰ(n,m).

Paso 2: n < 0 y m > 0.

Del Lema 4.4.

U(n,m)f = ÃnB̃mf = S(n,m)f si f ∈ ℰ(n,m).

En vista de los Pasos 1 y 2,

S(n,m) = U(n,m) ∣ℰ(n,m)
para todo (n,m) ≥ (0, 0).

Por lo tanto (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 es una extensión unitaria de (S, ℰ). □
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Lema 4.6. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,ℤ2, <lex) y

sea (Ã, B̃) una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)). Suponga que existen P1 y

P2, subespacios de ℰ , tales que P1 ⊆ ℰ(0,1) y P2 ⊆ S(0,1)ℰ(0,1). Sea k ≥ 1, si

ℰ(−k,1) = P1 ∨ S
−1
(−k,1)P2

entonces

Ã−kB̃f = S(−k,1)f para todo f ∈ ℰ(−k,1).

Demostración. Para probar el resultado basta probar que

(i) Ã−kB̃f = S(−k,1)f para todo f ∈ P1.

(ii) Ã−kB̃f = S(−k,1)f para todo f ∈ S−1
(−k,1)P2.

(i) Si f ∈ P1 entonces f ∈ ℰ(0,1). Como S(−k,1)ℰ(0,1) ⊆ ℰ(k,0), se tiene que S(−k,1)f ∈ ℰ(k,0).

Se sigue que

S(k,0)S(−k,1)f = S(0,1)f.

Luego

ÃkS(−k,1)f = B̃f.

Por lo tanto

S(−k,1)f = Ã−kB̃f.

(ii) Sea f ∈ S−1
(−k,1)P2. Entonces existe una g ∈ P2 tal que

f = S−1
(−k,1)g.

Por hipótesis P2 ⊂ S(0,1)ℰ(0,1) aśı que g ∈ S(0,1)ℰ(0,1). Luego S
−1
(0,1)g ∈ ℰ(0,1). Sea ℎ ∈ ℰ(0,1)

dada por

ℎ = S−1
(0,1)g.

Como S(k,0)ℰ(0,1) ⊆ ℰ(−k,1), se tiene que S(k,0)ℎ ∈ ℰ(−k,1). Se sigue que

S(−k,1)S(k,0)ℎ = S(0,1)ℎ.

Luego

S(−k,1)S(k,0)S
−1
(0,1)g = g.
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Aplicando S−1
(−k,1) se obtiene

S(k,0)S
−1
(0,1)g = S−1

(−k,1)g.

Como (Ã, B̃) es una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)) se obtiene

B̃−1Ãkg = ÃkB̃−1g = S−1
(−k,1)g.

Entonces

B̃−1ÃkS(−k,1)f = S−1
(−k,1)S(−k,1)f = f.

De donde

S(−k,1)f = Ã−kB̃f.

□

Definición. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en (ℰ ,ℤ2, <lex).

Se dice que (P1,P2) es un par generador de salto de ĺınea para la familia si P1 y P2 son

subespacios de ℰ tales que

(a) P1 ⊆ ℰ(0,1),

(b) P2 ⊆ S(0,1)ℰ(0,1).

(c) ℰ(−k,1) = P1 ∨ S
−1
(−k,1)P2 para todo k ≥ 1.

El principal resultado de esta sección es el teorema siguiente.

Teorema 4.7. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) con par generador de salto de ĺınea. Entonces (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 es una extensión

unitaria de (S, ℰ) en ℱ donde (Ã, B̃) es una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)).

Este resultado se sigue de la Observación 4.1, el Lema 4.6 y el Teorema 4.5.

Observación 4.8. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) y sea (Ã, B̃) una extensión unitaria conmutativa de (S(1,0), S(0,1)) en ℱ . Su-

ponga que (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 es una extensión unitaria de (S, ℰ) en ℱ .

Entonces la familia (ÃnB̃m)(n,m)∈ℤ2 es una extensión unitaria minimal de (S, ℰ) si y sólo

si

ℱ =
⋁

n,m∈ℤ

ÃnB̃mℰ .
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2. Parametrización de extensiones unitarias de isometŕıas parciales

Se fijará alguna notación. Sea D un subespacio cerrado del espacio de Hilbert ℋ. Para

un operador unitario U en ℋ sea

TU,D =
⋁

k∈ℤ

UkD.

Para dos operadores unitarios conmutativos U y V en ℋ sea

TU,V,D =
⋁

n,m∈ℤ

UnV mD.

Luego una extensión unitaria minimal de A es una extensión unitaria Ã en ℱ tal que

ℱ = TÃ,ℋ y una extensión unitaria conmutativa minimal de (A,B) es una extensión unitaria

conmutativa (Ã, B̃) en ℱ tal que ℱ = TÃ,B̃,ℋ.

El conjunto auxiliar Z A,B se define de la siguiente manera. Dadas dos isometŕıas parciales

A : DA → ℛA y B : DB → ℛB tales que DB ⊆ DAk y ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0, sea Z A,B

el conjunto de los pares (U, VU) tales que U : TU,ℋ → TU,ℋ es una extensión unitaria minimal

de A y existe un operador isométrico VU : TU,DB
→ TU,ℛB

tal que

(a) VU es una extensión de B.

(b) VUU
kf = UkBf para todo k ∈ ℤ y f ∈ DB.

(c) UVU = VUU ∣DVU
.

(d) U(DVU
) = DVU

y U(ℛVU
) = ℛVU

.

Lema 4.9. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente. Sea

U : TU,ℋ → TU,ℋ una extensión unitaria minimal de A. Entonces existe un único operador

isométrico VU : TU,DB
→ TU,ℛB

tal que (U, VU) ∈ Z A,B.

Demostración. Observe que U : TU,ℋ → TU,ℋ es un operador unitario y

⟨U−kBf,Bg⟩ℋ = ⟨A−kBf,Bg⟩ℋ = ⟨f, Akg⟩ℋ = ⟨f, Ukg⟩ℋ

para todo k ≥ 0, f, g ∈ DB.
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Luego

Vo

(
N∑

k=−N

Ukf

)
=

N∑

k=−N

UkBf

define un operador isométrico de la cápsula lineal de los elementos de la forma

N∑

k=−N

Ukf (con f ∈ DB)

en la cápsula lineal de los elementos de la forma

N∑

k=−N

UkBf (con f ∈ DB).

Por lo tanto, se puede extender Vo a un operador isométrico VU : TU,DB
→ TU,ℛB

, tal que

VU extiende a B y VU conmuta con U .

Claramente (d) se sigue de las definiciones de TU,DB
, TU,ℛB

y VU . □

Corolario 4.10. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk y ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0. Si el par (A,B) conmuta débilmente entonces

Z A,B ∕= ∅.

Proposición 4.11. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales

que DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente. Si

(U, VU) ∈ Z A,B entonces

(a) W U,B = W U,VU
.

(b) W U,VU
⊆ W A,B.

Demostración.

(a) De la definición de VU se sigue que

W U,B = W U,VU
.

(b) Sea (X, Y ) ∈ W U,VU
. Entonces (X, Y ) es un par de operadores unitarios conmuta-

tivos, esto es (X, Y ) es TU,ℋ-isomorfo a una extensión unitaria conmutativa minimal (Ũ , Ṽ )

de (U, VU). Como ℋ ⊆ TU,ℋ, U extiende a A y VU extiende a B, se sigue que (X, Y ) es

un par de operadores unitarios conmutativos, esto es, ℋ-isomorfo a una extensión unitaria

conmutativa minimal (Ũ , Ṽ ) de (A,B). Luego (X, Y ) ∈ W A,B. □
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2.1. Parametrización de extensiones unitarias conmutativas de un par de iso-

metŕıas parciales.

En esta sub-sección se usará el modelo de Arov-Grossman y se seguirán las ideas de

Morán.

Se usará Pℱ
ℋ para denotar la proyección ortogonal del espacio de Hilbert ℱ en el espacio de

Hilbert ℋ cuando ℋ y ℱ son subespacios de un espacio de Hilbert más grande, en particular

cuando ℋ ⊆ ℱ . Si ℋ ⊆ ℱ y no hay posibilidad de confusión, se usará Pℋ en lugar de Pℱ
ℋ .

Como es usual se denotará

D = {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1}.

SeanN ,ℳ el espacio de Hilbert. Con ℬ(N ,ℳ) se denotará la clase de todas las funciones

holomorfas � en D tales que �(z) es una contracción para cada z ∈ D.

Se tomarán

NA = ℋ⊖DA y ℳA = ℋ⊖ℛA.

Sea Ã una extensión unitaria minimal en ℱ de A. La función holomorfa asociada a Ã es

la función holomorfa �Ã : D → ℬ(NA,ℳA) dada por

�Ã(z) = Pℱ
ℳA

(Ã(I − zPℱ
ℱ⊖ℋÃ)

−1) ∣NA
.

Usando esta función anaĺıtica a valores operadores Arov y Grossman [5, 6] construyeron

una biyección entre el conjunto U A y la bola unidad de las funciones anaĺıticas a valores

operadores ℬ(NA,ℳA). Este resultado jugará un papel importante en lo que sigue.

Teorema 4.12. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente.

Para (U, VU) ∈ Z A,B sea IU : W U,VU
→ W A,B dada por

IU(X, Y ) = (X, Y )
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entonces:

(a) IU es una función bien definida.

(b) IU es una función inyectiva.

(c) Sea (X, Y ) un elemento de W A,B. (X, Y ) pertenece al rango de IU si y sólo si existe

un isomorfismo unitario ' : TX,ℋ → TU,ℋ que deja invariantes los elementos de ℋ

tales que U ' = 'X ∣TX,ℋ
.

Demostración.

(a) Esta parte se sigue inmediatamente de la Proposición 4.11 (b).

(b) Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) ∈ W U,VU
.

De la Proposición 4.11 (b) se tiene que (X1, Y1), (X2, Y2) ∈ W A,B.

Suponga que (X1, Y1) y (X2, Y2) sonℋ-isomorfas. Entonces existe un isomorfismo unitario

' : TX1,Y1,ℋ → TX2,Y2,ℋ que deja invariantes los elementos de ℋ y satisface

'Xn
1 Y

m
1 = Xn

2 Y
m
2 ' para todo n,m ∈ ℤ.

Como X1 y X2 extienden a U , se sigue que

'Un = Un' para todo n ∈ ℤ.

Luego ' deja invariantes los elementos de TU,ℋ. Entonces (X1, Y1) y (X2, Y2) son

TU,ℋ-isomorfas. Por lo tanto IU es inyectiva.

(c) Sea (X, Y ) ∈ W A,B.

Si (X, Y ) pertenece al rango de IU , entonces existe una extensión unitaria conmutativa

minimal (X ′, Y ′) de (U, VU).

Como U extiende a A y VU extiende a B se sigue que (X ′, Y ′) es una extensión uni-

taria conmutativa minimal del par (A,B), para el espacio de Hilbert ℋ. Luego existe un

isomorfismo unitario Φ : TX,Y,ℋ → TX′,Y ′,ℋ que deja invariantes los elementos de ℋ y tal que

ΦXnY m = X ′ nY ′ mΦ.

Sea ' la restricción de Φ a TX,ℋ. Entonces ' : TX,ℋ → TU,ℋ es un isomorfismo unitario

que deja invariantes los elementos de ℋ y tal que

'X ∣TX,ℋ
= X ′' = U'.
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Rećıprocamente, sea (X, Y ) un elemento de W A,B y suponga que existe un isomorfismo

unitario ' : TX,ℋ → TU,ℋ que deja invariantes los elementos de ℋ tal que

U ' = 'X ∣TX,ℋ
.

Sea

X ′ = X ∣TX,ℋ
y VX′ = Y ∣TX′,ℋ

.

Como (X, Y ) es una extensión unitaria conmutativa minimal del par (X ′, VX′) en un

espacio de Hilbert ℱ entonces VX′ es una extensión isométrica de Y que conmuta con X ′ tal

que el dominio y el rango de VX′ son invariantes por X ′.

Sea Ψ : W X′,VX′
→ {� ∈ ℬ(NVX′

,ℳVX′
) : X ′�(z) = �(z)X ′ ∣NV

X′
} dada por

Ψ(X, Y )(z) = �Y (z) = Pℱ
ℳV

X′

(
Y
(
I − zPℱ

TY,ℋ⊖ℋ Y
)−1
)

∣NV
X′

donde �Y es la función holomorfa asociada a Y . Por [15, Proposición 6]) Ψ es una biyección

bien definida.

Entonces existe una función holomorfa � ∈ ℬ(TX′,ℋ ⊖ TX′,DV
, TX′,ℋ ⊖ TX′,ℛV

) tal que

Ψ(X, Y ) = � y X ′� = �X ′ ∣TX′,ℋ⊖TX′,DV
.

Observe que

'(TX′,DV
) = '(TX,DV

) =
⋁

k∈ℤ

'XkDV =
⋁

k∈ℤ

Uk'DV =
⋁

k∈ℤ

UkDV = TU,DV

y

'(TX′,ℛV
) = '(TX,ℛV

) =
⋁

k∈ℤ

'XkℛV =
⋁

k∈ℤ

Uk'ℛV =
⋁

k∈ℤ

UkℛV = TU,ℛV
.

Se define

� = '�'−1 ∣TU,ℋ⊖TU,DV
.

Entonces � ∈ ℬ(TU,ℋ ⊖ TU,DV
, TU,ℋ ⊖ TU,ℛV

) y

�U ∣TU,ℋ⊖TU,ℛV
= U�.

De [15, Proposición 6]) se sigue que existe (Ũ , Ṽ ) ∈ W U,VU
tal que

Ψ(Ũ , Ṽ ) = �.
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Como (Ũ , Ṽ ) y (X, Y ) son TU,ℋ-isomorfas, se sigue que (X, Y ) pertenece al rango de IU . □

Teorema 4.13. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente.

Sea A� la extensión unitaria minimal de A con función holomorfa asociada �.

(a) Existe una biyección entre W A,B y

∪

�∈ℬ(NA,ℳA)

W A�,B .

(b) Existe una biyección entre W A,B y

∪

�∈ℬ(NA,ℳA)

{� ∈ ℬ(TA� ,ℋ ⊖ TA� ,DB
, TA�,ℋ ⊖ TA� ,ℛB

) : A�� = �A� ∣ (TA� ,ℋ ⊖ TA� ,ℛB
)} .

Demostración.

(Ã, B̃) ∈ W A,B si y sólo si existe una extensión unitaria minimal A′ de A tal que (Ã, B̃)

es una extensión unitaria conmutativa minimal de (A′, B). Por el modelo de Arov-Grossman

[5, 6] existe una biyección entre el conjunto U A y la bola unidad de las funciones anaĺıticas

a valores operadores ℬ(NA,ℳA). Por lo tanto se obtiene (a).

De [15, Proposición 8] se tiene que existe una biyección entre W A�,B y el conjunto

{� ∈ ℬ(TA�,ℋ ⊖ TA�,DB
, TA�,ℋ ⊖ TA�,ℛB

) : A�� = �A� ∣T
A�,ℋ

⊖T
A�,DB

} ,

aśı que (b) se sigue de (a). □

Sea D un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert ℋ, para una isometŕıa parcial A

en ℋ sea

TA,D
+ =

⋁

k≥0

AkD.

Para k ∈ ℤ, sea ek : [0, 2�] → ℂ la función dada por ek(t) = eikt. Como es usual sea

H2(ℳA) =

{
∑

k≥0

ek ℎk tal que {ℎk}k≥0 ⊂ ℳA y
∑

k≥0

∥ℎk∥
2
ℋ <∞

}
,

H2
−(NA) =

{
∑

k<0

ek ℎk tal que {ℎk}k<0 ⊂ NA y
∑

k<0

∥ℎk∥
2
ℋ <∞

}
.
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Cuando ℋ = DA el operador A+ : ℋ⊕H2(ℳA) → ℋ⊕H2(ℳA) definido por

A+(f ⊕ {ℎk}k≥0) = (Af + ℎ0)⊕ {ℎk+1}k≥0

es la extensión unitaria minimal de A.

Siguiendo el mismo enfoque de [15] se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 4.14. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente.

Suponga que ℋ = DA. Entonces

W A,B tiene un único elemento si y sólo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) ℋ⊕H2(ℳA) = Υ1 donde

Υ1 = TA,DB

+ ∨
⋁

n≤−1

{
(A−1PℛA

)−nf +

−n−1∑

k=0

ek PℳA
(A−1PℛA

)−n−1−kf para f ∈ DB

}
.

(b) ℋ⊕H2(ℳA) = Υ2 donde

Υ2 = TA,ℛB

+ ∨
⋁

n≤−1

{
(A−1PℛA

)−nf +

−n−1∑

k=0

ek PℳA
(A−1PℛA

)−n−1−kf para f ∈ ℛB

}
.

(c) Las sucesiones Γ′
1 = {An

1 }n∈ℤ y Γ′
2 = {An

2 }n∈ℤ son dos representaciones unitarias

disjuntas de ℤ, donde Υ1 y Υ2 son como antes y

A1 = A+ ∣ (ℋ⊕H2(ℳA)⊖Υ1)

y

A2 = A+ ∣ (ℋ⊕H2(ℳA)⊖Υ2).

Demostración. El resultado se sigue de [15, Proposición 8] y del Teorema 4.12. □

Cuando ℋ = ℛA, se define el operador A− : ℋ⊕H2
−(NA) → ℋ⊕H2

−(NA) mediante

A−

(
f ⊕

∑

k≤−1

ek ℎk

)
= APDA

f ⊕

(
e−1 PNA

f +
∑

k≤−1

ek−1 ℎk

)

Observar que el dominio de A− es

ℋ⊕H2
−(NA) = DA ⊕NA ⊕H2

−(NA).
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Además observar que

A− ∣DA
= A

y

A− ∣NA⊕H2
−
(NA)

es el operador de multiplicación por e−1. Más aún el rango es

ℛA ⊕ e−1NA ⊕ e−1H
2
−(NA) = ℋ⊕H2

−(NA)

ya que

H2
−(NA) = e−1NA ⊕ e−1H

2
−(NA).

Luego se puede probar que A− es un operador unitario.

Corolario 4.15. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente.

Suponga que ℋ = ℛA.

W A,B tiene un único elemento si y sólo si las sucesiones Γ′′
1 = {An

1 }n∈ℤ, Γ
′′
2 = {An

2 }n∈ℤ

son dos representaciones unitarias disjuntas de ℤ, donde

A1 = A− ∣ (ℋ⊕H2
−(NA)⊖ TU,DA

),

y

A2 = A− ∣ (ℋ⊕H2
−(NA)⊖ TU,ℛA

).

La prueba es análoga a la prueba del último corolario.

Corolario 4.16. Sean A : DA → ℛA y B : DB → ℛB isometŕıas parciales tales que

DB ⊆ DAk , ℛB ⊆ ℛAk para todo k ≥ 0 y tales que el par (A,B) conmuta débilmente.

Si dimNA = 0 ó dimℳA = 0 entonces existe una biyección entre W A,B y

⎧
⎨
⎩

� ∈ ℬ(NA,ℳA) : PℛA
(BPDB

+ �(z)PNB
)[I − z(BPDB

+ �(z)PNB
)]−1A

= APDA
(BPDB

+ �(z)PNB
)[I − z(BPDB

+ �(z)PNB
)]−1 ∣ ℋ

⎫
⎬
⎭
.

Demostración. El resultado se sigue de [15, Sección 2]. □
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2.2. Parametrización de extensiones unitarias de familias multiplicativas de

isometŕıas parciales.

Sea W(S, ℰ) el conjunto de todos los grupos unitarios (U ′
!)!∈Ω que son ℋ-isomorfos a

una extensión unitaria minimal (U!)!∈Ω de la familia multiplicativa de isometŕıas parciales

(S, ℰ).

Del Teorema 4.7 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.17. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) con par generador de salto de ĺınea. Entonces la clase W(S, ℰ) es no vaćıa.

Se describirá el conjunto W(S, ℰ).

Teorema 4.18. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) con par generador de salto de ĺınea.

Para � ∈ ℬ(ℰ ⊖ ℰ(1,0), ℰ ⊖ S(1,0)ℰ(1,0)) sea A� la extensión unitaria minimal de S(1,0) con

función holomorfa asociada �.

Existe una biyección entre W(S, ℰ) y

∪

�∈ℬ(ℰ⊖ℰ(1,0),ℰ⊖S(1,0)ℰ(1,0))

⎧
⎨
⎩

� ∈ ℬ(TA� ,ℰ ⊖ TA�,ℰ(0,1)
, TA�,ℰ ⊖ TA� ,S(0,1)ℰ(0,1)

) :

A�� = �A� ∣ (TA�,ℰ ⊖ TA�,S(0,1)ℰ(0,1)
)

⎫
⎬
⎭
.

Demostración. Por [8, Proposición 3] el par (S(1,0), S(0,1)) conmuta débilmente (ver

Observación 4.1).

Usando el Teorema 4.13 se obtiene la biyección. □

Corolario 4.19. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) con par generador de salto de ĺınea. Sean Υ1, Υ2, Γ′
1, Γ

′
2, Γ

′′
1 y Γ′′

2 como en

la sección previa, pero para el espacio de Hilbert ℰ y las isometŕıas parciales A = S(1,0) y

B = S(0,1).

W(S, ℰ) tiene un único elemento si y sólo si alguna de las siguientes condiciones se

cumple:

(a) ℰ = ℰ(1,0) y ℰ ⊕H2(ℰ ⊖ S(1,0)ℰ(1,0)) = Υ1.

(b) ℰ = ℰ(1,0) y ℰ ⊕H2(ℰ ⊖ S(1,0)ℰ(1,0)) = Υ2.

(c) ℰ = ℰ(1,0) y las sucesiones Γ′
1, Γ

′
2 son dos representaciones unitarias disjuntas de ℤ.
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(d) ℰ = S(1,0)ℰ(1,0) y las sucesiones Γ′′
1, Γ

′′
2 son dos representaciones unitarias disjuntas

de ℤ.

El resultado previo se sigue de los Corolarios 4.14 y 4.15. Y el corolario siguiente se sigue

del Corolario 4.16.

Corolario 4.20. Sea (S, ℰ) una familia multiplicativa de isometŕıas parciales en

(ℰ ,ℤ2, <lex) con par generador de salto de ĺınea.

Sean NA = ℰ ⊖ ℰ(1,0), ℳA = ℰ ⊖ S(1,0)ℰ(1,0) y N = ℰ ⊖ ℰ(0,1).

Si dimNA = 0 ó dimℳA = 0 existe una biyección entre W(S, ℰ) y el conjunto de las

funciones � ∈ ℬ(NA,ℳA) tales que

PS(1,0)ℰ(1,0)(S(0,1)Pℰ(0,1) + �(z)PN )[I − z(S(0,1)Pℰ(0,1) + �(z)PN )]−1S(1,0) =

= S(1,0)Pℰ(1,0)(S(0,1)Pℰ(0,1) + �(z)PN )[I − z(S(0,1)Pℰ(0,1) + �(z)PN )]−1 ∣ ℋ.
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[11] M. Cotlar, R. Cignoli. An introduction to functional analysis. North Holland, (1974).

[12] H. Dym, H.P. McKean. Fourier Series and Integrals. Academic Press (1972).

52



Bibliograf́Ia 53

[13] J. Garnett. Bounded analytic functions. Academic Press, 1981.

[14] S. Marcantognini, M. Morán. El modelo de Arov-Grossman y sus aplicaciones. Decimotercera
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