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Resumen

Dada una familia multiplicativa de isometrias parciales en el plano dis-
creto con el orden lexicografico, existen dos operadores especiales A y B que

conmutan en cierto sentido débil.

Se da una condicién suficiente para que una familia particular de ope-
radores unitarios sea una extensién unitaria de la familia multiplicativa de
isometrias parciales dada. Bajo esta condicién se presenta una descripcion

del conjunto de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias conmu-
tativas minimales de cualquier par de isometrias parciales que conmutan en

el mismo sentido débil en que conmutan A y B.



Introduccién

Esta tesis trata de problemas especiales relacionados con extensiones de pares de iso-
metrias parciales a pares de operadores unitarios. Se consideran varios patrones para el par
de isometrias parciales tales como conmutatividad o hipdtesis especiales de inclusién concer-

nientes a los dominios y los rangos.

Se presta especial atencion a las familias multiplicativas de isometrias parciales parame-

trizadas por un grupo abeliano ordenado.

Un método poderoso en la teoria de extensiones unitarias de operadores isométricos fue
creado por D. Z. Arov y L. Z. Grossman. Sus resultados fueron publicados por primera vez

sin pruebas en [5] y luego con més detalles en [6].

El método de Arov-Grossman ha sido aplicado exitosamente en muchos contextos. En
particular, el grupo fundado por M. Cotlar ha obtenido muchos resultados interesantes en
esa direcciéon. Los trabajos de R. Arocena [4] y M. D. Moran [15] en extensiones unitarias

de isometrias que conmutan son contribuciones esenciales en esa direccion.

R. Bruzual y M. Dominguez han publicado trabajos en esta linea de investigacién [7, [8].
Considerando familias multiplicativas de isometrias parciales establecieron el teorema de

levantamiento del conmutante correspondiente.

Los resultados mas importantes de esta tesis doctoral encajan en la linea de investigacién
indicada antes y aparecerdn en [3]. En este trabajo se hace uso sustancial del método de
Arov-Grossman y de las ramificaciones dadas por M. D. Morén. Los resultados de esta tesis
documentan el poder del modelo de Arov-Grossman el cual es uno de los mas importantes

métodos en el andlisis de Schur.
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Este trabajo comienza recordando la nocion de extension unitaria de una isometria parcial
y el modelo de Arov-Grossman. Posteriormente se presentan las extensiones unitarias de dos
isometrias parciales y algunas condiciones de conmutatividad débil. Luego se consideran

familias multiplicativas de isometrias parciales y ternas de Toeplitz-Cotlar.

Estas nociones y resultados se presentan en los primeros capitulos, demostrando algunos

resultados conocidos.

Los aportes principales de este trabajo se presentan en el Capitulo[dl Para un tratamiento
auto-contenido de ese capitulo, en él se repiten algunas de las definiciones dadas en los

capitulos anteriores.
A continuacién se presentan los resultados de este trabajo.

Si (Stnm))mm)>(0,0) €s una familia multiplicativa de isometrias parciales en Z? con el
orden lexicografico, entonces S0y y S(,1) conmutan en cierto sentido débil. Sean A y B
extensiones unitarias conmutativas de S0y y S(o,1)- Se da una condicién suficiente para que
(A’ném)(mm)em sea una extension unitaria de la familia dada. Bajo esta condicién se presenta

una descripcion del conjunto de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias conmutativas mini-
males de cualquier par de isometrias parciales que conmutan en el mismo sentido débil en

que conmutan S0y ¥ So,1)-



Capitulo 1

Extensiones unitarias de una isometria parcial y el modelo de

Arov-Grossman

Sean H un espacio de Hilbert, N'; M y £ subespacios de H y sea
6(z) una funcién a valores operadores en L(M & E,E & N).

En [5], 6] Arov y Grossman dieron una condicién necesaria y sufi-
ciente para que 0(z) sea la matriz de scattering de algun operador
isométrico V' con subespacios de defecto Ny M y con subespacio

de escala &.

En el caso en que V esta definido en H, las matrices de scattering
Su.e(#) de todas las dilataciones unitarias U de V' con subespacio

de escala & fueron descritas por una féormula.



1. EXTENSIONES UNITARIAS DE UNA ISOMETRIA PARCIAL 5

Sean H; y Ha espacios de Hilbert y L(H;,Hs) el espacio de los operadores lineales y
acotados de H; en Hy. Si H es un espacio de Hilbert, se usard L(#H) para denotar a L(H, H).

Con Py se denotard la proyeccién ortogonal del espacio de Hilbert F en el espacio de
Hilbert H cuando H y JF son subespacios de un espacio de Hilbert més grande, en particular

cuando H C F. Si H C F y no hay posibilidad de confusion, se usard Py en lugar de F5,.
Los espacios de Hilbert que se considerardan en este trabajo son separables.

Como esusual sean T={z€ C:|z|=1}=[0,2n) yD={z€ C: |z]| < 1}.

1. Extensiones unitarias de una isometria parcial

A continuacién se presentan algunos antecedentes de esta investigacion.
Sean ‘H un espacio de Hilbert y D y R subespacios cerrados de H. Se dice que V : D — R

es una isometria parcial si VD =R y

VR = |~ para todo h € D

o equivalentemente,

(Vh,Vh')y = (h, 1) para todo h,h' € D.

Sea V una isometria parcial con dominio D y rango R, subespacios cerrados de un espacio
de Hilbert ‘H. Una eztension unitaria de V' es un operador unitario U definido en un espacio

de Hilbert F el cual contiene a H como subespacio cerrado tal que U |p= V.

La definicién anterior estd basada en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Si D, R son subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H yV : D — R
es una isometria en H, entonces V' puede ser extendida a un operador unitario U en un

espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.
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DEMOSTRACION. Sean Ny M los complementos ortogonales de D y R respectivamente.

Sea

F=HPH=DENIR®M.

Se define el operador U en F mediante
U(d,n,r,m) = (Vlr,n, Vd,m)

dondedeD,neN, re RymeM.

Se tiene que U es una extensién de V.

Se vera que U es una isometria.

IV 0, Vd,m) |2 = [Vl + Inlf* + [VA]]* + [[m]®

= [l + lInll* + [ld]]* + [lml]?

= ||(d,n,r,m)|*

De donde U es una isometria.

Ahora se probard que U es sobreyectiva. Dado (d,n,r,m) € JF se tiene que

(V=tr,n,Vd,m) € F. Luego
U(V_lr, n,Vd,m) = (V_l(Vd),n, V(V_lr),m) = (d,n,r,m).

Por lo tanto U es sobreyectiva.

Luego U es unitario. U

Sea \/,c;, U"H el espacio vectorial generado por U"H, con n € Z.

Una extension unitaria minimal de V' es una extension unitaria U de Vtal que

F=\U"H.

nez
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Ejemplo 1.2. Sea
H=C*>q L*(T)
D=R=Ca {0} ® L*(T)

y sea V = Ip. Se tiene que V es una isometria parcial.

Para cada ¢ € T se define
Ug(z7w’ f) = (Z’ §w7 -f)
para cada z,w € C y f € L*(T).

A continuacién se probara que U es unitario.

Se tiene que

||U€(Zaw> f)”g-t = ((z,fw, f)> (Za§w> f))?-l = §E<(z,w, f)a (Z>wa f)>7'l = ||(Zaw> f)”gi

Por lo tanto U es una isometria.

Ademds Ug es sobreyectivo. En efecto, dado (z,w, f) € H considérese (z,&w, f) € H.

Se tiene que
Ue(z, &, f) = (z,w, f).
De donde U es unitario.
Como
Ue(2,0,f) = (2,0, f) = V(2,0,f)
sigue que Ug|D = V.

Por lo tanto Ug es una extension unitaria de V.

Ademads U es minimal ya que actia en H.

Sean F y F' espacios de Hilbert que contienen a H como subespacio cerrado. Dos exten-
siones unitarias minimales U € L(F) y U’ € L(F') se dice que son H-isomorfas si existe un

isomorfismo unitario ¢ de F sobre F’ el cual deja invariante los elementos de H y satisface

U™ = U " para todo n € Z.
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A continuacién se presenta una extension unitaria especial de una isometria.

Sea H un espacio de Hilbert. Sean D, R, N, M subespacios cerrados de H tales que
N y M son los complementos ortogonales de D y R respectivamente. Sea V : D — R una
isometria en H.

Considérese el siguiente espacio de Hilbert

f:{(fj)jEZ: ijM si j<0, f()EH, fj GN si ]>O, Z||fj||2<00}

JEZ
con el producto escalar

(f,9) = (fi 99

JEL
Notacién: Los elementos f = (f;);ez de F se escribirdn de la forma

f= (7 f—1,70\7 f1, )7

usando la llave para indicar el lugar correspondiente a j = 0.
Tomando en cuenta al espacio F se puede identificar a H como subespacio de F mediante

el conjunto
{feF:f;=0 si j#0}

Asi, ‘H corresponde a los elementos de la forma

Se define U : F — F por

( fi1, si <0
foa+VPpfy, si j=0;

(Uf);= o
Py fo, sij=1;
\ fj—17 si j> 17

=~
con f= (..., f-1, fo,f1,..). Es decir,

—
Uf = (s fo3, fo2, f-1 + V' Ppfo, Px fo, f1, f2, ).
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Proposiciéon 1.3. Sean U yV los definidos anteriormente. Entonces U es extension unitaria
minimal de V' y
(VPp)" = PyU" |y para todo n > 0.
DEMOSTRACION. Primero se verd que U es una extensién de V. Sea h € D. Se tiene
U(s0,5050,.) = () 0,V PR, P, 0, ..) = (0,0, VR0, ).

De donde, PyU|p =V.

Para probar que U es unitario, basta probar que es isométrico y sobreyectivo.

A continuacién se vera que U es isométrico.

=~ 9 —_—— 9
||U("'7f—17 h 7f17"')“ :H("'?f—27f—1+VPDh7PNh7f17"'>H

= 3" Nl + 1o+ VPRI + [ Bkl + S 11 £l

n<—2 n>1
=l + ol + IV PRI + | Pkl + > (1 fall?
n<—2 n>1
= £all> + 1 PohI® + [ Pahl? + 1 fall®
n<-—1 n>1
=
= Z ||nt|2+||h||2+Z||fn||2 = (e fo1, B fry )P
n<—1 n>1

Por lo tanto U es isométrico.

~~
Ahora se verd que U es sobreyectivo. Dada f = (..., f_1, h ,fi1,...) € F se considera
~~
f =0 f4 fo,f1,...) dada por

( frats sio n <=2

. Pyh, si n=-—1;
fi+V*Prh, si n=0;
(ot si n>1.

Entonces

’ / / / o ’ * '
Uf _U("'7f—17 fO 7f17"')_U("'7f—17PMh7fl+V PRh7f27"‘)

= (oo, f1, Prsth + V Po(fy + V*Prh), Py(f1 + V*Prh), fa, ...)
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Por lo tanto

Uf' = (..., fo1, Puh + VPpfi + VPpV*Prh, Py fi + PyV*Prh, fa, ...). (1.1)

Pero, VPpfi = 0y Pyvfi = fi1, ya que fi € N. Ademds, como N es el complemento
ortogonal de Dy V* : 'R — D entonces PyV* = 0.

Ahora se vera que V PpV* = VV* = I, donde I es la identidad en R.
La primera igualdad es obvia ya que V* : R — D. Se probara la segunda usando el hecho

que si V' es isometria siempre se cumple que V*V =Ip. Seage Dy f=Vyg.
(fVvefy =iV ={VVg ViVg) = Vg, VV*Vg) = (Vg,Vg) = ([. ),

de donde VV*f = f para todo f € R, es decir, VV* = I.

Luego, siguiendo con las igualdades de ([IL1]) se tiene

——
Uf' = (..., f=1, Pmuh + Prh, fu, fos ) = (o, fo, by fr, o)

De donde, U es sobreyectivo.

A continuacién se probard inductivamente que Py U"|3 = (V Pp)" para todo n > 0.
Se verd que la igualdad se cumple para n = 1. Ya se probé que PyU|p =V =V Pp|p, es

decir,

PyUlp =V Pplp.

Falta probar que PyU|xy =V Pp|y = 0.
SiheN,

~
U(.0,”h,0,..) = (..., 0,V Pph, Pyh, 0, ...)

y como Pph = 0, entonces PyU |y = 0. Ademés, es obvio que V Pp|y = 0. Luego
PyU|xy =V Pp|y =0.

Por lo tanto, PyUl|y = V Pp, es decir, se cumple para n = 1.
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Se supone que la igualdad se cumple para n = k y se vera que es véalida paran =k + 1.

Como Py + Prey = I se tiene que

PyU" 1y = PuUPY U3 4 PyUPreyU" |y
= PyUl|y(VPp)* + PyUPreyU"|y
=V Pp(V Pp)* + PyUPrcy Uk |y

- (VPD)k+1 + PHUPF@HUk|H.

Se debe probar que Py U PrsyU*|3 = 0. Por induccién.

Para k£ = 1 se tiene

~ =~ ~—
Py UPreyU(..s0,” 1 ,0,...) = PuUProy(....0,V Poh, Pxh, 0, ...)

Se supone que se cumple para k y se probara para k + 1.

k+1 k SO
PyUPrcnUR(..,0,R,0, ...) = PyUPreyU"(...,0,V Pph, Pyh,0,...)
& ,—/\
= PyUPreyU*(...,0,V Pph,0,..)+
A
+ PyUPrenU(...,0,” 0 ', Pyh,0,...)
=
= PpUPreyU*(...,0,” 0 ", Pyh,0,...)
=
= PyUPreyU*(...,0, 0,0, Pyh, 0, ...)

~~
(0

= PyUProy ,0,...,0, Pxh, 0, ...)

~~
= PuU(..,” 0 ,0,...,0, Pyh,0,...)

= Py(..,”0,0,...,0, Pyh,0,...) = 0.

Por lo tanto queda demostrado que, para todo k € N, PyUPrs3U*|y = 0y, con esto,

finalmente queda demostrado que Py U"|y = (V Pp)™ para todo n € N. O
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El trabajo [I] contiene la demostracién detallada de la Proposicién [[3] que se presenté en

esta seccidn.

Ejemplo 1.4. Sea e, : [0,27] — C dada por e,(t) = €. Se sabe que {e, }ncz es una base
del espacio de Lebesgue L*(T), es decir,

L*(T) = \/{\e.: A€ C}.

neL

Sean
H=D=HT)=\/{\e,: A€ C},
n>0

R=\/{ren:AeC}

n>1
y V : D — R dada por
Vi=ef para f € H*(T).

Sea U : L*(T) — L*(T) dada por
Uf=ef para f € L*(T).
Entonces
Ule, = e,,.

Se puede verificar que U es un operador unitario y U |p= V.

Ademas

LA(T) = \/{Xe.: AeCh = \/{AU"¢,: A€ C} C \/ U" H*(T) C L*(T).
nez nez nez

Considerando F = L*(T), se sigue que U es una extensién unitaria minimal de V.
Seguidamente se presentard otra extension unitaria minimal de V.

Sea H?(D) el espacio de Hardy-Hilbert, es decir,

H*(D) = {qb :D — C / ¢ es analitica, ¢(z) = Zanz" y Z la,|? < oo} .
n=0

n>0
Como ¢ es analitica en ID el desarrollo en serie para ¢ que aparece en la expresion anterior

es el desarrollo en serie de Taylor y la serie converge uniformemente a ¢.
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Sean ¢, € H*(D) dadas por
o) =S wmt vy e =Y bt
k=0 k=0
El espacio H?(D) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

(0, 0) = arby.
k=0
El operador shift en H?(ID) es el operador S : H*(D) — H?*(D) dado por
(So)(2) = z¢(2) para z € D, ¢ € H*(D).
Es decir,
(S9)(2) = 20(2) = 2 Zak 2 = Zak 2P = Z a1 7.
k=0 k=0 j=1

Se tiene que el operador adjunto de S es el operador S* : H*(D) — H?*(D) dado por
(5°0)(z) = Y a1 2.
=0
Obsérvese que

10132y = lao* + > laxl* = 16(O)* + D laxl* = 16(0)* + D _ lajsil* = 15" Il o).
k=1 k=1

i=0

Sean F' = H*(T) @ H*(D) y U' : F' — F' dado por

U'(f,¢) = (V(f) + 6(0),57¢).

Se tiene que U’ |p=V, ya que si f € H*(T) entonces

U'(f,0) = (V(£),0) = V(f).

Ademéds U’ es una isometria, pues

I (£, )17 = I(V(f) + ¢(0), S*¢) 7
= IV(£) + 6Oz + 150l i)
= V(N + 120 + 1576l )
= 1£lz2x) + 161520y

= [I(f, )%
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Para h € H*(T), si « es la funcién constante dada por

an(z) = o / " h(etydt

2 Jo

entonces

(1, 6(0))2ps ey = B(0) / " (et = F0) on(2) = {an, ) agn)

De esto se sigue que
U™ (h, ) = (V*PLYh, cy, + S1p).
En efecto,
((h, ), U™(f, 0)) 7 = ((h,¥), (V.f + ¢(0), S"¢)) 7
= (h, V [+ ¢(0)) () + (¥, S*O) 2oy
= (0, V )z + <h, ¢(0)>?Iz@r (¥, S ) ramy

= (PZh, Vf)%ﬁ(?l‘) + (o, ¢>%{2(D) + (5S¢, ‘bﬁﬂ(n)

= (V*PER, f)3paem) + (o + S¥. ) 2am)

= <(V*P7§h'7 ap + Sw% (f7 ¢)>]—"

14

Se puede verificar que U’ es sobreyectivo. Por lo tanto U’ es unitario. Se sigue que U’ es

una extension unitaria minimal de V.

Finalmente es importante resaltar que U € L(F) y U’ € L(F') son H-isomorfas.

Teorema 1.5. Sean H un espacio de Hilbert, D y R son subespacios cerrados de H vy

V:D — R es una isometria parcial. Si U € L(F) es una extension unitaria minimal de V

entonces U™ € L(F) es una extension unitaria minimal de V*.

DEMOSTRACION. Si h € R entonces existe d € D tal que h = Vd. De U'U = 1 y

V*V =1, se obtiene
Utlth=UYWVd=U"'Ud=d=V*Vd=V*h.

Se ha probado que
U'h=V*h

para cada h € R.
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2. La clase de Schur

Sean N, M dos espacios de Hilbert. Una funcién 6 : D — L(N, M) es analitica cuando
0(z) =) 2 6k,
k>0
donde 6, son operadores lineales acotados de N/ en M y la serie converge para |z| < 1 (en
el sentido de la convergencia en norma de operadores).

Una funcién 6 : D — L(N, M) analitica es contractiva cuando

sup [|6(z)]| < 1.
z€D

La clase de Schur B(N, M) es el conjunto de todas las funciones analiticas contractivas

6:D— LN, M).
Ejemplo 1.6. Sean Ny M espacios de Hilbert, 6 : D — L(N, M) la funcién definida por
O(z)x =0

para z € D, z € N (con 0 € M).
Esta funcién 6 es analitica contractiva. Por lo tanto, B(N, M) # (.

3. El modelo de Arov-Grossman

Sean N, M espacios de Hilbert. Con B(N, M) se denotard la clase de las funciones
holomorfas 6 en D tales que #(z) es una contraccién para cada z € .

Sean

Ny =H & Dy y My =HOSRy.

Sea U una extension unitaria minimal en F de V. La funcion holomorfa asociada a U es

la funcién holomorfa 6y : D — B(Ny, My) dada por

0u () = Pl (UL = 2PE,0) ™) L -

Sea H un espacio de Hilbert. Se considerarda una isometria parcial V' definida en un

subespacio de H con espacios de defecto Ny y My .
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En [5, 6] Arov y Grossman presentaron un modelo funcional que provee una descripcién
paramétrica de las extensiones unitarias minimales de V.
El modelo de Arov y Grossman puede presentarse bajo la forma que establecen los dos

teoremas dados a continuacién.

Teorema 1.7 (Arov-Grossman). Sean H un espacio de Hilbert D y R subespacios cerrados
de H, V : D — R una isometria parcial con subespacios de defecto Ny y My . Para cada

U, extension unitaria minimal de V en F, sea
HU(Z) = P/\]jlv (U([ - prfeHU>_1) |Nv7

para z € D, entonces
(i) Oy € BNy, My).
(i) VP 4 0u(2)Pf;, = Pi{(U(I — 2P{.3,U)™") |y para cada z € D,
(iti) PL(UI — 2U)7Y) |yy= (VPF + 0u(2) P, )[1 — 2(VPY + 0u(2) P, ]! para cada
z € D.
(iv) U' es una estension unitaria minimal de V en F unitariamente equivalente a U en

F siy solo siOy(z) =0, (2) para todo z € D.

DEMOSTRACION. Se dard la idea de la demostracién, los detalles pueden verse en [14].
(i) Para cada k > 0 sea

Ok = Py, U(PfopU)" Iny s

entonces

0(z) = Z 2~0,,

k>0
es analitica y toma valores en L£(Ny, My).

Usando la siguiente notacion
Uip = P U |y Uiy = P{,, U |ren
Usi = PZeyU |ay Uz = PHU |rem -

Se tiene que

9(2) = U11 + ZUlg(l — ZUQQ)_lUgl
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y como la isometria parcial
Ulweren Nve (FeH) =Ny & (FeH)

admite la siguiente representaciéon matricial

Un Ui Ny My,
U |Nv@(fe7{): : —
U21 U22 FoeH FoeH

entonces
Uz + Urayll3 + |[Unz + Usoy|| 5 = ||2] 5, + ||y]|5%

paratodoy e FOH y x € Ny.
Se tiene que, para todo z € Dy z € Ny

16(2)z]|3 = [|[Unz + 2Usa(1 — 2Us) " Unzl3, < ||2|[3;

Luego 6(z) es una contraccién.
(i) Siz e D

VP = PJUPL |u= PjU(1 — 2P7 3, U) " Pp |

P/C(VU(l - ZP;@HU)_lpACV lu= P} U1~ zPerHU>_1P/\J7 |7 -

De esto sigue la igualdad.

17

(iii) La igualdad se demuestra usando lo obtenido en (ii) y tomando en cuenta que para

zen D

(1= 2PE,U) ' L = 2P U1 — 2Pf,U) 1t = (1—2U0)"1

. / ., . . o . / . . .
(iv) Sea U una extensién unitaria minimal de V' en F unitariamente equivalente a U.

. . . e . / .
Entonces existe un isomorfismo isométrico I' : F — F que verifica

TP U = Pf U
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. Entonces paran € N, z € Ny, y € My se tiene
(P U(Pep)" s, y)u = (Piw U(PL )" y)u
Por lo tanto para cada z en D se tiene que

P./\]jlvU(]‘ - ZP;@’HU)_I |NV: P./GVU,(l - ZP]-]‘:’@HU/)_I |NV

O

Usando esta funcién analitica a valores operadores Arov y Grossman [5), [6] proporciona-
ron una biyeccién entre U y el conjunto de todas los clases de equivalencias de las extensiones
unitarias minimales de una isometria parcial V' definida en ‘H y la bola unitaria de las funcio-
nes analiticas a valores operadores B(Ny, My ). Este resultado es conocido como el modelo

de Arov-Grossman.

Teorema 1.8 (Modelo de Arov-Grossman). Sean H espacio de Hilbert,D y R subespacios
cerrados de H y V : D — R una isometria parcial con subespacios de defecto Ny y My .
La aplicacion que a cada Uy extension unitaria minimal de V' en F, le hace corresponder la

funcion holomorfa asociada 0y (z), establece una biyeccion entre Uy, y BN, M).

DEMOSTRACION. Solamente se dard una idea de la prueba.
El teorema anterior garantiza que la aplicacion estd bien definida y es inyectiva. Para ver
que la aplicacién es sobreyectiva se construye U', una extensién unitaria minimal de V' y se

.z . / ’ / .
demuestra que 6(z), la funcién holomorfa asociada a U, esta univocamente determinada. [

El libro [14] contiene una explicacién detallada del modelo de Arov-Grossman y aplica-

ciones del mismo a distintas situaciones.



Capitulo 2

Extensiones unitarias de dos isometrias parciales

Sea (U, V') un par de isometrias parciales, con dominios Dy, Dy,
respectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert
H, tal que U¥Dy C Dy y UV Dy C Dy para todo k > 0. En [4]
Arocena probd que existe una extension unitaria minimal conmu-
tativa del par (U, V) siy sélo si (U*V f,Vg) = (U*f, g) para todo
f,9g € Dy y k> 0. Una descripcién del conjunto U 17y de todas
las extensiones unitarias minimales conmutativas del par (U, V)
fue dada por Moran en [15] usando el modelo funcional de Arov-
Grossman. Algunas de las ideas técnicas desarrolladas ahi seran

usadas en el Capitulo 4 Subseccion 2.1

En [7] Bruzual y Dominguez encontraron una condicién necesaria
y suficiente para la existencia de extensiones unitarias conmuta-
tivas de un par de isometrias parciales. Este resultado lo usaron
para probar que una funcién definida positiva a valores opera-
dores definida en un intervalo de Z? con el orden lexicogréfico
puede ser extendida a una funcién definida positiva en todo el

plano discreto.

19
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1. Conmutatividad débil de isometrias parciales

Sea L un espacio de Hilbert, sea (A, B) un par de isometrias parciales con dominios D4,

Dp y rangos R 4, Rpg, respectivamente, subespacios cerrados de L.

Una extension unitaria conmutativa de (A, B) es un par (A, B) de operadores unitarios
conmutativos A y B en un espacio de Hilbert F, que contiene a £ como subespacio cerrado,

que extienden a A y B, respectivamente.

Una eztension unitaria conmutativa minimal de (A, B) es una extension unitaria con-
mutativa (A, B) tal que
Fo \J B
n,mez
Sean F y F' espacios de Hilbert que contienen a £ como subespacio cerrado. Dos pares de
operadores unitarios conmutativos (A, B) en Fy (A’, B') en F' se dice que son L-isomorfos
si existe un isomorfismo unitario ¢ de F en F’ que deja invariante los elementos de L y
satisface
@gném =A'""B ™y

para todo n,m € Z.

Sea W 4 p el conjunto de todos los pares de operadores unitarios conmutativos (A’, B')
que son L-isomorfos a una extensién unitaria conmutativa minimal (A, B) de (A, B).

En [7] Bruzual y Dominguez probaron el siguiente teorema el cual proporciona una
condicién de conmutatividad débil, condiciéon necesaria y suficiente para la existencia de
extensiones unitarias conmutativas de un par de isometrias parciales. De aqui W 4 p # 0 si

el par (A, B) conmuta débilmente.

Teorema 2.1 (Bruzual-Dominguez). Sea L wun espacio de Hilbert, sean D, Dpg,
subespacios cerrados de L, y sean A y B isometrias parciales con espacios inciales Dy y
Dp. Si

(i) D C Dan paran =0,1,2,....

(ii) Rp C Ran paran=20,1,2,....
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Entonces
<A_an>Bg>E:<f>Ang>C \V/f,QEDB, 77,20,]_,2,...
es una condicion necesaria y suficiente para la existencia de un espacio de Hilbert F que

contiene a L como subespacio cerrado y dos operadores unitarios que conmutan A, B € L(F)

tales que Alp, = A y Blp, = B.

DEMOSTRACION. Es claro que la condicién es necesaria.
Sea N, un espacio de Hilbert de dimensién infinita y sea A : D4 &Ny — Ny un operador

unitario.

Sea N =LBNy =Dy ® D5 ®Ny ysea A: N — N definido de la siguiente manera:
A(LL’) = ASL’l @A(SL’Q @253) S EEBN() :N

para z =1, DTy D23 EN =Dy B D DN

Se tiene que A contiene a £ como subespacio cerrado y A : N — N es un operador
isométrico que extiende a A. Por lo tanto Rp C Rz, para todo n > 0, donde Rx. es el
rango de A", Ademés A"Bf = A"Bf si f € Dp.

Sean f,g € Dg y n > 0, entonces se tiene que
(A"Bg. Bf)x = (Bg.A™"Bf)x
= (Bg, AT"Bf)c
= (4%, )¢
= (A%, f)n-
Para finalizar la prueba solamente se necesita probar que A y B tienen extensiones

unitarias conmutativas a un espacio de Hilbert mas grande.

Se puede notar que los operadores A y B satisfacen las siguientes condiciones:
(1) A € L(N) es un operador isométrico, luego {A™},cn es un semigrupo de isometrias.
(2) Dg, Rp C N son subespacios cerrados y B : Dp — Rp es una isometria.
(3) (A"Bg, Bfyy = (A"g, f)n para todo f,g € D, n=0,1,....

Usando la parte (b) del Teorema 1, page 329 de [4] se sigue que A y B tienen extensiones

unitarias conmutativas.

U



Capitulo 3

Familias multiplicativas de isometrias parciales y ternas de

Toeplitz-Cotlar

Sea () un grupo abeliano localmente compacto y ordenado. €2
tiene la propiedad de dilatacién si vale para {) una extension
especial del teorema de dilatacion de Naimark y tiene la pro-
piedad de levantamiento del conmutante si vale para {) una ex-
tension natural del teorema de levantamiento del conmutante de

Sz.-Nagy - Foias.

En [8] Bruzual y Dominguez probaron que estas dos condicio-
nes son equivalentes. Ademas introdujeron el concepto de familia
multiplicativa de isometrias parciales y dieron otra condicion ne-
cesaria y suficiente en términos de extensiones unitarias de estas

familias.

22
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1. Grupos ordenados

Sea (2, 4+) un grupo abeliano con elemento neutro 0. Se dice que €2 es un grupo ordenado
cuando existe un conjunto ; C  tal que:
O+ Q= Qy, QN (=) = {0}, QU (=) = Q.
En este caso, si z,y € €2 se escribe x <y si y—x € {1, también se escribe x < y si

r<yyzr#y.

Cuando €2 es un grupo topoldgico se suele pedir que €2y sea cerrado.

Sean I' y A dos grupos abelianos localmente compactos y ordenados y sea 2 = 1" x A. El

orden lexicografico en €2 se define de la siguiente manera:

Si (71, A1), (72, A2) € € entonces
(’}/1, )\1) <lex (’}/2, )\2) si y sélo si A< A6 ()\1 =X ym < 72)

Es facil probar que si A es discreto entonces, con esta relacion y con la topologia producto,

) es un grupo abeliano localmente compacto ordenado.

2. Familias multiplicativas de isometrias parciales

Sea £ un espacio de Hilbert y sea {2 un grupo abeliano ordenado localmente compacto.

Como antes, sea

O ={weQ:w>0}.

Una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,€,€) (ver [8]) es una familia
(Sws Eu)wen, tal que:
(i) Para cada w € € , &, es un subespacio cerradode £, & =8y & C &, six,y €
yx<y.
(ii) Para cada w € Q1 S, : &, — &£ es una isometria lineal y Sy = I¢.
(ili) Siz,y € €y entonces SyE,4y C & Y Sypyyh = Sz Syh para todo h € &4,
Se dice que (S, &, )weq, es fuertemente continua si para cada = € Qy, h € &, se tiene
que la funciéon w — S,h de [0,2] ={w € 2:0 <w <z} en & es continua.
En lo que sigue (5, £) denotara la familia multiplicativa de isometrias parciales (S, £,)weqy -

Se usara {2y = —);.
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A continuacién se dard un ejemplo, sin embargo, antes se deben dar unas definiciones.

Sean (Hi,Hs) un par de espacios de Hilbert.

Definicién 3.1. Una terna de Toeplitz-Cotlar, C, en (€2, H1, Hs) consiste de tres funciones

débilmente continuas
Cap:Qa— Qg = L(Ho, Hg) o, B=1,2, a <p.
Si C' es una terna de Toeplitz-Cotlar se define Cy(w) = Ch2(—w)* para todo w € Q.
Note que C' no es un nicleo puesto que 0 € 2 N €.

Definicién 3.2. Se dird que la terna de Toeplitz-Cotlar C' en (2, H1, Hz) es definida positiva
cuando
2
Yoo Y (Casle = phala). hs(y))u, > 0
a,B8=1 (z,y)€QaxQp

para todo par de funciones h,, : 2, — H, con soporte finito.

Observacién 3.3. La condicién en la Definicion también puede escribirse como sigue:

S [ ot 00uo 0utss e duty) >0

a,f=1
para todo par de funciones continuas ¢, : €2, — H, con soporte compacto, donde p es la

medida de Haar del grupo (2.

Al trabajar con ntcleos de Toeplitz clasicos el conjunto de las traslaciones es un grupo
unitario. Un espacio pre-Hilbert y una familia de operadores isométricos corresponde en ma-
nera natural a una terna de Toeplitz - Cotlar. En [8] los autores indican que las propiedades
de esta familia de isometrias fueron la principal motivacion para la definicién de familia
multiplicativa de isometrias parciales.

El ejemplo de familia multiplicativa de isometrias parciales que se quiere presentar es el
siguiente:

Sea C' una terna de Toeplitz - Cotlar definida positiva en (2, H1, Hs).

Sea L el espacio vectorial de los pares (f1, f2) tales que f1 : Qy — Hiy fo: Qo — Hy son

funciones con soporte finito.
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Para (f1, f2), (g1, 92) € L se define

((f1: f2): (91, 92)) e = Z Z (Caplz —y)fal2), 98(Y)) 1,

a,f=1 (2,y)€QaxQp

Entonces ( , ). es una forma sesquilineal no negativa en L. Sea £ el espacio de Hilbert
que se obtiene completando £ después del cociente natural.

Para w € ) sea

L, =A{(f1,f2) € L] supp(fe) C{r € Q2 < —w}}.

donde supp(f) denota el soporte de la funcién f.

Se define el operador S, de la siguiente manera: sea (f1, fo) € L., entonces

Sw(.f1> f2) = (91792)
si:

0 sil <z <uw;
gi(z) =
filr —w) siz>w.

g2(x) = fo(r —w) paraz € (.

Se puede probar que S, : L, — L es un operador isométrico.

Sea &, la clausura del conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de L,
en &.

S, da origen a una isometria lineal de &, en &£, que también se denotara por S,,.

Finalmente, se puede probar que (S, &, )ueq, es una familia multiplicativa de isometrias
parciales fuertemente continua.

De una manera natural se le ha asociado una familia multiplicativa de isometrias parciales
a una terna de Toeplitz - Cotlar definida positiva.

A continuacién se presenta un teorema con su prueba tal como fueron dados en [8], este
resultado establece que si la familia multiplicativa tiene una extension unitaria entonces la

terna puede ser dilatada.

Antes se daran unas definiciones.
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Una extension unitaria de una familia multiplicativa de isometrias parciales (S, &,)weq,
en (£,2,€)) es un grupo unitario de operadores (U, ),eq en un espacio de Hilbert G que

contiene a £ como subespacio cerrado tal que
K&AEw ::Sb

para todo w € €2;.
Y (U, )weq €s una extension unitaria minimal de (S, €, )uecq, Sl €s una extensién unitaria
tal que
G=\/UL.

we

Sean G y G’ espacios de Hilbert que contienen a £ como subespacio cerrado. Dos grupos
unitarios de operadores (U, )yecq en Gy (U))ueq en G’ se dice que son E-isomorfos si existe
un isomorfismo unitario ¢ de G en G’ que deja invariante los elementos de £ y satisface

wU, = U,y para todo w € .

Sea W(S, &) el conjunto de todos los grupos unitarios de operadores (U))),cq que son
E-isomorfos a una extensién unitaria minimal (U,,),cq de la familia multiplicativa de iso-

metrias parciales (5, €).

Definicién 3.4. Se dice que un grupo €2 abeliano localmente compacto y ordenado tiene la
propiedad de dilataciéon si se cumple lo siguiente:

Para todo par (Hi,Hsz) de espacios de Hilbert y para toda terna de Toeplitz-Cotlar
definida positiva, C, en (€, H1, Hz) existe un espacio de Hilbert G, dos operadores acotados
T : Ho — G para a = 1,2 y una representacién unitaria fuertemente continua (U,,),cq de

Q en G tal que

Cop(w) = 75U, 7o para todo w € Q, — Qg para o, B =1, 2.

Observacién 3.5. Si el grupo € tiene la propiedad de dilatacién en (Hi, Hy) entonces se

puede suponer que G satisface la siguiente condicién de minimalidad:

g = \/UwTIHI \ \/Uw72H2

weN we
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Teorema 3.6 (Bruzual-Dominguez). Sea (H1,H2) un par de espacios de Hilbert y sea 2 un
grupo abeliano localmente compacto y ordenado. Sea C una terna de Toeplitz - Cotlar defi-
nida positiva en (Q, Hy, Hs). Si la familia multiplicativa de isometrias parciales (S,, Ey)wen,
puedes ser extendida a un grupo unitario fuertemente continuo (U, )weq €n un espacio de
Hilbert mds grande G entonces existen dos operadores acotados 7, : Ho — G para o = 1,2

tales que

Cop(w) = T5U,70 para todo w € Qo — Qg para o, B =1,2.

DEMOSTRACION.
Sea [(f1, f2)] la clase de equivalencia en £ del elemento (f1, f2) € L. Se denotara por 4,
la funcién caracteristica del conjunto {w}.

Siw ey y hy €Hy, entonces [(hidy,0)] € &, v
Su[(h1d0,0)] = [(h1d.,,0)].
Siw € Qyy hy € Hay, entonces [(0,hd,)] € E_wy
S_u[(0, hady,)] = [(0, hado)].

Por lo tanto

Uw[(hldo,O)] = [(hléw,O)] Yw € Qy Vhy € Hy

Uw[(O, h250)] = [(0, hgéw)] Yw € Qg VhQ c HQ.

Sean 7 : Hq1 — G v 7o : Hy — G definidas mediante

7i(h1) = [(h160,0)] 'y Ta(h2) = [(0, hado).
Se tiene que
| 71(h1) [|g= (C11(0)h1, ha)ae, <[l Cra(0) Il ha I3,

de donde 71 es un operador lineal acotado.

De la misma manera se sigue que 7, es un operador lineal acotado.
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Sean x,y € Q4, hy, h] € H;, entonces
(Cri(z = y)ha, hi)a, = ([(h10z, 0)], [(h10y, 0)])e = (Uz[(h1do, 0)], Uy[(R100,0)])g
= (Up—y 11 (h1), 11 (R))g = (77 Up—y 71 (h1), By )20y

Por lo tanto

Ci1(w)=71U, 7 paratodow € Q; — Q.

De la misma manera se obtiene que:
Cop(w) =15 U, 7o para todo w € Q, — g paraa, =1,2.
O

Sea (Su,&w)wen, una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,Q), se

dice que:

(i) Un subespacio Py de € es un espacio de salida si

P C ﬂ s v S,PLC P paratodo w € €.

weN

(ii) Un subespacio P, de € es un espacio de entrada si

b, C m E, vy S,;'P,C P, paratodo we€ Q.

weNy

Definicién 3.7. Sea (S, &, )u,eq, una familia multiplicativa de isometrias parciales en (&€, ),
y sean P; un espacio de salida y P, un espacio de entrada. Se dice que (P, P;) es un par

generador para la familia si

E, =PV S;ng para todo w € €.

En [8] Bruzual y Dominguez probaron el siguiente teorema el cual demuestra la equiva-
lencia entre la propiedad de dilatacion y la propiedad del levantamiento del conmutante en

un grupo abeliano localmente compacto y ordenado €2.
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Teorema 3.8 (Bruzual-Dominguez). Sea (2, +) un grupo abeliano localmente compacto y
ordenado con elemento neutro 0 y 0 = {w € Q : w > 0}. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) Si & es un espacio de Hilbert y (S,,EL)weq €s una familia multiplicativa de iso-
metrias parciales fuertemente continua con par generador, entonces existe un espa-
cio de Hilbert G que contiene a £ como subespacio cerrado y un grupo de operadores

unitarios fuertemente continuos (U,),ecq C L(G) tal que
Sw - Uw |5w

para todo w € ).
(ii) Q tiene la propiedad de dilatacion.

(iii) Q tiene la propiedad del levantamiento del conmutante.

Ahora se considerara el caso 2 = I' x Z, donde I'" es un grupo abeliano localmente

compacto ordenado y Z es el grupo de los enteros.

Si A es una isometria parcial en el espacio de Hilbert £, D4 denotara el dominio de A y

R 4 el rango de A.

Proposicién 3.9 (Bruzual-Dominguez). Sea I' un grupo abeliano localmente compacto or-
denado y sea Q0 =T X Z con el orden lexicografico y la topologia producto.
Sea (S, Ey)wen, una familia multiplicativa de isometrias parciales fuertemente continua
en (£,Q) y sea B = S(o1). Entonces se tiene que:
(1) Dp = 8(071) - 5(%0) para todo v € I'y.
(ii) Rp C Rs,,,, para todo v € I'y.
(ii)) (Si;.0)Bf Bg)e = (f,S(,09)e para todoy € T, f,g € Dp.

DEMOSTRACION.

(i) Como (v,0) < (0,1) para todo v € I'; el resultado se obtiene de la definicién de

familia multiplicativa de isometrias parciales.
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(ii) Sea f € Dp = &g,y y seay € I'1. Como (—v,1) < (0,1) se tiene que Ep1) C E—v)
Y Sern f € Eo)~(—1)) = Er,0)- Luego

Bf =So1f =560 € Rs(, -

(iii) Sean f,g € Dp = Ep) y sea v € I'y. Como en (ii) se tiene que
Bf =Sonf = 5605-f

y de la misma manera, como (,0) < (0, 1), es facil probar que
Bg = 5019 = S(-1)5.09-

Luego

(S0 Bf: Bale = (S5.0S6.05n s S Sn.09)e
= (S0 f S S6.09)e
= ([;50.09)
O
Teorema 3.10 (Bruzual-Dominguez). Sea I' un grupo abeliano localmente compacto y or-
denado y sea 2 = 1" X Z con el orden lexicogrdfico y la topologia producto.

Si T tiene la propiedad del levantamiento del conmutante entonces £ también tiene la

propiedad del levantamiento del conmutante.



Capitulo 4

Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometrias

parciales y parametrizacion

Si (Smm))mm)=0,0) €s una familia multiplicativa de isometrias
parciales en Z? con el orden lexicografico, entonces S1,0) Y S(0,1)
conmutan en cierto sentido débil. Sean A y B extensiones unita-
rias conmutativas de S(1 ) y S(o,1). Se da una condicién suficiente
para que (E"Em)(n,m)ezz sea una extensién unitaria de la familia
dada. Bajo esta condicion se presenta una descripcion del conjun-

to de las extensiones.

También se describe el conjunto de todas las extensiones unitarias
conmutativas minimales de cualquier par de isometrias parciales

que conmutan en el mismo sentido débil en que conmutan S(; )

y 5(0,1)-

31
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Una extensién unitaria conmutativa de un par de isometrias parciales (U, V') en un espacio
de Hilbert H es un par (ﬁ , 17) de operadores unitarios conmutativos U y 17, en un espacio
de Hilbert F que contiene a H como subespacio, que extienden a U y V, respectivamente.

Una extensién unitaria conmutativa minimal de (U, V') en H es una extensién unitaria

conmutativa (U, V) en G de (U, V) tal que

G= \/ UV"H
—oo<n,m<oo
En la Seccién [I] se introducen las nociones de extension unitaria y extension unitaria
minimal de una familia multiplicativa de isometrias parciales en un grupo abeliano ordenado.
Para el caso de Z? con el orden lexicogrifico, se presentan relaciones entre extensiones
unitarias de una familia multiplicativa de isometrias parciales (S(n,m))(n,m)Z(O,O) y extensiones
unitarias conmutativas A y Bde S1,0) Y So,1), respectivamente. Se dan condiciones suficientes

para que (Z”Em)(n,m)ezz sea una extensién unitaria de (S, m))mn,m)>(0,0)-

En la Seccion [2 se consideran dos isometrias parciales A y B con dominios D4, Dp y
rangos R 4, Rp, respectivamente. En este trabajo también se considera la descripcion de las
extensiones unitarias conmutativas minimales de un par de isometrias parciales (A, B) tal

que

DB gDAk, RB QRAk

para todo k > 0 y conmutan en el siguiente sentido débil:

<A_ka> Bg>7‘l = <f> Ak.g)?-l

para todo f,g € Dp.

Las isometrias parciales A = S(19) y B = S(p,1) dan un ejemplo de un par que conmuta
en este sentido débil. Esta nocién de conmutatividad débil aparecié en [7].

La descripcion de las extensiones unitarias conmutativas minimales se obtiene a través

de los métodos de Arov-Grossman.

Hay un enfoque alternativo bien conocido. Sea (U,V') un par de isometrias parciales,

con dominios Dy, Dy, respectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H, y
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tal que

U*Dy c Dy, UVDy c Dy

para todo k > 0.
En [4] se prob6 que existe una extensién unitaria conmutativa minimal del (U, V) si y

sOlo si
UV f,Vg) = (U*f,9)

para todo f,g € Dy y k > 0.
Usando el modelo funcional de Arov-Grossman, en [15] se obtuvo una descripcién del

conjunto U ¢ de todas las extensiones unitarias conmutativas minimales del par (U, V).
Algunas de las ideas técnicas de ese trabajo se usan en la Sub-seccion 2.1

Finalmente, en la Sub-seccion 2.2 bajo ciertas hipétesis, se da una descripcion del conjun-
to de las extensiones unitarias minimales de una familia multiplicativa de isometrias parciales

para el grupo Z? con el orden lexicografico.

1. Extensiones unitarias de isometrias parciales

1.1. Extensiones unitarias conmutativas de un par de isometrias parciales.
Para un tratamiento auto-contenido de este capitulo se recordaran algunas nociones bien

conocidas, presentadas en los capitulos anteriores.

Sea A una isometria parcial con dominio D4 y rango R4, subespacios cerrados de un
espacio de Hilbert ‘H. Una extension unitaria de A es un operador unitario A en un espacio
de Hilbert F, que contiene a H como subespacio cerrado, que extiende a A. Una extension
unitaria minimal de A es una extensién unitaria A tal que

F=\/AM

ne”L

Sean F y F’ espacios de Hilbert que contienen a H como subespacio cerrado. Dos ope-

radores unitarios A en F y A" en F’' se dice que son H-isomorfos si existe un isomorfismo
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unitario ¢ : F — F' que satisface o(f) = f paratodo f € H 'y

QOA”ZA/nQO

para todo n € Z.

La extension unitaria minimal estd univocamente determinada salvo H-isomorfismo. Para
detalles adicionales y resultados acerca de extensiones unitarias de una isometria parcial, ver

[19, 20].

Sea U 4 el conjunto de todos los operadores unitarios A’ que son H-isomorfos a una

extensién unitaria minimal A de A.

Sea (A, B) un par de isometrias parciales con dominios D4, Dp y rangos R4, Rp, res-

pectivamente, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H.

Una extensidn unitaria conmutativa de (A, B) es un par (A, B) de operadores unitarios
conmutativos A y Ben un espacio de Hilbert F, que contiene a H como subespacio cerrado,

que extienden a A y B, respectivamente.

Una eztension unitaria conmutativa minimal de (A, B) es una extension unitaria con-
mutativa (A, B) tal que
F=\ A"B™"H.

nmezZ

Sean F y F’ espacios de Hilbert que contienen a H como subespacio cerrado. Dos pares de
operadores unitarios conmutativos (A, B) en F y (4’, B') en F se dice que son H-isomorfos
si existe un isomorfismo unitario ¢ de F en F' que deja invariante los elementos de H y

satisface
(pgngm — A/ nB/ m(p

para todo n,m € Z.
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Sea W 4 p el conjunto de todos los pares de operadores unitarios conmutativos (A’, B')

que son H-isomorfos a una extensién unitaria conmutativa minimal (A, B) de (A, B).
Un problema bésico es describir el conjunto W 4 5.

Sean A: Dy — Ray B:Dg — Rp dos isometrias parciales tales que
DB gDAk, RB QRAk

para todo k > 0.

Definicién. Se dice que el par (A, B) conmuta débilmente cuando

<A_ka7 Bg>7'l = <f7 AkQ)’H

para todo f,g € Dg, para todo k > 0.

Esta nocion de conmutatividad débil es una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de una extensién unitaria conmutativa de (A, B) (ver [7, Teorema 3.1]). Por lo

tanto
Wap#0

si el par (A, B) conmuta débilmente.

Se esta interesado en dar una descripcion del cojunto W 4 p para este caso. Esto se hace

en la Seccion 211

1.2. Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometrias parciales.

Sea (€2,4) un grupo abeliano con elemento neutro 0. © es un grupo ordenado si existe

un conjunto cerrado 2y C €2 tal que:
M+ Q= Q, Q1N (=) = {0}, QU (=) =

En este caso si x,y € () se escribe x <y si y—x € {0, también se escribe x <y siz <y

yT#y.
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Sea £ un espacio de Hilbert y sea {2 un grupo abeliano ordenado localmente compacto.

Sea

O ={weQ:w>0}.

Una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,€,€) (ver [8]) es una familia
(Sws Eu)wen, tal que:
(i) Para cada w € 4, &, es un subespacio cerrado de £, & =8y &, C &, six,y €
yx<y.
(ii) Para cada w € 4, S, : &, — £ es una isometria lineal y Sy = I¢.
(ili) Siz,y € €y entonces SyE,4y C & Y Sypyyh = Sz S,h para todo h € &4,

En lo que sigue (S, £) denotard la familia multiplicativa de isometrias parciales (S, Eu)weqy -

A continuacién se introducen las nociones de extensién unitaria y extensién unitaria

minimal de una familia multiplicativa de isometrias parciales.

Definicién. Una extension unitaria de una familia multiplicativa de isometrias parciales
(Sw, Eu)wen, en (£,€,€4) es un grupo unitario de operadores (U, ).ecq en un espacio de

Hilbert F que contiene a £ como subespacio cerrado tal que U, s, = S, para todo w € ).

Y (U, )weq €s una extension unitaria minimal de (S, E,),eq, S €s una extensién unitaria
tal que
F=\UE.

weN

Definicién. Sean F y F’ espacios de Hilbert que contienen a £ como subespacio cerrado. Dos
grupos unitarios de operadores (U,)weq en F v (U))weq en F' se dice que son E-isomorfos
si existe un isomorfismo unitario ¢ de F en F’' que deja invariante los elementos de &£ y

satisface pU, = U/ ¢ para todo w € (.
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Sea W(S, E) el conjunto de todos los grupos unitarios de operadores (U),),eq que son &E-
isomorfos a una extension unitaria minimal (U, ),eq de la familia multiplicativa de isometrias

parciales (5, E).

Se considerara a Z? con el orden lexicografico: Esto es si (k, 1), (n,m) € Z* entonces
(k,1) <tex (n,m) siysélosi I<mé(l=myk<n).

Es bien conocido que, con esta relacién, Z? es un grupo ordenado.

Se sigue que Z? es el semi-espacio

Z:={(n,m)€Z*:m>06(m=0yn>0)}

Con (€,72, <iex) se denotard a (€,Z% Z32) y, en ese caso, (S,E) denotara la familia mul-

tiplicativa de isometrias parciales (S(nm)s Em,m))m,m)>(0,0)-

Observacién 4.1. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en

(E,7%, <iez) ¥ sea

A= S(1,0) y B =50,

(a) De [8] Proposicion 3] se sigue que:
(i) D = &0,1) € E,o) = Dar para todo k > 0.
(ii) Rp € Rax para todo k > 0.
(iii) (A=*Bf, Bg)e = (f, A¥g)¢ para todo k >0, f,g € Dg.
Luego el par (Sq,0),5(0,1)) conmuta débilmente.
(b) De [7, Teorema 3.1] se sigue que existe una extensién unitaria conmutativa de

(Sa,0:S0,1)-

Proposiciéon 4.2. Sea (S,€) wuna familia multiplicativa de isometrias parciales en
(E,722, <1ex). Si (Upm))(nymyezz €5 una extension unitaria de (S,E) entonces el par

(Uw0), U1y) es una extension unitaria conmutativa del par (S(.0), S(0,1))-
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Lema 4.3. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,72, <iez) ¥

sea (A, B) una extension unitaria conmutativa de (S0, S01))- Sim >0 yn >0 entonces
gnémf = S(n,O)S(O,m)f = S(n,m)f pCLT’CL tOdO f - g(n’m)

DEMOSTRACION. Sea f € £y, ). Recordar que

A" =Snog  sige&mno

Emh = S(o7m)h sih e 5(07m).
Como (n,m) > (0,m) se tiene que Epmy € Eo,m)- Luego f € Eom) ¥
B"f = Soumf

Como Som)Emm) € Emp), se tiene que Sm)f € Enp). Luego se puede considerar a

Sn,0)50,m).f- Por lo tanto
gnémf = AvnS(O,m)f = S(n,O)S(O,m).f = S(n,m).f
O

Lema 4.4. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,72, <iez) ¥

sea (A, B) una extension unitaria conmutativa de (Sa,0:Sw,1)) y sea k> 1. Si
A‘—kgf =Sk f para todo f € 1
entonces
E‘kémf = Skm) f para todo f € E_j m), para todo m > 1.

DEMOSTRACION. El resultado es cierto para m = 1.

Sea m > 1. Supdngase que
AT B™g = S kmyg

para todo g € &g m)-

Sea f € Ekmt1)- Como So.1)E(—km+1) € E—k,m) se tiene que

éf = SonS € Erm)-
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Luego
g—kémﬁ-lf _ Z—kémﬁf
= S(—k,m)éf
= S(—k,m-l—l)f'

La ultima igualdad se sigue de i m+1) € £0,1)-

El resultado se obtiene en forma inductiva. O

Teorema 4.5. Sea (S,€) wna familia multiplicativa de isometrias parciales en
(E,7% <1ez) y sea (A, B) una extensién unitaria conmutativa de (Sa,0,Sw,1)) tal que pa-

ra todo k > 1

A‘—kgf =Sk f para todo f € 1

entonces (A’ném)(mm)em es una extension unitaria de (S,&) en F.
DEMOSTRACION. Se define Uy, ) : F — F mediante
Unm) = A"B™.

Es facil probar que (Ugn,m))mn,m)cz2 €s un grupo unitario de operadores.
Paso 1: n >0y m > 0.
Del Lema

Uy f = A"B™f = Sty f si f € Emm)-

Paso 2:n <0y m > 0.
Del Lema 4.4

U(n,m)f :Avngmf = S(n,m)f si f € 5(n,m)

En vista de los Pasos 1y 2,
S(nvm) = U(n7m) |€(n,m) pa’ra' tOdO (n7 m) Z (0? O)

Por lo tanto (E"Em)(mm)ezz es una extension unitaria de (S, E). O
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Lema 4.6. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en (€,72, <iez) ¥
sea (;L E) una extension unitaria conmutativa de (Sq,0), S,1)). Suponga que existen Py y
Py, subespacios de &, tales que Py C Ep 1) ¥y P2 € So,n0€0,1)- Sea k >1, si

5(_k,1) =PV S(__lhl)'Pg
entonces

ﬁ_kéf = Scrn S para todo f € E ).

DEMOSTRACION. Para probar el resultado basta probar que

(i) Z—kéf = S(—k,1)f para todo f € P.
(ii) Z‘kéf = S(—k,1)f para todo f € S(__lk71)732.

(i) Si f € Py entonces f € Epq). Como S 11E0,1) € Ek,0), se tiene que Sk 1) f € Ek)-

Se sigue que
Sw0Sr1)f = Sonf.
Luego
A%S 1 f = Bf.
Por lo tanto
Scinf=A"Bf.

(ii) Sea f € S(__lk 1yP2. Entonces existe una g € P tal que
-1
f= S(—m)g-

Por hipétesis Po C S(0,1)E(0,1) ast que g € S(o,1)E0,1)- Luego S(_o,l1)9 € Eo,1)- Sea h € Ep
dada por

~1
h = 5(071)g.
Como S(k,0)E0,1) € E(—k,1), se tiene que Sy o)k € i 1). Se sigue que
S—k,1)Sk0h = Swo,1)h.
Luego

Sk1Sk0 509 = 9-
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Aplicando S(__ 1k71) se obtiene
—1 —1
S(k70)5(o,1)9 = S(—k,l)g‘
Como (A, B) es una extensién unitaria conmutativa de (Sa,0:Sw0,1)) se obtiene

BlArg = AFB g = 5!

-k 9
Entonces
E‘lng(_k,l)f = S(__1k71)5(—k,1)f =f
De donde

S(_k,l)f = g_kéf
U

Definicién. Sea (S, &) una familia multiplicativa de isometrias parciales en (£,7Z2, <;.;).
Se dice que (Py,Ps) es un par generador de salto de linea para la familia si P; y P son
subespacios de £ tales que

(a) P1 C Epy,s

(b) P2 C So.1€0,1)-

(c) Ery =PV S(__lk71)772 para todo k > 1.

El principal resultado de esta seccién es el teorema siguiente.

Teorema 4.7. Sea (S,€) wna familia multiplicativa de isometrias parciales en
(E,72,<1e) con par generador de salto de linea. Entonces (A’ném)(mm)em es una extension

unitaria de (S,€) en F donde (A, B) es una extension unitaria conmutativa de (Sa,0)5 S0,1))-
Este resultado se sigue de la Observacién [4.1] el Lema y el Teorema

Observacién 4.8. Sea (S5,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en
(£,72,<1es) v sea (A, B) una extensién unitaria conmutativa de (Sa,0,Sw,1)) en F. Su-
ponga que (E"Em)(n,m)ezz es una extension unitaria de (S5, ) en F.

Entonces la familia (A’ném)(n’m)em es una extension unitaria minimal de (S, &) si y s6lo
si

F= \/ I'Bre.

nme”Z
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2. Parametrizacion de extensiones unitarias de isometrias parciales

Se fijara alguna notacién. Sea D un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H. Para
un operador unitario U en H sea
Top = \/U*D.
keZ

Para dos operadores unitarios conmutativos U y V en H sea

Tovp= \/ U"V"D.

nme”Z

Luego una extensién unitaria minimal de A es una extension unitaria A en F tal que
F =T34 v una extension unitaria conmutativa minimal de (A, B) es una extensién unitaria

conmutativa (/T, E) en F tal que F = T3 54,

El conjunto auxiliar Z 4 p se define de la siguiente manera. Dadas dos isometrias parciales
A:Dy—Ray B:Dp— Rp tales que Dg C Dyr y Rp € Rar para todo k > 0, sea Z 4 p
el conjunto de los pares (U, Vi) tales que U : Ty — Ty es una extensién unitaria minimal

de A y existe un operador isométrico Vi : Tup, = Tur, tal que

(a) Vi es una extension de B.

(b) VyU*f = U*Bf paratodo k € Zy f € Dp.
(c) UVy =VuU |p, -

(d) U(Dw,) =Dy, y URyy) = Ry,

Lema 4.9. Sean A : Dy — Ra y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
D C Dyr, Rp € Rar para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente. Sea
U : Tuon — Tun una exstension unitaria minimal de A. Entonces existe un unico operador

isométrico Vi : Tup, — Tory tal que (U, Vi) € Z 4 5.
DEMOSTRACION. Observe que U : Ty — Ty es un operador unitario y
<U_ka> Bg>7‘l = <A_kB.fa BQ>H = <.f7 Ak.g)H = <.f7 Uk.g)?-l

para todo k >0, f,g € Dp.
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Luego
N N
w3 o) - s v
k=—N k=—N

define un operador isométrico de la capsula lineal de los elementos de la forma

N
Z U*f (con f € Dg)

k=—N

en la capsula lineal de los elementos de la forma

N
Z U*Bf (con f € Dp).
k=—N

Por lo tanto, se puede extender V, a un operador isométrico Vi : Tup, — Tur,, tal que
Vi extiende a B y Vy conmuta con U.

Claramente (d) se sigue de las definiciones de Ty py, Tors v Vi O

Corolario 4.10. Sean A : Dy — Rs y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
D € Dar y R € Rar para todo k > 0. Si el par (A, B) conmuta débilmente entonces
Zap# 0.

Proposiciéon 4.11. Sean A : Dy — Ra y B : Dg — Rp isometrias parciales tales
que D C Dyr, Rp € Rax para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente. Si
(U,Viy) € Z 45 entonces

(a) WU,B = WU,VU-

(b) Wuv, €W as.

DEMOSTRACION.

(a) De la definicién de Vi se sigue que
Wus=Wuv-

(b) Sea (X,Y) € Wy.y,. Entonces (X,Y) es un par de operadores unitarios conmuta-
tivos, esto es (X,Y) es Ty y-isomorfo a una extensién unitaria conmutativa minimal (U,V)
de (U, Vy). Como H C Ty, U extiende a A y Vi extiende a B, se sigue que (X,Y) es
un par de operadores unitarios conmutativos, esto es, H-isomorfo a una extensién unitaria

conmutativa minimal (U, V) de (A, B). Luego (X,Y) € W 4 5. O
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2.1. Parametrizacion de extensiones unitarias conmutativas de un par de iso-
metrias parciales.
En esta sub-seccién se usara el modelo de Arov-Grossman y se seguirdn las ideas de

Moran.

Se usard Pj; para denotar la proyeccién ortogonal del espacio de Hilbert F en el espacio de
Hilbert H cuando H y JF son subespacios de un espacio de Hilbert més grande, en particular

cuando H C F. Si H C F y no hay posibilidad de confusion, se usara Py en lugar de P5,.
Como es usual se denotara
D={zeC:|z| <1}
Sean N, M el espacio de Hilbert. Con B(N', M) se denotar la clase de todas las funciones

holomorfas 6 en D tales que #(z) es una contraccién para cada z € D.

Se tomaran

Na=HOEDy y Muy=HOSR,.

Sea A una extensién unitaria minimal en F de A. La funcion holomorfa asociada a A es

la funcién holomorfa 03 : D — B(N4, M4) dada por

03(2) = Py, (Al = 2Py A)7) L, -

Usando esta funcién analitica a valores operadores Arov y Grossman [5) [6] construyeron
una biyeccién entre el conjunto U 4 y la bola unidad de las funciones analiticas a valores

operadores B(N4, M 4). Este resultado jugard un papel importante en lo que sigue.

Teorema 4.12. Sean A : Dy — R4y y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
Dp C Dyx, Rp € Rar para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente.
Para (U, Vy) € Z ap sea Iy : Wy, = W ap dada por

Iy(X,Y) =(X,Y)
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entonces:
(a) Iy es una funcidn bien definida.
(b) Iy es una funcion inyectiva.
(c) Sea (X,Y) un elemento de W 4 . (X,Y) pertenece al rango de Iy sty solo si existe
un isomorfismo unitario ¢ : Txy — Tun que deja invariantes los elementos de H

tales que U = 0 X |75,

DEMOSTRACION.

(a) Esta parte se sigue inmediatamente de la Proposicion A.IT] (b).

(b) Sean (X1,Y1) v (X2,Y2) € Wy,

De la Proposicién [.11] (b) se tiene que (X1,Y7), (Xa,Y2) € W 4 5.

Suponga que (X71,Y7) y (X, Y2) son H-isomorfas. Entonces existe un isomorfismo unitario

0 Tx,vin — Txs.von que deja invariantes los elementos de H y satisface
e X7 = XTY " para todo n,m € Z.
Como X7 y X, extienden a U, se sigue que
U™ =U"p para todo n € Z.

Luego ¢ deja invariantes los elementos de Tyg. Entonces (Xi,Y7) y (Xa,Y2) son

Tu n-isomorfas. Por lo tanto I es inyectiva.

(c) Sea (X,Y) e W 4.

Si (X,Y) pertenece al rango de I, entonces existe una extensiéon unitaria conmutativa
minimal (X', Y”) de (U, Vy).

Como U extiende a A y Vi extiende a B se sigue que (X', Y’) es una extensién uni-
taria conmutativa minimal del par (A, B), para el espacio de Hilbert H. Luego existe un

isomorfismo unitario ® : Tx y.% — Tx’y’x que deja invariantes los elementos de H y tal que
XY™ = X'"Y' "D,

Sea ¢ la restriccion de ® a Tx 3. Entonces ¢ : Tx 4 — Tyx es un isomorfismo unitario

que deja invariantes los elementos de H y tal que

X | n= X'o =Uep.
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Reciprocamente, sea (X,Y) un elemento de W 4 p y suponga que existe un isomorfismo

unitario ¢ : Tx 3 — Tun que deja invariantes los elementos de H tal que

U@zgoX\TX’H.

Sea
X, = X |TX,H y VX, = Y |TX’,H .

Como (X,Y) es una extensién unitaria conmutativa minimal del par (X', Vyx/) en un
espacio de Hilbert F entonces Vx/ es una extension isométrica de Y que conmuta con X' tal

que el dominio y el rango de Vx/ son invariantes por X'.

Sea W Wiy, = {8 € BNy, Mv,,) : X'B(z) = B(2) X" |, } dada por

-1
U(X,Y)(2) = by () = Py, (Y (1= 2Pf . Y) ) o

donde 6y es la funcién holomorfa asociada a Y. Por [15] Proposicién 6]) ¥ es una biyeccién

bien definida.

Entonces existe una funciéon holomorfa 6 € B(Tx % © Tx'p,, Tx'x © Tx'®, ) tal que
VXY)=0  y  X0=0X |1y en. -
Observe que

o(Txp,) = o(Txpy) = \/ X Dy = \/UkeDy = \/U*Dy = Typ,

keZ kEZ kEZ

o(Txrmy) = 0(Txry) = VX "Ry = \JUFeRy = \/U*Ry = Ti, -
kEZ keZ keZ

Se define
B = 90990_1 |TU,H@TU,DV :
Entonces 8 € B(Tox © Topy, Ton © Tury) ¥
ﬁU |TU,H9TU,RV: Uﬁ
De [15] Proposicién 6]) se sigue que existe (ﬁ, 17) € Wuy, tal que

U(U,V) = 8.
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Como (U, V) y (X,Y) son Tu n-isomorfas, se sigue que (X,Y') pertenece al rango de I;. O

Teorema 4.13. Sean A : Dy — Ry y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
Dp C Dyx, Rp € Rar para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente.

Sea A? la extension unitaria minimal de A con funcién holomorfa asociada 0.

(a) Eriste una biyeccion entre W a g y
U W AQ,B .
0eB(Na,Ma4)

(b) Eziste una biyeccion entre W 4 p y

U {BEBTanO Taopy Taow © Taogy) : A8 = BA | (Tao 0 © Tao )} -

0eB(Na,Ma)

DEMOSTRACION.

(A,B) € W 45 si y slo si existe una extensién unitaria minimal A’ de A tal que (A, B)
es una extensioén unitaria conmutativa minimal de (A’, B). Por el modelo de Arov-Grossman
[5l, [6] existe una biyeccién entre el conjunto U 4 y la bola unidad de las funciones analiticas
a valores operadores B(N4, M ). Por lo tanto se obtiene (a).

De [15, Proposicién 8] se tiene que existe una biyeccién entre W 40 5 y el conjunto

{BE€B(Tao © Taopy, Tas3 © Tao ) A%B = BA° |TA9,H@TA9,DB} ;

asi que (b) se sigue de (a). O

Sea D un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, para una isometria parcial A

en H sea

Tap" = \/A*D.

k>0

Para k € Z, sea ey : [0,27] — C la funcién dada por e (t) = €. Como es usual sea

H*(My) = {Z e by tal que {Agfr>0 C May Z 113, < 00} ,

k>0 k>0

H?(Na) = {Z erhi, tal que {hitico CNay Y |l < OO} :

k<0 k<0
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Cuando H = D4 el operador AT : H & H*(M ) — H & H?*(M,) definido por

AT (f @ {}rz0) = (Af 4+ ho) @ {has1}axo

es la extensién unitaria minimal de A.

Siguiendo el mismo enfoque de [L5] se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 4.14. Sean A : Dy — Ry y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
Dp C Dyr, Rp € Rar para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente.
Suponga que H = D,. Entonces

W 4 p tiene un inico elemento si y solo st se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) H@® H*(Ma) =T, donde

—n—1
Ti=Tap, vV \/ {(A‘lPRA)‘"f + 3 er Pry (A7 PR, )R f para f € DB} .

n<—1 k=0

(b) H & H*(My) =Ty donde

-n—1
Yo="Tar," V \/ {(A_lPRA)_"f+ Z er P (A7 PR )R f para f € RB}.

n<—1 k=0

c) Las sucesiones I't = { A"} cp y I, = { A2}, 7 son dos representaciones unitarias
1 1 Sne 2 2 fne

disjuntas de Z, donde Y1 y Yo son como antes y

Al =AY | (Ho H*(Ma) o Ty)

Ay = AT | (H® H* (M) ©Ty).

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de [15], Proposicién 8] y del Teorema [£.12) O

Cuando H = R4, se define el operador A~ : H & H2(N4) — H & H? (N4) mediante

A” (f@ Z €L hk> = APDAf@ (6_1 PNAf—l- Z €L—_1 hk>

k<-1 k<-1

Observar que el dominio de A~ es

H @ H?(N4) = Da® Ny @ H2(Na).
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Ademas observar que

A" p,=A

A7 | vyom? (W)

es el operador de multiplicacién por e_;. Mas ain el rango es
Ra®e  Ns@ 6_1H3(NA) =HD HE(NA)

ya que
HE(NA) =e  N4D 6_1HE(NA).

Luego se puede probar que A~ es un operador unitario.

Corolario 4.15. Sean A : Dy — Ra y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
Dp C Dyx, Rp € Rar para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente.
Suponga que H =R 4.

W 4 p tiene un unico elemento si y solo si las sucesiones I'l = {A'}nez, Iy = {AJ }nez

son dos representaciones unitarias disjuntas de 7., donde

A=A | (He H*(Na) © Tup,),

Ay =A" | (HO H*(NA) © Tur,).
La prueba es analoga a la prueba del ultimo corolario.

Corolario 4.16. Sean A : Dy — Ry y B : Dg — Rp isometrias parciales tales que
D C Dy, Rp € Rax para todo k > 0 y tales que el par (A, B) conmuta débilmente.

Si dim Ny =0 ¢ dim M4 = 0 entonces existe una biyeccion entre W 4 5 y

0 € BINa,M4) : Pr,(BPp, +0(2)Py,)[I — 2(BPp, + 0(2)Py,)| *A

= APp,(BPp,, + 0(2) Py, )[I — 2(BPp,, +0(2)Pyn,)| ' | H

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de [15, Seccién 2]. O
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2.2. Parametrizacion de extensiones unitarias de familias multiplicativas de
isometrias parciales.

Sea W(S, &) el conjunto de todos los grupos unitarios (U/),cq que son H-isomorfos a
una extensién unitaria minimal (U, ),ecq de la familia multiplicativa de isometrias parciales
(S,E).

Del Teorema [.7] se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.17. Sea (S,&) wuna familia multiplicativa de isometrias parciales en

(E,7%, <iez) con par generador de salto de linea. Entonces la clase W(S,E) es no vacia.
Se describira el conjunto W(S, E).

Teorema 4.18. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en
(E,72, <iez) con par generador de salto de linea.

Para § € B(E © Eq,0),€ © Sa,0€01,0)) sea A% la extension unitaria minimal de Sa,0) con
funcion holomorfa asociada 6.

FEziste una biyeccion entre W(S, &) y

BeB(Tyeo 7?49,5(0,1) T s © TA@,S(OJ)&OJ)) :

U

968(595(170) ,565(1’0)5(170))

APB = BAY | (Taoe © Taos0.1,800)

DEMOSTRACION. Por [8, Proposicién 3] el par (Sn,),S(,1)) conmuta débilmente (ver
Observacion [A.1]).
Usando el Teorema [4.13] se obtiene la biyeccién. d

Corolario 4.19. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en
(E,72, <102) con par generador de salto de linea. Sean Yy, Yo, T, Th, T/ y Ty como en
la seccion previa, pero para el espacio de Hilbert £ y las isometrias parciales A = Sq0) ¥y
B = S,

W(S,E) tiene un unico elemento si y solo si alguna de las siguientes condiciones se
cumple:

(a) E=En0 yEBH*(ES S0 =T1.

(b) E=Eno y €D H*(ES Sunénn) = To.

(c) €& =En) y las sucesiones I'|, I'y son dos representaciones unitarias disjuntas de Z.
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(d) €= Su,0€0,0) ¥ las sucesiones I'!, T'y son dos representaciones unitarias disjuntas
de Z.

El resultado previo se sigue de los Corolarios A.14y [L.T5l Y el corolario siguiente se sigue
del Corolario .16l

Corolario 4.20. Sea (S,€) una familia multiplicativa de isometrias parciales en

(E,72, <iez) con par generador de salto de linea.
Sean Ny = €O 5(170), My=£6 5(170)5(1,0) Y N=Eo 5(071).
Si dimANy = 0 ¢ dim My = 0 existe una biyeccidn entre W(S,E) y el conjunto de las
funciones 0 € B(Na, My) tales que
PS(l,O)g(l,O) (S(Ovl)Pg(O,l) + H(Z)PN)[I - Z(S(Oyl)Pg(o,l) + Q(Z)PN)]_ls(lvo) =

= S(lvo)Pg(l,o) (S(Ovl)Pg(O,l) + H(Z)PN) [I - Z(S(Ovl)Pg(o,n + Q(Z)PN)]_l | H.



[1]

[10]

[11]
[12]

Bibliografia

M.A. ALLEN. Dilataciones unitarias y cadenas de Markov. Trabajo Especial de Grado (Licenciatura
en Matematica) dirigido por la Dra. Marisela Dominguez. Universidad Central de Venezuela (1995).
Citado en pagina(s) [2

I. AJUriA. Teorema de Pick-Nevanlinna en el disco y en el bidisco. Trabajo de Grado (de
Maestria en Matemadtica), dirigido por la Dra. Marfa D. Mordn. Universidad Central de Venezuela
(2008).

N. AMORETTI, M. DOMINGUEZ. Unitary extensions of partial isometries. Mathematische Nachrichten,
aceptado en el anio 2009. Citado en pégina(s):

R. AROCENA. On the Extension Problem for a class of translation invariant positive forms. J. Operator
Theory, 21, (1989), 323 - 347. Citado en péagina(s): 2 [9 211 [33]

D. Z. Arov, L. Z. GROSSMAN. Scattering matrices in the teory of dilations of isometric operators.
(English. Russian original) Sov. Math., Dokl. 27, 518-522 (1983); translation from Dokl. Akad. Nauk
SSSR. 270, 17-20 (1983). Citado en pagina(s): 21 H 16, I8, B4 A7

D. Z. Arov, L. Z. GROSSMAN. Scattering matrices in the theory of unitary extension of isometric
operators. Math. Nachr. 157, 105-123 (1992). Citado en pégina(s): 2 [ [I6] I8 E4, A7

R. BruzUAL, M. DoMINGUEZ. Extensions of operator valued positive definite functions on an interval
of Z? with the lexicographic order. Acta Sci. Math. (Szeged) 66 (2000), 623-631. Citado en la pagina(s):
2} 9] 20} (321 [35] 37

R. BruzuaL, M. DoMINGUEZ. Equivalence between the dilation and lifting properties of an ordered
group through multiplicative families of isometries. A version of the commutant lifting theorem on some
lexicographic groups. Integral Equations Oper. Theory 40 (2001) 1-15. Citado en pagina(s): 2 221 23]
24 23] 28] 36, 37,

R. BRUZUAL AND M. DOMINGUEZ. Dilatacién, Extensién y Representacién de Formas Definidas Posi-
tivas. Publicaciones del Postgrado en Matemética de la Facultad de Ciencias de la UCV, 30 Aniversario
(2006).

M. COTLAR, R. BRUZUAL, P. ALEGRIA, M. DOMINGUEZ, J. GIMENEZ Y S. MARCANTOGNINI. Ex-
tension y Representacion de Formas Invariantes en la Teoria de Interpolacion, Prediccion y Dilatacion.
Tercera Escuela Venezolana de Matematicas (1990).

M. COTLAR, R. CiGNOLL. An introduction to functional analysis. North Holland, (1974).

H. DyM, H.P. McKEAN. Fourier Series and Integrals. Academic Press (1972).

52



Bibliograﬁa 53

[13] J. GARNETT. Bounded analytic functions. Academic Press, 1981.

[14] S. MARCANTOGNINI, M. MORAN. El modelo de Arov-Grossman y sus aplicaciones. Decimotercera
Escuela Venezolana de Matemdtica (2000). Citado en pagina(s): 6] I8

[15] M.D. MORAN. On commuting isometries. J. Oper. Theory 24, No.1, 75-83 (1990). Citado en pdgina(s):

2 19 (33} 6, 47 E8

[16] N. NikoL’skII. Treatise on the Shift Operator. Springer-Verlag (1986).

[17] H.L. ROYDEN. Real Analysis, Collier Macmillan International Editions (1968).

[18] W. RUDIN. Fourier analysis on groups. Interscience, 1962.

[19] B. Sz.-NAGY. Sur les contractions de I'espace de Hilbert. Acta Sci. Math. 15, 87-92 (1953). Citado en

pégina(s): B4l

[20] B. Sz.-Nagy, C. Foias. Harmonic analysis of operators on Hilbert space. North Holland Publishing
Co. 1970. Citado en pégina(s): B4



	Resumen
	Introducción
	Capítulo 1. Extensiones unitarias de una isometría parcial y el modelo de Arov-Grossman
	1. Extensiones unitarias de una isometría parcial
	2. La clase de Schur
	3. El modelo de Arov-Grossman

	Capítulo 2. Extensiones unitarias de dos isometrías parciales
	1. Conmutatividad débil de isometrías parciales

	Capítulo 3. Familias multiplicativas de isometrías parciales y ternas de Toeplitz-Cotlar
	1. Grupos ordenados
	2. Familias multiplicativas de isometrías parciales

	Capítulo 4. Extensiones unitarias de familias multiplicativas de isometrías parciales y parametrización
	1. Extensiones unitarias de isometrías parciales
	2. Parametrización de extensiones unitarias de isometrías parciales

	Bibliografía

