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Resumen

En el presente trabajo consideramos ntcleos definidos positivos, en especial los nicleos
de Toeplitz en grupos y los nicleos de Toeplitz generalizados en grupos ordenados.

Se presenta la demostracion de Rudin del teorema de Weil para nicleos de Toepliz en gru-
pos. Para simplificar la lectura, se presenta previamente un caso particular: la demostracion
del teorema de Herglotz en el grupo de los enteros.

El principal aporte de este trabajo es dar nuevas demostraciones de los resultados que
extienden los dos teoremas anteriores para nicleos de Toeplitz generalizados. Estos fueron
probados originalmente por Cotlar y Sadosky para el caso de los enteros y por Dominguez

en el caso general de grupos ordenados.



Introduccién

Sea €2 un grupo abeliano localmente compacto y ¢ : 2 — C una funcion, se dice que ¢ es
definida positiva en €) si para cualquier elecion de xq,..., x5 en  y para cualquier eleccion

de niimeros complejos Ay, ..., Ay tenemos que

Z A Am®(Zn — ) > 0.

n,m=1

Las funciones definidas positivas surgen naturalmente en la teoria de la transformada de
Fourier, ya que, la transformada de Fourier de una medida positiva en un grupo tiene la
propiedad de ser definida positiva. El reciproco de este resultado es el teorema de Weil, el
cual establece que una funcién definida positiva es la transformada de Fourier de un medida
positiva.

Toda funcién definida positiva satisface las siguientes propiedades:

(1) d(=2) = ¢(x),
(2) lo(2)| < 6(0),
(3) lo(z) — o) I* < 26(0)Re[¢(0) — d(x — y)].

De la propiedad (2) podemos obtener lo siguiente:

(4) ¢(0) =
(5) ¢ es acotada
(6) [|¢llc = ¢(0),

(7) ¢(0) = méxzeq |d(2)].
Por otra lado de la propiedad (4) se obtiene que “¢ es uniformemente continua si ¢ es
continua en cero”.
El concepto de funciones definidas positivas puede extenderse de manera natural para

nucleos. Sea K : €2 x €2 — C un nucleo, se dice que K es definido positivo cuando

> XA K (@0, 2m) > 0,

n,m=1
para cualquier elecién de z1,...,xny € 0 y para cualquier eleccién de ntimeros complejos
ALy AN
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El objetivo fundamental de este trabajo es dar una nueva demostracion de la extensién
del teorema de Weil para ntcleos de Toeplitz generalizados. Esta prueba esta inspirada en
la demostracién de Rudin ([10]), para el caso del nicleos de Toeplitz.

El contenido del Capitulo 1 es una introduccién a los resultados y definiciones que se
dardn en los capitulos posteriores. En este capitulo se presenta un caso particular de la
demostracion presentada en el libro de Rudin, con la que se demuestra el teorema de Herglotz
para nucleos de Toeplitz.

En el Capitulo 2 se estudian las formas bilineales, los nticleos de Toeplitz generalizados
y se da una nueva demostracién de la version del teorema de Herglotz para dichos ntucleos.
La primera demostracién de este teorema fue dada por Cotlar y Sadosky en [3].

El Capitulo 3 estd dedicado a presentar los grupos abelianos localmente compactos, la
medida de Haar y el teorema de Weil, con la demostracién dada en [10].

Finalmente, en el Capitulo 4 se da la demostracion de la extension del teorema de Weil
para los nicleos de Toeplitz generalizados que son definidos en grupos ordenados. Este teo-
rema fue probado originalmente por Dominguez ([4]) y en este Trabajo de Grado se da una
nueva demostracion basada en unos lemas que podrian servir de base para obtener otros

resultados en andlisis armoénico.



CAPITULO 1

Representacion de nicleos de Toepliz en el caso discreto

Consideremos el espacio Z de los niimeros enteros. Sea
C(Z) = {a : Z — C con soporte finito}.
Sia,b € C(Z), definimos el producto convolucion a * b por la férmula

ax*b(n) = Z a(n —m)b(m). (1.1)

meZ

Dada una sucesion a = {a(n)},ez, sea a la sucesion dada por

Veamos una de las propiedades de esta sucesion.

PROPOSICION 1.1. Dada a € C(Z). Sean

di =ax*a,
dj:djfl*dl, pamjzl,2,3,....
Entonces la sucesion de sucesiones {d;};>1 satisface d; = c?]

DEMOSTRACION. A partir de la definicién del producto de convolucién (1.1) se tiene que

—_~—

di(n) = axa(n)

R~

. ;Z a(—n —m) a(m)

_ mzz a(=n —m) a(—m)

= ;Zma(—m

- lezzﬂa(n — )= lezza(o a(n —1)

= axa(n) =di(n).

El caso general se obtiene mediante el método de induccién. 0
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Sea K : Z x 7 — C. Se dice que K es un nicleo de Toeplitz cuando existe una sucesioén

¢ = {d(n) }nez tal que

K(n,m) = ¢(n —m), paratodon,m € Z. (1.2)

1. El teorema de Herglotz

Consideremos el circulo T = {z € C : |z| = 1} = [0, 27) y definamos el siguiente conjunto:
M(T) = {medidas regulares a valores complejos en T}.

TEOREMA 1.2 (Herglotz). Sea K : Z x Z — C un nicleo de Toeplitz definido positivo.

Entonces eziste una medida no negativa u € M(T) tal que
27 )
K(n,m) = / et (t), para todo n,m € Z.
0

DEMOSTRACION.

Como K es un nucleo de Toeplitz definido positivo, se tiene que si b € C(Z), entonces

> b(m)b(j)K (n,m) > 0.

m.j€sop(b)

A partir de la desigualdad (2) de las propiedades que se presentaron en la Introduccién se

sigue que K es acotado y por lo tanto se puede asumir K(0,0) = 1.
Sea Ty : C(Z) — C dado por

Z b(m para b € C(Z).
née sop(b)

Entonces T}, es un funcional lineal.

Definamos el siguiente producto:

<CL, b>k = Tk(a * b)

ne sop(a) me sop(b)
Sia,b,c e C(Z)y X\ € C, entonces:
(1) (a,b) = (b, a)y,
(2) {a+b,c)r = {a,c)r + (b, )i,
(3) (Na, by = (a,b)k,
(4) (a,a)r =
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Por lo tanto, (-,-); es un producto interno (eventualmente degenerado) en C(Z).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que

[(a, b)|? < {a,a)i(b,b)y.

Sea dg la sucesién dada por

Se tiene que

(a,00)r = Z Z So(m)K (n,m)

né€ sop(a) me sop(b)

= Z a(n)K(n,0)

ne sop(a)

= Tk(a)

(0o, o). = Z Z 8o(n)do(m) K (n,m)

ne€ sop(b) me sop(b)

= K(0,0)=1.

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y las igualdades anteriores obtenemos,

ITx(a)]* < (a,a), = Tr(axa), paraacC(Z). (1.3)
Luego aplicando la desigualdad (1.3) a la sucesién d; obtenemos lo siguiente

IT(d1)? < Ti(dy % dy) = Ti(dy * dy) = Tp(dy).
Si se toma j = 2 en la sucesién d;, por un procedimiento andlogo se obtiene

Til(dy) < {Th(dp * do)}? = {Ti(de * da)}2 = {Tu(da)}2.
Uniendo las dos desigualdades anteriores resulta
Ti(dr) < {Ti(dz)}2 < {Th(da)} 2.

Luego, si j = 2%, con i =1,2,3,4, ... y aplicamos (1.3) a dy:, obtenemos

|T;€(d21) 2 S Tk(dQ'L * C/i;) = Tk(sz * dQZ) = Tk(d2i+1).

Por lo tanto

Tw(a)|* < Ti(dh) < {Th(d)}2 < -+ < {Ti(don)} " (1.4)
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Como ||K||o =1 se sigue que

Ti(a)l = | D> a(n)K(n,0)

néesop(a)
< > lam)||K (n,0)]
nesop(a)
< Koo Y la(m)] = Jalh-
nesop(a)

Si aplicamos la desigualdad anterior al término ds» resulta
1 o
{Tr(dan)}>m < [|dan 7"

A partir de esta tltima desigualdad tenemos que (1.4) se puede escribir de la siguiente
manera

1

Tu(@P < lldallF".

Haciendo n — oo en la expresién anterior tenemos que el dltimo término converge al
radio espectral (ver [5]) y esto es

1 ~
Hm {|dn |7 = |d[loo,
n—oo

donde c?l es la transformada de Fourier, dada de la siguiente manera

c;l\l(e“) = Zdl(n)e_mt, con t € [0, 27].

neZ
Por lo tanto, para a € C(Z),
Te(@)? < [ldi ]l so- (1.5)
Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolucion se tiene que
d(e") = (a(e")*.
esto implica que Hcﬂ]oo = [|@]|so. Entonces (1.5) se puede escribir como

Te(a)]” < [[allo, para a € C(Z). (1.6)

Dicho esto, observemos que T} es un funcional lineal y acotado cuyo dominio es el si-

guiente conjunto

A (T) = {a : T — C tal que a(e") = Za(n)e‘mt} .

neL
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Definamos, F' : A.(T) — C mediante
F(@) = Ti(a),
para cada a@ € A.(T) con a € C(Z).
Usando (1.6) y que Ty es lineal se sigue que si @ = b, entonces
Ti(a) = Ty(b).

Por lo tanto F' esté bien definido.

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-
cional lineal F a un funcional lineal acotado F' en Co(T), que es el espacio que contiene todas
las funciones continuas de T en C.

Por el teorema de representacién de Riesz para el espacio métrico Co(T) al funcional lineal

y continuo F le corresponde una tinica medida p € M(T), con ||u|| < 1, tal que para todo
a € M(T),

Tk(a):ﬁ(a):/oﬂadu. (1.7)

Ademas, || Tk|| = |¢|(T). Reescribiendo (1.7) a partir de las definiciones de T}, y @ res-

pectivamente obtenemos

Ty(a) = /0 ' > a(n)e™dplt)

nesop(a)

- Y o | T e

nesop(a)

= Z a(n)K(n,0).

néesop(a)

Tomando

tenemos que
K(n,0) = /27r e~ Mdu(t). (1.8)
Es decir, ’
K(n,m) = /27r eIt (t).
0

Tomando n = 0 en (1.8)) se tiene que

27
1= K(0.0)= [ du=p(T) < ] =1
0
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Por lo tanto
u(T) = lul| = 0.
Se sigue que p > 0.



CAPITULO 2

Representacion de nucleos de Toepliz generalizados

en el caso discreto

1. Formas Bilineales

Sean X,Y espacios normados y B : X x Y — C una funcion. Se pueden considerar para

cada x € X y cada y € Y las siguientes funciones:
B X -7 vy BY:Y —Z

definidas por
B(y) = B(z,y) vy BY(z)=B(z,y).
Se dice que B es una funcion bilineal si B* y BY son funciones lineales.
Como es natural, se dice que B es continua si es continua con respecto a la topologia

usual en X x Y.

Se dice que B es acotada cuando

B
sup 1By, z2)] < +o00. (2.1)
leall#0,lzal0 [T ]][|22]]

En este caso se define
B T1,T2
18]=  sup (Bl

. (2.2)
a0, [zafi20 €1 ]| |22]

Para las funciones bilineales se cumple que
B(z,y) =0, cuando =0 6 y=0,

lo que permite probar lo siguiente si BB es continua en (0,0) entonces B es continua.

Se tiene que una funcion bilineal B es acotada si existe M > 0 tal que

|B(x1, 22)| < M|z ]][z2]-
A partir de las definiciones anteriores obtenemos los siguientes resultados,
PROPOSICION 2.1. Sea B una forma bilineal B : X x X — C. Entonces B es continua,

sty solo si, B es acotada.

10
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DEMOSTRACION.
(<) Si existe M > 0 tal que

By, 22)| < M|zl

es claro que B es continua en (0,0) y por lo tanto es una funcién bilineal continua.
(=) Como B es continua, también lo es en el (0,0). Ahora |B(z,y)| puede ser tan pequeno
como se necesite tomando un (x,y) de norma lo suficientemente pequena. Por lo tanto, para

cierto 6 > 0 se cumple que:
1Bz, y)ll <1,  sifly] <6, [lz]| <4.

Entonces si y # 0 y « # 0, considerando

xd yo
o = Y = -
2||z|] 2yl
se obtiene
Joll = 2 lyoll = 2
fL‘ = — = —
0 9 ) Yo 27

luego |B(xg,yo)| < 1, es decir

x5y )‘
B(—,— <1
‘ 2[|z[|” 2[|y|l

Como B es una forma bilineal, tenemos que es lineal en cada una de sus variables segin

la definicién, por lo tanto usando este razonamiento en la igualdad anterior obtenemos

4
Bz, y)l < s llzlly-

2. Ncleos de Toeplitz generalizados

Sean:
Zy={n€Z:n >0},

Zy={ne€Z:n <0},
Zt'={n€Z:n>0}
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Se puede probar que:

In — 7y =1
Lo — 1o =17
Zy— 7y =77
Zo— 7y =77,

Sea K : 7Z x Z — C. Se dice que la funcién K es un nicleo de Toeplitz generalizado
cuando existen cuatro sucesiones C, 3 : Z, — Zg — C tales que

K(n,m) = Cys(n —m), si(n,m) € Zy—Zg, con o, =1,2.

Sean K3 : Zo X Zz — C dadas por

K.p(n,m) = Cqp(n —m).
se tiene que
Kiyi(n,m)=Cyy(n—m),sin>0ym>0,
Kiz(n,m) =Cia(n—m),sin >0y m <0,
Ksi(n,m) =Cu(n—m),sin<0ym >0,
)

Ka(n,m) = Cay(n—m),sin<0ym<O0.

Se tiene que K es un nicleo de Toeplitz generalizado definido positivo cuando
Z Z )\zﬁKaﬁg(n,m) >0,
O‘vﬁ:172 (n,m)E Za XZ@

para todo par de sucesiones de niimeros complejos con soporte finito {AL}, {\2}, tales que
sop({Ah}) € Z1 y sop({\3}) C Zo.
Sea

C(Z*) = {todas las sucesiones a : Z* — C con soporte finito }.

A continuacion se introducen cuatro funcionales lineales que jugaran un papel fundamen-
tal en este capitulo.

Para «, 8 = 1,2 definamos, Tk, : C(Zs — Zg) — C mediante

D IRG (2.3)

r€ sop(b)
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para cada b € C(Z"). Se sigue que Tk, , es un funcional lineal.

Usando la notacién anterior se obtiene el siguiente resultado, el cual es uno de los aportes

de este trabajo.

LEMA 2.2. Sea K un niucleo de Toeplitz generalizado definido positivo. Dadas ay,as €
C(Z) con sop(ay) C Zy y sop(as) C Zy. Sean ay(n) = ay(—n) y az(n) = ay(—n). Entonces:
(i) Tk, (ar *xay) >0,
(il) Tk,,(as * az) >0,
(iif) Tr, (a1 * ) = Ty (a2 * 1),
)

(iv) La matriz

Tro (a2 x a1) Ty, (as * az)

D — ( TKll (al * di) TK12<a1 * 0712) )

es hermitica y definida positiva,

(V) |TK12(a1 * dVQ)‘ < TKu (al * &vl)TKm ((12 * dv2)

DEMOSTRACION. La parte (i) y la parte (ii) se obtienen de la desigualdad (1.3)), es

decir:
Tk, (ar * @) > | Tk, (@) >0,
T (a2 % az) > Ty (az)]* > 0.
Parte (iii):

A partir de la definicién de Tk, , y el producto convolucién obtenemos

Tr,(a xaz) = Z Zal m)Cia(n —m)

meZo nElq

= E E a1 Clg(n - m)
meZo NnEZq

= E E CZQ Cgl (n - m)
n€Zo mely

Por otro lado,

Tk, (ag % ay) = Z Z as(n m)Car(n —m).

ne€lo mely

Entonces,
TK12 (al * dVQ) = TK21 (a2 * dvl)

Parte (iv):
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Por la parte (iii) podemos verificar que efectivamente la matriz D es hermitica. Nos resta

verificar que es definida positiva. En efecto, sean Ai, Ay € C. Definamos
bi(n) = AMai(n) y  ba(n) = Aeas(n).
Entonces: by, by € C(Z), sop(b1) C Z; y sop(bg) C Zs.

Como K es un nucleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que

0 < > > ba(n)bg(—=m)Cap(n —m)

a,f=1,2 (n,m)€ Za XZg

— Z Z Aata(n)Agag(—m)Cos(n — m)

a,=1,2 (n,m)€ Za xXZg

_ Z Aag Z aq(n)ag(—m)Cop(n —m)

0476:1)2 (n,m)EZaXZg
= > ATk, (a0 * dp).
a,f=1,2

Por lo tanto, D es definida positiva.
Parte (v):
Finalmente como D es una matriz hermitica definida positiva tal que dy; > 0y dos > 0
se verifica
| dia| < diy ds.
Es decir,
| Tk, (a1 % az)| < Tk, (a1 % a1) Tk, (ag * az).

O

3. La version del teorema de Herglotz para nicleos de Toeplitz generalizados

En lo que sigue

H21 22
denotard una matriz 2 x 2 cuyas entradas son medidas de Borel complejas finitas en [0, 27].

M1 Hi2
n= {Ma,ﬁ}a,gzlﬂ = [ ]

Se consideraran matrices hermiticas.

DEFINICION 2.3. Se dice que la matriz {pas}ta,s=12 €s positiva cuando para todo bo-
reliano A en [0, 27] la matriz numérica {uq 5(A)}a =12 es definida positiva. Es decir, para
todo Ay, A € C,

2
Z Na,B(A>)‘a>‘_ﬁ > 0.

a7ﬁ:1
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Un polinomio trigonométrico es una funcién ¢ : [0,27] — C tal que
p(z) =) & enl),

donde {&,},,c; C C tiene soporte finito. En este caso @(n) denota &,.

Denotemos por P el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos.

PROPOSICION 2.4. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) La matriz {fta,8}ap=12 €S positiva.

(b) Para todo boreliano A en [0,27], se tiene que: u11(A) >0, pa(A) >0y

[12(A)]? < pa1(A) paa(A).

(c) Para todo ¢y, 2 € P X P, se tiene que

2 2T
> / PaPhditas > 0.
0

a76:1

La prueba de este resultado puede verse en [2].

El siguiente teorema fue probado en [3] y es una versién del teorema de Herglotz para
nucleos de Toeplitz generalizados. Uno de los aportes del presente trabajo es dar una nueva

prueba de este resultado.

TEOREMA 2.5 (Cotlar-Sadosky). Sea K : 7Z x Z — C un nicleo. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

a) K es un nicleo de Toeplitz generalizado definido positivo.
b) Eziste una matriz positiva {fiasta,s=12 de medidas de Borel finitas en [0, 2] tales

que
2w
K(n,m) = fiag(n —m) = / e s(1),
0

para todo (n,m) € Zy X Zg.

DEMOSTRACION.
(=) Sea Vi : Z x Z — C definida por

Vi(n,m) = Ci1(n —m)
y sea Vo : Z X Z — C definida por
Va(n,m) = Coa(n —m).
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Se puede ver que estas aplicaciones son funciones definidas positivas.
Luego, tenemos que Vi y V5 son dos ntucleos de Toeplitz definidos positivos. Por lo tanto
usando el teorema de Herglotz para nicleos de Toeplitz (Teorema [1.2)) se sigue que existen

dos medidas no-negativas ji11, peo € M(T) para V; y V, respectivamente, tales que:

21
KH(TL, m) = / Gl(n_m)tdﬂn(t),
0

21
K22<n7 m) = / Gz(n_m)tdﬂgg(t).
0

Sea Vg : Zy X Zy — C definida por
Vo(n,m) = Ciao(n —m).

Se probard que existe una medida 1o € M(T) tal que

2m
Ki2(n,m) :/ ey ().
0

Dadas aj,as € C(Z) con sop(a;) € Zp y sop(azs) C Zs, sean ai(n) = ai(—n) y

az(n) = as(—n). Se definen

ha, = a1 * ay,
ha, = ag * as,

dj = dj,1 * dl,

donde d; = h,,, con a =1, 2.

Sidy = hg, v ao(n) = an(—n) resulta d; = c?l
Sea T, el funcional definido como en (2.3). Por el Lema 2.2 se obtiene la siguiente

desigualdad

’TK12 (al * @)’2 < TK11(CL1 * dvl)TKn(a? * a2) - TK11 (hal)TK22(ha2)' (24)
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Usando que d; = d;_1 * d; con dy = h,, y la desigualdad

‘TKll (a’l)|2 < TK11(CL1 * dvl) - TK11 (ha1)

obtenida en el Capitulo 2, se tiene que

Tryy (hay) < {Trp, (do)}2 <o { Ty (don) )2

tomando j = 2,,.
Luego, como [Tk, (a1)| < |la]|1, si @ = dan dicha desigualdad se puede escribir como

sigue,
1
n

{Tr (don) o} < ldon ||

es decir,
1

Ty (hay) < ldonl|F™ = 1l (ha))* I

Haciendo n — oo en la expresién anterior tenemos que el ultimo término converge al

radio espectral y esto es
Jim (o, Jor[F = 1)

donde Ea\l es la transformada de Fourier, definida por

oy (") =D hay (n)e ™

nez
con t € [0, 2x].
Por lo tanto,

Tk, (hal) < ||hal||00‘
Si d = hg, usando el razonamiento anterior obtenemos
TKzz(haz) < ||ha2||00'
Sustituyendo ambas desigualdades en (2.4) resulta lo siguiente,
T (a1 % a2)| < [a, [loo s [l oo (2:5)
Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolucién se tiene que
d(e") = (a(e"))?
esto implica que Hc/l\Hoo = ||@]|0o- Entonces (2.5) se re-escribe como,
|2

T (a1 % a2)|” < a3l oo | @2l o-
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Sean
A(T) = { : T — C tal que a; Zal " con sop(ap) finito } ,
n>0
Ay(T) = { : T — C tal que ay Z as(n)e”™ con sop(as) ﬁnito} .
n<0

Definamos By : A;(T) x Ay(T) — C, donde para a3 € A(T) y az € Ay(T) con
ai, ay € C(Z),

Bo(ar,az) = Tiy,(ar * az).
By es una forma bilineal acotada pues
|Bo(ar, az)| < la1 ol @2l

A continuacién relacionaremos esta forma bilineal acotada con un funcional lineal acota-
do.

Sean

n>0

A(T) = {qb T — C tal que ¢(e) Zgbv ™ con sop(¢”) finito }

y L: A,(T) — C dada por

=Y 6Y(n) Cra(n

n>0
Sean a1 € A1(T) y ay € Ao(T) con ay,ay € C(Z) entonces

L(@as) = 3 (@) (n) Cis(n).
Se puede probar que Gy = dA'g, de donde

L(@d@) = Y _(@d5)" (n) Ciz(n)

n>0

= Z ay kG )" (n)Ca(n)
n>0

= Z aj * az)(n) Ciz2(n)
n>0

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-

cional lineal L a un funcional lineal acotado L en Co(T).
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Por el teorema de representacién de Riesz para el espacio métrico Cy(T) al funcional lineal

y continuo Lle corresponde una tnica medida de Borel v finita en [0, 27| tal que

L(9) = /O%m

para toda ¢ € Co(T).
En particular, para a; € A;(T) y az € A2(T) con ay, ay € C(Z) se tiene que

2T 2r
T, (a1 * a3) = L(@1ay) = / G aydy = ay * adv. (2.6)
0 0
Ademas, || T, |l = |¥|([0,27]). Reescribiendo (2.6) a partir de las definiciones de Ty, ¥y

G, (a0 =1,2), se obtiene

Te(rs@) = [ (@) O

_ [ > (ay * @) (n)e " du(t)

0 n>0

= Z(al*d})(n)/o ﬂefmtdy(t)

n>0

= (@ * @) (W)P(n).

n>0

) 1 sin=yj,
anm:{ !

Tomando

0 sin#j.
Tenemos que
Ki5(n,0) =v(n), sin > 0.
De donde
Kis(n,m) =v(n—m), sin>0,m <0.
Sean:
v = fin,  Vig =V, Vo =V, Vg = fig).

Sean (7 € P un polinomio analitico y @2 € P un polinomio anti-analitico. Entonces

2 2w
Z/ @a@dyaﬂ: Z Z )\an/\ﬁ_mKaﬁ(n,m).

a,B=1"9 a,8=1,2 (n,m)€ ZoxZs
Como K es un nucleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que

Z Z )\om)\,TmKag(n, m) > 0.

a,f=1,2 (n,m)€ Lo X Zg
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De donde

2 27
> [ vz 0
0

076:1

para todo @1, s € P, tales que ¢ es polinomio analitico y s es polinomio anti-analitico.

Por el teorema de F. y M. Riesz existe una funcién h del espacio de Hardy H*, tal que
2 27

Z / PaPiAVas +/ h(t)dt > 0,

a,B=1 0 A

para todo @1,y € P.
Sea f112 la medida de Borel finita en [0, 27| dada por

M12(A>=V(A)+/ h(t)dt

A

para todo boreliano A en [0, 27].

Entonces
frz(n —m) = Kia(n,m) sin>0ym<0.

Ademas

2 27
> / PaPidias > 0

a,=1"0

para todo @1, @2 € P. Usando la Proposicién 2.4 se sigue que {fta.g}as=12 €S positiva.

(<)
Supongamos que existe una matriz positiva {jtas}a =12 de medidas de Borel finitas en

[0, 2], tal que
27 )
Kn,m) = (= m) = [ 0 dpogt)
0

para todo (n,m) € Z, X Zg.

Se sigue que K es un ntucleo de Toeplitz generalizado.

A continuacion se probara que K es un nucleo definido positivo.
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Considere un par de sucesiones de niimeros complejos con soporte finito {AL}, {2} tales
que sop({\L}) C Z; y sop({\2}) C Z,. Entonces

2 _ 2 I m
SN M Kmm) = 35 A / T (1)

m,n «a,f=1 m,n «a,f=1 0

2 ™ —_
SIS D SECRHEECINT

a,B=1
2 27 N
= Y / (Z A emt> (Z Ao, eimt> dpas(t) > 0.
a,f=1 0 n m
La tultima desigualdad se sigue de la Proposiciéon 2.4 ya que {iap}as=12 €s una matriz

positiva.

Por lo tanto K es un ntcleo definido positivo. O



CAP{TULO 3

Representacion de nicleos de Toepliz en grupos

1. Medida de Haar

Sea 2 un grupo abeliano localmente compacto.
Para todo grupo €2 existe una medida regular no negativa m que llamaremos medida de

Haar de €, la cual no es idénticamente cero y es invariante bajo traslaciones, es decir,
m(A +w) = m(A), para todo w € Q y todo Boreliano A € Q.

Definimos M (€2) como el conjunto de todas las medidas de Haar regulares a valores

complejos en ).
Supongamos que dz es la medida de Haar en 2. Como es usual, por L”()) denotaremos

al espacio de las funciones integrables con respecto a la medida de Haar, es decir,
LP(QY) = {f : 2 — C|f es medible y/ |f(z)|Pdx < oo} :
Q

y cuya norma se denotard por ||||,.

Si f,g € LP(Q), definimos el producto convolucién f x g de la siguiente manera

f*glw) = /Qf(w —v)g(v)dv, para w,v € C. (3.1)

Sea
Ce(Q) = {f : 2 — Ccontinua, acotada con soporte compacto}.
A lo largo de este capitulo G es un grupo abeliano localmente compacto.
Una funcién compleja v : G — C es llamada caracter de G, si
(1) |7(t)] =1, para todo t € G,
(2) v(t + s) = v(t)y(s), para todo t,s € G.

El conjunto de todos los caracteres continuos de GG forman un grupo que llamaremos I’

6 @, el grupo dual de G, si la suma en I' es definida por el producto usual de funciones en
G,
(71,72)(t) = n(t)72(t), parat € Gy 1,72 €T

22
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Sea f € LY(T"). La transformada de Fourier de f es la funcién f: [I' — C definida por

Fo) = [ a=nsode= [ oswi parayer, (3.2)

Sea K :I' x I' — C. Se dice que la funcién K es un nicleo de Toeplitz en I' si existe una

funcién C : I' — C, tal que

K(v,0) =C(y — 0), para cada(y,0) € I' x I'.

2. El teorema de Weil

Basandonos en la definicién de los niicleos de Toeplitz, enunciamos el teorema de Weil

para dichos ntcleos.

TEOREMA 3.1 (Weil). Sea K un nicleo de Toeplitz definido positivo. Entonces existe una
medida no negativa € M(G), tal que

K(vy,0) = /G(fy — o) (t)du(t), para todo v,0 € T’ (3.3)

DEMOSTRACION.
(=)
Sea f € Ce(G) con soporte

A:O&,
i=1

donde A; son conjuntos disjuntos de A. Entonces

fNf(0)K(v,0)

es uniformemente continua en A x A tal que, con y; € A;

Y O FOK (v, 0)m(A)m(A,;)

ij=1
difiera de la integral,
[ [0 F@K 6. 3.4)
rJr
en lo més minimo posible.

Como K es definida positiva, se tiene que

> F) F() K (v, o)m(A)m(A;) > 0.

ij=1
Lo que implica que (3.4) también lo es. Por lo tanto, como C¢(T') es denso en L!(T),

obtenemos que (3.4) es no negativo para f € L'(T).
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Sea Ty : C¢(T') — C dado por

/f 0)dvy, para f € Ce(T).

Entonces T}, es un funcional lineal.

Definamos el siguiente producto:

(o) = Te(fxg)

_ / / 4 v, 0)dvydo
para f,g € Ce(I') y g(v) = g(—7).

Para este producto se puede verificar lo siguiente, con f,g,h € Cc(I') y A € C:

(1) (fs90% = {9, e

(2) (f+g,h)r = (f, P)i + (g, ),
(3) (M 9k = A, 9Dk,

4) {(f, fHr=0

Por lo tanto, (-,-); es un producto interno (eventualmente degenerado) en Ce(I'). Por la

desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

Tomando

donde V' es una vecindad del cero.

Se tiene que:

. ghe— Telf) = / f<w>ﬁ /V K(7,0) — K(7,0)dydo (3.5)

(9,9 —1 = // (7, 0) — 1]dvdo. (3.6)

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y las igualdades (3.5) y (3.6), tomando V'

lo méas pequeno posible, obtenemos

I Te(£)1? < (f, f)e = Tulf * f), para f € Ce(T). (3.7)
Sean:
hiy = f* fa
hj=h;_1xhy,conj=1,23,...
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Entonces a partir de la proposicién 1.1, la sucesién de funciones {h;};>; satisface h; = h;.

Si aplicamos la desigualdad (3.7) a la sucesién h;, obtenemos lo siguiente
I T(h1) > < Th(hy % hy) = Tr(hy % hy) = Tr(hy).

Si se toma j = 2 en la sucesién hj, por un procedimiento analogo se obtiene

[SIES

Ti(ha) < {Th(ha * ho)}2 = {Ti(ha % o)}z = {T(ha)}2.
Uniendo las dos desigualdades anteriores resulta
Ti(hi) < {Tx(ha)}7 < {Te(ha)}=.
Luego, si j = 2%, con i = 1,2,3,4, ... y aplicamos (3.7) a hy:, obtenemos

ITs(hoi)|> < Ti(hoi % hot) = Tie(hoi * hoi) = Tp(hois1).

Por lo tanto,
ITR(f)]? < Tulh) < {Th(h2)}2 < -+ < {Tp(hon)} 7. (3.8)

Por la propiedad 2 de las funciones definidas positivas, podemos asumir K (0,0) = 1. Por

lo que obtenemos || K ||, = 1. Entonces

ol = || memom\

< / FOIIE (7,0)dy
< 1K / FOldy = 1171

Si aplicamos la desigualdad anterior al término hon, resulta

L
on
1

{Ti(hon)}2" < ||

A partir de esta tltima desigualdad tenemos que (3.8) se puede escribir de la siguiente

manera

L
n

ITe(HIF < NheellF

Haciendo n — oo en la expresion anterior, tenemos que el dltimo término converge al

radio espectral y esto es

1 ~
"= 1l

n—oo

donde h; es la transformada de Fourier dada en (3.2).
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Por lo tanto, para f € Cc(I),
ITe()? < [1hloo- (3.9)

Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolucion se tiene que

Esto implica que HEHOO = HJ?HOO Entonces (3.9) se reescribe como

Te(£))? < | fllo para f € Co(L). (3.10)

Dicho esto, observemos que T}, es un funcional lineal acotado cuyo dominio es el siguiente

conjunto
AG) = {f; G — C tal que f(v) = /ny(—t)f(t)dt} .
Definamos, F : A(G) — C, donde, para fe A(G) con f e Ce(I),

F(f) = Tw(f).

~

Usando (3.10) y que Ty es lineal se sigue que si f = g, entonces Ty(f) = Ti(g). Por lo
tanto F' estd bien definido.

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender el fun-
cional lineal F a un funcional lineal acotado F en Co(G) que es el espacio que contiene todas
las funciones g : G — C continuas.

Por el teorema de representacion de Riesz para el espacio métrico Co(G), a cada funcional
lineal y continuo F le corresponde una tnica medida p € M(G), ||u|| < 1, tal que para todo
ae M(G),

Ty (f / fdpu. (3.11)

Ademés, ||Tx|| = |u/(G). Reescribiendo (3.11) a partir de las definiciones de Ty y f
respectivamente, obtenemos
— [ Feendu= [ srat [ v(-tn
G r G

K(1.0) = [ 2=ty (3.12)

Luego, tenemos que

Es decir,
K(y,0) = /G (v — o) (E)dph).
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Tomando v = 0 en (3.12) se tiene que

1= K(0.0) = [ dn=p(G) < ] = .
G
Por lo tanto

1(G) = ||ull = 0.
Lo que implica g > 0.

27



CAPITULO 4

La version del teorema de Weil para nucleos de Toeplitz

generalizados

1. Grupos ordenados

Sea (I', +) un grupo abeliano con elemento neutro e. Se dice que I' es un grupo ordenado,

si existe un conjunto I'y C I tal que:

Ly +Ty =Ty, e N(=T5) = {el, rLU(-Ty) =T.

En este caso, si x,y € I, escribimos x <y, siy —x € I'y. También x < y,six <yyx #y.
Luego
[ ={yel:y>e}
En el caso en que I' es un grupo abeliano localmente compacto es usual suponer que 'y es

un conjunto cerrado.

Sia,bel ya<b, esusual la siguiente notacion

(a,b) ={x €Tl :a <z <b}, [a,b] ={z €l :a<x<b}, etc.

EjEMPLO 4.1. Consideremos el grupo ordenado de los nimeros enteros Z. El orden
lexicogrdfico en Z? = 7 x 7 se define de la siguiente manera: Sean (k,l),(n,m) € Z2.

Entonces
(k1) <jex (n,m), siysélosi, I<mé(l=myk<n).
Se puede probar que Z? es un grupo ordenado.

Se sigue que Z2% es el siguiente semiplano
Zi={nm)€Z? :m>06(m=0yn>0)}
2. Nicleos de Toeplitz generalizados en grupos ordenados
Definamos los siguientes conjuntos:
[y={yel:vy>e}

Fy={yel:y<e},
Fo={yel:y>e}

28
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Sea K :T' x I' = C. Se dice que la funcién K es un nicleo de Toeplitz generalizado en T’

cuando existen cuatro funciones C, 3 : I'y — 'y — C, tales que
K(v,0) =Cop(y—0), si(y,0) ey —Tp, cona,f=1,2.
Sea

C(Ty) ={f : Ty — C continua, acotada con soporte compacto}.

Definamos, Tk, , : C(I'y) — C por

Tk, ;(f) = A f(0) Cas(7)d, (4.1)

con f € C(I'y), el cual es un funcional lineal.

LEMA 4.2. Sea K un nicleo de Toeplitz generalizado definido positivo. Sean f1, fo € C(T'g)
y sean fi(y) = fi(=7) y f2(7) = fa(—7). Entonces
(i) Tr,, (fr % f1) >0,
() Tuy(he 1) 20,
(i) Trp, (fr* f2) = Tro (f2 % f1),
)

(iv) La matriz

TK21(f2 * :fl) TK22(f2 * }72)
es hermitica y definida positiva,

(V) ‘TK12(fl * f2)| S TKII (fl * ﬁ)TKQQ(fQ * .};2)

b ( Tiey (Fi F1) T * fo) )

DEMOSTRACION. Parte (i) y parte (ii):
Se demostraron en el Capitulo 3 (3.7). Es decir:

TK11 (fl * }V.l) > ’TKll <f1>’2 > 07

TK22(f2 * J};) > |TK22<f2>|2 > 0.
Parte (iii):

A partir de la definiciéon de Tk, , y el producto convolucién obtenemos:

Trnlfi* fo) = / / ()T (=o)Craly — 0)drdo

_ / / T fol=0)Cra(y — o)dydo
= [ [ F@ (=) = o
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Por otro lado
Tin (fox i) = //fz ) f1(=7)Ca1(y — 0)dody.

Entonces

TK12(f1 * f2) = TK21(f2 * fl)
Parte (iv):
Por la parte (iii) podemos verificar que ,efectivamente, la matriz D es hermitica. Nos

resta verificar que es definida positiva. En efecto, sean A, Ay € C. Definamos:

hi(y) = Mfi(y) vy ha(v) = Aafa(h)-
Entonces hy, hy € C(I'y).

Como K es un nicleo de Toeplitz generalizado, se tiene que

0 < / / P Cas (v = 0)dptap()dptas(0)

a,f=1,2
= X [ Aab R0 Can( — 0itas()das(o)
a,f=1,2
= Ao Fa(0) f3(=0)Cas(v — 0)dpiap(7)dpias (o)
30 o [ [ 1T )it
= Z XA Tiy (fo * f3).
a,=1,2

Por lo tanto, D es definida positiva.
Parte (v):
Finalmente como D es una matriz hermitica definida positiva, tal que di; > 0y doy > 0,
se verifica que
| dia| < diy dos.
Es decir,
Treeo (fr % fo)l < Tiey, (f1 % F1) Tr (fo * fo)-

3. La version del teorema de Weil para nucleos de Toeplitz generalizados

En lo que sigue

Hi1 Ha2
H = {Ma,ﬁ}a,ﬁzm =
H21  H22

denotara una matriz 2 X 2 cuyas entradas son medidas de Borel complejas finitas en el

grupo G.
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Se consideraran matrices hermiticas.

DEFINICION 4.3. Se dice que la matriz {fia,s}a,s=12 €s positiva cuando para todo bore-

liano A en G la matriz numérica {(, 5(A)}a =12 es definida positiva. Es decir, para todo
/\17 /\2 € (C,

2
S el AN 2 0.
a,f=1
Un polinomio trigonométrico es una funcién ¢ : G — C tal que

p(z) =Y 3y y(x)

~yel

y sop ¢ es finito.

Denotemos por Pg el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos.

PROPOSICION 4.4. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz {ta,8}ap=12 €S positiva.

(b) Para todo boreliano A en G, se tiene que: p11(A) >0, po(A) >0y

[12(A)]? < p11(A) paa(A).

(¢) Para todo p1,ps € P X Pq, se tiene que
2

Z (pagp_ﬁd,uaﬂ Z 0.
a,f=1 G

La prueba de este resultado es andloga a la de la Proposicion 2.4.

El siguiente teorema fue probado en [4] y es una versién del teorema de Weil para nicleos
de Toeplitz generalizados. El principal aporte del presente trabajo de grado es dar una nueva

prueba de este resultado.

TEOREMA 4.5 (Dominguez). Sea K : T' x I' — C un nicleo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) K es nicleo de Toeplitz generalizado definido positivo,

b) Eziste una matriz positiva {jtag}a,p=12 de medidas de Borel finitas en G, tales que

K(7,0) = fiap(y — o) = /G (v — o) (t)dpias(t)

para todo (v,0) € 'y x T'g.
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DEMOSTRACION.
(=)
Consideremos Wy : I'y x I't — C definida por

Wi(y,0) =Cu(y — o)
y sea Wy : I'y X I'y — C definida por
WQ(%U) :C22(7_U)

Se puede demostrar que W7 y W5 son funciones definidas positivas.
Luego, se tiene que W; y W5 son dos niicleos de Toeplitz definidos positivos. Por lo tanto,
usando el teorema de Weil para nicleos de Toeplitz (Teorema 3.1)), se sigue que existen dos

medidas no-negativas pi11, peo € M(G), para Wy y Wy, respectivamente, tales que:
Ku(r.0) = [ (= o) (Odu(0),
a
Ka(1:0) = [ (3= 0) (Ot
Sea Wy : I'y x I'y — C definida por
Wo(7,0) = Cia(y — o).
Se probaréd que existe una medida no negativa ps € M(G) tal que
Kua(r.0) = [ (= o) (Odpalt)
a

Dadas fi, fo : IT' — Z con sop(f1) € I'y y sop(f2) C I'y. Sean:

hfl = fl *ﬁa
hf2 = fQ*}zv
dj = dj,1 *dl,

donde dy = hy,, con o = 1, 2.
Sidy =hys, v fa(n) = fa(—n), resulta d; = 671
Sea Tk, el funcional definido como en (4.1). Por el Lema 4.2 se obtiene la siguiente

desigualdad

|T1€12 (fl * };)|2 < Tkn(fl * :fvl)Tkm(fQ * f2) = Tku (hf1)T/€22<hf2)' (42)

Usando que d; = d;j_1 * dy, con dy = hy, y la desigualdad

|T/€11 (f1)|2 < T’Cn (fl * ]71) = Tku (hf1)7
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tenemos que
Tros (hs) < {Tkiy (d2)}7 < - < {Th, (dan)} 2,
tomando j = 2".
Luego, como |Ty,, (f1)| < || fill1, si f = dan, entonces dicha desigualdad se puede escribir

como sigue
1 o
{ Ty (dan) 127} < [dan |77
Es decir,

L
n

Thyy (hyy) < o177 = [1Chp)* 17

Haciendo n — oo en la expresion anterior, tenemos que el dltimo término converge al

radio espectral, y esto es,
T (o[ = 10

donde }/Z-f\l es la transformada de Fourier.

Por lo tanto
Ty (hpy) < gy [loo-

Si d = hy,, usando el razonamiento anterior obtenemos

Tk’22(h’f2) < ||hf2 ||OO

Sustituyendo ambas desigualdades en (4.2)) resulta lo siguiente
Thaa(fi % f2) < I ol gl (4.3)
Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolucién se tiene que,
dv) = (F)?
Esto implica que ||c/l\||OO = ||j”\||Oo Entonces (4.3) se puede escribir como
[ Thoo (F1 % F2)I7 < I fillsoll Falloc
para fi, fo € C(I).
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Sean:

-~

Ai(G) = {fl : G — C tal que ﬁ('y) :/

~v(=t)f1(t) dt con sop(f;) compacto },
Iy

Ay (G) = {fg : G — C tal que fg("}/) = / ~v(=t) f2(t) dt con sop(fy) compacto } :

s
Definamos, By : A;(G) x Ay(G) — C, donde para ﬁ € A(G)y ]?2 € Ay(G) con fi, fo €
CC(G)7
BO(]/C\la }\2) = Tkm(fl * fz)

Resulta que By es una forma bilineal acotada pues,

[Bo(f1, )] < fillsell Folloe:

A continuacion relacionaremos esta forma bilineal acotada con un funcional lineal acota-
do.

Sean
AN(G) = {gb : G — C tal que ¢(vy) = / v(—t)¢"(t)dt con sop(¢") compacto }
To

y L: A,(G) — C dada por
L(¢) = 0" (7) Cra(v)dry.

To

Sean f, € A(GQ)y ]?2 € As(G) con fi, fo € Ce(T') entonces

A~

LT = / G () Coly)dy.

Se puede probar que z = fg, de donde

L(Fifa) = / (B )Y () Cralr)dy

o

_ /F (1 # J2)¥(7) Cra(y)dy

_ / (o % J2)(7) Cra(y)dy

= TK12(f1 * ﬁ)
= BO(ﬁmf?)

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-

cional lineal L a un funcional lineal acotado L en Co(Q).



3. VERSION DEL TEOREMA DE WEIL PARA NUCLEOS DE TOEPLITZ GENERALIZADOS 35

Por el teorema de representacion de Riesz para el espacio métrico Co(G) al funcional

lineal y continuo Lle corresponde una tnica medida de Borel v finita en G tal que

i(6) = /G b

para toda ¢ € Co(G).
En particular, para fi € A1(G) v fa € A3(G) con fi, f2 € Ce(T') se tiene que

Tan(fr* Jo) = L(Fifo) = /G FiFadv = /G f1 # Fadv. (4.4)

Ademés || Tk, || = |v|(G). Reescribiendo la igualdad (4.4) a partir de las definiciones de
Try, ¥ a (a = 1,2) se obtiene

Tk:12(f1*.72) = /G(fi‘\f;)d’/
- /G / (f1 % ) (3 )y(—t) dry dw()
- / () (7) / A(—t) du(t) dry
- / (1 # Fo) () K127, 0) dr.

Se sigue que
Kua(r.0) = [ 200
De donde, ¢
Ku(r0) = [ (1= a) (0 0)
Sean:
Vi1 = M1, Vig =V, Va1 =V, Vo= loa.

Sean ¢ € Pg un polinomio analitico y 2 € Pg un polinomio anti-analitico. Entonces

2
Z /GSOQQO_,BCZVQ,BZ Z Z )\a»},)\_@,[(aﬁ(”y,a).

a,B=1 a,=1,2 (y,0)€TaxIg
Como K es un nucleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que
Y. > AwAseKas(v,0) 0.
a,3=1,2 (y,0)€ Faxlg
De donde

2
> / a5 dVag > 0,
G

a,B=1
para todo @1, s € Pg, tales que ¢; es polinomio analitico y ¢y es polinomio anti-analitico.
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Para a, 8 = 1,2 sea
dl/ag = wagdt + dv Zﬁ

donde v 5 es singular con respecto a la medida de en G'y wqg € L'(G).

La Proposicion 1 de [7] garantiza

SO0 [ 50 F0) wastt) e 2 0
G

a=1 g=1

para todo f1 € P1y fo € Ps.
Por la versién del teorema de F. y M. Riesz para grupos ordenados (ver [10]) existe una
funcién h € HY(G) (es decir, h € L*(G) con h(y) = 0 para todo v < ¢) tal que

> /G Pa(t)P5(t)wagp(t) dt + /A h(t)dt > 0,

a?/le

para todo @1, ps € Pqg.
Sea 15 la medida de Borel finita en G dada por

pa(A) = /A (was(t) + (1)) dt

para todo boreliano A en G.

Entonces
fiz(y — o) = Kia(7,0) siy>0yo<0.

Ademas
2
Z / Spa(;p_ﬁdﬂozﬁ Z 0
a,B=1 G
para todo @1, s € Pg.
Usando un resultado, para grupos ordenados, andlogo a la Proposicion 2.4 se sigue que

{Ma,ﬁ}a,g:m es positiva.

(<) Supongamos que existe una matriz positiva {ftas}a =12 de medidas de Borel finitas

en G tal que, para todo (y,0) € 'y, x I'g,

K(v,0) = sy — 0) = / (7 — 0) () dptas(t).

Se sigue que K es un nucleo de Toeplitz generalizado.
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A continuacion se probara que K es un nucleo definido positivo.

Consideremos un par de sucesiones de niimeros complejos con soporte finito {\}, {A\2}
tales que sop({\}}) C Ty y sop({A2}) € T,

Entonces
S S NN KGe) = 33 AN | =) Oduastt
7,0 a,Bf=1 7,0 a,f=1
= Z /ZAM% (1) dpap(t)
a,8=1
[z (g
a,B=1

La tltima desigualdad se sigue del resultado andlogo a la Proposicion 2.4, ya que {ftag}a s=1.2

es una matriz positiva.

Por lo tanto K es un nucleo definido positivo.
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