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Resumen

En el presente trabajo consideramos núcleos definidos positivos, en especial los núcleos

de Toeplitz en grupos y los núcleos de Toeplitz generalizados en grupos ordenados.

Se presenta la demostración de Rudin del teorema de Weil para núcleos de Toepliz en gru-

pos. Para simplificar la lectura, se presenta previamente un caso particular: la demostración

del teorema de Herglotz en el grupo de los enteros.

El principal aporte de este trabajo es dar nuevas demostraciones de los resultados que

extienden los dos teoremas anteriores para núcleos de Toeplitz generalizados. Éstos fueron

probados originalmente por Cotlar y Sadosky para el caso de los enteros y por Domı́nguez

en el caso general de grupos ordenados.
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Introducción

Sea Ω un grupo abeliano localmente compacto y φ : Ω → C una función, se dice que φ es

definida positiva en Ω si para cualquier eleción de x1, . . . , xN en Ω y para cualquier elección

de números complejos λ1, . . . , λN tenemos que

N∑
n,m=1

λnλmφ(xn − xm) ≥ 0.

Las funciones definidas positivas surgen naturalmente en la teoŕıa de la transformada de

Fourier, ya que, la transformada de Fourier de una medida positiva en un grupo tiene la

propiedad de ser definida positiva. El rećıproco de este resultado es el teorema de Weil, el

cual establece que una función definida positiva es la transformada de Fourier de un medida

positiva.

Toda función definida positiva satisface las siguientes propiedades:

(1) φ(−x) = φ(x),

(2) |φ(x)| ≤ φ(0),

(3) |φ(x)− φ(y)|2 ≤ 2φ(0)Re[φ(0)− φ(x− y)].

De la propiedad (2) podemos obtener lo siguiente:

(4) φ(0) ≥ 0,

(5) φ es acotada,

(6) ‖φ‖∞ = φ(0),

(7) φ(0) = máxx∈Ω |φ(x)|.
Por otra lado de la propiedad (4) se obtiene que “φ es uniformemente continua si φ es

continua en cero”.

El concepto de funciones definidas positivas puede extenderse de manera natural para

núcleos. Sea K : Ω× Ω → C un núcleo, se dice que K es definido positivo cuando

N∑
n,m=1

λnλmK(xn, xm) ≥ 0,

para cualquier eleción de x1, . . . , xN ∈ Ω y para cualquier elección de números complejos

λ1, . . . , λN .
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INTRODUCCIÓN 3

El objetivo fundamental de este trabajo es dar una nueva demostración de la extensión

del teorema de Weil para núcleos de Toeplitz generalizados. Esta prueba está inspirada en

la demostración de Rudin ([10]), para el caso del núcleos de Toeplitz.

El contenido del Caṕıtulo 1 es una introducción a los resultados y definiciones que se

darán en los caṕıtulos posteriores. En este caṕıtulo se presenta un caso particular de la

demostración presentada en el libro de Rudin, con la que se demuestra el teorema de Herglotz

para núcleos de Toeplitz.

En el Caṕıtulo 2 se estudian las formas bilineales, los núcleos de Toeplitz generalizados

y se da una nueva demostración de la versión del teorema de Herglotz para dichos núcleos.

La primera demostración de este teorema fue dada por Cotlar y Sadosky en [3].

El Caṕıtulo 3 está dedicado a presentar los grupos abelianos localmente compactos, la

medida de Haar y el teorema de Weil, con la demostración dada en [10].

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se da la demostración de la extensión del teorema de Weil

para los núcleos de Toeplitz generalizados que son definidos en grupos ordenados. Este teo-

rema fue probado originalmente por Domı́nguez ([4]) y en este Trabajo de Grado se da una

nueva demostración basada en unos lemas que podŕıan servir de base para obtener otros

resultados en análisis armónico.



CAṔıTULO 1

Representación de núcleos de Toepliz en el caso discreto

Consideremos el espacio Z de los números enteros. Sea

C(Z) = {a : Z→ C con soporte finito}.
Si a, b ∈ C(Z), definimos el producto convolución a ∗ b por la fórmula

a ∗ b(n) =
∑

m∈Z
a(n−m)b(m). (1.1)

Dada una sucesión a = {a(n)}n∈Z, sea ã la sucesión dada por

ã(n) = a(−n).

Veamos una de las propiedades de esta sucesión.

Proposición 1.1. Dada a ∈ C(Z). Sean

d1 = a ∗ ã,

dj = dj−1 ∗ d1, para j = 1, 2, 3, . . ..

Entonces la sucesión de sucesiones {dj}j≥1 satisface dj = d̃j.

Demostración. A partir de la definición del producto de convolución (1.1) se tiene que

d̃1(n) = ã ∗ ã(n)

= a ∗ ã(−n)

=
∑

m∈Z
a(−n−m) ã(m)

=
∑

m∈Z
a(−n−m) a(−m)

=
∑

m∈Z
a(−n−m) a(−m)

=
∑

l∈Z
a(−l) a(n− l) =

∑

l∈Z
ã(l) a(n− l)

= a ∗ ã(n) = d1(n).

El caso general se obtiene mediante el método de inducción. ¤
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1. EL TEOREMA DE HERGLOTZ 5

Sea K : Z× Z → C. Se dice que K es un núcleo de Toeplitz cuando existe una sucesión

φ = {φ(n)}n∈Z tal que

K(n,m) = φ(n−m), para todo n,m ∈ Z. (1.2)

1. El teorema de Herglotz

Consideremos el ćırculo T = {z ∈ C : |z| = 1} ≈ [0, 2π) y definamos el siguiente conjunto:

M(T) = {medidas regulares a valores complejos en T}.

Teorema 1.2 (Herglotz). Sea K : Z × Z → C un núcleo de Toeplitz definido positivo.

Entonces existe una medida no negativa µ ∈M(T) tal que

K(n,m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµ(t), para todo n,m ∈ Z.

Demostración.

Como K es un núcleo de Toeplitz definido positivo, se tiene que si b ∈ C(Z), entonces

∑

m.j∈sop(b)

b(m)b(j)K(n,m) ≥ 0.

A partir de la desigualdad (2) de las propiedades que se presentaron en la Introducción se

sigue que K es acotado y por lo tanto se puede asumir K(0, 0) = 1.

Sea Tk : C(Z) → C dado por

Tk(b) =
∑

n∈ sop(b)

b(m)K(n, 0), para b ∈ C(Z).

Entonces Tk es un funcional lineal.

Definamos el siguiente producto:

〈a, b〉k = Tk(a ∗ b̃)

=
∑

n∈ sop(a)

∑

m∈ sop(b)

a(n)b(m)K(n,m).

Si a, b, c ∈ C(Z) y λ ∈ C, entonces:

(1) 〈a, b〉k = 〈b, a〉k,
(2) 〈a + b, c〉k = 〈a, c〉k + 〈b, c〉k,
(3) 〈λa, b〉k = λ〈a, b〉k,
(4) 〈a, a〉k ≥ 0.



1. EL TEOREMA DE HERGLOTZ 6

Por lo tanto, 〈·, ·〉k es un producto interno (eventualmente degenerado) en C(Z).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que

|〈a, b〉k|2 ≤ 〈a, a〉k〈b, b〉k.

Sea δ0 la sucesión dada por

δ0(n) =

{
1 si n = 0

0 si n 6= 0

Se tiene que

〈a, δ0〉k =
∑

n∈ sop(a)

∑

m∈ sop(b)

a(n)δ0(m)K(n,m)

=
∑

n∈ sop(a)

a(n)K(n, 0)

= Tk(a)

y

〈δ0, δ0〉k =
∑

n∈ sop(b)

∑

m∈ sop(b)

δ0(n)δ0(m)K(n,m)

= K(0, 0) = 1.

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y las igualdades anteriores obtenemos,

|Tk(a)|2 ≤ 〈a, a〉k = Tk(a ∗ ã), para a ∈ C(Z). (1.3)

Luego aplicando la desigualdad (1.3) a la sucesión dj obtenemos lo siguiente

|Tk(d1)|2 ≤ Tk(d1 ∗ d̃1) = Tk(d1 ∗ d1) = Tk(d2).

Si se toma j = 2 en la sucesión dj, por un procedimiento análogo se obtiene

Tk(d2) ≤ {Tk(d2 ∗ d̃2)} 1
2 = {Tk(d2 ∗ d2)} 1

2 = {Tk(d4)} 1
2 .

Uniendo las dos desigualdades anteriores resulta

Tk(d1) ≤ {Tk(d2)} 1
2 ≤ {Tk(d4)} 1

2 .

Luego, si j = 2i, con i = 1, 2, 3, 4, ... y aplicamos (1.3) a d2i , obtenemos

|Tk(d2i)|2 ≤ Tk(d2i ∗ d̃2i) = Tk(d2i ∗ d2i) = Tk(d2i+1).

Por lo tanto

|Tk(a)|2 ≤ Tk(d1) ≤ {Tk(d2)} 1
2 ≤ · · · ≤ {Tk(d2n)} 1

2n . (1.4)
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Como ‖K‖∞ = 1 se sigue que

|Tk(a)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈sop(a)

a(n)K(n, 0)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

n∈sop(a)

|a(n)||K(n, 0)|

≤ ‖K‖∞
∑

n∈sop(a)

|a(n)| = ‖a‖1.

Si aplicamos la desigualdad anterior al término d2n resulta

{Tk(d2n)} 1
2n ≤ ‖d2n‖

1
2n

1 .

A partir de esta última desigualdad tenemos que (1.4) se puede escribir de la siguiente

manera

|Tk(a)|2 ≤ ‖d2n‖
1

2n

1 .

Haciendo n → ∞ en la expresión anterior tenemos que el último término converge al

radio espectral (ver [5]) y esto es

ĺım
n→∞

‖d2n‖
1

2n

1 = ‖d̂1‖∞,

donde d̂1 es la transformada de Fourier, dada de la siguiente manera

d̂1(e
it) =

∑

nεZ
d1(n)e−int, con t ∈ [0, 2π].

Por lo tanto, para a ∈ C(Z),

|Tk(a)|2 ≤ ‖d̂1‖∞. (1.5)

Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolución se tiene que

d̂(eit) = (â(eit))2.

esto implica que ‖d̂‖∞ = ‖â‖∞. Entonces (1.5) se puede escribir como

|Tk(a)|2 ≤ ‖â‖∞, para a ∈ C(Z). (1.6)

Dicho esto, observemos que Tk es un funcional lineal y acotado cuyo dominio es el si-

guiente conjunto

Ac(T) =

{
â : T→ C tal que â(eit) =

∑

n∈Z
a(n)e−int

}
.
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Definamos, F : Ac(T) → C mediante

F (â) = Tk(a),

para cada â ∈ Ac(T) con a ∈ C(Z).

Usando (1.6) y que Tk es lineal se sigue que si â = b̂, entonces

Tk(a) = Tk(b).

Por lo tanto F está bien definido.

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-

cional lineal F a un funcional lineal acotado F̃ en C0(T), que es el espacio que contiene todas

las funciones continuas de T en C.

Por el teorema de representación de Riesz para el espacio métrico C0(T) al funcional lineal

y continuo F̃ le corresponde una única medida µ ∈ M(T), con ‖µ‖ ≤ 1, tal que para todo

â ∈ M(T),

Tk(a) = F̃ (â) =

∫ 2π

0

â dµ. (1.7)

Además, ‖Tk‖ = |µ|(T). Reescribiendo (1.7) a partir de las definiciones de Tk y â res-

pectivamente obtenemos

Tk(a) =

∫ 2π

0

∑

n∈sop(a)

a(n)e−intdµ(t)

=
∑

n∈sop(a)

a(n)

∫ 2π

0

e−intdµ(t)

=
∑

n∈sop(a)

a(n)K(n, 0).

Tomando

δn(j) =

{
1 si n = j,

0 si n 6= j,

tenemos que

K(n, 0) =

∫ 2π

0

e−intdµ(t). (1.8)

Es decir,

K(n,m) =

∫ 2π

0

e−i(n−m)tdµ(t).

Tomando n = 0 en (1.8) se tiene que

1 = K(0, 0) =

∫ 2π

0

dµ = µ(T) ≤ ‖µ‖ = 1.
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Por lo tanto

µ(T) = ‖µ‖ ≥ 0.

Se sigue que µ ≥ 0. ¤



CAṔıTULO 2

Representación de núcleos de Toepliz generalizados

en el caso discreto

1. Formas Bilineales

Sean X,Y espacios normados y B : X × Y → C una función. Se pueden considerar para

cada x ∈ X y cada y ∈ Y las siguientes funciones:

Bx : X → Z y By : Y → Z,

definidas por

Bx(y) = B(x, y) y By(x) = B(x, y).

Se dice que B es una función bilineal si Bx y By son funciones lineales.

Como es natural, se dice que B es continua si es continua con respecto a la topoloǵıa

usual en X × Y .

Se dice que B es acotada cuando

sup
‖x1‖6=0,‖x2‖6=0

|B(x1, x2)|
‖x1‖‖x2‖ < +∞. (2.1)

En este caso se define

‖B‖ = sup
‖x1‖6=0,‖x2‖6=0

|B(x1, x2)|
‖x1‖‖x2‖ . (2.2)

Para las funciones bilineales se cumple que

B(x, y) = 0, cuando x = 0 ó y = 0,

lo que permite probar lo siguiente si B es continua en (0,0) entonces B es continua.

Se tiene que una función bilineal B es acotada si existe M > 0 tal que

|B(x1, x2)| ≤ M‖x1‖‖x2‖.

A partir de las definiciones anteriores obtenemos los siguientes resultados,

Proposición 2.1. Sea B una forma bilineal B : X ×X → C. Entonces B es continua,

si y sólo si, B es acotada.

10



2. NÚCLEOS DE TOEPLITZ GENERALIZADOS 11

Demostración.

(⇐) Si existe M > 0 tal que

|B(x1, x2)| ≤ M‖x1‖‖x2‖,

es claro que B es continua en (0, 0) y por lo tanto es una función bilineal continua.

(⇒) Como B es continua, también lo es en el (0, 0). Ahora |B(x, y)| puede ser tan pequeño

como se necesite tomando un (x, y) de norma lo suficientemente pequeña. Por lo tanto, para

cierto δ > 0 se cumple que:

‖B(x, y)‖ < 1, si ‖y‖ < δ, ‖x‖ < δ.

Entonces si y 6= 0 y x 6= 0, considerando

x0 =
xδ

2‖x‖ y y0 =
yδ

2‖y‖ .

se obtiene

‖x0‖ =
δ

2
y ‖y0‖ =

δ

2
,

luego |B(x0, y0)| < 1, es decir
∣∣∣∣B

(
xδ

2‖x‖ ,
yδ

2‖y‖
)∣∣∣∣ < 1.

Como B es una forma bilineal, tenemos que es lineal en cada una de sus variables según

la definición, por lo tanto usando este razonamiento en la igualdad anterior obtenemos

|B(x, y)| ≤ 4

δ2
‖x‖‖y‖.

¤

2. Núcleos de Toeplitz generalizados

Sean:

Z1 = {n ∈ Z : n ≥ 0},
Z2 = {n ∈ Z : n < 0},
Z+ = {n ∈ Z : n > 0}.
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Se puede probar que:

Z1 − Z1 = Z

Z2 − Z2 = Z

Z1 − Z2 = Z+

Z2 − Z1 = −Z+.

Sea K : Z × Z → C. Se dice que la función K es un núcleo de Toeplitz generalizado

cuando existen cuatro sucesiones Cα,β : Zα − Zβ → C tales que

K(n,m) = Cαβ(n−m), si (n,m) ∈ Zα − Zβ, con α, β = 1, 2.

Sean Kαβ : Zα × Zβ → C dadas por

Kαβ(n, m) = Cα,β(n−m).

se tiene que

K11(n,m) = C11(n−m), si n ≥ 0 y m ≥ 0 ,

K12(n,m) = C12(n−m), si n ≥ 0 y m < 0,

K21(n,m) = C21(n−m), si n < 0 y m ≥ 0,

K22(n,m) = C22(n−m), si n < 0 y m < 0.

Se tiene que K es un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo cuando
∑

α,β=1,2

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

λα
nλβ

mKαβ(n,m) ≥ 0,

para todo par de sucesiones de números complejos con soporte finito {λ1
n}, {λ2

n}, tales que

sop({λ1
n}) ⊆ Z1 y sop({λ2

n}) ⊆ Z2.

Sea

C(Z+) = {todas las sucesiones a : Z+ → C con soporte finito }.
A continuación se introducen cuatro funcionales lineales que jugarán un papel fundamen-

tal en este caṕıtulo.

Para α, β = 1, 2 definamos, TKαβ
: C(Zα − Zβ) → C mediante

TKαβ
(b) =

∑

r∈ sop(b)

b(r)Cαβ(r), (2.3)
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para cada b ∈ C(Z+). Se sigue que TKαβ
es un funcional lineal.

Usando la notación anterior se obtiene el siguiente resultado, el cual es uno de los aportes

de este trabajo.

Lema 2.2. Sea K un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo. Dadas a1, a2 ∈
C(Z) con sop(a1) ⊆ Z1 y sop(a2) ⊆ Z2. Sean ã1(n) = a1(−n) y ã2(n) = a2(−n). Entonces:

(i) TK11(a1 ∗ ã1) ≥ 0,

(ii) TK22(a2 ∗ ã2) ≥ 0,

(iii) TK12(a1 ∗ ã2) = TK21(a2 ∗ ã1),

(iv) La matriz

D =

(
TK11(a1 ∗ ã1) TK12(a1 ∗ ã2)

TK21(a2 ∗ ã1) TK22(a2 ∗ ã2)

)

es hermı́tica y definida positiva,

(v) |TK12(a1 ∗ ã2)| ≤ TK11(a1 ∗ ã1)TK22(a2 ∗ ã2).

Demostración. La parte (i) y la parte (ii) se obtienen de la desigualdad (1.3), es

decir:

TK11(a1 ∗ ã1) ≥ |TK11(a1)|2 ≥ 0,

TK22(a2 ∗ ã2) ≥ |TK22(a2)|2 ≥ 0.

Parte (iii):

A partir de la definición de TKα,β
y el producto convolución obtenemos

TK12(a1 ∗ ã2) =
∑

m∈Z2

∑

n∈Z1

a1(n)a2(−m)C12(n−m)

=
∑

m∈Z2

∑

n∈Z1

a1(n)a2(−m)C12(n−m)

=
∑

n∈Z2

∑

m∈Z1

a2(n)a1(−m)C21(n−m).

Por otro lado,

TK21(a2 ∗ ã1) =
∑

n∈Z2

∑

m∈Z1

a2(n)a1(−m)C21(n−m).

Entonces,

TK12(a1 ∗ ã2) = TK21(a2 ∗ ã1).

Parte (iv):
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Por la parte (iii) podemos verificar que efectivamente la matriz D es hermı́tica. Nos resta

verificar que es definida positiva. En efecto, sean λ1, λ2 ∈ C. Definamos

b1(n) = λ1a1(n) y b2(n) = λ2a2(n).

Entonces: b1, b2 ∈ C(Z), sop(b1) ⊆ Z1 y sop(b2) ⊆ Z2.

Como K es un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que

0 ≤
∑

α,β=1,2

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

bα(n)bβ(−m)Cαβ(n−m)

=
∑

α,β=1,2

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

λαaα(n)λβaβ(−m)Cαβ(n−m)

=
∑

α,β=1,2

λαλβ

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

aα(n)aβ(−m)Cαβ(n−m)

=
∑

α,β=1,2

λαλβTKαβ
(aα ∗ ãβ).

Por lo tanto, D es definida positiva.

Parte (v):

Finalmente como D es una matriz hermı́tica definida positiva tal que d11 ≥ 0 y d22 ≥ 0

se verifica

| d12| ≤ d11 d22.

Es decir,

|TK12(a1 ∗ ã2)| ≤ TK11(a1 ∗ ã1)TK22(a2 ∗ ã2).

¤

3. La versión del teorema de Herglotz para núcleos de Toeplitz generalizados

En lo que sigue

µ = {µα,β}α,β=1,2 =

[
µ11 µ12

µ21 µ22

]

denotará una matriz 2× 2 cuyas entradas son medidas de Borel complejas finitas en [0, 2π].

Se considerarán matrices hermı́ticas.

Definición 2.3. Se dice que la matriz {µα,β}α,β=1,2 es positiva cuando para todo bo-

reliano ∆ en [0, 2π] la matriz numérica {µα,β(∆)}α,β=1,2 es definida positiva. Es decir, para

todo λ1, λ2 ∈ C,
2∑

α,β=1

µα,β(∆)λαλβ ≥ 0.
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Un polinomio trigonométrico es una función ϕ : [0, 2π] → C tal que

ϕ(x) =
∑

n∈Z
ξn en(x),

donde {ξn}n∈Z ⊂ C tiene soporte finito. En este caso ϕ̂(n) denota ξn.

Denotemos por P el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos.

Proposición 2.4. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz {µα,β}α,β=1,2 es positiva.

(b) Para todo boreliano ∆ en [0, 2π], se tiene que: µ11(∆) ≥ 0, µ22(∆) ≥ 0 y

|µ12(∆)|2 ≤ µ11(∆) µ22(∆).

(c) Para todo ϕ1, ϕ2 ∈ P × P, se tiene que

2∑

α,β=1

∫ 2π

0

ϕαϕβdµαβ ≥ 0.

La prueba de este resultado puede verse en [2].

El siguiente teorema fue probado en [3] y es una versión del teorema de Herglotz para

núcleos de Toeplitz generalizados. Uno de los aportes del presente trabajo es dar una nueva

prueba de este resultado.

Teorema 2.5 (Cotlar-Sadosky). Sea K : Z × Z → C un núcleo. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

a) K es un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo.

b) Existe una matriz positiva {µα,β}α,β=1,2 de medidas de Borel finitas en [0, 2π] tales

que

K(n,m) = µ̂αβ(n−m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµαβ(t),

para todo (n,m) ∈ Zα × Zβ.

Demostración.

(⇒) Sea V1 : Z× Z→ C definida por

V1(n,m) = C11(n−m)

y sea V2 : Z× Z→ C definida por

V2(n,m) = C22(n−m).
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Se puede ver que estas aplicaciones son funciones definidas positivas.

Luego, tenemos que V1 y V2 son dos núcleos de Toeplitz definidos positivos. Por lo tanto

usando el teorema de Herglotz para núcleos de Toeplitz (Teorema 1.2) se sigue que existen

dos medidas no-negativas µ11, µ22 ∈M(T) para V1 y V2 respectivamente, tales que:

K11(n,m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµ11(t),

K22(n,m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµ22(t).

Sea V0 : Z1 × Z2 → C definida por

V0(n,m) = C12(n−m).

Se probará que existe una medida µ12 ∈M(T) tal que

K12(n,m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµ12(t).

Dadas a1, a2 ∈ C(Z) con sop(a1) ⊆ Z1 y sop(a2) ⊆ Z2, sean ã1(n) = a1(−n) y

ã2(n) = a2(−n). Se definen

ha1 = a1 ∗ ã1,

ha2 = a2 ∗ ã2,

dj = dj−1 ∗ d1,

donde d1 = haα , con α = 1, 2.

Si d1 = haα y ãα(n) = aα(−n) resulta d1 = d̃1.

Sea TKαβ
el funcional definido como en (2.3). Por el Lema 2.2 se obtiene la siguiente

desigualdad

|TK12(a1 ∗ ã2)|2 ≤ TK11(a1 ∗ ã1)TK22(a2 ∗ a2) = TK11(ha1)TK22(ha2). (2.4)
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Usando que dj = dj−1 ∗ d1 con d1 = haα y la desigualdad

|TK11(a1)|2 ≤ TK11(a1 ∗ ã1) = TK11(ha1)

obtenida en el Caṕıtulo 2, se tiene que

TK11(ha1) ≤ {TK11(d2)} 1
2 ≤ · · · {TK11(d2n)} 1

2n

tomando j = 2n.

Luego, como |TK11(a1)| ≤ ‖a1‖1, si a = d2n dicha desigualdad se puede escribir como

sigue,

{TK11(d2n)} 1
2n } ≤ ‖d2n‖

1
2n

1

es decir,

TK11(ha1) ≤ ‖d2n‖
1

2n

1 = ‖(ha1)
2n‖2−n

.

Haciendo n → ∞ en la expresión anterior tenemos que el último término converge al

radio espectral y esto es

ĺım
n→∞

‖(han)2n‖2−n

1 = ‖(̂ha1)‖∞

donde ĥa1 es la transformada de Fourier, definida por

ĥa1(e
it) =

∑

n∈Z
ha1(n)e−int

con t ∈ [0, 2π].

Por lo tanto,

TK11(ha1) ≤ ‖ĥa1‖∞.

Si d = ha2 usando el razonamiento anterior obtenemos

TK22(ha2) ≤ ‖ĥa2‖∞.

Sustituyendo ambas desigualdades en (2.4) resulta lo siguiente,

|TK12(a1 ∗ ã2)| ≤ ‖ĥa1‖∞‖ĥa2‖∞. (2.5)

Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolución se tiene que

d̂(eit) = (â(eit))2

esto implica que ‖d̂‖∞ = ‖â‖∞. Entonces (2.5) se re-escribe como,

|TK12(a1 ∗ ã2)|2 ≤ ‖â1‖∞‖â2‖∞.
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Sean:

A1(T) =

{
â1 : T→ C tal que â1(e

it) =
∑
n≥0

a1(n)e−int con sop(a1) finito

}
,

A2(T) =

{
â2 : T→ C tal que â2(e

it) =
∑
n<0

a2(n)e−int con sop(a2) finito

}
.

Definamos B0 : A1(T) × A2(T) → C, donde para â1 ∈ A1(T) y â2 ∈ A2(T) con

a1, a2 ∈ C(Z),

B0(â1, â2) = TK12(a1 ∗ ã2).

B0 es una forma bilineal acotada pues

|B0(â1, â2)| ≤ ‖â1‖∞‖â2‖∞.

A continuación relacionaremos esta forma bilineal acotada con un funcional lineal acota-

do.

Sean

Ao(T) =

{
φ : T→ C tal que φ(eit) =

∑
n>0

φ∨(n)e−int con sop(φ∨) finito

}

y L : Ao(T) → C dada por

L(φ) =
∑
n>0

φ∨(n) C12(n).

Sean â1 ∈ A1(T) y â2 ∈ A2(T) con a1, a2 ∈ C(Z) entonces

L(â1â2) =
∑
n>0

(â1â2)
∨(n) C12(n).

Se puede probar que â2 = ̂̃a2, de donde

L(â1â2) =
∑
n>0

(â1
̂̃a2)

∨(n) C12(n)

=
∑
n>0

(â1 ∗ ã2)
∨(n) C12(n)

=
∑
n>0

(a1 ∗ ã2)(n) C12(n)

= TK12(a1 ∗ ã2)

= B0(â1, â2).

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-

cional lineal L a un funcional lineal acotado L̃ en C0(T).
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Por el teorema de representación de Riesz para el espacio métrico C0(T) al funcional lineal

y continuo L̃ le corresponde una única medida de Borel ν finita en [0, 2π] tal que

L̃(φ) =

∫ 2π

0

φ dν

para toda φ ∈ C0(T).

En particular, para â1 ∈ A1(T) y â2 ∈ A2(T) con a1, a2 ∈ C(Z) se tiene que

TK12(a1 ∗ ã2) = L̃(â1â2) =

∫ 2π

0

â1â2dν =

∫ 2π

0

â1 ∗ ã2dν. (2.6)

Además, ‖Tk12‖ = |ν|([0, 2π]). Reescribiendo (2.6) a partir de las definiciones de Tk12 y

âα (α = 1, 2), se obtiene

TK12(a1 ∗ ã2) =

∫ 2π

0

(â1 ∗ ã2)(t)dν(t)

=

∫ 2π

0

∑
n>0

(a1 ∗ ã2)(n)e−intdν(t)

=
∑
n>0

(a1 ∗ ã2)(n)

∫ 2π

0

e−intdν(t)

=
∑
n>0

(a1 ∗ ã2)(n)ν̂(n).

Tomando

δn(j) =

{
1 si n = j,

0 si n 6= j.

Tenemos que

K12(n, 0) = ν̂(n), si n > 0.

De donde

K12(n,m) = ν̂(n−m), si n ≥ 0,m < 0.

Sean:

ν11 = µ11, ν12 = ν, ν21 = ν, ν22 = µ22.

Sean ϕ1 ∈ P un polinomio anaĺıtico y ϕ2 ∈ P un polinomio anti-anaĺıtico. Entonces

2∑

α,β=1

∫ 2π

0

ϕαϕβdναβ =
∑

α,β=1,2

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

λαnλβmKαβ(n,m).

Como K es un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que
∑

α,β=1,2

∑

(n,m)∈Zα×Zβ

λαnλβmKαβ(n,m) ≥ 0.
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De donde

2∑

α,β=1

∫ 2π

0

ϕαϕβdναβ ≥ 0,

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ P , tales que ϕ1 es polinomio anaĺıtico y ϕ2 es polinomio anti-anaĺıtico.

Por el teorema de F. y M. Riesz existe una función h del espacio de Hardy H1, tal que

2∑

α,β=1

∫ 2π

0

ϕαϕβdναβ +

∫

∆

h(t)dt ≥ 0,

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ P .

Sea µ12 la medida de Borel finita en [0, 2π] dada por

µ12(∆) = ν(∆) +

∫

∆

h(t)dt

para todo boreliano ∆ en [0, 2π].

Entonces

µ̂12(n−m) = K12(n,m) si n ≥ 0 y m < 0.

Además

2∑

α,β=1

∫ 2π

0

ϕαϕβdµαβ ≥ 0

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ P . Usando la Proposición 2.4 se sigue que {µα,β}α,β=1,2 es positiva.

(⇐)

Supongamos que existe una matriz positiva {µαβ}α,β=1,2 de medidas de Borel finitas en

[0, 2π], tal que

K(n,m) = µ̂αβ(n−m) =

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµαβ(t),

para todo (n,m) ∈ Zα × Zβ.

Se sigue que K es un núcleo de Toeplitz generalizado.

A continuación se probará que K es un núcleo definido positivo.
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Considere un par de sucesiones de números complejos con soporte finito {λ1
n}, {λ2

n} tales

que sop({λ1
n}) ⊆ Z1 y sop({λ2

n}) ⊆ Z2. Entonces

∑
m,n

2∑

α,β=1

λα
n λβ

m K(n,m) =
∑
m,n

2∑

α,β=1

λα
n λβ

m

∫ 2π

0

ei(n−m)tdµαβ(t)

=
2∑

α,β=1

∫ 2π

0

∑
m,n

λα
n λβ

m ei(n−m)tdµαβ(t)

=
2∑

α,β=1

∫ 2π

0

(∑
n

λα
n eint

) (∑
m

λβ
m e−imt

)
dµαβ(t) ≥ 0.

La última desigualdad se sigue de la Proposición 2.4 ya que {µαβ}α,β=1,2 es una matriz

positiva.

Por lo tanto K es un núcleo definido positivo. ¤



CAṔıTULO 3

Representación de núcleos de Toepliz en grupos

1. Medida de Haar

Sea Ω un grupo abeliano localmente compacto.

Para todo grupo Ω existe una medida regular no negativa m que llamaremos medida de

Haar de Ω, la cual no es idénticamente cero y es invariante bajo traslaciones, es decir,

m(∆ + w) = m(∆), para todo w ∈ Ω y todo Boreliano ∆ ∈ Ω.

Definimos M(Ω) como el conjunto de todas las medidas de Haar regulares a valores

complejos en Ω.

Supongamos que dx es la medida de Haar en Ω. Como es usual, por Lp(Ω) denotaremos

al espacio de las funciones integrables con respecto a la medida de Haar, es decir,

Lp(Ω) =

{
f : Ω → C|f es medible y

∫

Ω

|f(x)|pdx < ∞
}

,

y cuya norma se denotará por ‖‖p.

Si f, g ∈ Lp(Ω), definimos el producto convolución f ∗ g de la siguiente manera

f ∗ g(w) =

∫

Ω

f(w − v)g(v)dv, para w, v ∈ C. (3.1)

Sea

CC(Ω) = {f : Ω → C continua, acotada con soporte compacto}.
A lo largo de este caṕıtulo G es un grupo abeliano localmente compacto.

Una función compleja γ : G → C es llamada caracter de G, si

(1) |γ(t)| = 1, para todo t ∈ G,

(2) γ(t + s) = γ(t)γ(s), para todo t, s ∈ G.

El conjunto de todos los caracteres continuos de G forman un grupo que llamaremos Γ

ó Ĝ, el grupo dual de G, si la suma en Γ es definida por el producto usual de funciones en

G,

(γ1, γ2)(t) = γ1(t)γ2(t), para t ∈ G y γ1, γ2 ∈ Γ.

22
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Sea f ∈ L1(Γ). La transformada de Fourier de f es la función f̂ : Γ → C definida por

f̂(γ) =

∫

G

γ(−t)f(t)dt =

∫

G

γ−1(t)f(t)dt. para γ ∈ Γ. (3.2)

Sea K : Γ× Γ → C. Se dice que la función K es un núcleo de Toeplitz en Γ si existe una

función C : Γ → C, tal que

K(γ, σ) = C(γ − σ), para cada(γ, σ) ∈ Γ× Γ.

2. El teorema de Weil

Basándonos en la definición de los núcleos de Toeplitz, enunciamos el teorema de Weil

para dichos núcleos.

Teorema 3.1 (Weil). Sea K un núcleo de Toeplitz definido positivo. Entonces existe una

medida no negativa µ ∈M(G), tal que

K(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµ(t), para todo γ, σ ∈ Γ (3.3)

Demostración.

(⇒)

Sea f ∈ CC(G) con soporte

A =
n⋃

i=1

∆i,

donde ∆i son conjuntos disjuntos de A. Entonces

f(γ)f(σ)K(γ, σ)

es uniformemente continua en A× A tal que, con γi ∈ ∆i

n∑
i,j=1

f(γi)f(γi)K(γ, σ)m(∆i)m(∆j)

difiera de la integral, ∫

Γ

∫

Γ

f(γ)f(σ)K(γ, σ)dγdσ (3.4)

en lo más mı́nimo posible.

Como K es definida positiva, se tiene que
n∑

i,j=1

f(γi)f(γj)K(γ, σ)m(∆i)m(∆j) ≥ 0.

Lo que implica que (3.4) también lo es. Por lo tanto, como CC(Γ) es denso en L1(Γ),

obtenemos que (3.4) es no negativo para f ∈ L1(Γ).
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Sea Tk : CC(Γ) → C dado por

Tk(f) =

∫

Γ

f(γ)K(γ, 0)dγ, para f ∈ CC(Γ).

Entonces Tk es un funcional lineal.

Definamos el siguiente producto:

〈f, g〉k = Tk(f ∗ g̃)

=

∫

Γ

∫

Γ

f(γ)g(σ)K(γ, σ)dγdσ

para f, g ∈ CC(Γ) y g̃(γ) = g(−γ).

Para este producto se puede verificar lo siguiente, con f, g, h ∈ CC(Γ) y λ ∈ C:

(1) 〈f, g〉k = 〈g, f〉k,
(2) 〈f + g, h〉k = 〈f, h〉k + 〈g, h〉k,
(3) 〈λf, g〉k = λ〈f, g〉k,
(4) 〈f, f〉k ≥ 0.

Por lo tanto, 〈·, ·〉k es un producto interno (eventualmente degenerado) en CC(Γ). Por la

desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

|〈f, g〉k|2 ≤ 〈f, f〉k〈g, g〉k.
Tomando

g(j) =

{
1

m(V )
si j ∈ V ,

0 si no,

donde V es una vecindad del cero.

Se tiene que:

〈f, g〉k − Tk(f) =

∫

Γ

f(γ)
1

m(V )

∫

V

[K(γ, σ)−K(γ, 0)]dγdσ (3.5)

y

〈g, g〉k − 1 =
1

(m(V ))2

∫

V

∫

V

[K(γ, σ)− 1]dγdσ. (3.6)

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y las igualdades (3.5) y (3.6), tomando V

lo más pequeño posible, obtenemos

|Tk(f)|2 ≤ 〈f, f〉k = Tk(f ∗ f̃), para f ∈ CC(Γ). (3.7)

Sean:

h1 = f ∗ f̃ ,

hj = hj−1 ∗ h1, con j = 1, 2, 3, . . ..
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Entonces a partir de la proposición 1.1, la sucesión de funciones {hj}j≥1 satisface hj = h̃j.

Si aplicamos la desigualdad (3.7) a la sucesión hj, obtenemos lo siguiente

|Tk(h1)|2 ≤ Tk(h1 ∗ h̃1) = Tk(h1 ∗ h1) = Tk(h2).

Si se toma j = 2 en la sucesión hj, por un procedimiento análogo se obtiene

Tk(h2) ≤ {Tk(h2 ∗ h̃2)} 1
2 = {Tk(h2 ∗ h2)} 1

2 = {Tk(h4)} 1
2 .

Uniendo las dos desigualdades anteriores resulta

Tk(h1) ≤ {Tk(h2)} 1
2 ≤ {Tk(h4)} 1

2 .

Luego, si j = 2i, con i = 1, 2, 3, 4, ... y aplicamos (3.7) a h2i , obtenemos

|Tk(h2i)|2 ≤ Tk(h2i ∗ h̃2i) = Tk(h2i ∗ h2i) = Tk(h2i+1).

Por lo tanto,

|Tk(f)|2 ≤ Tk(h1) ≤ {Tk(h2)} 1
2 ≤ · · · ≤ {Tk(h2n)} 1

2n . (3.8)

Por la propiedad 2 de las funciones definidas positivas, podemos asumir K(0, 0) = 1. Por

lo que obtenemos ‖K‖∞ = 1. Entonces

|Tk(f)| =

∣∣∣∣
∫

Γ

f(γ)K(γ, 0)dγ

∣∣∣∣

≤
∫

Γ

|f(γ)||K(γ, 0)|dγ

≤ ‖K‖∞
∫

Γ

|f(γ)|dγ = ‖f‖1.

Si aplicamos la desigualdad anterior al término h2n , resulta

{Tk(h2n)} 1
2n ≤ ‖h2n‖

1
2n

1 .

A partir de esta última desigualdad tenemos que (3.8) se puede escribir de la siguiente

manera

|Tk(f)|2 ≤ ‖h2n‖
1

2n

1 .

Haciendo n → ∞ en la expresión anterior, tenemos que el último término converge al

radio espectral y esto es

ĺım
n→∞

‖h2n‖
1

2n

1 = ‖ĥ1‖∞,

donde ĥ1 es la transformada de Fourier dada en (3.2).
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Por lo tanto, para f ∈ CC(Γ),

|Tk(f)|2 ≤ ‖ĥ1‖∞. (3.9)

Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolución se tiene que

ĥ(γ) = (f̂(γ))2

Esto implica que ‖ĥ‖∞ = ‖f̂‖∞. Entonces (3.9) se reescribe como

|Tk(f)|2 ≤ ‖f̂‖∞ para f ∈ CC(Γ). (3.10)

Dicho esto, observemos que Tk es un funcional lineal acotado cuyo dominio es el siguiente

conjunto

A(G) =

{
f̂ : G → C tal que f̂(γ) =

∫

Γ

γ(−t)f(t)dt

}
.

Definamos, F : A(G) → C, donde, para f̂ ∈ A(G) con f ∈ CC(Γ),

F (f̂) = Tk(f).

Usando (3.10) y que Tk es lineal se sigue que si f̂ = ĝ, entonces Tk(f) = Tk(g). Por lo

tanto F está bien definido.

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender el fun-

cional lineal F a un funcional lineal acotado F̃ en C0(G) que es el espacio que contiene todas

las funciones g : G → C continuas.

Por el teorema de representación de Riesz para el espacio métrico C0(G), a cada funcional

lineal y continuo F̃ le corresponde una única medida µ ∈ M(G), ‖µ‖ ≤ 1, tal que para todo

â ∈ M(G),

Tk(f) = F̃ (f̂) =

∫

G

f̂dµ. (3.11)

Además, ‖Tk‖ = |µ|(G). Reescribiendo (3.11) a partir de las definiciones de Tk y f̂

respectivamente, obtenemos

Tk(f) =

∫

G

f̂(−γ)dµ =

∫

Γ

f(t)dt

∫

G

γ(−t)dµ.

Luego, tenemos que

K(γ, 0) =

∫

G

γ(−t)dµ. (3.12)

Es decir,

K(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµ(t).
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Tomando γ = 0 en (3.12) se tiene que

1 = K(0, 0) =

∫

G

dµ = µ(G) ≤ ‖µ‖ = 1.

Por lo tanto

µ(G) = ‖µ‖ ≥ 0.

Lo que implica µ ≥ 0.

¤



CAṔıTULO 4

La versión del teorema de Weil para núcleos de Toeplitz

generalizados

1. Grupos ordenados

Sea (Γ, +) un grupo abeliano con elemento neutro e. Se dice que Γ es un grupo ordenado,

si existe un conjunto Γ+ ⊂ Γ tal que:

Γ+ + Γ+ = Γ+, Γ+

⋂
(−Γ+) = {e}, Γ+

⋃
(−Γ+) = Γ.

En este caso, si x, y ∈ Γ, escribimos x ≤ y, si y − x ∈ Γ+. También x < y, si x ≤ y y x 6= y.

Luego

Γ+ = {γ ∈ Γ : γ ≥ e}.
En el caso en que Γ es un grupo abeliano localmente compacto es usual suponer que Γ+ es

un conjunto cerrado.

Si a, b ∈ Γ y a < b, es usual la siguiente notación

(a, b) = {x ∈ Γ : a < x < b}, [a, b] = {x ∈ Γ : a ≤ x ≤ b}, etc.

Ejemplo 4.1. Consideremos el grupo ordenado de los números enteros Z. El orden

lexicográfico en Z2 = Z × Z se define de la siguiente manera: Sean (k, l), (n,m) ∈ Z2.

Entonces

(k, l) <lex (n,m), si y sólo si, l < m ó (l = m y k < n).

Se puede probar que Z2 es un grupo ordenado.

Se sigue que Z2
+ es el siguiente semiplano

Z2
1 = {(n,m) ∈ Z2 : m > 0 ó (m = 0 y n > 0)}.

2. Núcleos de Toeplitz generalizados en grupos ordenados

Definamos los siguientes conjuntos:

Γ1 = {γ ∈ Γ : γ ≥ e},

Γ2 = {γ ∈ Γ : γ < e},
Γ0 = {γ ∈ Γ : γ > e}.

28
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Sea K : Γ× Γ → C. Se dice que la función K es un núcleo de Toeplitz generalizado en Γ

cuando existen cuatro funciones Cα,β : Γα − Γβ → C, tales que

K(γ, σ) = Cα,β(γ − σ), si (γ, σ) ∈ Γα − Γβ, con α, β = 1, 2.

Sea

C(Γ0) = {f : Γ0 → C continua, acotada con soporte compacto}.
Definamos, TKα,β

: C(Γ0) → C por

TKα,β
(f) =

∫

Γ0

f(γ) Cα,β(γ)dγ, (4.1)

con f ∈ C(Γ0), el cual es un funcional lineal.

Lema 4.2. Sea K un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo. Sean f1, f2 ∈ C(Γ0)

y sean f̃1(γ) = f1(−γ) y f̃2(γ) = f2(−γ). Entonces

(i) TK11(f1 ∗ f̃1) ≥ 0,

(ii) TK22(f2 ∗ f̃2) ≥ 0,

(iii) TK12(f1 ∗ f̃2) = TK21(f2 ∗ f̃1),

(iv) La matriz

D =

(
TK11(f1 ∗ f̃1) TK12(f1 ∗ f̃2)

TK21(f2 ∗ f̃1) TK22(f2 ∗ f̃2)

)

es hermı́tica y definida positiva,

(v) |TK12(f1 ∗ f̃2)| ≤ TK11(f1 ∗ f̃1)TK22(f2 ∗ f̃2).

Demostración. Parte (i) y parte (ii):

Se demostraron en el Capitulo 3 (3.7). Es decir:

TK11(f1 ∗ f̃1) ≥ |TK11(f1)|2 ≥ 0,

TK22(f2 ∗ f̃2) ≥ |TK22(f2)|2 ≥ 0.

Parte (iii):

A partir de la definición de TKα,β
y el producto convolución obtenemos:

TK12(f1 ∗ f̃2) =

∫

Γ

∫

Γ

f1(γ)f2(−σ)C12(γ − σ)dγdσ

=

∫

Γ

∫

Γ

f1(γ)f2(−σ)C12(γ − σ)dγdσ

=

∫

Γ

∫

Γ

f2(σ)f1(−γ)C21(γ − σ)dσdγ.
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Por otro lado

TK21(f2 ∗ f̃1) =

∫

Γ

∫

Γ

f2(σ)f1(−γ)C21(γ − σ)dσdγ.

Entonces

TK12(f1 ∗ f̃2) = TK21(f2 ∗ f̃1)

Parte (iv):

Por la parte (iii) podemos verificar que ,efectivamente, la matriz D es hermı́tica. Nos

resta verificar que es definida positiva. En efecto, sean λ1, λ2 ∈ C. Definamos:

h1(γ) = λ1f1(γ) y h2(γ) = λ2f2(γ).

Entonces h1, h2 ∈ C(Γ0).

Como K es un núcleo de Toeplitz generalizado, se tiene que

0 ≤
∑

α,β=1,2

∫

Γ

∫

Γ

hα(γ)hβ(−γ)Cαβ(γ − σ)dµαβ(γ)dµαβ(σ)

=
∑

α,β=1,2

∫

Γ

∫

Γ

λαfα(γ)λβfβ(−σ)Cαβ(γ − σ)dµαβ(γ)dµαβ(σ)

=
∑

α,β=1,2

λαλβ

∫

Γ

∫

Γ

fα(γ)fβ(−σ)Cαβ(γ − σ)dµαβ(γ)dµαβ(σ)

=
∑

α,β=1,2

λαλβTKαβ
(fα ∗ f̃β).

Por lo tanto, D es definida positiva.

Parte (v):

Finalmente como D es una matriz hermı́tica definida positiva, tal que d11 ≥ 0 y d22 ≥ 0,

se verifica que

| d12| ≤ d11 d22.

Es decir,

|TK12(f1 ∗ f̃2)| ≤ TK11(f1 ∗ f̃1)TK22(f2 ∗ f̃2).

¤

3. La versión del teorema de Weil para núcleos de Toeplitz generalizados

En lo que sigue

µ = {µα,β}α,β=1,2 =

[
µ11 µ12

µ21 µ22

]

denotará una matriz 2 × 2 cuyas entradas son medidas de Borel complejas finitas en el

grupo G.
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Se considerarán matrices hermı́ticas.

Definición 4.3. Se dice que la matriz {µα,β}α,β=1,2 es positiva cuando para todo bore-

liano ∆ en G la matriz numérica {µα,β(∆)}α,β=1,2 es definida positiva. Es decir, para todo

λ1, λ2 ∈ C,
2∑

α,β=1

µα,β(∆)λαλβ ≥ 0.

Un polinomio trigonométrico es una función ϕ : G → C tal que

ϕ(x) =
∑
γ∈Γ

ϕ̂(γ) γ(x)

y sop ϕ̂ es finito.

Denotemos por PG el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos.

Proposición 4.4. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz {µα,β}α,β=1,2 es positiva.

(b) Para todo boreliano ∆ en G, se tiene que: µ11(∆) ≥ 0, µ22(∆) ≥ 0 y

|µ12(∆)|2 ≤ µ11(∆) µ22(∆).

(c) Para todo ϕ1, ϕ2 ∈ PG × PG, se tiene que

2∑

α,β=1

∫

G

ϕαϕβdµαβ ≥ 0.

La prueba de este resultado es análoga a la de la Proposición 2.4.

El siguiente teorema fue probado en [4] y es una versión del teorema de Weil para núcleos

de Toeplitz generalizados. El principal aporte del presente trabajo de grado es dar una nueva

prueba de este resultado.

Teorema 4.5 (Domı́nguez). Sea K : Γ × Γ → C un núcleo. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

a) K es núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo,

b) Existe una matriz positiva {µαβ}α,β=1,2 de medidas de Borel finitas en G, tales que

K(γ, σ) = µ̂αβ(γ − σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµαβ(t)

para todo (γ, σ) ∈ Γα × Γβ.
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Demostración.

(⇒)

Consideremos W1 : Γ1 × Γ1 → C definida por

W1(γ, σ) = C11(γ − σ)

y sea W2 : Γ2 × Γ2 → C definida por

W2(γ, σ) = C22(γ − σ)

Se puede demostrar que W1 y W2 son funciones definidas positivas.

Luego, se tiene que W1 y W2 son dos núcleos de Toeplitz definidos positivos. Por lo tanto,

usando el teorema de Weil para núcleos de Toeplitz (Teorema 3.1), se sigue que existen dos

medidas no-negativas µ11, µ22 ∈M(G), para W1 y W2, respectivamente, tales que:

K11(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµ11(t),

K22(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµ22(t).

Sea W0 : Γ1 × Γ2 → C definida por

W0(γ, σ) = C12(γ − σ).

Se probará que existe una medida no negativa µ12 ∈M(G) tal que

K12(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµ12(t).

Dadas f1, f2 : Γ → Z con sop(f1) ⊆ Γ1 y sop(f2) ⊆ Γ2. Sean:

hf1 = f1 ∗ f̃1,

hf2 = f2 ∗ f̃2,

dj = dj−1 ∗ d1,

donde d1 = hfα , con α = 1, 2.

Si d1 = hfα y f̃α(n) = fα(−n), resulta d1 = d̃1.

Sea TKαβ
el funcional definido como en (4.1). Por el Lema 4.2 se obtiene la siguiente

desigualdad

|Tk12(f1 ∗ f̃2)|2 ≤ Tk11(f1 ∗ f̃1)Tk22(f2 ∗ f2) = Tk11(hf1)Tk22(hf2). (4.2)

Usando que dj = dj−1 ∗ d1, con d1 = hfα y la desigualdad

|Tk11(f1)|2 ≤ Tk11(f1 ∗ f̃1) = Tk11(hf1),
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tenemos que

Tk11(hf1) ≤ {Tk11(d2)} 1
2 ≤ · · · ≤ {Tk11(d2n)} 1

2n ,

tomando j = 2n.

Luego, como |Tk11(f1)| ≤ ‖f1‖1, si f = d2n , entonces dicha desigualdad se puede escribir

como sigue

{Tk11(d2n)} 1
2n } ≤ ‖d2n‖

1
2n

1 .

Es decir,

Tk11(hf1) ≤ ‖d2n‖
1

2n

1 = ‖(hf1)
2n‖2−n

.

Haciendo n → ∞ en la expresión anterior, tenemos que el último término converge al

radio espectral, y esto es,

ĺım
n→∞

‖(hfn)2n‖2−n

1 = ‖(̂hf1)‖∞,

donde ĥf1 es la transformada de Fourier.

Por lo tanto

Tk11(hf1) ≤ ‖ĥf1‖∞.

Si d = hf2 , usando el razonamiento anterior obtenemos

Tk22(hf2) ≤ ‖ĥf2‖∞.

Sustituyendo ambas desigualdades en (4.2) resulta lo siguiente

Tk12(f1 ∗ f̃2) ≤ ‖ĥf1‖∞‖ĥf2‖∞. (4.3)

Por propiedades de la transformada de Fourier con respecto a la convolución se tiene que,

d̂(γ) = (f̂(γ))2

Esto implica que ‖d̂‖∞ = ‖f̂‖∞. Entonces (4.3) se puede escribir como

|Tk12(f1 ∗ f̃2)|2 ≤ ‖f̂1‖∞‖f̂2‖∞,

para f1, f2 ∈ C(Γ0).
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Sean:

A1(G) =

{
f̂1 : G → C tal que f̂1(γ) =

∫

Γ1

γ(−t)f1(t) dt con sop(f1) compacto

}
,

A2(G) =

{
f̂2 : G → C tal que f̂2(γ) =

∫

Γ2

γ(−t)f2(t) dt con sop(f2) compacto

}
.

Definamos, B0 : A1(G)× A2(G) → C, donde para f̂1 ∈ A1(G) y f̂2 ∈ A2(G) con f1, f2 ∈
CC(G),

B0(f̂1, f̂2) = Tk12(f1 ∗ f̃2).

Resulta que B0 es una forma bilineal acotada pues,

|B0(f̂1, f̂2)| ≤ ‖f̂1‖∞‖f̂2‖∞.

A continuación relacionaremos esta forma bilineal acotada con un funcional lineal acota-

do.

Sean

Ao(G) =

{
φ : G → C tal que φ(γ) =

∫

Γ0

γ(−t)φ∨(t) dt con sop(φ∨) compacto

}

y L : Ao(G) → C dada por

L(φ) =

∫

Γ0

φ∨(γ) C12(γ)dγ.

Sean f̂1 ∈ A1(G) y f̂2 ∈ A2(G) con f1, f2 ∈ CC(Γ) entonces

L(f̂1f̂2) =

∫

Γ0

(f̂1f̂2)
∨(γ) C12(γ)dγ.

Se puede probar que f̂2 =
̂̃
f2, de donde

L(f̂1f̂2) =

∫

Γ0

(f̂1
̂̃
f2)

∨(γ) C12(γ)dγ

=

∫

Γ0

(f̂1 ∗ f̃2)
∨(γ) C12(γ)dγ

=

∫

Γ0

(f1 ∗ f̃2)(γ) C12(γ)dγ

= TK12(f1 ∗ f̃2)

= B0(f̂1, f̂2).

Usando el teorema de Hahn-Banach (para espacios normados) podemos extender al fun-

cional lineal L a un funcional lineal acotado L̃ en C0(G).
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Por el teorema de representación de Riesz para el espacio métrico C0(G) al funcional

lineal y continuo L̃ le corresponde una única medida de Borel ν finita en G tal que

L̃(φ) =

∫

G

φdν

para toda φ ∈ C0(G).

En particular, para f̂1 ∈ A1(G) y f̂2 ∈ A2(G) con f1, f2 ∈ CC(Γ) se tiene que

TK12(f1 ∗ f̃2) = L̃(f̂1f̂2) =

∫

G

f̂1f̂2dν =

∫

G

f̂1 ∗ f̃2dν. (4.4)

Además ‖Tk12‖ = |ν|(G). Reescribiendo la igualdad (4.4) a partir de las definiciones de

Tk12 y f̂α (α = 1, 2) se obtiene

Tk12(f1 ∗ f̃2) =

∫

G

(f̂1 ∗ f̃2) dν

=

∫

G

∫

Γ

(f1 ∗ f̃2)(γ)γ(−t) dγ dν(t)

=

∫

Γ

(f1 ∗ f̃2)(γ)

∫

G

γ(−t) dν(t) dγ

=

∫

Γ

(f1 ∗ f̃2)(γ)K12(γ, 0) dγ.

Se sigue que

K12(γ, 0) =

∫

G

γ(−t)dν(t).

De donde,

K12(γ, σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dν(t).

Sean:

ν11 = µ11, ν12 = ν, ν21 = ν, ν22 = µ22.

Sean ϕ1 ∈ PG un polinomio anaĺıtico y ϕ2 ∈ PG un polinomio anti-anaĺıtico. Entonces

2∑

α,β=1

∫

G

ϕαϕβ dναβ =
∑

α,β=1,2

∑

(γ,σ)∈Γα×Γβ

λαγλβσKαβ(γ, σ).

Como K es un núcleo de Toeplitz generalizado definido positivo se tiene que
∑

α,β=1,2

∑

(γ,σ)∈Γα×Γβ

λαγλβσKαβ(γ, σ) ≥ 0.

De donde
2∑

α,β=1

∫

G

ϕαϕβ dναβ ≥ 0,

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ PG, tales que ϕ1 es polinomio anaĺıtico y ϕ2 es polinomio anti-anaĺıtico.
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Para α, β = 1, 2 sea

dναβ = wαβdt + dν s
αβ

donde ν s
αβ es singular con respecto a la medida de en G y wαβ ∈ L1(G).

La Proposición 1 de [7] garantiza

2∑
α=1

2∑

β=1

∫

G

fα(t) fβ(t) wαβ(t) dt ≥ 0

para todo f1 ∈ P1 y f2 ∈ P2.

Por la versión del teorema de F. y M. Riesz para grupos ordenados (ver [10]) existe una

función h ∈ H1(G) (es decir, h ∈ L1(G) con ĥ(γ) = 0 para todo γ < e) tal que

2∑

α,β=1

∫

G

ϕα(t)ϕβ(t)wαβ(t) dt +

∫

∆

h(t)dt ≥ 0,

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ PG.

Sea µ12 la medida de Borel finita en G dada por

µ12(∆) =

∫

∆

(wαβ(t) + h(t)) dt

para todo boreliano ∆ en G.

Entonces

µ̂12(γ − σ) = K12(γ, σ) si γ ≥ 0 y σ < 0.

Además
2∑

α,β=1

∫

G

ϕαϕβdµαβ ≥ 0

para todo ϕ1, ϕ2 ∈ PG.

Usando un resultado, para grupos ordenados, análogo a la Proposición 2.4 se sigue que

{µα,β}α,β=1,2 es positiva.

(⇐) Supongamos que existe una matriz positiva {µαβ}α,β=1,2 de medidas de Borel finitas

en G tal que, para todo (γ, σ) ∈ Γα × Γβ,

K(γ, σ) = µ̂αβ(γ − σ) =

∫

G

(γ − σ)(t)dµαβ(t).

Se sigue que K es un núcleo de Toeplitz generalizado.
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A continuación se probará que K es un núcleo definido positivo.

Consideremos un par de sucesiones de números complejos con soporte finito {λ1
γ}, {λ2

γ}
tales que sop({λ1

γ}) ⊆ Γ1 y sop({λ2
γ}) ⊆ Γ2.

Entonces

∑
γ,σ

2∑

α,β=1

λα
γ λβ

σ K(γ, σ) =
∑
γ,σ

2∑

α,β=1

λα
γ λβ

σ

∫

G

(γ − σ)(t)dµαβ(t)

=
2∑

α,β=1

∫

G

∑
γ,σ

λα
γ λβ

σ γ(t)σ(t)dµαβ(t)

=
2∑

α,β=1

∫

G

(∑
γ

λα
γ γ(t)

) (∑
σ

λβ
σ σ(t)

)
dµαβ(t) ≥ 0.

La última desigualdad se sigue del resultado análogo a la Proposición 2.4, ya que {µαβ}α,β=1,2

es una matriz positiva.

Por lo tanto K es un núcleo definido positivo.

¤
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