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Introduccién

El objetivo de este trabajo es comprender el articulo “The Weierstrass approximation
theorem and large desviations”de Henryk Gzyl y José Luis Palacios publicado en la revista
American Mathematical Monthly, 1997.

La prueba de Bernstein (1912) del teorema de aproximacién de Weierstrass es una apli-
cacion clasica de teoria de probabilidades al analisis. La herramienta principal utilizada
por Bernstein es la desigualdad de Chebyshev. Si el argumento se aplica a funciones que
satisfacen la condicién de Lipschitz, se puede probar que la velocidad de convergencia de los

polinomios de Bernstein a la funcién es al menos de orden 1/n'/?.

El resultado del articulo de Gzyl y Palacios establece que si en lugar de usar la desigualdad
de Chebyshev se usa otra herramienta probabilistica (la teorfa de grandes desviaciones)

entonces se puede probar que la velocidad de convergencia es al menos de orden vInn/+/n.

Gzyl y Palacios en su publicacién presentan un resultado probabilistico, antes de dar la
prueba del teorema que muestra dicha convergencia. Para comprender estos resultados es
necesario tener conocimientos basicos en teoria de probabilidades, asi como también nociones

de anélisis como lo son la condiciéon de Lipschitz y los polinomios de Bernstein entre otros.

En el primer capitulo se hace un breve repaso sobre algunas definiciones bésicas en la
teoria de probabilidades como lo son las variables aleatorias, el valor esperado y las desigual-
dades de Chebyshev y Markov. Ademas recordamos resultados importantes de probabilidades

que son usados para la demostracién del teorema de aproximacion.

En el segundo capitulo se introducen los polinomios de Bernstein y damos la prueba del

teorema de aproximacion de Weierstrass usando la desigualdad de Chevyshev.



INTRODUCCION 2

En el tercer capitulo se desarrolla el articulo de Gzyl y Palacios presentando sus resultados

en este trabajo.



CAPITULO 1

Algunas nociones de probabilidades

1. Espacio de Probabilidad

Cuando realizamos un experimento nos interesa saber si ciertos subconjuntos del es-
pacio muestral {2, conjunto de resultados, ocurren o no. A estos subconjuntos de interés los
llamamos eventos o sucesos.

Un evento A C 2 ocurre, al realizar un experimento, si el resultado w obtenido es tal que
w € A. Denotaremos a la familia de subconjuntos de 2 formada por los eventos, como A y

con la siguiente definicién daremos las propiedades que debe cumplir.

DEFINICION 1.1. Una familia A de subconjuntos de Q es una o-dlgebra si satisface las

siguientes propiedades:

e () € A, es decir que la realizacion del experimento produce un resultado. Al conjunto
Q) lo llamaremos evento cierto o seguro, ya que este evento siempre ocurre.
e A € Aimplica que A° € A, es decir si A es un evento entonces “A no ocurre” también

es un evento.
o0

e A, € A paran =1,2... entonces UA” € A, es decir que la unién de eventos es un

n=1
evento.

EJEMPLO 1.2. El conjunto de partes de 2, P(€2) es una o-algebra.

DEFINICION 1.3. Sea € un espacio muestral y A una familia de eventos de Q. Una medida
de probabilidad o probabilidad sobre €2, es una funciéon P definida sobre A que satisface los

siguientes axiomas:

e P es no negativa, es decir para todo evento A € A se cumple que P(A) > 0.
e P es o—aditiva es decir, si (4,),>1 C A son disjuntos dos a dos (lo que significa

A; N A; =0 para cada i # j) entonces
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e El evento cierto tiene probabilidad 1: P(2) = 1.

La terna (2, A, P) se denomina espacio de probabilidad, el valor P(A) se denomina  pro-
babilidad de A.

EJEMPLO 1.4. Si lanzamos una moneda al aire entonces podemos describir este evento
como un espacio de probabilidad: sea 2 = {cara, sello} el espacio muestral, con A = P(Q)
la o-algebra entonces:

P(cara) =1, P(sello)=0

DEFINICION 1.5. Un experimento que tiene dos posibles resultados se denomina ensayo

de Bernoulls.
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2. Variable aleatoria.

DEFINICION 1.6. Sea (2, P(Q), P) un espacio de probabilidad discreto. Una wvariable

aleatoria real es una funcién
X:0O—DR

que a cada w € § le asocia un tnico valor real X (w).

DEFINICION 1.7. Una variable aleatoria se denomina discreta, si su rango es un conjunto
discreto (finito o numerable). En este caso existe un conjunto (z,),>1 (conjunto de valores
de X) tal que

Y P(X=uz,)=1

n>1

En particular, las variables definidas sobre espacios de probabilidad discretos son discre-
tas. Sin embargo una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad no discreto

puede ser discreta.

EJEMPLO 1.8.
e Sea ¢ € R un numero fijo. Se define X (w) = ¢ para todo w € €, es decir X es

constante. Entonces para todo intervalo I C R se tiene que

Q si cel

X—1(I):[weQ:X(w)€I]={ 0 si cel°

Por lo tanto

1 si cel
P(X_l(f))ZP([wGQ:X(w)e]]): SZ. ¢
0 s1 cel”
e Si en el ejemplo anterior consideramos al espacio muestral 2 = [a,b] C R, donde

a < b, se obtienen variables aleatorias discretas definidas sobre espacios no discretos.

Variable aleatoria de Bernoulli

Identifiquemos los resultados de un ensayo de Bernoulli como éxito y fracaso; y sea

p € (0,1) la probabilidad de obtener éxito en una realizacién del experimento. Definimos la
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variable aleatoria X = 1 cuando el resultado es éxito y X = 0 cuando el resultado es fracaso.

Es decir, tenemos
Q) = { éxito, fracaso }
X:Q—-R
X ( éxito ) =1
X ( fracaso ) =0

Una variable aleatoria de este tipo se denomina wvariable aleatoria de Bernoulli.

Variable aleatoria binomial

Supongamos que se realizan n ensayos de Bernoulli independientes y con probabilidad
de éxito p. La variable aleatoria Y definida como el nimero de éxitos en los n ensayos,
se denomina wvariable aleatoria binomial con parametros n y p. Esto también se expresa

mediante la notaciéon Y ~ B(n,p). Es decir sea

2 = { cero éxito, un éxito,...,n éxitos}

Y:Q—-R
Y ( cero éxito ) = 0
Y(unéxito) = 1
Y(néxitos) = n.

Probabilidad de una variable aleatoria.

DEFINICION 1.9. Dada una variable aleatoria discreta X cuyo conjunto de valores es un
conjunto {z, },>1, la funcién
P: (z4)n>1 — [0,1]
z, — P(n) =p, = P(X = z,)

se denomina funcion de probabilidad de la variable aleatoria X.
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OBSERVACION 1.10. Esta funcién satisface la condiciéon

an:ZP(X:xn)zl.

n>1 n>1

Probabilidad de una variable aleatoria de Bernoulli.

Si X es una variable aleatoria Bernoulli con probabilidad de éxito p tenemos que su
funcién de probabilidad es
P:{0,1} — [0,1]
l—=p
O—1-p

Es decir,
P(1)=py=P{X=1}=p
P(0)=py=P{X=0}=1-p

Probabilidad de una variable aleatoria binomial.

Si Y es una variable aleatoria binomial con pardmetros n y p, es decir Y ~ B(n,p)

tenemos que su funcién de distribucion es
- - - ny g n—i
b(i,m,p) = P(3) = pr = P(Y = i) = ()p (1-p)

para i =0,...,n.

Observemos que la funcién dada por (p;)"; es una funcién de probabilidad ya que

dopi=) pl-p i =p+l-p =1
=0 =1
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3. Esperanza y varianza

Esperanza de una variable aleatoria.

DEFINICION 1.11. Sea X una variable aleatoria discreta tal que su conjunto de valores
es (z,)n>1 v su funcién de probabilidad (p,),>1, donde p, = P(X = x,). La esperanza

matemdtica, valor esperado o media de X es el nimero denotado por E[X] y definido como

E[X] = /Q X(w)dP(w) =Y a,P(X =2,) = Y Zupn

siempre y cuando la serie anterior sea convergente. En este caso se dice que existe la esperanza

matemaética de X.

DEFINICION 1.12. Sea X una variable aleatoria discreta (como en la definicién anterior).
Sea h : R — R una funcién entonces la composicién ho X también es una variable aleatoria

discreta y su conjunto de valores es {h(x,)}n>1. Ademads la esperanza de ho X se denota por
E(h(X))y

E(h(X)) = / h(X (w))dP(w)

= ) h(z,)P{X =x,}

= Z () pn.

TEOREMA 1.13. 5i X1, X, ..., X,, son variables aleatorias con esperanzas finitas, entonces

la esperanza de su suma existe y es igual a la suma de sus esperanzas:

E(Xi+ ..+ X,) = B(X1) + ... + B(X,,)

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrarlo para dos variables X y Y. Utilizando la de-
finicién de esperanza y la linealidad de la integral podemos escribir:

E(X) + B(Y) = /Q X (w)dP(w) + /Q Y (w)dP(w) = /Q (X(w) + V()dP(w) = B(X +Y).

lo cual completa la demostracion. 0
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TEOREMA 1.14. Si X, Y son wvariables aleatorias independientes, con esperanza finita,

entonces su producto es una variable aleatoria con esperanza finita, y

E(XY) = E(X)E(Y).

DEMOSTRACION. Para calcular E(XY') debemos multiplicar cada valor posible z;yx por

su probabilidad f(x;)g(yx) correspondiente. Por consiguiente

ijykf fEJ (k) (Z Zl?]f x; ) (Zykg(yk))

donde el rearreglo se justiﬁca, dado que la serie es absolutamente convergente. 0

OBSERVACION 1.15. La misma regla de multiplicacién es valida, por induccién, para

cualquier niimero de variables aleatorias independientes.

EJEMPLO 1.16. A continuacién estudiaremos la esperanza de la variable aleatoria bino-
mial. Sea S,, el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli que tienen probabilidad p de

éxito. Sabemos que S, tiene la distribucién binomial, S,, ~ B(n,p) de donde tenemos que

n

E(S,) =Y _ib(i,n,p) = npib(i —1,n—1,p).

i=0 1=0
La ultima suma incluye todos los términos de la distribucién binomial para n — 1 ensayos vy,

por lo tanto, es igual a 1. En consecuencia la esperanza de la distribucién binomial es:

E(S,) =np
Varianza de una variable aleatoria

DEFINICION 1.17. Si X es una variable aleatoria con media E[X] = u, entonces la

varianza de X, denotada Var[X], se define como

Var[X] = B[X?] - (E[X])* = E[X"] — p".
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La varianza de X es una medida del dispersion de los valores de X alrededor de la media.

EJjemMpPLO 1.18. Calcularemos la varianza para una variable aleatoria binomial.

Sea X ~ B(n,p), sabemos que F[X]| = np entonces

E[X?]

Por lo tanto

geme-n- e

Zk;l ‘p (1-p)" kZZ(k k—l—k})ﬁpk(l_p)n—k

k=0

Zk —1k' k)'p "(1—-p)"*+ EIX]

n

> = 2;(!” — k)!pk(l —p)" "+ E[X]

n

p*n(n —1) Z T —(TZL)'_(E)L k),pk_2(1 —p)" "+ E[X]
P ! !

n

Var[X] = E[X?] - (E[X])* = np(1 + (n — 1)p) — (np)® = np(1 — p)
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4. Desigualdades de Markov y de Chebyshev

Desigualdad de Markov

PROPOSICION 1.19. Si X es una variable aleatoria con valores no negativos, entonces

para a > 0
E(X)

P(X >a) <
a

DEMOSTRACION. Sea A ={j:z; <a}y P(X = x;) = p; entonces:

P(X >a)= ij
jeA
E(X) = ijpj + Z T;p; > ijpj > Zapj =aP(X > a)
jeA jeAe jeA jeA
E(X
P(X >a) < EX)
a

Desigualdad de Chebyshev:

PROPOSICION 1.20. Si X es una variable aleatoria con media finita pu y varianza o?,

entonces para cualquier k > 0
o> E[(X — u)?]
PHX_/”ZI{?]S?:T

(con E[X] < o0).

DEMOSTRACION. Como Y? = (X — p)? > 0 es una variable aleatoria y definiendo
a = k? > 0 se puede usar la desigualdad de Markov. Obteniendo:
E(X —p)?] _ o

P(Y 2 a) = P(X —pl 2 ) = P((X —p)? 2 1) < == = 2

OBSERVACION 1.21. Estas desigualdades dan cotas de la probabilidad sélo cuando la

esperanza o la varianza son finitas.
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5. Convergencia en probabilidad y ley débil de los grandes niimeros

DEFINICION 1.22. Sea {X,},>1 una sucesién de variables aleatorias en (Q, A, P) y X
una variable aleatoria en (2, A, P). Decimos que {X,, },>1 converge a X en probabilidad si
dado a > 0

JLIEOPHXR — X|>a}=0.

Es decir, dados «a, e > 0 existe N tal que

P{|X,—X|>a} <esin>N.

TEOREMA 1.23 (Ley débil de los grandes nimeros).
Sea {Xp}n>1 una sucesion de wvariables aleatorias independientes, idénticamente
distribuidas cada uno con esperanza E(X;) = p y varianza o* (ambas finitas). Entonces

para cada € > 0

Xi+...+X,
P{‘L—u'ze}ﬁo cuando n — 00.
n

TEOREMA 1.24 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue).
Sea X, : 0 - R,n € N, una sucesion de variables aleatorias que converge puntualmente

a una variable aleatoria X . Supongamos que eziste una variable aleatoria Y tal que E(Y) es

finita y
Vn, Vw, | X (w)] <Y (w).

(Y domina a las X,,). Entonces, cada X,, es integrable, X es integrable y se cumple que
lim [ X,dP(w)= / lim X, dP(w) = / XdP(w).
Mas ain, se tiene que

n—oo

lim [ |X — X,|dP(w) = 0.
Q
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TEOREMA 1.25 (Teorema de la convergencia dominada en probabilidad).
Sea X, : 0 - R,n € N, una sucesion de variables aleatorias que converge en probabilidad
a una variable aleatoria X . Supongamos que eziste una variable aleatoria Y tal que E(Y) es
finita y
Vn, Vw, | X (w)] < Y(w).

(Y domina a las X,,). Entonces, cada X,, es integrable, X es integrable y se cumple que

lim [ X,dP(w) :/ lim X, dP(w) :/XdP(w).
Q Q

n—oo Q n—oo

Mas ain, se tiene que

n—oo

lim [ |X — X,|dP(w) = 0.
Q



CAPITULO 2

Polinomios de Bernstein y teorema de aproximacion de

Welierstrass

Polinomio de Bernstein

DEFINICION 2.1. Sea f : [0,1] — R una funcién continua. El polinomio n-ésimo de

Bernstein P, de la funcién f se define como:

P(r) = Zf (5) (7))t —ar,

n n!
dond SR —
onee <k) Kl(n — k)

A continuacién veremos una demostracién probabilistica del teorema de Weierstrass

referente a la aproximacion de funciones continuas por polinomios.

TEOREMA 2.2. Sea f una funcion continua en [0,1] y sea P, el n-ésimo polinomio de

Bernstein de f entonces P, converge a f uniformemente en [0, 1].

DEMOSTRACION. Sea x fijo veamos que P,(z) converge a f(x) puntualmente. Sea (X,,)

una sucesion de variables aleatorias independientes Bernoulli

¥ 1 con probabilidad x
" 10 con probabilidad 1 — x.

Sea S, = Z X, sabemos que

i=1

14
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Como los X; son independientes, equidistribuidos y de cuadrado integrable, por la ley débil

de los grandes nimeros — converge a  en probabilidad lo que implica que f (Sn—") converge

n
a f(z) en probabilidad, de donde E (f (%)) converge a E(f(z)) = f(z) es decir:

- k

E f (—) (Z) xk(l — x)"_k converge a f(z) puntualmente.
n

k=1

Veamos ahora la convergencia uniforme:

Para 6 > 0, usando el binomio de Newton aplicado a (z + (1 — z))" = 1 obtenemos

Pu)— ) = |34 (g) (Z) =2 )3 (Z) (1 2t

k=0

) ()
S (8) el ()

-
- L)oo
i (43 -0
*fysa (7 G) =]

Como f es continua en el compacto [0, 1] entonces f es uniformemente continua por lo

—k

ifng

tanto dado € > 0 podemos tomar 0 tal que :

|z —y| < 6 implica |f(z) — f(y)] < = para todo x,y € [0, 1].

2
Asi
Pae) - f(2)] < /( o (‘ / (%) @) ) ap+ S
< 2lfllr (| )+

Como E(S,) =nxy
Var(S,) = o*(S,) =n(l — 2)x
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por la desigualdad de Chebyshev:

Sn 2
P(‘%—x >5> < M

11

16

Pero —— converge a 0 cuando n — oc. Por lo tanto P,(x) converge a f(r) uniformemente.

4nd

O



CAP{TULO 3

Teorema de aproximaciéon de Weierstrass y grandes desviaciones

1. Métodos probabilisticos

Comenzamos recordando un resultado basico de andlisis matematico.

TEOREMA 3.1. 8¢ D C R y D es un compacto, si f : D — R es una funcion continua.

Sean
M =sup{f(z) :x € D}, m=if{f(z):2z¢€ D}.
Entonces existen p,q € D tales que f(p) = M, f(q) = m.

OBSERVACION 3.2. Un resultado andlogo es cierto para un compacto D C R".

OBSERVACION 3.3. Claramente un intervalo de la forma [a, b], con a,b € R es un sub-
conjunto compacto de R. Utilizando este hecho y el teorema anterior se puede afirmar que
toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza su valor méaximo y su valor

minimo en ese intervalo.

Todo el material usado referente a grandes desviaciones puede hallarse en [1].

TEOREMA 3.4. Sea B(n,x) una variable aleatoria binomial con n eventos independientes

y probabilidad de éxito x con x € |0, 1] para cada uno de ellos y sea a > 0 arbitrario entonces

(3.1) P(|B(n,z) — na| > a) < 2exp (_i‘f)

Idea de la prueba: Sea X1, --- , X, variables aleatorias independientes idénticamente dis-

tribuidas con:
PX;=1—-2x) =z,

17
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y sea X = X + ...+ X,,. Veamos que X tiene distribucién B(n,z) — nz.

)1 ost Xj(w)=1-2
Yilw) = { 0 si Xi(w)=-—uz

Es claro que los Y; tienen distribucién de Bernoulli donde:

Sea

PY,=1)=PX;=1—2)==x
PY,=0)=PX,=—2)=1—=.
SeaY =Y; 4+ ...+ Y, luego

P(Y =k)=P (éy - k) - (Z) [P(Y; = D]F[P(Y; = 0)]"* = (Z) 2 (1 — )" ",

Sea w tal que Y(w) =n con n = h + k donde k es el nimero de veces que Y;(w) =1y h es
el nimero de veces que Y; = 0, por lo tanto hay k veces en que X;(w) =1 — x y h veces en
que X;(w) = —x luego:

n htk
X(w) = ZXi(W) = ZXi(W)
. = llf_(i — )+ h(—2x)
= k—xz(h+k)
= k—naz.
Como estamos considerando el caso en que Y (w) = k entonces
X(w)=Y(w) —nzx

Por lo tanto X ~ B(n,x) — nx.

Quiero probar que

—2a?
P(|B(n,z) —nz| >a) < 2exp
n

P(X|>a) < 2exp(_ia2).
Sabemos que:
| X (w)| > a implica X(w) >a 6 — X(w) >a
{weQ: | X(w)|>a}C{we: X(w)>alU{we: —X(w)>a}
PloeQ: | X(w)|>a} <Plwe: X(w)>a}+P{lweQ: —X(w) >a}
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como X es simétrico
PlweQ: X(w)>a}=P{lweQ: —X(w) >a}

PlweQ:|X(w)] >a} <2P{we: X(w) >a}

Es decir nuestro problema se reduce a demostrar que

—2a?
P(X >a) <exp < >
n
Lo cual demostraremos utilizando los siguientes tres lemas.

LEMA 3.5. Sean o, € R con |a| < 1, tenemos

(3.2) cosh(f) + asinh(5) < exp (aﬁ + %2)

DEMOSTRACION. Recordemos que

exp(f) + exp(=F)
2

cosh(B) =

. _ exp(B) — exp(—0)
sinh(f) = 5

Cuando a = 1 tenemos,

exp(f) + exp(~0) | exp(f) — exp(-0)
2 2
— exp(B) < exp (ﬁ ; %) .

cosh(f) + asinh(f8) =

Si o = —1 entonces:

exp(f) + exp(=f)  exp(S3) — exp(—p)
2 2
— exp(—6) < exp (—6 n %) |

cosh(f) + asinh(f) =

En lo que sigue consideramos dos situaciones: primero lo que ocurre fuera del compacto
[—100, 100] y luego lo que ocurre dentro de este conjunto.
Si || > 100 entonces

3>1006 8 < —100.

Si B > 100 entonces

5 5
aﬂ+?<ﬁ+?
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para |a| < 1 luego:

cosh(B) + asinh(3) = exp(f) + exp(—0) n aexp(f) — aexp(—pf)

2 2

exp(B)(1 + a) + exp(=F)(1 — )
5 :

Por otro lado tenemos:

—l<a<limplical0<1l4+a<?2.

Ademas,

—l<a<1limplica2>1—a>0.
De donde

exp(B)(1+a) +exp(=f)1—a) _ ,exp(B) + exp(-f)
2 2

— exp(6) + exp(—H)
Como exp(—f) < exp(8) con [ > 100 entonces

exp(f) + exp(—3) < 2exp(p)

ademas
2 2
b < % implica exp(f) < exp (%)
2 < implica 2 < exp(f).
De donde
62
2exp(f) < exp (7) exp(5).
Finalmente

cosh(f3) + asinh(f) < exp (aﬂ + %2) :

Si f < —100 entonces
3B
af + 5 < 5 16}
para |a| < 1 luego:

exp(B)(1 + a) + exp(—0)(1 — ) _ 2exp(ﬁ) + exp(—0)
2 2

= exp(f) + exp(—f).

Como
exp(—f) > exp(f) con f < —100

20



1. METODOS PROBABILISTICOS 21

entonces

exp(f) + exp(—0) < 2exp(—f)
ademés

2 2
-pB< % implica exp(—/f) < exp (%)
2 < —f implica 2 < exp(—/0).
De donde
52
2exp(—f) < exp (7) exp(—03).
Finalmente

2
A continuacién trabajaremos con 3 € [—100, 100]. Supongamos que (3.2) no se satisface

cosh(f3) + asinh(f) < exp (aﬁ + ﬁ—Q) :

entonces

cosh(f3) + asinh(5) > exp <ozﬁ + %2>

la funcion

f(e, B) = cosh(f) + arsinh () — exp (aﬁ + %2>

donde f(a, #) > 0. Como f es continua en el compacto [—1, 1] x [-100, 100] entonces f alcanza
un minimo y un maximo en ese conjunto. Analicemos los puntos criticos de f tomando

derivadas parciales iguales a cero:

0 2

w = sinh(3) — Bexp (oeﬁ + %)
de donde )

sinh(g) = fexp (w ' %) |
%‘Eﬁ) = sinh(8) + acosh f — (a + ) exp <aﬁ + %2)
sustituyendo el valor de sinh(/3) encontrado tenemos:
2 2
Bexp <o¢6+ %) +acoshff = (a+f)exp (aﬁ+ %)

5 5
acosh g = (a+ Mexp (ap+ ) = sexp (s + )

52
acoshf3 = «aexp (aﬁ + 7)

62

coshf = exp (aﬁ + 7) .
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Luego

2
sinh 3 fexp <O‘ﬁ + %)
cosh (3 exp (aﬁ+%2>

tanh 0 =

Lo que implica que = 0 de donde f alcanza el maximo y el minimo cuando g = 0. Pero
f(a,0) =0y esto contradice f(a, 3) > 0. La contradiccion viene de suponer que (3.2) no se

satisface. 0
LEMA 3.6. Para todo 0 € [0,1] y para todo X
)\2
Gexp(A(1—0))+ (1 —0) exp(—A0) < exp <§)

DEMOSTRACION. Sea 6 € [0, 1] entonces |26 — 1| < 1.

Aplicando el Lema laa=20—-1y = % obtenemos

cosh (%) +(20 —1)sinh @) < exp (%Q + (20 — 1)%)

De esto se siguen las siguientes desigualdades:

exp (3) +exp () exp (3) —exp ()
5 (20— 1) 5

exp (3) (1+20—1)+exp(F)(1—-20+1) <

5 <

0 exp (g) +(1—6)exp (%A)

IA
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A _ =2
fexp (3) + (1 9)}\exp(2) < exp
exp(@)\—g)
A A - A
A 2 — AR 2) <
Qexp(2 9/\+2)—|—(1 9)exp(2 9/\—1—2> < exp

w| >, oo > |3 oo > |3 o] %

N N N N N S

fexp(A(1—0))+ (1 —0)exp(—A0) <

@
»
T

I
0]
]
ko]
S~ N 7 N 7N 7 N 7N N

LEMA 3.7. Sea X; tal que:
PX;=1—-2x) =z,

P(X;=—-2)=1-—uz,
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para A > 0 se tiene que
/\2
Elexp(AX;)] = zexp(A(1 —2))) + (1 — x) exp(—Az) < exp (g)
donde E|.] es el valor esperado.

DEMOSTRACION. Por definicién tenemos:

Elg(X)]= Y g@)P(X=x)=) glz.)P(X =z,)

zeR(X)

Elexp(\X)] = iexp()\xn)P(X = 2,)
Como -
P(Xi=1-2)=uz,
P(Xi=-a)=1—2z
entonces
Elexp(AX:)] = exp(—\z)P(X; = —z) + exp(A(1 — 2))P(X; = 1 — z)
= (1—2)exp(—Az) + zexp(A(l — z)).

Por el Lema 2 y dado que z € [0,1] y A > 0 tenemos que

Elexp(AX;)] = (1 — x) exp(—Az) + zexp(A(1 — x)) < exp (%)

Ya podemos probar el Teorema 3.4.

DEMOSTRACION. Sabemos que

Elexp(AX)] = Elexp(\M(X + Xo... + X)) = E <H eXp()\Xi)> = [[ E(exp(1 X))

i=1 i=1
Hemos podido intercambiar el producto con la esperanza debido a que los X; son indepen-
dientes. Como ademas estan idénticamente distribuidos obtenemos:

Elexp(A\X)] = E(exp(AX}))" < (exp (%2» e (A%n)

Ahora aplicando la desigualdad de Markov,

B EMX] A2
P(X > a) = P(exp(AX) > exp(Aa)) < xp(a) < exp (? - )\a)
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4a
Finalmente tomando A = — obtenemos:
n

16a2n 2
=5 4
P(X>a)§exp< n? —i>

8 n

luego

—92a2
P(X>a)§exp< a)
n

24
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2. Velocidad de convergencia para funciones de Lipschitz

Condicion de Lipschitz

DEFINICION 3.8. Una funcién real f en [0, 1] satisface una condicidn de Lipschitz si existe

una constante positiva C tal que

|f(z) = fW)| <Clz —y|  Va,y€]0,1]

TEOREMA 3.9. Para una funcion [ que satisface la condicion de Lipschitz, tenemos una
sucesion de polinomios P, donde el grado de P, es n y una constante k la cual depende de

f, entonces
In(n
1B, fllo < kg2

donde ||.||e €s la norma del supremo.

Nota: Como la funcion f es Lipchitz, entonces es uniformemente continua y acotada

por una constante M tal que || f]loc < M.

DEMOSTRACION. Definamos el polinomio de Bernstein como:

Pn — i — )t -
0= (7)o ()
Luego separando la sumatoria

) -1l = [ (1) ey (1) - s

1=0

+ Y (?)ﬂu—x)n—if(%

i:|i—nz|>a

Aplicando la desigualdad triangular obtenemos:

> (?)xi(l —z)" ' f (%) —f@)] < > (?)xi(l _ gy

i:li—nz|<a i:|i—nz|<a
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Luego

> (Dea-ar () -rw) s X (Z)x%l—xw—i(\f(g)]ﬂf(xﬂ).

i:|i—nz|>a i:ji—nz|>a

Sabemos que f es Lipschitz es decir

|f(z) = f(y)] < Clz -y

y como o
tenemos: > (T;) w1 —2) | f (%) — f(x)| < %

Ademés como || fl]oc SJ; xly<a
P(|B(n.a) ~nal >a)= ) (Dx(l o
entonces: Himnle
S (F)a-ar (e (3)]+ ve) < 20P080,5) < el > o
Luego: o
|P(z) = f(2)] < % +2MP(|B(n,z) — nz| > a)

Finalmente por el teorema [3.4:

P(x) — f(z)] < % +9M exp <_ia2> .

Ahora optimicemos el pardmetro a en términos de n.

Consideremos la funcién:

— ) P
F(:U):ic+2MeXp< x)’
n n
entonces:
—C  8M — 272
Fl(z)=—+ xexp( w)
n n n

Sea z tal que F'(z) = 0 despejando la ecuacién exponencial obtenemos:

—22? C
e N Vi
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No podemos dar una solucion exacta para esta ecuacion exponencial. Sin embargo ella con-

duce a la solucién asintotica

vnlnn
T = )
2
vnl
Tomando a = n2nn se obtiene
aC' —2a?
P = ) < %+ 2nre (20
2
nlnn nlnn
(—V ) C -2 (o)

< + 2M exp

n n
< Cvnlnn —|—2Mi

2n NZD

C nn 2M
< ,/ =
< C 2M Inn
- 2 \/ n
C 2M
Con K = — + y para n > 3 O

2 Inn
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