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Universidad de Medelĺın, por su ayuda y colaboración con el LATEX.
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Caṕıtulo 2. Funciones y medidas a valores operadores 21

2.1. Polinomios trigonométricos a valores vectores en un espacio de Hilbert y

transformada de Hilbert 21

2.2. Funciones a valores vectores en un espacio de Hilbert 21

2.3. Funciones a valores operadores 23

2.4. Medidas a valores operadores 24
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Resumen

Para una medida finita de Borel a valores operadores en un intervalo finito se da una

condición necesaria y suficiente para que el pasado y el futuro adelantado tiendan a ser

ortogonales. Esto lleva a una versión a valores operadores del teorema de Helson y Sarason.

Además se obtienen criterios espectrales para la velocidad con la que ocurre la mezcla fuerte

en algunos procesos estacionarios a valores en un espacio de Hilbert.

Para una medida a valores operadores, en sentido débil, absolutamente continua se da

una condición necesaria y suficiente para que tenga una densidad en sentido fuerte. Este

resultado es una extensión a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym y se usa

para obtener una versión a valores operadores del teorema de F. y M. Riesz. También se dan

contraejemplos relacionados.
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Introducción

En matemáticas, la mezcla es un concepto abstracto procedente de la f́ısica al intentar

describir el proceso termodinámico irreversible de la mezcla en el mundo cotidiano: la mezcla

de pintura, al mezclar bebidas, etcétera.

Este concepto aparece en la teoŕıa ergódica, el estudio de los procesos estocásticos y me-

didas de conservación. Existen varias definiciones diferentes para mezcla, la que se considera

en este trabajo es conocida como mezcla fuerte (strong mixing).

Para procesos gaussianos, ortogonalidad está estrechamente relacionada con indepen-

dencia. Esto permite expresar en ese caso los procesos estocásticos con mezcla fuerte como

aquellos procesos para los cuales el ángulo entre el pasado y el futuro adelantado tienden a

ser ortogonales. Es decir, el coseno del ángulo entre el pasado y el futuro adelantado tiende

a cero.

En este trabajo se abordan aspectos de la teoŕıa de predicción de procesos estocásticos,

de teoŕıa de la medida y de variable compleja desde la óptica de la teoŕıa de operadores. Se

toman como punto de partida los trabajos publicados por Kolmogorov(1957) y Szegö(1960),

cuyos oŕıgenes están asociados a las desigualdades con pesos potencias que aparecen en los

trabajos de Hardy y Littlewood.

En el caso de medidas a valores escalares, son de particular importancia los aportes de

Helson, Szegö y Sarason. Helson y Szegö [30] dieron una condición necesaria y suficiente

para que el pasado y el futuro estén en ángulo estrictamente positivo. Posteriormente Helson

y Sarason [29] dieron una condición necesaria y suficiente para que el pasado y el futuro ade-

lantado tiendan a ser ortogonales. Algunos resultados acerca de la velocidad de convergencia

del coseno del ángulo entre el pasado y el futuro adelantado fueron dados en [3, 33, 34].

Estos problemas de teoŕıa de predicción están muy relacionados con el resultado de

variable compleja conocido como el teorema de F. y M. Riesz y con el clásico resultado de

teoŕıa de la medida conocido como el teorema de Radon-Nikodym.
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INTRODUCCIÓN 3

En este trabajo se consideran operadores en espacios de Hilbert. Se dan versiones a

valores operadores del teorema de Helson y Sarason. Además, para el caso de medidas a

valores operadores se estudia la velocidad de convergencia del coseno del ángulo entre el

pasado y el futuro adelantado. También se dan versiones a valores operadores del teorema

de F. y M. Riesz y del teorema de Radon-Nikodym.

El trabajo se ha estructurado en cinco caṕıtulos y está organizado de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1, para el caso de funciones y medidas a valores escalares se hace una

breve presentación de tres problemas clásicos de la teoŕıa de predicción y su influencia en

investigaciones posteriores. Estas investigaciones están asociadas a las desigualdades con

pesos. Aśı mismo se estudian el llamado pasado y el futuro adelantado y el ángulo entre

estos dos subespacios, tomando como eje central el trabajo publicado por Helson y Sarason

[29]. Estos problemas se pueden plantear en el caso multivariado, en ese caso ya se han

publicado algunos resultados (ver [16, 6]).

En el Caṕıtulo 2, se introducen nociones preliminares, básicas para la comprensión de

los caṕıtulos posteriores relacionadas con funciones y medidas a valores operadores en un

espacio de Hilbert.

Los resultados y aportes más relevantes en este trabajo están en los tres últimos caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 3, apoyados en los art́ıculos [6] y [16], se proporciona una extensión a

valores operadores del teorema de Helson-Sarason (ver Teorema 3.16). Resultados parciales

de este caṕıtulo fueron obtenidos en [51].

En el Caṕıtulo 4 se obtienen criterios espectrales para la velocidad con la que ocurre la

mezcla fuerte (strong mixing) en algunos procesos estacionarios a valores en un espacio de

Hilbert. Más precisamente, sea αn(µ) el ángulo entre el pasado y el futuro adelantado para

el instante n, damos condiciones necesarias y suficientes para que cosαn(µ) sea O(rn), donde
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rn → 0 para n → ∞, ver Teoremas 4.2 y 4.3. Estos resultados extienden para medidas a

valores operadores los resultados obtenidos en [15] para el caso matricial.

En el Caṕıtulo 5 se da una versión a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym

(ver Teorema 5.4), más precisamente para una medida a valores operadores, en sentido

débil, absolutamente continua se da una condición necesaria y suficiente para que tenga

una densidad en sentido fuerte. Con esto se obtiene una versión a valores operadores del

teorema de F. y M. Riesz (ver Teorema 5.5). También se dan contraejemplos relacionados.

Los resultados del Caṕıtulo 5 aparecieron en la publicación [7].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunos aspectos de los oŕıgenes de la teoŕıa de predicción

y se hace referencia a algunos trabajos que han hecho contribuciones en esta rama de la

matemática. Es bueno recordar que la teoŕıa de predicción en términos sencillos se refiere a

la teoŕıa de aproximación a través de polinomios trigonométricos en la métrica del espacio

considerado.

Consideremos T ≈ [0, 2π) el ćırculo unitario (o toro unidimensional), B la σ-álgebra

de Borel en [0, 2π) y sea m la medida de Lebesgue normalizada sobre [0, 2π). Por dm(x)

denotamos el diferencial de la medida de Lebesgue normalizada, a veces se usará simplemente

dx. Con Lp el espacio usual de Lebesgue y con Hp el espacio usual de Hardy, para 1 ≤ p <∞.

Para n ∈ Z, en : [0, 2π] → C es la función dada por

en(x) = einx.

La función con dominio [0, 2π] y que es idénticamente igual a 1, la denotaremos por e0.

Si µ es una medida finita no negativa definida sobre B y 1 < p < ∞, con Lp(µ) se

denotará el clásico espacio de Banach que se obtiene a partir de las funciones a valores

complejos medibles respecto de µ tales que la p-ésima potencia de su módulo es integrable

respecto de µ. En este caso

∥f∥pµ =

∫
|f |pdµ <∞.

Es bien sabido que L2(µ) es un espacio de Hilbert y el producto interno de f y g en L2(µ)

viene dado por

⟨f, g⟩µ =

∫
fg dµ.

Si w es una función integrable no negativa sobre [0, 2π] y 1 < p < ∞, con Lp(w) se

denotará el espacio Lp(µ) para la medida µ cuyo peso es w. Cuando el peso w es de la forma

w(x) = |x|α para algún α ∈ R el espacio correspondiente Lp(w) se denotará con Lp(|x|α).

Además sabemos que los polinomios trigonométricos forman un subconjunto lineal denso

de L2(µ).
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1.1. PROBLEMAS DE PREDICCIÓN CLÁSICOS 6

1.1. Problemas de predicción clásicos

1.1.1. Desarrollo histórico de la teoŕıa de predicción.

La solución de varios problemas de teoŕıa de predicción tuvo su origen en la solución de

problemas inicialmente introducidos para series de Fourier. El teorema de Helson-Szegö [30],

que se origina en las desigualdades de Riesz para transformada de Hilbert, jugó un papel

importante en el desarrollo de estos temas [17].

Las desigualdades con pesos potencias para algunos operadores clásicos aparecen en la

literatura matemática desde hace muchos años. Ya en los años 20 y 30 del siglo pasado,

hay trabajos de Hardy y Littlewood en los que demuestran la acotación en Lp(|x|α) de los

operadores que llevan su nombre y más tarde hicieron lo mismo con la función conjugada,

la cual está estrechamente relacionada con la transformada de Hilbert.

En 1957, Stein y Weiss cf. [19], extendieron a dimensión finita resultados unidimensio-

nales de Hardy para la integral fraccionaria y Stein también probó resultados de acotación

para las integrales singulares. Para 1960 Helson y Szegö [30], obtienen el primer resultado

de tipo general, el cual se enuncia a continuación.

Teorema 1.1. La transformada de Hilbert H está acotada en L2(µ) si y sólo si µ es

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, dµ = w(x) dx, y la densidad

w es de la forma logw = u+Hv con u, v ∈ L∞ y ∥v∥∞ < π/2.

A inicios de los años 70, Muckenhoupt [42] logra caracterizar los pesos para la función

máximal de Hardy-Littlewood en el siguiente resultado.

El operador maximal de Hardy-Littlewood está dado por

Mf(x) = sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f |

donde x ∈ Rn y f ∈ L1
loc(Rn), es decir, f es localmente integrable.

Teorema 1.2. El operador maximal de Hardy-Littlewood está acotado en Lp(µ), p > 1,

si y sólo si µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y existe c > 0

tal que para todo cubo Q de Rn, la densidad w satisface(
1

Q

∫
Q

w

)(
1

Q

∫
Q

w1−p′
)p−1

≤ c.

La última desigualdad es conocida como la condición Ap.
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La siguiente definición está motivada por la propiedad de acotación de algunos operadores

en Lp(µ).

Definición 1.3. Sean (X,M, µ), (Y,N, ν) dos espacios de medida. Sea T un operador

que transforma funciones µ-medibles en funciones ν-medibles, sean 1 < p <∞ y 1 < q <∞.

(a) Se dice que T es de tipo fuerte (p, q) con constante c ≥ 0 si(∫
Y

|Tf |qdν
)1/q

≤ c

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

para toda función medible f . Es decir, T : Lp(µ) → Lq(ν) es acotado y ∥T∥ ≤ c.

(b) Se dice que T es de tipo débil (p, q) con constante c ≥ 0 si

(ν{y ∈ Y : |Tf(y)| > λ})1/q ≤ c

λ

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

para toda función medible f y para todo λ > 0.

En 1972, Muckenhoupt [42] demostró que la condición necesaria y suficiente para que el

operador maximal de Hardy-Littlewood sea de tipo débil (p, p) en Lp(µ), es que µ satisfaga

la misma condición Ap para p > 1. Y la condición necesaria y suficiente para que sea de tipo

débil (1, 1) en L1(µ), es que µ satisfaga

Mw(x) ≤ cw(x),

en casi todas partes. Esta desigualdad es la llamada condición A1.

A diferencia del teorema de Helson-Szegö, los métodos eran puramente de variable real

y adecuados para dar algunas extensiones (ver [19]). Poco tiempo después, en 1973, Hunt,

Muckenhoupt y Wheeden [32] probaron una versión de este resultado para la transformada

de Hilbert.

Teorema 1.4. La transformada de Hilbert está acotada en Lp(w) si y sólo si w satisface

la condición Ap. Además, es de tipo (1, 1) débil con respecto a w si y sólo si w satisface la

condición A1.

En el caso p = 2, el resultado anterior, implica que la condición A2 en una dimensión y

la condición de Helson-Szegö son equivalentes [19].
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1.1.2. La teoŕıa de predicción y los procesos estocásticos.

Definición 1.5. Un polinomio trigonométrico a valores complejos es una función

φ : [0, 2π) → C tal que

φ(x) =
∑
n∈Z

ξn en(x),

donde {ξn}n∈Z ⊂ C tiene soporte finito. En este caso φ̂(n) = ξn.

Si φ̂(n) = 0 para todo n < 0, es decir si la suma anterior se puede tomar con n ≥ 0, se

dice que el polinomio trigonométrico es anaĺıtico.

Si φ̂(n) = 0 para todo n ≥ 0, es decir si la suma anterior se puede tomar con n < 0, se

dice que el polinomio trigonométrico es anti-anaĺıtico.

Sea P el espacio de todos los polinomios trigonométricos a valores complejos. Es conocido

que P es una subálgebra del espacio de todas las funciones continuas de [0, 2π) en C.

Algunos problemas de predicción de procesos estocásticos estacionarios son equivalentes

a hallar la distancia de la función constantemente 1 al subespacio.

Sea µ una medida finita no negativa en [0, 2π) (1 < p < ∞) y S un subconjunto de los

enteros Z. Consideremos Mp
µ(S) la variedad lineal cerrada, obtenida al tomar la clausura en

Lp(µ) de los polinomios trigonométricos de la forma:

φ(x) =
∑
k∈S

akek(x)

Sea w una función no negativa integrable en [0, 2π) denotaremos por Mp
w(S) la variedad

lineal cerrada Mp
µ(S) donde µ es la medida cuyo peso es w.

Escribimos

σp(w,S) = ı́nf
f∈Mp

w(S)
∥e0 − f∥

para la distancia de e0 a Mp
w(S).

Por ejemplo, Mp
w(S0) está conformado por polinomios trigonométricos

φ(x) = a1e
ix + a2e

i2x + a3e
i3x + ...ane

inx

y sus ĺımites en Lp(w), cuando el conjunto de ı́ndices S0 es la mitad de la recta, esto es

S0 = {...,−3,−2,−1}.
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En este caso, para p > 1, el bien conocido teorema de Szegö de 1918 (por ejemplo, ver

[21, Sec. 3.8]) asegura que para cualquier función peso w no negativa integrable en [0, 2π)

σp(w,S0) = exp

{
1

p

∫ 2π

0

logw dm

}
(1.1)

si logw ∈ L1, en otro caso σp(w,S0) = 0.

1.1.3. Breve reseña de algunos problemas en la teoŕıa de predicción.

En el año de 1960 Helson y Szegö [30] establecieron un tipo de noción fuerte de indepen-

dencia diferente de las dos consideradas previamente, una se deb́ıa a Kolmogorov, Szegö y

Wiener y la otra está asociada a Kolmogorov. A continuación se presenta esta noción.

Sea µ una medida finita no negativa en [0, 2π). Aśı µ tiene una descomposición en la

forma dµ(x) = w(x) dm(x)+ dµs(x), donde w es una función integrable no negativa sobre el

intervalo [0, 2π) y µs es la parte singular de la medida con respecto a la medida de Lebesgue.

Consideremos F1, P−1 y P0 las variedades lineales cerradas, obtenidas respectivamente

al tomar la clausura en L2(µ) de los polinomios trigonométricos de la forma:

φ(x) = a1e
ix + a2e

2ix + a3e
3ix + ..., (1.2)

φ(x) = b1e
−ix + b2e

−2ix + b3e
−3ix + ..., (1.3)

φ(x) = c0 + c1e
−ix + c2e

−2ix + .... (1.4)

Más precisamente,

F1 = M2
µ({k ∈ Z : k ≥ 1}),

P−1 = M2
µ({k ∈ Z : k ≤ −1}),

P0 = M2
µ({k ∈ Z : k ≤ 0}).

1.1.4. El primer problema de predicción.

Como se dijo anteriormente, el llamado primer problema de predicción, está asociado

a Kolmogorov, Szegö y Wiener y consiste en hallar la distancia de e0 a F1. La solución

está dada por el teorema de Szegö (ver [21] o [31]), el cual establece que

ı́nf

∫
|e0 + φ|2dµ = exp

∫
logw dm, (1.5)
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donde el ı́nfimo es tomado sobre todos los polinomios trigonométricos φ ∈ F1, es decir φ

tiene la forma (1.2). Este teorema fue originalmente probado por Szegö para el caso n = 0 y

para una medida µ absolutamente continua. Después fue extendido por Kolmogorov.

En otras palabras, la distancia de e0 a F1 es, exp
(
1
2

∫
logw dm

)
cuyo cuadrado es la

media geométrica de w. Si la expresión del lado derecho en la ecuación (1.5) es cero, esto es,∫
logw dm = −∞, entonces e0 pertenece a F1 e indicaremos que F1 coincide con el espacio

L2(µ). En este caso podemos notar que la distancia de e0 a F1 no depende del todo de µs.

1.1.5. El segundo problema de predicción.

En el año de 1957 Kolmogorov, resolvió el problema de determinar la distancia de e0 a

la variedad más pequeña contenida en F1 y P−1, él mostró que

ı́nf

∫
|e0 + φ+ ψ|2dµ =

(∫
w−1dm

)−1

, (1.6)

donde φ y ψ vaŕıan sobre los polinomios trigonométricos de la forma (1.2) y (1.3) respecti-

vamente. Por lo tanto el cuadrado de la distancia es la media armónica de w, de nuevo es

independiente de µs. Si el lado derecho de la ecuación (1.6) es cero, e0 pertenece a la clausura

de la variedad.

El primer y segundo problema plantean que si w no es muy pequeño, es decir, si el lado

derecho tiende a ser positivo, las funciones exponenciales trigonométricas en poseen un cierto

tipo de independencia en L2(µ).

1.1.6. El tercer problema de predicción.

Para cualquier par de variedades M y N en un espacio de Hilbert podemos definir el

número

ρ(M,N ) = sup |⟨f, g⟩|,

donde f y g vaŕıan sobre las bolas unitarias de M y N , respectivamente.

Evidentemente ρ(M,N ) ≤ 1.

Definición 1.6. Dos variedades M y N en un espacio de Hilbert, se dice que están en

ángulo positivo si

ρ(M,N ) < 1.
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En el tercer problema de predicción, resuelto por Helson y Szegö [30], se evalúa ρ(F1,P0)

en el espacio de Hilbert L2(µ). En este caso

ρ(F1,P0) = sup

∣∣∣∣∫ φψ dµ

∣∣∣∣
donde φ ∈ F1 y ψ ∈ P0 están sujetos a la restricciones∫

|φ|2dµ ≤ 1,

∫
|ψ|2dµ ≤ 1.

Equivalentemente, ρ está dado por la expresión

2− 2ρ(F1,P0) = ı́nf

∫
|φ+ ψ|2dµ,

donde ahora φ ∈ F1 y ψ ∈ P0 y tienen norma exactamente igual a 1.

Ya se indicó que ρ(F1,P0) ≤ 1. Si para una medida µ tenemos ρ(F1,P0) < 1, entonces

se puede ver que los valores dados por (1.5) y (1.6) son estrictamente positivos. Aśı que esta

condición de independencia para las exponenciales en L2(µ) es más fuerte que las condiciones

de independencia de los dos problemas precedentes de predicción.

1.2. Otros problemas de predicción

Posteriormente, han surgido publicaciones relacionadas con los tres problemas de pre-

dicción mencionados antes. En el año de 1984, Nakazi en [43], da una caracterización en

términos de w, para las cantidades

τn(w) = ı́nf
φ

∫ 2π

0

|1 + φ(x)|2w dm; n = 0, 1, 2, ...

donde el rango de φ sobre los polinomios trigonométricos con frecuencias en el conjunto

{−n,−n+ 1,−n+ 2, ...,−1, 1, 2, ...}. Esto viene a resolver el primer problema de predicción

dado por Szegö para n = 0 y el segundo problema de predicción dado por Kolmogorov para

n = ∞. En el caso n = 1 la expresión está dada por:

τ1(w) = exp

∫ 2π

0

logw dm

(
1 +

∣∣∣∣∫ 2π

0

e−ix logw dm

∣∣∣∣2
)−1

.

El resultado principal en este art́ıculo es que establece una fórmula de la distancia τn(w)
1
2

de 1 a Sn en L2(w), es decir,

τn(w) = ı́nf

{∫
|1 + φ|2w dm, f ∈ Sn

}
,
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donde Sn para n = 0, 1, 2, ... es la variedad de los polinomios trigonométricos cuyas frecuen-

cias tomadas en el conjunto {−n,−n+ 1,−n+ 2, ...,−1, 1, 2, ...}.

Como señalamos anteriormente Szegö demostró que

τ0(w) = exp

∫
logw dm,

y Kolmogorov demostró que

τ∞(w) =

(∫
w−1 dm

)−1

.

Nakazi consideró la variedad Pn+1 de los polinomios trigonométricos cuyas frecuencias

están en el conjunto {n + 1, n + 2, n + 3, ...} y n ≥ 0. En [44], Nakazi y Takahashi dieron

una forma para la distancia ρn(w, 2)
1
2 de e0 a Pn+1 en L2(w), y en [43] Nakazi probó que

τn(w) = ρn(w
−1, 2)−1

en el caso que w−1 ∈ L1. Entonces la fórmula dada para τn(w) se obtiene de la expresión de

ρn(w, 2)
1
2 .

Más aún, generaliza la expresión de ρn(w, 2)
1
2 a ρn(w, p)

1
p (para 1 ≤ p < ∞) la cual

denota la distancia de e0 a Pn+1 en Lp(w), es decir,

ρn(w, p) = ı́nf

{∫
|e0 + φ|pw dm tales que φ ∈ Pn+1

}
.

Este resultado reduce el problema de predicción a un problema de extensión previamente

estudiado por Rogosisnki y Shapiro (c.f [20], pp 139-142).

Posteriormente Miamee y Pourahmadi [40] logran reducir algunos problemas de predic-

ción general, cuando este sea dif́ıcil de resolver, al problema de predicción “ordinario” el cual

es más fácil de resolver. Ellos logran obtener un teorema general de predicción que se incluye

dentro de los problema clásicos de predicción de Szegö (1918), Kolmogorov (1941) y Yaglom

(1963) como una buena generalización de estos casos cuando p ̸= 2.

Otra consecuencia importante de este resultado, es que se reduce el problema general

de predicción en Lp(w), relacionando a un subespacio M de Lp(w) con las correspondientes

funciones exponenciales trigonométricas con frecuencias en

{−n,−n+ 1,−n+ 2, ...,−1, 1, 2, ...}, para n ≥ 0
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a un problema de predicción ordinario en Lq(ws), (donde 1
p
+ 1

q
= 1, s = −1

p−1
) relacionando

a un subespacio N de Lq(ws), con frecuencias en {k ∈ Z : k ≤ −n− 1}.

En el caso p = 2 estos resultados reducidos por Nakazi, a criterio de los autores de [40],

afirman que los métodos de Nakazi [43], son indirectos para obtener tales resultados pero los

obtenido por ellos son más directos y sirven como una solución para optimizar los problemas

de este tipo que estén relacionados.

1.3. Pasado y futuro en un proceso estocástico estacionario

En [30] se estudia el problema de predicción asociado con determinar cuándo el pasado

y el futuro de un proceso están en ángulo positivo. Unos años mas tarde en 1963, Yaglom

c.f. [29], da una caracterización del espectro de un proceso fuertemente mezclante. Es decir,

partiendo de la función de covarianza, establecer cuándo los llamados pasado y el futuro

distante del proceso tiendan a ser ortogonales. Esto sirvió como punto de partida para que

en 1967, Helson y Sarason [29], desarrollaran técnicas que permiten extender los resultados

de Helson y Szegö.

El propósito de esta sección es presentar un resumen de los resultados de Helson y Sarason

siguiendo el mismo enfoque dado por ellos en [29].

Sea µ una medida positiva finita de Borel sobre el ćırculo unitario en el plano com-

plejo. Para cada entero n consideramos los subespacios Fn generados por las funciones

en, en+1, en+2, . . . , y el subespacio Pn generado por las funciones en, en−1, en−2, . . . . El subes-

pacio F1 es llamado el futuro y el subespacio P−1 es llamado el pasado en L2(µ).

En el contexto actual se define

ρn = ρ(P0,Fn), n = 1, 2, .... (1.7)

Si k y m son cualesquiera enteros positivos con suma igual a n se tiene también

ρn = ρ(P−k,Fm),

porque la multiplicación por ek es un operador unitario en L2(µ) que lleva P−k a P0 y lleva

Fm a Fk+m.

El problema considerado por Helson y Sarason es: ¿Cuáles medidas µ tienen la propiedad

que ρn tiende a 0 cuando n tiende a infinito?

Algunas condiciones necesarias se siguen de resultados conocidos.
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Si µ no es absolutamente continua, existen una funciones no nulas en la intersección

de Fn con P0 (ver [31, 29]). Entonces ρn = 1 para todo n. Por lo tanto basta considerar

únicamente medidas de la forma dµ = w dm donde w es una función no negativa en L1.

Además, se puede asumir que logw es integrable, porque de otra manera por el teorema de

Szegö todos los subespacios Fn y Pn coincide con L2(w) (ver [31]), y una vez más ρn = 1

para todo n ≥ 1.

Sea W el conjunto de todas las funciones no negativas integrables w tales que ρn tiende a

0 en L2(w) (se excluye la función nula). Cada tal función w es igual a |h|2 para una función

exterior h en H2. Esta h está uńıvocamente determinada si se requiere que h(0) sea positivo.

Sea θ(z) el argumento de h(z), determinando aśı que θ(0) = 0, con θ(eix) definido en casi

todas partes como el ĺımite radial de θ(z). La función θ(eix) es la función conjugada de

1
2
logw. En esta sección, siempre que ellos sean mencionados, h y θ se relacionarán de esta

forma con la función peso w.

En [29] siguiendo una idea de [30], y partiendo de L2(w) obtienen

ρn = sup

∣∣∣∣∫ φψenw dm

∣∣∣∣ , (1.8)

donde φ y ψ son polinomios trigonométricos anaĺıticos sujetos a las condiciones∫
|φ|2w dm ≤ 1,

∫
|ψ|2w dm ≤ 1. (1.9)

Ahora (1.8) puede escribirse como

ρn = sup

∣∣∣∣∫ (φh)(ψh)ene
−2iθ dm

∣∣∣∣ . (1.10)

Con φ y ψ polinomios trigonométricos anaĺıticos sujetos a las condiciones (1.9), φh y

ψh vaŕıan sobre un subconjunto denso de la bola unitaria de H2, y su producto vaŕıa sobre

un subconjunto denso de la bola unitaria de H1. Por lo tanto (1.10), expresa a ρn como la

norma de ene
−2iθ como un funcional lineal sobre H1.

Por un corolario del teorema de Hahn-Banach referente a problemas extremales duales

(ver [24, Cap. IV, Sec1])

ρn = ı́nf ∥ene−2iθ − A∥∞ = ı́nf ∥e−2iθ − e−nA∥∞, (1.11)

donde A vaŕıa sobre todas las funciones de H∞ con valor medio cero, es decir tales que

Â(0) = 0.
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La función e−nA en la última expresión está dada por sumas arbitrarias φ+A, donde φ

es cualquier polinomio trigonométrico con frecuencias por debajo de −n, y A está en H∞.

El ĺımite de (1.11) cuando n tiende a infinito es

ı́nf ∥e−2iθ − (φ+ A)∥∞,

donde φ vaŕıa sobre todos los polinomios trigonométricos y A vaŕıa en H∞. Por lo tanto

tenemos aśı la caracterización de los elementos de W en el siguiente teorema.

Teorema 1.7. Una función w está en W si y sólo si su logaritmo es integrable y e−2iθ

puede ser aproximado uniformemente por funciones φ + A, donde φ es un polinomio trigo-

nométrico y A está en H∞.

Sea R la clausura uniforme del conjunto de funciones φ + A. Evidentemente R es un

subespacio cerrado de L∞, el cual esta contenido en el espacio de todas las funciones continuas

como lo es H∞. Pero el producto de dos funciones en φ+A tiene la misma forma anterior, ya

que R es un álgebra de Banach. Con esta observación y usando un resultado de Kolmogorov

y Rozanov [37] se puede deducir que si w es continua y estrictamente positiva, entonces w

está en W.

Para la prueba se considera

e−2iθ = elogw−2iθ.

El primer factor de la derecha es continuo. El segundo factor es h−2 y pertenece a H∞.

Dado que cada factor está en R, el producto lo está, aśı que w esta en W por el Teorema

1.7.

El álgebra R está presente aśı mismo en otras conecciones dadas en [12], y esto es útil

para tener un criterio simple por el cual se identifiquen funciones en R. En esta dirección

los autores Helson y Sarason únicamente dan el siguiente resultado. Sea C el espacio de

funciones continuas a valores complejos sobre el ćırculo.

Teorema 1.8. R es igual a C + H∞, el conjunto de todas las sumas f + g donde f

está en C y g está en H∞.

Por definición C + H∞ es uniformemente denso en R; el punto es que realmente este

conjunto es cerrado. Denotemos por Z la intersección de C con H∞. Por el teorema de F. y
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M. Riesz, el dual de C/Z es H1
0 (el subespacio de H1 el cual consiste de las funciones con

medida de valor cero). El espacio H1
0 tiene a L∞/H∞ como su dual y por lo tanto este es

el segundo dual de C/Z. La aplicación canónica de C/Z sobre L∞/H∞ extiende a f + Z a

f+H∞, y el rango de está aplicación es cerrada. Por lo tanto la imagen inversa de este rango

en L∞ bajo la proyección canónica de L∞ sobre L∞/H∞, es cerrado, y su imagen inversa es

exactamente C +H∞.

Al llegar a este punto, Helson y Sarason indican que aún no pueden desarrollar el criterio

del Teorema 1.7, ya que no cuentan con información suficiente acerca de R. En su lugar

regresan a la ecuación (1.11) y consideran el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Para que w pertenezca a W es condición necesaria y suficiente que para

cada número positivo ε existe una función A en H∞ y un entero positivo n tal que

−ε < arg(Ah2e−n) < ε mód 2π, y − ε < log |A| < ε (1.12)

en casi todo punto sobre el ćırculo.

Demostración. Una pequeña modificación en la ecuación (1.11) da

ρn = ı́nf ∥1− Ae2iθe−n∥∞,

donde A vaŕıa sobre todas las funciones en H∞ con medida de valor cero (una calificación

que no es crucial). Para que la norma del lado derecho sea pequeña es necesario y suficiente

que |A| sea uniformemente próximo a e0, y que Ah2e−n tenga un argumento próximo a 0.

La afirmación del teorema sigue de lo anterior. �

Consideremos W0 el conjunto de las funciones pesos w con la siguiente propiedad: para

todo número positivo ε podemos hallar funciones reales r, s, t tal que

logw = r + s+ t (1.13)

con ∥r∥∞ < ε, s conjugada para s y ∥s∥∞ < ε, y t continua.

En realidad en la ecuación (1.13) t podŕıa ser un polinomio trigonométrico; pero se puede

aproximar una función continua por un polinomio trigonométrico y adicionalmente el resto

de r si no es decreciente seŕıa acotado por ε. Pero tomando conjugada de cada elemento de

la ecuación 1.13 se ve que 2θ (y θ mismo) admite tal representación si logw lo admite, y
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rećıprocamente. Se considera también que w−1 pertenece a W0 con w y cualquier potencia

de ellos es integrable, porque exp |s/ε| es integrable aśı como es ∥s∥∞ < επ/2.

Teorema 1.10. W0 está contenido en W.

Este es parte del resultado principal de Helson y Sarason. Ellos indican que lo plantean

independientemente por conveniencia. La prueba comienza partiendo del siguiente resultado.

Lema 1.11. Toda función continua real sobre el ćırculo puede ser aproximada uniforme-

mente por funciones − argBe−n, donde B es un producto de Blaschke con exactamente n

ceros y n es variable.

Tomando el lema por sentando, se prueba que un elemento arbitrario w de W0 pertenece

a W . Como se mencionó anteriormente se pueden hallar representaciones

2θ = r + s+ t (1.14)

donde r, s son funciones reales acotadas con acotaciones menores que ε y t es un polinomio

trigonométrico real. Si se considera

A = exp(−r − ir),

una función anaĺıtica que satisface la segunda condición dada en (1.12) entonces la medida

de (1.14) es

argAh2 = s+ t.

Luego se considera a Be−n que son funciones dadas por el lema cuyos argumentos apro-

ximan a −t:

arg(ABh2e−n) = s+ t+ argBe−n.

El lado derecho es acotado por ε si la aproximación es suficientemente buena, aśı que la

desigualdad (1.12) se satisface con AB en lugar de A. Con esto se culmina la demostración

del Teorema 1.10.

Las funciones B−1en cuyos argumentos son enredados, son expĺıcitamente,

ken

n∏
j=1

1− αje1
e1 − αj

= k
n∏

j=1

1− αje1
1− αje1
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donde α1, α2, α3, ...αn son números complejos en el disco unitario abierto (no necesariamente

distintos) y la constante k tiene módulo 1. Aśı que

− argBe−n = arg k + 2arg
n∏

j=1

(1− αje1). (1.15)

En otras palabras, las funciones con las cuales hemos tratado de aproximar son precisamente

todas de la forma 2 argP (eix), donde P es un polinomio que no tiene ráıces en el disco

unitario cerrado y tiene módulo 1 en el origen.

Consideremos Q cualquier polinomio cuya parte real se anula en el origen. Las sumas

parciales Pn de la series de Taylor para expQ son polinomios que tienen módulo 1 en el

origen; ellos convergen uniformemente a expQ sobre el disco unitario cerrado y por lo tanto

no tienen ceros en el disco cerrado para n suficientemente grande. Por lo tanto para n

suficientemente grande las funciones 2 argPn(e
ix) son de la forma de la ecuación (1.15).

Todas estas funciones evidentemente convergen uniformemente sobre el ćırculo unita-

rio para dos de las partes imaginarias de Q(eix), el cual es un polinomio trigonométrico

real. Aśı toda función real continua en el ćırculo puede ser aproximada uniformemente por

polinomios trigonométricos reales, aśı culmina la prueba del lema.

A continuación se mostrará otro de los resultados principales dados en [29].

Teorema 1.12. W es exactamente la colección de todas las funciones |P |2w0, donde P

es un polinomio y w0 pertenece a W0.

Si p es un polinomio entonces la función peso |p|2 está en W, porque para esta función

peso tenemos que ρn = 0 en cuanto n exceda el grado de p. Por tanto, si w está en W

entonces |p|2w es el producto de dos funciones en W , aśı que está en W . Esto prueba una

parte del teorema.

Para probar la otra parte del teorema se necesita un lema simple acerca de continuación

anaĺıtica (o extensión anaĺıtica).

Lema 1.13. Sea S una función S anaĺıtica en el disco unitario excepto para un polo de

orden n (quizás cero) en el origen. Supongamos que znS está en el espacio H
1
2 del disco

unitario, y que S es a valores reales y no negativa casi siempre sobre el ćırculo unitario.

Entonces S puede ser extendido anaĺıticamente a través del ćırculo.
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Deducimos a partir de este, otro principio de continuación, el cual es bien conocido y por

lo tanto no se demuestra: Śı una función en el espacio H1 de un anillo 0 < R < |z| < 1 es a

valor real casi siempre sobre el ćırculo, entonces este puede ser extendida anaĺıticamente a

través del ćırculo.

Consideremos S que satisface las hipótesis del lema. Entonces existe una factorización

S = S1S2, donde S1 y znS2 están en H1 del disco unitario y |S1| = |S2| casi siempre

en el ćırculo unitario. Esto implica que S2 = S1 sobre el ćırculo. Por lo tanto S1 + S2 y

i(S1 − S2) son a valores reales sobre el ćırculo, y de alĺı, por el principio de continuación de

H1 planteado anteriormente, ellos pueden ser extendidos anaĺıticamente a través del ćırculo,

y por consiguiente también vale para S.

Recordemos que las conclusiones del lema no se pueden extender si, en su lugar de asumir

znS esta en H
1
2 , uno asume únicamente que este está en Hp para 0 < p < 1

2
. La función

−(1 + z)2/(1− z)2 sirve como contraejemplo (con n = 0).

Para completar la prueba del Teorema 1.12, se considera una función w en W y ε un

número positivo menor que 1
2
π. Por el Teorema 1.9, existe una función A en H∞, un entero

negativo n, y una función real s en L∞ tal que en casi todas partes sobre el ćırculo unitario,

−ε < s < ε,−ε < log |A| < ε,

s+ arg(Ah2e−n) ≡ 0 mód 2π.

La última condición implica que la función

S = Ah2e−ne
−s+is (1.16)

es no negativa casi siempre sobre el ćırculo. La función exp(−s + is) está en H1, de hecho

está en Hp para p < π/2ε). La función h2 también está en H1, y por lo tanto znS está en

H
1
2 .

Aplicando el principio de continuación mencionado anteriormente, se puede concluir que

S puede ser extendido anaĺıticamente en el plano entero excepto para las polos 0 y ∞. Por

consiguiente S es un polinomio en z y z−1. Restringiéndose al ćırculo unitario, se tiene que

S es un polinomio trigonométrico no negativo, aśı que existe una representación S = |P0|2

con P0 un polinomio en z.
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Considérese P0 factorizado como el producto PQ, donde P es un polinomio con ráıces

únicamente sobre el ćırculo unitario y Q es un polinomio que no tiene ráıces en el ćırculo

unitario. Se define la función r y t sobre el ćırculo por

r = − log |A| y t = 2 log |Q|.

Entonces tomando valor absoluto en la ecuación (1.16) se obtiene

w = |h|2 = |P |2er+s+t. (1.17)

Con esto se ha demostrado que para todo ε entre 0 y 1
2
π la función w tiene la represen-

tación (1.17), donde P es un polinomio con ráıces solamente en el ćırculo unitario, y r, s, t

son funciones reales con ∥r∥∞ ≤ ε, ∥s∥∞ ≤ ε, y t continua.

Para completar la prueba sólo resta mostrar que el polinomio P se obtiene de esta manera

y es independiente de ε. Para esto, Helson y Sarason usan un argumento de Ibragimov. Note

que las funciones w/|P |2 y |P |2/w son ambas integrables. Por lo tanto, si p1 y p2 son los

polinomios que resultan de dos diferentes escogencias de ε, entonces∫
|p1/p2| dm =

∫
(|p1|/w

1
2 )(w

1
2/|p2|) dm

≤
(∫

|p1|2/w dm
) 1

2
(∫

w/|p2|2 dm
) 1

2

.

De donde ∫
|p1/p2| dm <∞.

Y aśı p2 divide a p1. El mismo razonamiento muestra que p1 divide a p2, y por lo tanto p1 y

p2 son idénticos excepto por una constante multiplicativa que no reviste mayor importancia.

Esto completa la idea de la prueba del Teorema 1.12.



Caṕıtulo 2

Funciones y medidas a valores operadores

En este Caṕıtulo fijamos parte de la notación y presentamos las proposiciones dadas por

Bruzual y Domı́nguez en [6] que permiten presentar los resultados de este trabajo.

En este trabajo (G, ⟨, ⟩G) es un espacio de Hilbert separable, con escalares complejos, ∥·∥G
es la norma asociada y L(G) operadores lineales continuos en G.

2.1. Polinomios trigonométricos a valores vectores en un espacio de Hilbert y

transformada de Hilbert

Definición 2.1. Un polinomio trigonométrico a valores en G es una función

φ : [0, 2π) → G tal que

φ(x) =
∑
n∈Z

ξn en(x),

donde {ξn}n∈Z ⊂ G tiene soporte finito. En este caso φ̂(n) denota ξn.

Sea P(G) el espacio de todos los polinomios trigonométricos. Es conocido que P(G) es

una subálgebra del espacio de todas las funciones continuas de [0, 2π) en G.

La transformada de Hilbert H se puede definir usando los coeficientes de Fourier, para

φ ∈ P(G) sea

(Hφ)̂ (n) = −i sig(n) φ̂(n)

donde

sig(n) =

 1, si n ≥ 0

−1, si n < 0

2.2. Funciones a valores vectores en un espacio de Hilbert

Dados f : [0, 2π) → G y ζ ∈ G denotaremos por fζ a la función a valores complejos

fζ : [0, 2π) → C, dada por

fζ(x) = ⟨ζ, f(x)⟩G .

21
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Definición 2.2. Sea f : [0, 2π) → G se dice que f es débilmente medible si para todo

ζ ∈ G la función fζ es medible.

Denotemos por L∞
G el conjunto de todas las funciones F : [0, 2π) → G que son débilmente

medibles y esencialmente acotadas.

Para 1 ≤ p < ∞ denotemos por Lp
G el conjunto de todas las funciones f : [0, 2π) → G

que son débilmente medibles y tales que:∫ 2π

0

∥f(x)∥pG dx <∞.

Se tiene que L2
G es un espacio de Hilbert bajo el producto interno:

⟨f, g⟩L2
G
=

∫ 2π

0

⟨f(x), g(x)⟩G dx.

También se tiene que P(G) es denso en Lp
G para 1 ≤ p <∞.

Proposición 2.3. Si f ∈ L1
G y ζ ∈ G entonces fζ ∈ L1.

Más detalles acerca de los espacios Lp
G pueden ser vistos en [52].

Proposición 2.4. Si f ∈ L1
G y n ∈ Z existe un vector ξn ∈ G tal que

f̂ζ(n) = ⟨ζ, ξn⟩G

donde f̂ζ(n) denota el coeficiente usual de Fourier de fζ.

Demostración. Sean f ∈ L1
G, n ∈ Z y ζ ∈ G, por la proposición anterior fζ ∈ L1 y por

lo tanto existe f̂ζ(n).

Sea ln : G → C dada por

ln(ζ) = f̂ζ(n).

Tenemos que

ln(ζ) =

∫ 2π

0

e−inxfζ(x)dx

=

∫ 2π

0

e−inx ⟨ζ, f(x)⟩G dx

=

∫ 2π

0

⟨
ζ, e−inxf(x)

⟩
G dx.

Por lo tanto ln es un funcional lineal.
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Por el teorema de representación de Riesz para funcionales lineales en espacios de Hilbert

tenemos que existe un vector ξn ∈ G tal que

ln(ζ) = ⟨ζ, ξn⟩G .

De donde

f̂ζ(n) = ⟨ζ, ξn⟩G .

�

Definición 2.5. El vector ξn dado por la proposición anterior se denota por f̂(n) y es

llamado el coeficiente de Fourier de f y la aplicación n 7−→ f̂(n) es llamada la transformada

de Fourier de f .

2.3. Funciones a valores operadores

Dados F : [0, 2π) → L(G) y ζ, ξ ∈ G denotaremos por Fζξ a la función a valores complejos

Fζξ : [0, 2π) → C dada por

Fζξ(x) = ⟨F (x)ζ, ξ⟩G .

Definición 2.6. Sea F : [0, 2π) → L(G) se dice que F es débilmente medible si para

todo ζ, ξ ∈ G la función Fζξ es medible.

Sea F : [0, 2π) → L (G) se tiene que

∥F (x)∥L(G) = sup
∥ζ∥G=∥ξ∥G=1

| ⟨F (x)ζ, ξ⟩G |,

para x ∈ [0, 2π).

Como estamos considerando un espacio de Hilbert separable G, si F es débilmente medible

se tiene que la función

x 7→ ∥F (x)∥L(G)

es medible en el sentido usual.

Con L∞
L(G) denotamos el conjunto de todas las funciones débilmente medibles y esencial-

mente acotadas F : [0, 2π) → L(G).

Para 1 ≤ p < ∞, con Lp
L(G) denotamos el conjunto de todas las funciones débilmente

medibles F : [0, 2π) → L(G) tales que:∫ 2π

0

∥F (x)∥pL(G) dx <∞.
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Note que para F ∈ L1
L(G), el funcional sesquilineal BF : G × G → C definido por

BF (ζ, ξ) =

∫ 2π

0

⟨F (x)ζ, ξ⟩G dx

es acotado. Por lo tanto, del teorema de representación de Riesz, se sigue que existe un único

operador lineal acotado IF : G → G tal que

⟨IF ζ, ξ⟩G =

∫ 2π

0

⟨F (x)ζ, ξ⟩G dx,

para todo ζ, ξ ∈ G. Decimos que IF es la integral débil de F .

Observación 2.7. Note que si G es de dimensión infinita, entonces L(G) es no separable,

aśı que esta integral no necesariamente es la integral de Bochner.

Consideremos F ∈ L1
L(G) y ζ, ξ ∈ G entonces tenemos que Fζξ ∈ L1. Sea F̂ζξ la transfor-

mada usual de Fourier de Fζξ. Sea n ∈ Z fijo, usando el teorema de representación de Riesz

para funcionales lineales en espacios de Hilbert se puede probar que existe F̂ (n) ∈ L(G) tal

que

F̂ζξ(n) = ⟨F̂ (n)ζ, ξ⟩G.

2.4. Medidas a valores operadores

Definición 2.8. Consideremos µ : B → L(G) una función.

Decimos que µ es una medida en sentido débil, o simplemente una medida, a valores en

L(G) sobre [0, 2π), si para cada ζ, ξ ∈ G la función µζξ : B → C dada por

µζξ(∆) = ⟨µ(∆)ζ, ξ⟩G

es una medida escalar finita de Radon sobre [0, 2π).

Si µ es una medida a valores en L(G) sobre [0, 2π), se dice que µ es acotada si

sup
∆∈B

∥µ(∆)∥L(G) < +∞.

ConM(L(G)) se denotará el conjunto de las medidas acotadas a valores en L(G) definidas

en los borelianos de [0, 2π).

Si µ(∆) es un operador positivo para todo ∆ ∈ B decimos que la medida µ es positiva.

Observemos que cada W ∈ L1
L(G), da origen a una medida µ ∈ M(L(G)) mediante

d⟨µ(x)ζ, ξ⟩G = ⟨W (x)ζ, ξ⟩G dx = Wζξ(x) dx.
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Como es natural la medida µ asociada a W ∈ L1
L(G) será denotada con dµ = W dx. En

este caso la medida µ es positiva si y sólo si el operador W (x) es no negativo para casi todo

x, es decir cuando ⟨W (x)ζ, ζ⟩G ≥ 0 para casi todo x.

2.4.1. Transformada de Fourier de medidas a valores operadores.

Es posible considerar la transformada de Fourier de medidas a valores operadores, como

se sigue en la siguiente construcción.

Proposición 2.9. Sea µ ∈ M(L(G)) y sea c = sup
∆∈B

∥µ(∆)∥L(G). Existe un único operador

lineal Tµ : P → L (G) tal que

(a) Para todo φ ∈ P y ζ, ξ ∈ G tenemos que

⟨Tµ(φ)ζ, ξ⟩G =

∫ 2π

0

φ(x) d⟨µ(x)ζ, ξ⟩G.

(b) Para todo φ ∈ P tenemos que

∥Tµ(φ)∥G ≤ 4 c ∥φ∥∞.

Demostración. Para ζ, ξ ∈ G sea

B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

φ(x)d ⟨µ(x)ζ, ξ⟩G .

Entonces B es sesquilineal sobre G × G. Usando el teorema de descomposición de Hahn

de la parte real de µ y de la parte imaginaria de µ obtenemos que

∥B(ζ, ξ)∥ ≤ 4c∥φ∥∞∥ζ∥G∥ξ∥G.

Para ζ fijo sea f : G → C dada por

f(ξ) = B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

φ(x)d ⟨µ(x)ζ, ξ⟩G .

Dados ξ1, ξ2 ∈ G y λ ∈ C

f(λξ1 + ξ2) = λf(ξ1) + f(ξ2).

Es decir, f es antilineal. Por el teorema de representación de Riesz existe η ∈ G tal que

f(ξ) = ⟨η, ξ⟩G.

Como f depende de ζ, φ y µ, se tiene que η depende de ellos.

Sea Tµ(φ) : G → G dada por

Tµ(φ)ζ = η.
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Entonces

⟨Tµ(φ)ζ, ξ⟩G = ⟨η, ξ⟩G = f(ξ) = B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

φ(x)d ⟨µ(x)ζ, ξ⟩G .

Como B es lineal en la primera variable se tiene que Tµ(φ) es lineal. Además de

∥⟨Tµ(φ)ζ, ξ⟩G∥ = ∥B(ζ, ξ)∥ ≤ 4c∥p∥∞∥ζ∥G∥ξ∥G

se sigue que Tµ(φ) es continuo y

∥Tµ(φ)∥ ≤ 4c∥φ∥∞.

�

Dada una medida µ ∈ M(L(G)), la transformada de Fourier de µ es la función

µ̂ : Z → L(G) definida por

µ̂(n) = Tµ(e−n) (n ∈ Z).

Observación 2.10. Notemos que si dµ(x) = F (x)dx, donde F ∈ L1
L(G), entonces

µ̂(n) = F̂ (n).

Más detalles acerca de la definición de µ̂(n) pueden verse en [6].

Supongamos dµ(x) = W (x) dx donde W ∈ L1
L(G).

Proposición 2.11. Si ζ, ξ ∈ G y n ∈ Z entonces

⟨µ̂(n)ζ, ξ⟩G =

∫ 2π

0

e−inx d⟨µ(x)ζ, ξ⟩G = µ̂ζξ(n).

Demostración. Si ζ, ξ ∈ G y n ∈ Z tenemos que

⟨µ̂(n)ζ, ξ⟩G = ⟨Tµ(e−n)ζ, ξ⟩G =

∫ 2π

0

e−n(x) ⟨µ(x)ζ, ξ⟩G =

∫ 2π

0

e−inx dµζξ(x) = µ̂ζξ(n).

�
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2.4.2. Forma sesquilineal asociada a una medida a valores operadores.

Para µ ∈ M(L(G)) y φ, ψ ∈ P(G) definimos

⟨φ, ψ⟩µ =
∑

n,m∈Z

⟨µ̂(m− n) φ̂(n), ψ̂(m)⟩G.

Proposición 2.12. Si µ ∈ M(L(G)) y φ, ψ ∈ P(G) entonces

⟨φ, ψ⟩µ =
∑

n,m∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)x d
⟨
µ(x)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G
.

Demostración. Por la proposición anterior tenemos que

⟨φ, ψ⟩µ =
∑

n,m∈Z

⟨
µ̂(m− n)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G

=
∑

n,m∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)x d
⟨
µ(x)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G
.

�

Observación 2.13. En el caso escalar G = C se tiene que

⟨φ, ψ⟩µ =

∫ 2π

0

φ(x)ψ(x) dµ(x)

para φ, ψ ∈ P .

Proposición 2.14. Supongamos dµ(x) = W (x) dx donde W ∈ L1
L(G). Si φ, ψ ∈ P(G)

entonces

⟨φ, ψ⟩µ =

∫ 2π

0

⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G dx.

Demostración. Si φ, ψ ∈ P(G) están dadas por

φ(x) =
∑
n∈Z

φ̂(n)einx ψ(x) =
∑
m∈Z

ψ̂(m)eimx



2.4. MEDIDAS A VALORES OPERADORES 28

entonces

⟨φ, ψ⟩µ =
∑

n,m∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)xd
⟨
µ(x)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G

=
∑

n,m∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)x
⟨
W (x)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G
dx

=
∑

n,m∈Z

∫ 2π

0

e−imxeinx
⟨
W (x)φ̂(n), ψ̂(m)

⟩
G
dx

=

∫ 2π

0

⟨
W (x)

∑
n∈Z

φ̂(n)einx,
∑
m∈Z

ψ̂(m)eimx

⟩
G

dx

=

∫ 2π

0

⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G dx

�

Proposición 2.15. Sea µ ∈ M (G) entonces

(a) ⟨ , ⟩µ es sesquilineal sobre P(G).

(b) ⟨ , ⟩µ es no negativa si y sólo si µ es una medida positiva.

Demostración. La parte (a) se sigue de la definición de ⟨ , ⟩µ . En efecto, si φ, ψ y

γ ∈ P (G) entonces

⟨φ+ γ, ψ⟩µ =

∫ 2π

0

e−i(m−n)x ⟨W (x) (φ(x) + γ(x)) , ψ(x)⟩G dx

=

∫ 2π

0

e−i(m−n)x ⟨W (x)φ(x) +W (x)γ(x), ψ(x)⟩G dx

=

∫ 2π

0

e−i(m−n)x
(
⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G + ⟨W (x)γ(x), ψ(x)⟩G

)
dx

=

∫ 2π

0

e−i(m−n)x ⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G dx

+

∫ 2π

0

e−i(m−n)x ⟨W (x)γ(x), ψ(x)⟩G dx

= ⟨φ, ψ⟩µ + ⟨γ, ψ⟩µ

La parte (b) es una aplicación directa del Lema 1 de [2]. �

Si µ ∈ M(L(G)) y φ, ψ ∈ P(G) escribimos∫ 2π

0

⟨dµ(x)φ(x), ψ(x)⟩G = ⟨φ, ψ⟩µ.
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Si µ ∈ M(L(G)) es una medida positiva usaremos ∥ ∥µ para denotar la norma (posible-

mente degenerada) asociada con ⟨ , ⟩µ.

Proposición 2.16. Si µ ∈ M(L(G)), φ, ψ ∈ P(G) y n ∈ Z entonces:

⟨enφ, enψ⟩µ = ⟨φ, ψ⟩µ

∥enφ∥µ = ∥φ∥µ .

Demostración. Por la Proposición (2.14) tenemos que

⟨enφ, enψ⟩µ =

∫ 2π

0

⟨W (x)en(x)φ(x), en(x)ψ(x))⟩G dx

=

∫ 2π

0

e−inxeinx ⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G dx

=

∫ 2π

0

e−i(m−n)x ⟨W (x)φ(x), ψ(x)⟩G dx

= ⟨φ, ψ⟩µ .

En particular

∥enφ∥2µ = ⟨enφ, enφ⟩µ = ⟨φ, φ⟩µ = ∥φ∥2µ .

De donde

∥enφ∥µ = ∥φ∥µ .

�



Caṕıtulo 3

Versión a valores operadores del teorema de Helson y Sarason

En la Sección 3.1 de este caṕıtulo presentamos los resultados de teoŕıa de predicción y

de desigualdades con pesos dados en [6] y en la Sección 3.2 de este caṕıtulo presentamos los

resultados de teoŕıa de predicción obtenidos en [51].

Más precisamente se da una caracterización de los µ ∈ M(L(G)) positivos, tal que dµ =

W dx donde W ∈ L1
L(G) y

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ

para todo φ ∈ P (G) . Es decir,∫ 2π

0

⟨W (x)Hφ(x),Hφ(x)⟩G dx ≤M2

∫ 2π

0

⟨W (x)φ(x), φ(x)⟩G dx

para todo φ ∈ P (G) .

El grupo dual de T es el grupo de los enteros Z = {0,±1,±2, · · · } . Consideremos los

conjuntos Z1 = {n ∈ Z : n ≥ 0} y Z2 = {n ∈ Z : n < 0} .

Sean

P1(G) = {φ ∈ P(G) : φ̂(n) = 0 si n < 0},

y

P2(G) = {φ ∈ P(G) : φ̂(n) = 0 si n ≥ 0}.

Estos son los conjuntos de los polinomios trigonométricos anaĺıticos y antianaĺıticos, respec-

tivamente, a valores en G.

Para µ ∈ M (G) positivo y n un entero no negativo, sea

ρn(µ) = sup { |⟨enφ1, φ2⟩µ| : φ1 ∈ P1(G), φ2 ∈ P2(G), ∥φ1∥µ = ∥φ2∥µ = 1} .

Sea ρn (W ) = ρn (µ) cuando dµ = W (x)dx, para W ∈ L1
L(G).

Es claro que 0 ≤ ρn (µ) ≤ 1.

Consideremos ahora la clausura de enP1(G) y P2(G) con respecto a ∥ ∥µ. Usualmente

P2(G) es llamado el pasado, P1(G) es llamado el futuro y enP1(G) es llamado el futuro

después del instante n, todos con respecto ∥ ∥µ.

30
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En particular, con la notación del Caṕıtulo 1, para el caso escalar se tiene que P1(C) = F0

y P2(C) = P−1.

Observemos que:

(a) Los Espacios P1(G) y P2(G) son ortogonales con respecto a ⟨, ⟩µ si y sólo si ρ0(µ) = 0.

(b) Si existe un vector no nulo en P1(G) y P2(G) entonces ρ0(µ) = 1.

Recordemos: se dice que los subespacios cerrados enP1(G) y P2(G) tienen un ángulo

positivo si ρ0(µ) < 1. El ángulo entre estos subespacios es αn(µ) = arc cos(ρn(µ)).

Proposición 3.1. Sean M ≥ 1, µ ∈ M(L(G)) positivo, tal que dµ = W dx para alguna

W ∈ L1
L(G). Sea φ = en φ1 + φ2 donde φ1 ∈ P1(G) y φ2 ∈ P2(G), entonces

1

M2 + 1
(M2 ∥φ∥2µ − ∥Hφ∥2µ) = (⟨en φ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ) +

M2 − 1

M2 + 1

(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
.

Demostración.

Sea φ = en φ1 + φ2 donde φ1 ∈ P1(G) y φ2 ∈ P2(G), entonces

∥φ∥2µ = ⟨enφ1 + φ2, enφ1 + φ2⟩µ

= ⟨enφ1, enφ1 + φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1 + φ2⟩µ

= ⟨enφ1, enφ1⟩µ + ⟨enφ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ + ⟨φ2, φ2⟩µ

= |en| ⟨φ1, φ1⟩µ + ⟨enφ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ + ⟨φ2, φ2⟩µ

= ∥φ1∥2µ + ⟨enφ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ + ∥φ2∥2µ (3.1)

Por otro lado si φ1 ∈ P1 entonces

φ1 =
N∑
k=0

ξkek,

donde

φ̂1(k) =

 ξk si 0 ≤ k ≤ N

0 en otro caso

luego

(Hφ1)̂ (k) =

 −iφ̂1(k) = −iξk si 0 ≤ k ≤ N

0 en otro caso
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en consecuencia

Hφ1 = −i
N∑
k=0

ξkek = −iφ1

de alĺı que

Hφ1 = −iφ1.

En forma similar si φ2 ∈ P2 entonces

φ2 =
−1∑

k=−N

ξkek,

luego

φ̂2(k) =

 ξk si −N ≤ k ≤ −1

0 en otro caso

y

(Hφ2)̂ (k) =

 φ̂2(k) = iξk si −N ≤ k ≤ −1

0 en otro caso

es decir,

Hφ2 = i

−1∑
k=−N

ξkek = iφ2

De donde

Hφ2 = iφ2.

A partir de lo obtenido para Hφ1 y Hφ2 se sigue que

Hφ = H (enφ1 + φ2) = −ienφ1 + iφ2.

Por lo tanto

∥Hφ∥2µ = ⟨−ienφ1 + iφ2,−ienφ1 + iφ2⟩µ

= ⟨−ienφ1,−ienφ1 + iφ2⟩µ + ⟨iφ2,−ienφ1 + iφ2⟩µ

= ⟨−ienφ1,−ienφ1⟩µ + ⟨−ienφ1, iφ2⟩µ + ⟨iφ2,−ienφ1⟩µ + ⟨iφ2, iφ2⟩µ

= ⟨φ1, φ1⟩µ − ⟨enφ1, φ2⟩µ − ⟨φ2, enφ1⟩µ + ⟨φ2, φ2⟩µ

= ∥φ1∥2µ − ⟨enφ1, φ2⟩µ − ⟨φ2, enφ1⟩µ + ∥φ2∥2µ .

Luego

−∥Hφ∥2µ = −∥φ1∥2µ + ⟨enφ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ − ∥φ2∥2µ . (3.2)



3. VERSIÓN DEL TEOREMA DE HELSON Y SARASON 33

Si multiplicamos (3.1) por M2 y usamos la ecuación (3.2) se sigue que:

M2 ∥φ∥2µ − ∥Hφ∥2µ =
(
M2 − 1

)
∥φ1∥2µ +

(
M2 + 1

)
⟨φ2, enφ1⟩µ

+
(
M2 + 1

)
⟨enφ1, φ2⟩µ +

(
M2 − 1

)
∥φ2∥2µ

=
(
M2 + 1

) [
⟨φ2, enφ1⟩µ + ⟨enφ1, φ2⟩µ

]
(3.3)

+
(
M2 − 1

) (
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
.

De donde

1

M2 + 1
(M2 ∥φ∥2µ − ∥Hφ∥2µ) = (⟨en φ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ) +

M2 − 1

M2 + 1

(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
.

�

Sea µαβ ∈ M(L(G)) para α, β = 1, 2. Usaremos la notación {µα,β}α,β=1,2 para referirnos

a  µ11 µ12

µ21 µ22

 .
Consideraremos matrices tales que µ12 = µ∗

21 donde µ∗
21 esta definida por

⟨µ∗
21(∆)ζ, ξ⟩G = ⟨ζ, µ21(∆)ξ⟩G.

Definición 3.2. Sea µαβ ∈ M(L(G)) para α, β = 1, 2. Se dice que la matriz {µα,β}α,β=1,2

es positiva cuando
2∑

α,β=1

⟨φα, φβ⟩µαβ
≥ 0

para todo (φ1, φ2) ∈ P(G)× P(G).

Lema 3.3 (ver [2]). Sea µαβ ∈ M(L(G)) para α, β = 1, 2. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) La matriz {µα,β}α,β=1,2 es positiva.

(b) para todo ∆ en B, para todo ζ1, ζ2 ∈ G
2∑

α,β=1

⟨µα,β(∆)ζαζβ⟩ ≥ 0.

(c) Para todo ∆ en B, para todo ζ, ξ ∈ G: ⟨µ11(∆)ζ, ζ⟩ ≥ 0, ⟨µ22(∆)ξ, ξ⟩ ≥ 0 y

|⟨µ12(∆)ζ, ξ⟩|2 ≤ ⟨µ11(∆)ζ, ζ⟩ ⟨µ22(∆)ξ, ξ⟩.
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(d) Para todo ∆ en B, para todo ζ, ξ ∈ G: ⟨µ11(∆)ζ, ζ⟩ ≥ 0, ⟨µ22(∆)ξ, ξ⟩ ≥ 0 y

2|⟨µ12(∆)ζ, ξ⟩| ≤ ⟨µ11(∆)ζ, ζ⟩ + ⟨µ22(∆)ξ, ξ⟩.

La siguiente definición fue introducida en [2] (sección II).

Definición 3.4. Sea µαβ ∈ M(L(G)) para α, β = 1, 2. Se dice que la matriz {µα,β}α,β=1,2

es débilmente positiva cuando

2∑
α,β=1

⟨φα, φβ⟩µαβ
≥ 0

para todo (φ1, φ2) ∈ P1(G)× P2(G).

Cuando se trata de medidas absolutamente continuas con respecto de la medida de Lebes-

gue, estas condiciones se pueden expresar en términos de las densidades. Para µαβ = zαβ(x)dx

la expresión “{zα,β}α,β=1,2 es una matriz positiva” quiere decir {µα,β}α,β=1,2 es una matriz

positiva. Análogamente para matrices débilmente positivas.

Lema 3.5. Sea µαβ ∈ M(L(G)) para α, β = 1, 2. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) Las medidas µ11 y µ22 son positivas y

|⟨φ2, φ2⟩µ12|2 ≤ ⟨φ1, φ1⟩µ11 ⟨φ2, φ2⟩µ22

para todo (φ1, φ2) ∈ P1(G)× P2(G).

(b) La matriz {µα,β}α,β=1,2 es débilmente positiva.

Demostración. Cambiando φ1 por λ1φ1 y φ2 por λ2φ2 la desigualdad de la definición

de débilmente positiva se transforma en

2∑
α,β=1

λαλβ⟨φα, φβ⟩µαβ
≥ 0

para todo (φ1, φ2) ∈ P1(G) × P2(G), es decir la forma cuadrática en λ1 y λ2, dada por la

expresión anterior, es definida positiva. Esto es equivalente a la condición (a). �
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3.1. Extensión a valores operadores del teorema de Helson y Szegö

Teorema 3.6 (ver [6]). Sea µ ∈ M(L(G)) positivo, supongamos que dµ = W dx donde

W ∈ L1
L(G) y sea M ≥ 1. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a) 0 < ρn(W ) ≤ M2 − 1

M2 + 1
.

(b) Para todo φ ∈ enP1(G) + P2(G)

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ.

(c) Existe ν ∈ M(L(G))+ tal que, para cada ζ, ξ ∈ G

dνζξ(x) = hζξ(x) dx,

donde hζξ ∈ H1 y

(M2 + 1)2 | en(x)Wζξ(x)− hζξ(x) |2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x) Wξξ(x) c.s.

Demostración.

(b) ⇒ (a) Supongamos que

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ.

para todo φ ∈ enP1(G) + P2(G). Usando la proposición 3.1 se obtiene que

0 ≤ 1

M2 + 1
(M2∥φ∥2µ − ∥Hφ∥2µ) = (⟨enφ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ) +

(
M2 − 1

M2 + 1

)(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
= 2Re⟨enφ1, φ2⟩µ +

(
M2 − 1

M2 + 1

)(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
.

Si consideramos λ ∈ C y S ∈ R, con |λ| = 1, se cumple que λSφ1 ∈ P1(G) y además(
M2 − 1

M2 + 1

)
∥φ1∥2µS2 + (2Re(λ⟨enφ1, φ2⟩µ))S +

(
M2 − 1

M2 + 1

)
∥φ2∥2µ =

2Re(λ⟨enSφ1, φ2⟩µ) +
(
M2 − 1

M2 + 1

)
(∥Sφ1∥2µ + ∥φ2∥2µ) ≥ 0.

Esta es una inecuación de segundo grado en la variable S, cuyo discriminante D es

D = 4[λ⟨enφ1, φ2⟩µ + λ⟨φ2, enφ1⟩µ]2 − 4

(
M2 − 1

M2 + 1

)2

∥φ1∥2µ∥φ2∥2µ ≤ 0.

y esto es equivalente a decir

[λ⟨enφ1, φ2⟩µ + λ⟨φ2, enφ1⟩µ]2 ≤
(
M2 − 1

M2 + 1

)2

∥φ1∥2µ∥φ2∥2µ



3.1. EXTENSIÓN A VALORES OPERADORES DEL TEOREMA DE HELSON Y SZEGÖ 36

Si ∥φ1∥µ = ∥φ2∥µ = 1 entonces

λ⟨enφ1, φ2⟩µ + λ⟨φ2, enφ1⟩µ ≤
(
M2 − 1

M2 + 1

)
.

En particular para λ = e−i arg(⟨enφ1,φ2⟩µ), se tiene que

λ⟨enφ1, φ2⟩µ = |⟨enφ1, φ2⟩µ| = λ⟨φ2, enφ1⟩µ.

Por lo tanto

|⟨enφ1, φ2⟩µ| ≤
M2 − 1

M2 + 1
,

ahora si tomamos el supremo a ambos lados de está última expresión y considerando que(
M2−1
M2+1

)
es constante, se tiene el resultado deseado

ρn(µ) ≤
M2 − 1

M2 + 1

(a) ⇒ (b) Esta implicación también se obtiene usando el discriminante de una ecuación

de segundo grado.

(b) ⇒ (c) Consideremos las cuatro medidas absolutamente continuas con respecto a µ

dadas por:

µ11(∆) = µ22(∆) =
M2 − 1

M2 + 1

∫
∆

dµ(x)

µ12(∆) =

∫
∆

en(x) dµ(x)

µ21(∆) =

∫
∆

e−n(x) dµ(x)

para ∆ en B.

Se puede probar que dµ12 = dµ∗
21 donde µ∗

21 esta definida por

⟨µ∗
21(∆)ζ, ξ⟩G = ⟨ζ, µ21(∆)ξ⟩G.

Como
dµ12

dµ
= en

dµ

dx
= W

tenemos que
dµ12

dx
= enW

(esto se obtiene del Ejercicio 33.c del Caṕıtulo 11 de [49]).
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Sea φ = en φ1 + φ2 donde φ1 ∈ P1(G) y φ2 ∈ P2(G) tal que

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ.

De la Proposición 3.1 se sigue que

(⟨en φ1, φ2⟩µ + ⟨φ2, enφ1⟩µ) +
M2 − 1

M2 + 1

(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
≥ 0. (3.4)

Por la Proposición 2.14 tenemos que

⟨enφ1, φ2⟩µ =

∫ 2π

0

⟨W (x)en(x)φ1(x), φ2(x)⟩G dx

=

∫ 2π

0

⟨en(x)W (x)φ1(x), φ2(x)⟩G dx

= ⟨φ1, φ2⟩µ12
.

Análogamente

⟨φ2, enφ1⟩µ = ⟨φ2, φ1⟩µ21
.

De la ecuación (3.4) tenemos que

⟨φ1, φ2⟩µ12
+ ⟨φ2, φ1⟩µ21

+
M2 − 1

M2 + 1

(
∥φ1∥2µ + ∥φ2∥2µ

)
≥ 0

Para α = 1, 2 también se puede probar que

M2 − 1

M2 + 1
∥φα∥2µ = ⟨φα, φα⟩µαα

.

De donde

⟨φ1, φ2⟩µ12
+ ⟨φ2, φ1⟩µ21

+ ⟨φ1, φ1⟩µ11
+ ⟨φ2, φ2⟩µ22

≥ 0.

Es decir
2∑

α,β=1

⟨φα, φβ⟩µαβ
≥ 0

para todo (φ1, φ2) ∈ P1(G) × P2(G). Por lo tanto la matriz {µα,β}α,β=1,2 es débilmente

positiva.

Una aplicación directa del teorema II de [2] proporciona de una medida ν ∈ M(L(G))+
tal que:

2∑
α,β=1

⟨φα, φβ⟩µαβ
+ ⟨φ1, φ2⟩ν + ⟨φ2, φ1⟩ν∗ ≥ 0

para φ1, φ2 ∈ P(G).
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Tomando ζ, ξ ∈ G y sea ∆ ⊂ [0, 2π) un conjunto de Borel. Por Lema 3 de [2]

| ⟨µ12(∆) ζ, ξ⟩G − ⟨ν(∆) ζ, ξ⟩G|2 ≤ ⟨µ11(∆) ζ, ζ⟩G ⟨µ22(∆) ξ, ξ⟩G. (3.5)

Entonces ∣∣∣∣ ⟨µ12(∆) ζ, ξ⟩G − ⟨ν(∆) ζ, ξ⟩G
m(∆)

∣∣∣∣2 ≤ ⟨µ11(∆) ζ, ζ⟩G
m(∆)

⟨µ22(∆) ξ, ξ⟩G
m(∆)

. (3.6)

Por otro lado, puesto que ν ∈ M(L(G))+ para cada ζ, ξ ∈ G existe hζξ ∈ H1 tal que:

dνζξ(x) = hζξ(x)dx.

De donde

∣∣⟨µ12(∆)ζ, ξ⟩G − ⟨ν(∆)ζ, ξ⟩G
∣∣2 = ∣∣∣∣∫

∆

⟨dµ12(x)ζ, ξ⟩G −
∫
∆

⟨dν(x)ζ, ξ⟩G

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∫
∆

⟨endµζ, ξ⟩G −
∫
∆

⟨hζξ(x)ζ, ξ⟩G dx
∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣∫
∆

(
⟨enW (x)ζ, ξ⟩G − ⟨hζξ(x)ζ, ξ⟩G

)
dx

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∫
∆

⟨enW (x)ζ − hζξ(x), ξ⟩G

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∫
∆

(enWζξ − hζξ) (x)dx

∣∣∣∣2
y

⟨µ11(∆)ζ, ζ⟩G ⟨µ22(∆)ξ, ξ⟩G =

=

∫
∆

⟨dµ11(x)ζ, ζ⟩G
∫
∆

⟨dµ22(x)ξ, ξ⟩G

=

∫
∆

⟨(
M2 − 1

M2 + 1

)
W (x)ζ, ζ

⟩
G
dx

∫
∆

⟨(
M2 − 1

M2 + 1

)
W (x)ξ, ξ

⟩
G
dx

=

(∫
∆

(
M2 − 1

M2 + 1

)
Wζζ(x)dx

)(∫
∆

(
M2 − 1

M2 + 1

)
Wξξ(x)dx

)
=

(
M2 − 1

M2 + 1

)2(∫
∆

Wζζ(x)dx

)(∫
∆

Wξξ(x)dx

)
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Usando estas igualdades y la desigualdad (3.6), obtenemos∣∣∣∣ 1

m(∆)

∫
∆

(Wζξ − hζξ) (x)dx

∣∣∣∣2 ≤ (M2 − 1

M2 + 1

)2(
1

m(∆)

∫
∆

Wζζ(x)dx

)(
1

m(∆)

∫
∆

Wξξ(x)dx

)
.

Tomando ĺımite cuando m(∆) → 0 y usando el teorema fundamental del cálculo para

la integral de Lebesgue (ver Teorema 9 del Caṕıtulo 11 de [49]), obtenemos

(M2 + 1)2 | en(x)Wζξ(x)− hζξ(x) |2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x) Wξξ(x)

para casi todo x ∈ [0, 2π).

(c) ⇒ (b) Por hipótesis tenemos que

(M2 + 1) | en(x)Wζξ(x)− hζξ(x) | ≤ (M2 − 1) (Wζζ(x))
1/2 (Wξξ(x))

1/2

para casi todo x ∈ [0, 2π).

Sea ∆ ⊂ [0, 2π) un conjunto de Borel, usando la desigualdad anterior y la desigualdad

de Cauchy-Schwartz obtenemos

(M2 + 1)

∫
∆

| en(x)Wζξ(x)− hζξ(x) | dx ≤ (M2 − 1)

∫
∆

(Wζζ(x))
1/2 (Wξξ(x))

1/2 dx

≤ (M2 − 1)

(∫
∆

Wζζ(x)dx

)1/2(∫
∆

Wξξ(x)dx

)1/2

.

Para completar la demostración, notemos que en el resto de los pasos de la prueba de (b)

⇒ (c) tenemos condiciones equivalentes. �

Proposición 3.7. Sea µ ∈ M(L(G)) positivo, supongamos que dµ = Wdx donde

W ∈ L1
L(G) y sea M ≥ 1. Supongamos que

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ

para todo φ ∈ enP1(G) + P2(G).

Sea H1 : P → P la transformada del espacio de Hilbert y sea ζ ∈ G. Entonces

∥H1p∥L2(Wζζ) ≤M ∥p∥L2(Wζζ)

para todo polinomio trigonométrico a valores escalares p ∈ enP1 + P2.
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Demostración. Sea p ∈ enP1 +P2, si tomamos φ(x) = p(x)ζ, entonces φ ∈ enP1(G) +

P2(G) y

Hφ(x) = H1p(x)ζ.

De donde ∫ 2π

0

|H1p(x)|2Wζζ(x) dx =

∫ 2π

0

|H1p(x)|2 ⟨W (x)ζ, ζ⟩G dx

=

∫ 2π

0

⟨W (x)H1p(x)ζ,H1p(x)ζ⟩G dx

=

∫ 2π

0

⟨W (x)Hφ(x),Hφ(x)⟩G dx

≤M2

∫ 2π

0

⟨W (x)φ(x), φ(x)⟩G dx

=M2

∫ 2π

0

|p(x)|2 ⟨W (x)ζ, ζ⟩G dx

=M2

∫ 2π

0

|p(x)|2Wζζ(x) dx.

Luego

∥H1p ∥2L2(Wζζ)
≤M2∥p ∥2L2(Wζζ)

es decir

∥H1p ∥L2(Wζζ) ≤M∥p ∥L2(Wζζ).

�

Observación 3.8. De la Proposición 3.7 se sigue que si W ∈ L1
L(G) es no negativa y la

transformada de Hilbert es continua con respecto a dµ = Wdx entonces, para cada ζ ∈ G

tenemos que Wζζ(x) = 0 ó Wζζ(x) > 0 en casi todas partes. En los siguientes resultados

supondremos que Wζζ(x) > 0, en casi todas partes.

Tal como se dijo antes, ṽ indicará la conjugada armónica de una función v.

Lema 3.9. Sea µ ∈ M(L(G)) positiva, supongamos que dµ = Wdx donde W ∈ L1
L(G) y

sea M > 1. Si

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ

para toda φ ∈ enP1(G) + P2(G).
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Entonces para ζ ∈ G existe h1 ∈ H1 tal que

Wζζ = |h1| exp(u) = |p1|2 exp(u+ ṽ) c.s.

donde v = −arg (e−n h1), u ∈ L∞, p1 es un polinomio de grado menor que n y

|u| ≤ arcosh

(
M2 + 1

2M
cos v

)
c.s. (3.7)

y

∥v∥∞ ≤ π

2
− arc cos

(
M2 − 1

M2 + 1

)
<
π

2
c.s. (3.8)

Demostración. Observemos que usando la Proposición 3.7 la prueba de este lema

puede ser reducida al caso unidimensional (G = C). Por lo tanto los resultados se siguen

del teorema B de [11] y del teorema unidimensional de Helson y Sarason (ver Teorema 6 de

[29]) en la forma dada por Arocena, Cotlar y Sadosky (ver Teorema 3A de [3]).

Como

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ

para toda φ ∈ enP1(G) + P2(G), por el Teorema 3.6 tenemos que existe h ∈ H1 tal que:

(M2 + 1)2 |Wζζ(x)− e−n(x)h(x) |2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x) Wζζ(x) c.s.

Tomemos w = Wζζ . Observemos que w ∈ L1 y además

(M2 + 1)2 |e−n h− w|2 ≤ (M2 − 1)2w2 c.s. (3.9)

Sean

ϕ =
M2 + 1

2M
e−n h,

u = log (w/|ϕ|) .

Entonces

w = |ϕ| exp(u) c.s.

Sea

r =
M2 − 1

M2 + 1
.
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De (3.9) se sigue que (
M2 + 1

)
|e−nh− w| ≤

(
M2 − 1

)2
w

|e−nh− w| ≤ M2 − 1

M2 + 1
w

|(−1) (w − e−nh)| ≤ M2 − 1

M2 + 1
w∣∣∣∣1− e−nh

w

∣∣∣∣ ≤ M2 − 1

M2 + 1∣∣∣∣1− e−nh

w

∣∣∣∣ ≤ r < 1

Sea

v = − arg(e−n h/(r w)),

entonces

|v| = |− arg (e−nh/ (rw))| <
π

2

y sen |v| ≤ r c.s. Entonces

∥v∥∞ ≤ π

2
− arc cos r <

π

2

casi siempre, y la desigualdad (3.8) queda demostrada.

Nuevamente usando (3.9) obtenemos

0 ≥
(
M2 + 1

)2 |e−nh− w|2 −
(
M2 − 1

)2
w2,

0 ≥
(
M4 + 2M2 + 1

)
|e−nh− w|2 −

(
M4 − 2M2 + 1

)
w2,

0 ≥
(
M4 + 2M2 + 1

) (
|e−n|2 |h|2 + w2 − 2 Re (e−nh)w

)
−M4w2 + 2M2w2 − w2.

Simplificando esta última expresión, se tiene

4M2 w2 − 2(M2 + 1)2Re (e−n h) w + (M2 + 1)2|h|2 ≤ 0 c.s.

Usaremos que v = − arg (e−n h) para resolver esta inecuación de segundo grado. Las

ráıces de la ecuación de segundo grado asociada son:

wk =
M2 + 1

2M
|h|

M2 + 1

2M
cos v + (−1)k

√(
M2 + 1

2M

)2

cos2 v − 1


para k = 1, 2.
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Por otro lado usando la definición de arco coseno hiperbólico se pueden probar las dos

igualdades siguientes

arcoshx = log(x+
√
x2 − 1),

−arcoshx = log(x−
√
x2 − 1).

De aqúı se deduce que

wk = |ϕ| exp
(
(−1)karcosh

(
M2 + 1

2M
cos v

))
.

Volviendo a la inecuación de segundo grado obtenemos

w1 ≤ w ≤ w2 c.s.

De esto se obtiene fácilmente la desigualdad (3.7).

Si consideramos

h1 =
M2 + 1

2M
h

claramente notamos que h1 ∈ H1,

v = − arg (e−n h1)

y

Wζζ = |ϕ| exp(u) = M2 + 1

2M
|h| exp(u) = |h1| exp(u) c.s.

Como v = −arg (ϕ) tenemos

w = ϕ exp(u+ iv) c.s.

Luego

0 < w exp(−u− ṽ) = ϕ exp(−ṽ + iv) c.s.

Sea

S = ϕ exp(−ṽ + iv).

Por el principio de continuidad anaĺıtica de Helson y Sarason (ver [29]) tenemos que

S = |p1|2

para un polinomio p1 de grado menor que n. Luego

w exp(−u− ṽ) = |p1|2 c.s.
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es decir,

Wζζ = |p1|2 exp(u+ ṽ) c.s.

�

Teorema 3.10. Sea µ ∈ M(L(G)) positivo, supongamos que dµ =Wdx dondeW ∈ L1
L(G)

y sea M > 1. Si

∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ

para toda φ ∈ enP1(G) + P2(G) y si dados ζ, ξ ∈ G se tiene que

0 < (M2 − 1)
√
Wζζ(x)Wξξ(x) < (M2 + 1) |Wζξ(x)| para casi todo x ∈ [0, 2π)

entonces:

(a) Existe u ∈ L∞ y h ∈ H1 tal que

|Wζξ| =
|q|√

|q|2 − 1
|h| exp(u) c.s.

donde

q(x) =
M2 + 1

M2 − 1

en(x)Wζξ(x)√
Wζζ(x) Wξξ(x)

y

|u| ≤ arcosh

(
|q|√

|q|2 − 1
cos v

)
c.s. (3.10)

También

v(x) = − arg (e−n(x)h(x) exp(−ix argWζξ(x)))

satisface

∥v∥∞ ≤ π

2
− arc cos

(
1

|q(x)|

)
<
π

2
. (3.11)

(b) Si existe un entero no negativo N tal que

Wζξ(x) = |Wζξ(x)| eN(x) c.s.

entonces existe un polinomio p de grado menor que n+N tal que

|h| = |p|2 exp(ṽ)

y

|Wζξ| =
|q|√

|q|2 − 1
|p|2 exp(u+ ṽ) c.s.
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Demostración. Sean ζ, ξ ∈ G.

(a) Del Teorema 3.6, se sigue que existe h ∈ H1 tal que

(M2 + 1)2 | en(x)Wζξ(x)− h(x) |2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x) Wξξ(x) c.s.

Sea

z11(x) = (M2 − 1)Wζζ(x),

z22(x) = (M2 − 1)Wξξ(x),

z12(x) = z21(x)) = (M2 + 1) en(x)Wζξ(x).

Entonces

| z12(x)− (M2 + 1)h(x) |2 ≤ z11(x) z22(x) c.s.

De donde la matriz  z11 z12 + (M2 + 1)h

z21 + (M2 + 1)h z22


es positiva.

Como (M2 + 1)h ∈ H1 se sigue que la matriz

{zα,β}α,β=1,2 =

 z11 z12

z21 z22


es débilmente positiva (ver [2] y [16, pag. 291]).

Usando la hipótesis tenemos que

0 <
(
M2 − 1

)√
WζζWξξ <

(
M2 + 1

)
|Wζξ(x)| c.s.

0 <
(
M2 − 1

)√ z11
(M2 − 1)

· z22
(M2 − 1)

<
(
M2 + 1

) |z12(x)|
(M2 + 1)

c.s.

0 <
√
z11(x)z22(x) < |z12(x)| c.s.

Como zα,β ∈ L1 para α, β = 1, 2, z11(x) > 0 c.s. y z22(x) > 0 c.s. podemos usar un resultado

de Domı́nguez (Proposición 2.2 de [16]) y obtenemos que

|z12(x)|
|q(x)|

=
√
z11(x)z22(x) =

1√
|q(x)|2 − 1

|h(x)| exp(u(x)) c.s.
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donde

q(x) =
z12(x)√

z11(x)z22(x)
=
M2 + 1

M2 − 1

en(x)Wζξ(x)√
Wζζ(x) Wξξ(x)

,

u ∈ L∞ satisface

|u(x)| ≤ arccosh

 1√
1−

(
1

|q(x)|

)2 cos v(x)
 c.s.

y

v(x) = − arg (e−n(x)h(x) exp(−ix argWζξ(x)))

satisface

|v(x)| ≤ arc sen

(
1

|q(x)|

)
<
π

2
c.s..

Obviamente

|Wζξ| =
|q|√

|q|2 − 1
|h| exp(u) c.s.

y

q(x) =

(
M2 + 1

M2 − 1

)
en(x)Wζξ(x)√
Wζζ(x) Wξξ(x)

.

Además u satisface la ecuación (3.10) y v satisface la ecuación (3.11).

(b) Supongamos que existe N tal que

Wζξ(x) = |Wζξ(x)| eN(x),

usando el Lema 5 de [3] tenemos que

|h| = |p|2 exp(ṽ)

donde p es un polinomio de grado menor que n+N. �

Observación 3.11. El Lema 3.9 puede obtenerse del Teorema 3.10.

En [16], Domı́nguez dió la versión finito - dimensional del siguiente teorema.
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Teorema 3.12. Sea µ ∈ M(L(G)) positivo, supongamos que dµ =Wdx dondeW ∈ L1
L(G)

y sea M > 1. Supongamos que para todo ζ, ξ ∈ G

0 < (M2 − 1)
√
WζζWξξ < (M2 + 1) |Wζξ| c.s.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ para toda φ ∈ enP1(G) + P2(G).

(b) si existe ν ∈ M(L(G))+ tal que, ζ, ξ ∈ G

dνζξ(x) = hζξ(x) dx,

donde hζξ ∈ H1 y para

qζξ(x) =

(
M2 + 1

M2 − 1

)
· en(x)Wζξ(x)√

Wζζ(x) Wξξ(x)

las siguientes condiciones se cumplen:

(i) Para todo ζ ∈ G

Wζζ =
M2 + 1

2M
|hζζ | exp(uζζ) =

M2 + 1

2M
|pζζ |2 exp(uζζ + ṽζζ) c.s.,

donde pζζ es un polinomio de grado menor que n, uζζ ∈ L∞ satisface la ecuación

(3.7) y

vζξ = − arg (e−n hζξ)

satisface la ecuación (3.8).

(ii) Para todo ζ, ξ ∈ G

|Wζξ| =
|qζξ|√

|qζξ|2 − 1
|hζξ| exp(uζξ) c.s.,

donde uζξ ∈ L∞ satisface la ecuación (3.10) y

vζξ(x) = − arg (hζξ(x) exp(−ix(n+ argWζξ(x)) ) )

satisface la ecuación (3.11).

Más aún, si existe N tal que:

Wζξ(x) = |Wζξ(x)| eN(x)

entonces

|Wζξ| =
|qζξ|√

|qζξ|2 − 1
|pζξ|2 exp(uζξ + ṽζξ) c.s.,
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donde pζξ es un polinomio de grado menor que n+N .

Demostración. Sea ζ, ξ ∈ G del Teorema 3.6 se sigue que existe ν ∈ M(L(G))+ y

hζξ ∈ H1 tales que

dνζξ(x) = hζξ(x) dx

y

(M2 + 1)2 | en(x)Wζξ(x)− hζξ(x) |2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x) Wξξ(x) c.s.

Las partes (i) y (ii) se siguen del Lema 3.9 y el Teorema 3.10 parte (a).

La última parte se sigue del Teorema 3.10 parte (b). �

3.2. Extensión a valores operadores del teorema de Helson y Sarason

En esta sección se darán algunas definiciones importantes y se dan algunos resultados

previos, que nos permiten dar una generalización del teorema de Helson - Sarason a valores

operadores.

Siguiendo la terminoloǵıa de [16] se considerarán las funciones de Helson - Sarason de

tipo n, las cuales aparecieron por primera vez en [29].

Definición 3.13. Una función g, es de Helson - Sarason de tipo n, si existen dos funciones

reales y acotadas u y v con ∥v∥∞ < π
2

y un polinomio anaĺıtico p de grado menor o igual

que n tales que

g(x) = |p(x)|2 eu(x)+ṽ(x).

Definición 3.14. Sea µ ∈ M(L(G)), µ ≥ 0 y supongamos que dµ = Wdx donde

W ∈ L1
L(G). Definimos

Mµ = sup
ζ,ξ,x

{√
Wζζ(x) Wξξ(x)

|Wζξ(x)|

}
y

mµ = ı́nf
ζ,ξ,x

{√
Wζζ(x) Wξξ(x)

|Wζξ(x)|

}

Estos valores generalizan los que fueron dados en [16], para extender el teorema de

Helson- Sarason en el caso matricial.
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Teorema 3.15. Sea µ ∈ M(L(G)), µ ≥ 0 tal que dµ = Wdx para alguna W ∈ L1
L(G).

Sean n ∈ N y 0 < r < 1. Para x ∈ [0, 2π) consideremos

rζξ(x) =
r
√
Wζζ(x) Wξξ(x)

|Wζξ(x)|
.

Sean ζ, ξ ∈ G, si

rζξ(x) < 1 para casi todo x ∈ [0, 2π)

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ρn(µ) ≤ r.

(b) Para todo ζ, ξ ∈ G existen funciones

gζξ = |hζξ(x)|euζξ ,

donde hζξ ∈ H1
L(G) tales que:

(i) Wζζ(x) = gζζ(x) y ésta es una función Helson - Sarason de tipo n.

(ii) |Wζξ(x)| =
√

(1− r2)(gζξ(x))2 + r2gζζ(x)gξξ(x),

(iii) Sea vζξ(x) = − arg (hζξ(x) exp(−ix(n + argWζξ(x)) ) ) entonces uζζ y vζζ

satisfacen la ecuaciones

|uζξ(x)| ≤ arcosh

(
1√

1− (rζξ(x))2
cos vζξ(x)

)
c.s. (3.12)

y

|vζξ(x)| ≤ π

2
− arc cos (rζξ(x)) <

π

2
c.s. (3.13)

Si Wζξ(x) = |wζξ(x)| eixNζξ para un entero positivo Nζξ entonces gζξ es una función

Helson- Sarason de tipo n+Nζξ.

Demostración. Seguiremos un razonamiento análogo del Teorema 2.4 de [16].

Sea x ∈ [0, 2π). Notemos que

√
1− (rζξ(x))2 =

√
1−

(
r2Wζζ(x) Wξξ(x)

|Wζξ(x)|2

)
=

√
|Wζξ(x)|2 − r2Wζζ(x)Wξξ(x)

|Wζξ(x)|
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Luego

|Wζξ(x)| =
√
|Wζξ(x)|2 − r2Wζζ(x)Wξξ(x)√

1− (rζξ(x))2
(3.14)

Sea

qζξ(x) =
1

r
· en(x)Wζξ(x)√

Wζζ(x)Wξξ(x)

entonces

|qζξ(x)| =
1

rζξ(x)
=

(
M2 + 1

M2 − 1

)
· |Wζξ(x)|√

Wζζ(x)Wξξ(x)
.

Además se puede probar que

|qζξ(x)|√
|qζξ(x)|2 − 1

=
1√

1− (rζξ(x))2
.

De la ecuación (3.14) obtenemos

|Wζξ(x)| =
|qζξ(x)|√

|qζξ(x)|2 − 1

√
|Wζξ(x)|2 − r2Wζζ(x)Wξξ(x). (3.15)

Sea

r =
M2 − 1

M2 + 1
.

Entonces
M2 + 1

2M
=

1√
1− r2

.

Como rζξ(x) < 1 para casi todo x ∈ [0, 2π) se tiene que

0 < (M2 − 1)
√
Wζζ(x)Wξξ(x) < (M2 + 1) |Wζξ(x)| para casi todo x ∈ [0, 2π). (3.16)

Usando el Teorema 3.6 tenemos que:

ρn(µ) = ρn(W ) ≤ r si y sólo si ∥Hφ∥µ ≤M ∥φ∥µ para todo φ ∈ enP1(G) + P2(G).

Y como se cumple (3.16), tenemos que estas condiciones son equivalentes a la condición

(b) del Teorema 3.12.

Sean

hζξ =
1√

1− r2
hoζξ

y gζξ(x) = |hζξ(x)| exp(uζξ(x)) entonces

Wζζ = gζζ
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y

|Wζξ| =
|qζξ|√

|qζξ|2 − 1

√
1− r2 gζξ. (3.17)

De (3.15) y (3.17) obtenemos

√
1− r2 gζξ =

√
|Wζξ|2 − r2WζζWξξ.

Por lo tanto

|Wζξ| =
√

(1− r2)(gζξ)2 + r2gζζgξξ.

Más aún, si existe N tal que Wζξ(x) = |Wζξ(x)| eN(x) entonces

|Wζξ| =
|qζξ|√

|qζξ|2 − 1
|pζξ|2 exp(uζξ + ṽζξ) a.e.

donde pζξ es un polinomio de grado menor o igual que n+N .

�

Teorema 3.16. Sea µ ∈ M(L(G)), µ ≥ 0 tal que dµ = Wdx para una función W ∈

L1
L(G). Si 0 < mµ ≤Mµ <∞ entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) ĺım
n→∞

ρn(µ) = 0

(b) Para cada ε > 0, existe n > 0 y rε <
1

Mµ
tal que para todo r < rε y para ζ, ξ ∈ G

existen funciones de Helson - Sarason, gεζξ, de tipo n tales que

(i) gεζξ = |hεζξ|euεζξ donde hεζξ ∈ H1 y uεζξ es una función real acotada

(ii) Wζζ(x) = gεζξ(x)
1√

1− r2

(iii) |Wζξ(x)| =
√

(1− r2) gεζξ(x)2 + r2 gεζζ(x)gεξξ(x)

(iv) Si vεζξ(x) = − arg(e−n(x)hεζξ(x) exp(ix argWζξ(x))) entonces

∥uεζξ∥∞ + ∥vεζξ∥∞ < ε.

En este caso también tenemos que:

Wζξ(x) = ĺım
ε→0

gεζξ(x).

Si Wζξ(x) = |Wζξ(x)|eixNζξ para un entero positivo Nζξ entonces Wζξ es una función de

Helson - Sarason de tipo n+Nζξ.
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Demostración. Seguiremos un razonamiento análogo del Teorema 2.5 de [16].

(a) ⇒ (b) Usaremos

ĺım
x→0

arcosh

(
1√

1− x2

)
= 0 y ĺım

x→0
arc senx = 0.

Usando el primer ĺımite se sigue que dado ε > 0, existe rε ∈ (0, 1) tal que para todo

r < rε se va a tener lo siguiente:

ĺım
r→0

arcosh

(
1√

1− r2M2
µ

)
= 0,

por lo tanto, existe δ1 = δ1(ε) > 0 tal que:

|r| < δ1 implica que arcosh

(
1√

1− r2M2
µ

)
<
ε

2

Usando el segundo ĺımite se sigue que

ĺım
r→0

arc sen(rMµ) = 0

por lo tanto existe δ2 = δ2(ε) > 0 tal que:

|r| < δ2 implica | arc sen(rMµ)| <
ε

2
.

Sea

rε = mı́n

{
δ1, δ2,

1

Mµ

, 1

}
.

Aśı, rε ∈ (0, 1). Tomemos r tal que 0 < r < rε. Entonces

arcosh

(
1√

1− r2M2
µ

)
<
ε

2

arc sen(rMµ) <
ε

2

r < 1/Mµ.

Sea

rζξ(x) =
r
√
Wζζ(x)Wξξ(x)

|Wζξ(x)|
entonces

rζξ(x) < rMµ < 1.

De ĺım
n→∞

ρn(µ) = 0 se deduce que existe n tal que ρn(µ) ≤ r.
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Por el Teorema 3.15 tenemos que para todo ζ, ξ ∈ G, Wζξ tiene la representación dada

por (i), (ii) y (iii), además

|uεζξ(x)| ≤ arcosh

 cos vεζξ(x)√
1− r2ζξ(x)


y

|vεζξ(x)| ≤ arc sen rζξ(x) <
π

2
.

Entonces

|uεζξ(x)| ≤ arcosh

(
1√

1− r2M2
µ

)
<
ε

2

y

|vεζξ(x)| ≤ arc sen(rMµ) <
ε

2
.

Por consiguiente

∥uεζξ∥∞ + ∥vεζξ∥∞ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

(b) ⇒ (a) Dado r > 0, sea

rζξ(x) =
r
√
Wζζ(x)Wξξ(x)

|Wζξ(x)|

entonces

rmµ < rζξ(x) < rMµ.

Como 1− r2M2
µ < 1 tenemos que

1 <
1√

1− r2M2
µ

.

Sea

L = arcosh

(
1√

1− r2m2
µ

)
entonces

L > arcosh(1) = 0.

Tomando en cuenta que

L = ĺım
x→0

arcosh

(
cos x√
1− r2m2

µ

)
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y que L
2
> 0, obtenemos la existencia de δ > 0, tal que |x| ≤ δ implica que

L

2
= L− L

2
< arcosh

(
cos x√
1− r2m2

µ

)
< L+

L

2
.

Por lo tanto si |x| ≤ δ se tiene

arcosh

(
cos x√
1− r2m2

µ

)
>
L

2
> 0.

Sea ε = mı́n{δ, L
2
} entonces

ε <
L

2
< arcosh

(
cos ε√
1− r2m2

µ

)
y

ε < arc sen(rmµ),

(porque cuando definimos el arco coseno hiperbólico tomamos cos ε >
√

1− r2m2
µ).

Por hipótesis existe n > 0 y rε <
1

Mµ
, tal que para todo r < rε y ζ, ξ ∈ G,Wζξ tiene la

representación dada por (i), (ii) y (iii), además

∥uεζξ∥∞ + ∥vεζξ∥∞ < ε.

Por lo tanto

∥vεζξ∥∞ < ε < arc sen(rmµ) < arc sen rζξ(x)

y

|uεζξ| < ε < arcosh

(
cos ε√
1− r2m2

µ

)
< arcosh

(
cos vεζξ√

1− (rζξ(x))2

)
.

Por el Teorema 3.15, tenemos que

ρn(µ) ≤ r.

El resultado buscado se obtiene ya que {ρn(µ)}n≥0 es una sucesión decreciente. �



Caṕıtulo 4

Velocidad de convergencia del coseno del ángulo entre el pasado

y el futuro adelantado

Para medidas a valores escalares, algunos resultados acerca de la velocidad de convergen-

cia del coseno del ángulo entre el pasado y el futuro adelantado fueron dados en [3, 33, 34].

El caso matricial fue considerado en [16].

Siguiendo [16] estudiaremos la velocidad de convergencia de ρn(µ) para medidas a valores

operadores y daremos la versión correspondiente para el caso de cualquier espacio de Hilbert

separable.

En esta sección para {rn}n≥0 ⊂ (0, 1) y x ∈ [0, 2π), consideraremos

Rnζξ(x) = rn σζξ(x).

Entonces

rnmµ < Rnζξ(x) < rnMµ c.s.

Teorema 4.1. Consideremos {rn}n≥0 ⊂ (0, 1) con ĺım
n→∞

rn = 0. Sea µ ∈ M(L(G)), µ ≥ 0

tal que dµ = Wdx para una función W ∈ L1
L(G). Si 0 < mµ ≤ Mµ < ∞ entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ρn(µ) = 0(rn), n→ ∞.

(b) Existe s y no ≥ 0 tal que para todo n ≥ no, para ζ, ξ ∈ G existen funciones gnζξ =

|hnζξ|eunζξ donde hnζξ ∈ H1 tal que:

(i) Wζζ(x) = gnζζ(x) y estos es una función de Helson - Sarason de tipo n.

(ii) |Wζξ(x)| =
√

(1− (srn)2(gnζξ(x))2 + (srn)2gnζζ(x)gnξξ(x).

(iii) ∥vnζξ∥∞ = O(rn), n→ ∞.

(iv)
cosh |unζξ|
cos vnζξ

− 1 = O(r2n), n→ ∞.

donde vnζξ(x) = − arg(e−n(x)hnζξ(x) exp(−ix argWζξ(x))).

55
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En este caso tambien tenemos

Wζξ(x) = ĺım
n→∞

gnζξ(x).

Si Wζξ(x) = |Wζξ(x)|eixNζξ para un entero positivo Nζξ entonces gζξ es una función de

Helson - Sarason de tipo n+Nζξ.

Demostración.

(a) ⇒ (b) Primero observemos que existe c, δ > 0 tal que si 0 < x < δ, entonces

arcsinx < cx. Y si 0 < x2 < 1/2 entonces 1/
√
1− x2 ≤ 1 + x2.

Existe s y n1 tal que si n ≥ n1, entonces ρn(µ) ≤ srn < 1/Mµ, por tanto sRnζξ(x) < 1.

Usando el Teorema 3.15 se sigue que para todo ζ, ξ ∈ G Wζξ tiene la representación

requerida, y

|unζξ(x)| ≤ arcosh

(
cos vnζξ(x)√

1− (sRnζξ(x))2

)
≤ arccosh

(
cos vnζξ(x)√
1− s2r2nM

2
µ

)
,

|vnζξ(x)| ≤ arcsin sRnζξ(x) ≤ arcsin(srnMµ) <
π

2
.

Pero existe n2 tal que si n ≥ n2 srnMµ < δ y srnMµ < 1/
√
2.

Consideremos n0 = máx{n1, n2} entonces para cada n ≥ n0

cosh |unζξ|
cos vnζξ

≤ 1√
1− s2r2nM

2
µ

≤ 1 + s2r2nM
2
µ,

|vnζξ(x)| ≤ csrnMµ.

(b) ⇒ (a) Para todo x ∈ R se tiene que 1 + x2 ≤ 1/
√
1− 2x2. Y existe λ > 0, δ ∈ (0, 1)

tal que si 0 < x < δ, entonces λx < arcsinx.

Existe c, s y n0 tal que si n ≥ n0, para todo ζ, ξ ∈ G, Wζξ tiene la representación expresada

en terminos s,

||vnζξ||∞ ≤ crn,
cosh |unζξ|
cos vnζξ

− 1 ≤ c2r2n

Como crn → 0, podemos tomar c tal que cMµ/mµλ < 1 y
√
2cMµ/mµ < 1.

Existe n1 tal que crn/λ < δ si n ≥ n1.
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Consideremos N = máx{n0, n1} entonces para todo n ≥ N

|vnζξ(x)| ≤ crn ≤ arcsin((c/λ)rn) ≤ arcsin((c/mµλ)Rnζξ(x)),

cosh |unζξ(x)| ≤ (1 + c2r2n) cos vnζξ(x) ≤
cos vnζξ(x)√

1− 2c2(Rnζξ(x)/mµ)2
.

Sea d = máx{c/mµλ,
√
2c/mµ} entonces dRnζξ(x) < 1. Asi que

|vnζξ(x)| ≤ arcsin dRnζξ(x),

|unζξ(x)| ≤ arcosh

(
cos vnζξ(x)√

1− d2(Rnζξ(x))2

)
.

Por el Teorema 3.15, para cada n ≥ n0, ρn(µ) ≤ drn. �

El último resultado da condiciones necesarias y suficientes para la velocidad de conver-

gencia de ρn(µ). El próximo da una condición necesaria y otra suficiente mas simple que la

dada en el Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Sea {rn}n≥0 ⊂ (0, 1) con ĺım
n→∞

rn = 0. Considremos µ ∈ M(L(G)), µ ≥ 0

tal que dµ = Wdx para una función W ∈ L1
L(G) y tal que 0 < mµ ≤ Mµ < ∞. Si existe

n0 ≥ 0 tal que para todo n ≥ n0 para todo ζ, ξ ∈ G existen funciones gnζξ = |hnζξ| exp(unζξ),

donde hnζξ ∈ H1 tal que:

(i) Wnζζ(x) = gnζζ(x) y estos es una función de Helson - Sarason de tipo n.

(ii) |Wnζξ(x)| =
√
(1− (k rn)2)(gnζξ(x))2 + (k rn)2gnζζ(x)gnξξ(x),

(iii) Si vnζξ(x) = − arg (hnζξ(x) exp(−ix(n+ argWnζξ(x)) ) ) entonce unζξ y vnζξ satis-

face ∥unζξ∥∞ = O(rn) cuando n→ ∞ y ∥vnζξ∥∞ = O(r2n) cuando n→ ∞.

Entonces

ρn(µ) = O(rn), cuando n→ ∞.

Demostración. Primero observemos que existe c > 0, d > 0 y δ ∈ (0, 1) tal que si

0 < x < δ,

cx < π/2− arc cosx < dx (4.1)

cx < arc cos
√
1 + x2 < dx. (4.2)

Por hipotesis existe n0 y k (podemos tomar k > c) tal que, para todo n ≥ n0,

∥unζξ∥∞ ≤ k rnmµ, ∥vnζξ∥∞ ≤ k r2nm
2
µ y k rn/c < δ.



4. VELOCIDAD DE CONVERGENCIA DEL COSENO DEL ÁNGULO 58

Por lo tanto, para todo n ≥ n0,

|unζξ(x)| ≤ k rnmµ ≤ k Rnζξ(x) y |vnζξ(x)| ≤ k r2nm
2
µ ≤ k (Rnζξ(x))

2 c.s.

Asi que por (4.1 la desigualdad siguiente se mantiene casi siempre

|vnζξ| ≤ c

(
k
Rnζξ

c

)2

< π/2− arc cos

((
k Rnζξ

c

)2
)
< π/2− arc cos

(
k Rnζξ

c

)
.

Esto tambien implica que

cos(vnζξ) ≥ cos

(
π/2− arc cos

(
kRnζξ

c

)2
)

= sin arc cos

(
kRnζξ

c

)2

=

√
1−

(
kRnζξ

c

)4

.

Usando (4.2) obtenemos

arccosh

(
cos vnζξ√

1− (kRnζξ/c)2

)
≥ arccosh

(√
1− (kRnζξ/c)4√
1− (kRnζξ/c)2

)

= arccosh
√

1 + (kRnζξ/c)2

≥ c(kRnζξ/c) = kRnζξ

≥ |unζξ|.

Dado que

kRnζξ/c = (k rn/c) σζξ,

tenemos

|vnζξ| < π/2− arc cos ((k rn/c)σζξ)

y

|unζξ| ≤ arccosh

(
cos vnζξ√

1− ((k rn/c) σζξ)2

)
.

Por el teorema 3.15 del caṕıtulo anterior,

ρn(µ) ≤ krn/c si n ≥ n0.

�

Teorema 4.3. Consideremos {rn}n≥0 ⊂ (0, 1) con ĺımn→∞ rn = 0. Sea µ ∈ M(L(G)),

µ ≥ 0 tal que dµ = Wdx para una función W ∈ L1
L(G) y tal que 0 < mµ ≤Mµ <∞. Si

ρn(µ) = O(rn), cuando n→ ∞
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entonces existe n0 ≥ 0 tal que para todo n ≥ n0 y para todo ζ, ξ ∈ G existen funciones

gnζξ = |hnζξ| exp(unζξ), donde hnζξ ∈ H1 tal que:

(i) Wnζζ(x) = gnζζ(x) y esta es una función de Helson - Sarason de tipo n.

(ii) |Wnζξ(x)| =
√
(1− (k rn)2)(gnζξ(x))2 + (k rn)2gnζζ(x)gnξξ(x),

(iii) Let vnζξ(x) = − arg (hnζξ(x) exp(−ix(n + argWnζξ(x)) ) ) entonces unζξ y vnζξ

satisface ∥unζξ∥∞ = O(rn) cuando n→ ∞ y ∥vnζξ∥∞ = O(rn) cuando n→ ∞.

Demostración. Usaremos a continuación los siguientes hechos√
1 +

(
y/
√

1− y2
)2

=
1√

1− y2
(y ̸= 0). (4.3)

Y existe γ ∈ (0, 1), b > 0, c > 0 y δ ∈ (0, γ) tal que si 0 < x < γ, entonces

(i) bx < π/2− arc cosx < cx,

(ii) x√
1−x2 < γ, si 0 < x < δ,

(iii) bx < arccosh
√
1 + x2 < cx,

(iv) 1√
1−x2 < c.

Si ĺımn→∞ rn = 0 and ρn(µ) = O(rn), cuando n→ ∞ entonces existe n0 y k tal que

ρn(µ) ≤ k rn < δ/Mµ < γ/Mµ si n ≥ n0.

Dado que ρn(µ) ≤ k rn, aplicando el Teorema 3.15 tenemos que para todo ζ, ξ ∈ G existen

funciones gnζξ = |hnζξ| exp(unζξ), donde hnζξ ∈ H1 tal que:

(i) Wnζζ(x) = gnζζ(x) y esta es una función de Helson - Sarason de tipo n.

(ii) |Wnζξ(x)| =
√
(1− (k rn)2)(gnζξ(x))2 + (k rn)2gnζζ(x)gnξξ(x),

(iii) Sea vnζξ(x) = − arg (hnζξ(x) exp(−ix(n + argWnζξ(x)) ) ) entonces unζξ y vnζξ

satisface

|unζξ(x)| ≤ arcosh

(
1√

1− (k Rnζξ(x))2
cos vnζξ(x)

)
c.s., (4.4)

|vnζξ(x)| ≤ π

2
− arc cos (k Rnζξ(x)) <

π

2
c.s. (4.5)

Por tanto

|unζξ(x)| ≤ arcosh

(
1√

1− (k rnMµ)2
cos vnζξ(x)

)
c.s.,

|vnζξ(x)| ≤ π

2
− arc cos (k rnMµ) <

π

2
c.s.
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De k rnMµ < γ, usando (i) se sigue que

∥vnζξ∥∞ ≤ π/2− arc cos(k rnMµ) ≤ c k rnMµ.

En otras palabras, dado que k rnMµ < δ, usando (ii) tenemos que

k rnMµ√
1− (k rnMµ)2

< γ.

Como k rnMµ < γ, de (4.3), (iii) y (iv) se sigue que

∥unζξ∥∞ ≤ arccosh

(
cos vnζξ√

1− (k rnMµ)2

)
≤ arccosh

(
1√

1− (k rnMµ)2

)

= arccosh

√√√√1 +

(
k rnMµ√

1− (k rnMµ)2

)2

≤ c

(
k rnMµ√

1− (k rnMµ)2

)

≤ c2k rnMµ.

�



Caṕıtulo 5

Versiones a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym

y del teorema de F. y M. Riesz

Un resultado básico del análisis armónico es el teorema de F. y M. Riesz, el cual plantea

que si los coeficientes de Fourier-Stieltjes de una medida de Borel µ en [0, 2π) satisfacen

µ̂(n) = 0 para todo n < 0,

entonces µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

El teorema de Radon-Nikodym es un resultado fundamental en teoŕıa de la medida. Este

establece que, dado un espacio medible (Ω,Σ), si una medida σ-finita ν sobre (Ω,Σ) es

absolutamente continua con respecto a la medida σ-finita µ sobre (Ω,Σ), entonce existe una

función medible f sobre Ω que toma valores en [0,∞), tal que

ν(A) =

∫
A

f dµ

para cualquier conjunto A ∈ Σ.

Varias extensiones de estos dos resultados han sido dadas, ver por ejemplo [28, 39, 56,

50, 48] para extensiones del teorema de F. y M. Riesz y [1, 13, 14] para extensiones del

teorema de Radon-Nikodym.

En [2] Arocena y Cotlar consideraron algunos momentos vectoriales y problemas con

pesos relacionados con dilatación de núcleos de Toeplitz generalizados y comentaron acerca

de la posibilidad de extender el teorema de F. y M. Riesz para medidas a valores operadores.

Este caṕıtulo fue motivado por este comentario, para mas detalles ver la Sección 5.2.

En la Sección 5.1 de este caṕıtulo daremos una extensión a valores operadores del teorema

de Radon-Nikodym y en la Sección 5.2 usaremos este resultado para establecer una versión

a valores operadores de los teorema de F. y M. Riesz.

Los resultados de este caṕıtulo aparecieron en la publicación [7].

61
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5.1. Medidas a valores operadores en un espacio de Hilbert

y una versión del teorema de Radon-Nikodym

A lo largo de este caṕıtulo (G, ⟨ , ⟩G) es un espacio de Hilbert separable, ∥.∥G es la norma

asociada y L(G) denota el espacio de los operadores lineales continuos sobre G.

Definición 5.1. Consideremos µ : B → L(G) una función.

Decimos que µ es una medida en sentido fuerte a valores en L(G) sobre [0, 2π), si

µ

(
+∞∪
n=1

∆n

)
=

+∞∑
n=1

µ(∆n),

converge en norma, para cualquier sucesión disjunta {∆n} ⊂ B. Esta propiedad es también

conocida como aditividad fuerte.

El conjunto de las medidas en sentido fuerte acotadas, a valores en L(G) sobre [0, 2π), se

denotará por Ms(L(G)).

Es claro que Ms(L(G)) ⊂ M(L(G)), también se va a tener que Ms(L(G)) ̸= M(L(G))

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Consideremos G = L2 y sea µ : B → L(G) definido por µ(∆)ξ = ξ 1∆, donde 1∆ es la

función caracteŕıstica del conjunto ∆.

Para ζ, ξ ∈ G y ∆ ∈ B tenemos

µζξ(∆) =

∫
∆

ζ(x) ξ(x) dx.

Aśı que µ es una medida a valores en L(G) sobre [0, 2π), medible en el sentido débil.

Por otro lado, si ∆,∆′ ∈ B son tales que ∆′ ⊂ ∆ y m(∆ \∆′) > 0 entonces

∥µ(∆)− µ(∆′)∥2L(G) = sup
∥ξ∥G=1

∥µ(∆)ξ − µ(∆′)ξ∥2G = sup
∥ξ∥G=1

∫
∆\∆′

|ξ(x)|2 dx = 1.

Aśı que µ no es fuertemente aditiva.

Definición 5.2. Sea µ una medida en sentido débil a valores en L(G) sobre [0, 2π), se

dice que µ tiene variación finita si

+∞∑
n=1

∥µ(∆n)∥L(G) < +∞,

para cualquier sucesión disjunta {∆n} ⊂ B.
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Observación 5.3. Para µ ∈ Ms(L(G)) se tiene que µ es de variación finita si y sólo si

sup
+∞∑
n=1

∥µ(∆n)∥L(G) < +∞,

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones {∆n} de [0, 2π) tales que {∆n} ⊂ B.

Esta propiedad se expresa usualmente diciendo que µ es de variación acotada.

Consideremos µ ∈ M(L(G)) absolutamente continua con respecto a la medida de Lebes-

gue, es decir si m(A) = 0, entonces µ(A) = 0 para A ∈ B. En este caso para cada ζ, ξ ∈ G

existe una, única c.s., función integrable Lebesgue hζξ : [0, 2π) → C tal que

dµζξ(x) = hζξ(x) dx.

Una pregunta natural es determinar bajo qué condiciones existe una función débilmente

medible F : [0, 2π) → L(G) tal que para todo ζ, ξ ∈ G

hζξ(x) = Fζξ(x).

El Teorema 5.4, que sigue a continuación, da condiciones necesarias y suficientes para

una respuesta afirmativa.

Teorema 5.4. Consideremos µ ∈ M(L(G)) absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue. Para ζ, ξ ∈ G, sea hζξ la función integrable tal que dµζξ(x) = hζξ(x) dx.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) µ ∈ Ms(L(G)) y µ tiene variación finita.

(b) Existe una función F ∈ L1
L(G), única c.s., tal que

hζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x)

(c) Existe una función integrable y : [0, 2π) → [0,+∞) tal que para cada ζ, ξ ∈ G

|hζξ(x)| ≤ y(x) ∥ζ∥G ∥ξ∥G c.s.(x).

Demostración.

(a) ⇒ (b) Esta parte se sigue de un resultado de Alvarez de Araya (Teorema 2.4 de [1]),

ver también el libro de Diestel y Uhl [14].

(b) ⇒ (c) Si hζξ(x) = Fζξ(x) donde F ∈ L1
L(G), entonces

|hζξ(x)| = |⟨F (x)ζ, ξ⟩G| ≤ ∥F (x)∥L(G) ∥ζ∥G ∥ξ∥G,
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aśı que es suficiente tomar y(x) = ∥F (x)∥L(G).

(c) ⇒ (a) Tenemos que mostrar que µ es σ-aditiva en el sentido fuerte y que µ es de

variación finita.

Sean ζ, ξ ∈ G tales que ∥ζ∥G = ∥ξ∥G = 1, entonces para cualquier ∆ ∈ B tenemos

|⟨µ(∆)ζ, ξ⟩| =
∣∣∣∣∫

∆

hζξ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
∆

y(x) dx.

Por lo tanto

∥µ(∆)∥L(G) = sup
∥ζ G|=∥ξ∥G=1

|⟨µ(∆)ζ, ξ⟩| ≤
∫
∆

y(x) dx.

Sea {An} ⊂ B una sucesión disjunta, consideremos A =
∪+∞

n=1An y para N ∈ N, sea

BN =
∪N

n=1An. Tenemos que

+∞∑
n=1

∥µ(An)∥L(G) ≤
+∞∑
n=1

∫
An

y(x) dx =

∫
A

y(x) dx < +∞.

También tenemos

|⟨(µ(A)− µ(BN))ζ, ξ⟩| =
∣∣∣∣∫

A\BN

hζξ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
A\BN

y(x) dx.

Por lo tanto

∥µ(A)− µ(BN)∥L(G) = ∥µ(A \BN)∥L(G) ≤
∫
A\BN

y(x) dx.

Dado que y es integrable
∫
A\BN

y(x) dx → 0 cuando N → ∞, sigue que µ ∈ Ms(L(G)).

�

5.1.1. Un ejemplo de una medida µ ∈ M(L(G)) para la cual no existe F ∈ L1
L(G)

tal que hζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x).

Consideremos una función ϕ : [0, 2π) → C tal que

(a) ϕ ∈ L1.

(b) ϕ es continua en (0, 2π).

(c) ϕ no es acotada.

Sea {xk}∞k=1 ⊂ (0, 2π) un conjunto denso y sea {τk}∞k=1 una base ortonormal de G.

Consideremos ζ, ξ ∈ G dados por ζ =
∑∞

k=1 akτk, ξ =
∑∞

k=1 bkτk. Para un conjunto de

Borel ∆ ⊂ [0, 2π), consideremos Ω∆ : G × G → C definida por

Ω∆(ζ, ξ) =
∞∑
k=1

akbk

∫
∆

ϕ(x− xk) dx.
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Tenemos que Ω∆ es una forma sesquilineal. También

|Ω∆(ζ, ξ)| ≤
∞∑
k=1

|akbk| ∥ϕ∥1

≤ ∥ϕ∥1

(
∞∑
k=1

|ak|2
)1/2( ∞∑

k=1

|bk|2
)1/2

= ∥ϕ∥1 ∥ζ∥G ∥ξ∥G.

Por lo tanto existe una función µ : B → L(G) tal que

Ω∆(ζ, ξ) = ⟨µ(∆)ζ, ξ⟩G.

De la última desigualdad, claramente

∥µ(∆)∥L(G) ≤ ∥ϕ∥1.

Ahora consideremos una sucesión de conjuntos de Borel disjuntos ∆1,∆2, . . . ⊂ [0, 2π) y

sea

∆ =
∞∪
n=1

∆n.

Con el objeto de probar que µ es una medida a valores en L(G) en el sentido débil

necesitamos considerar series iteradas. Tenemos que

⟨µ(∆)ζ, ξ⟩G =
∞∑
k=1

akbk

∫
∆

ϕ(x− xk) dx

=
∞∑
k=1

akbk

∞∑
n=1

∫
∆n

ϕ(x− xk) dx

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

akbk

∫
∆n

ϕ(x− xk) dx

=
∞∑
n=1

⟨µ(∆n)ζ, ξ⟩G,
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porque

∞∑
n=1

∞∑
k=1

∣∣∣∣akbk ∫
∆n

ϕ(x− xk) dx

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

|akbk|
∞∑
n=1

∫
∆n

|ϕ(x− xk)| dx

=
∞∑
k=1

|akbk|
∫
∆

|ϕ(x− xk)| dx

≤
∞∑
k=1

|akbk| ∥ϕ∥1

≤ ∥ϕ∥1 ∥ζ∥G ∥ξ∥G.

Aśı que µ ∈ M(L(G)).

De la definición de µ se sigue que

µζξ(∆) =
∞∑
k=1

akbk

∫
∆

ϕ(x− xk) dx

y

|µζξ(∆)| ≤ c ∥ζ∥G ∥ξ∥G.

Por tanto

dµζξ(x) =

(
∞∑
k=1

akbk ϕ(x− xk)

)
dx,

aśı que la función hζξ correspondiente para esta medida está dada por

hζξ(x) =
∞∑
k=1

akbk ϕ(x− xk).

Notemos que

hτkτk(x) = ϕ(x− xk) c.s.(x) k = 1, 2, . . .

Ahora mostraremos que no existe F ∈ L1
L(G) tal que h

ζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x).

Supongamos que existe una función débilmente medible F : [0, 2π) → L(G) tal que para

cada ζ, ξ ∈ G

hζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x).

Entonces tendŕıamos que

|hζξ(x)| = |⟨F (x)ζ, ξ⟩G| ≤ ∥F (x)∥L(G)∥ζ∥G ∥ξ∥G c.s.(x).
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En particular,

|ϕ(x− xk)| = |hτkτk(x)| ≤ ∥F (x)∥L(G) c.s.(x) k = 1, 2, . . .

Esto no es posible porque ∥F (·)∥L(G) debe ser finito c.s., además ϕ es continua excepto

en 0, ϕ es acotada y {xn}∞n=1 es un conjunto denso en (0, 2π).

5.2. Una versión a valores operadores del teorema de F. y M. Riesz

La motivación para este caṕıtulo es el siguiente comentario, que apareció en un art́ıculo

de Arocena y Cotlar [2]: si µ ∈ M(L(G)), µ̂(n) = 0 para n < 0 y ζ, ξ ∈ G entonces para

la medida escalar µζξ tenemos que µ̂ζξ(n) = 0 para n < 0, de alĺı que exista hζξ ∈ H1 tal

dµζξ(x) = hζξ(x) dx. Pero aunque

|µζξ(∆)| ≤ c ∥ζ∥G ∥ξ∥G

no podemos decir que existe un operador F (x) ∈ L(G) tal que

⟨F (x)ζ, ξ⟩G = hζξ(x) c.s.(x).

Sin embargo la familia {hζξ}ζ,ξ∈G satisface:

hλζ1+ζ2,ξ = λhζ1ξ + hζ2ξ

hζξ = hξζ

para todo λ ∈ C, ζ1, ζ2, ζ, ξ ∈ G.

Como es natural, definiremos

H1
L(G) = {F ∈ L1

L(G) : F̂ (n) = 0 si n < 0}.

Teorema 5.5. Sea µ ∈ Ms(L(G)) una medida que tiene variación finita tal que µ̂(n) = 0

si n < 0. Entonces existe F ∈ H1
L(G) tal que

dµ(x) = F (x) dx.

Demostración.

Se sigue que, para cada ζ, ξ ∈ G, µ̂ζξ(n) = 0 para todo n < 0. Aśı que del teorema de F.

y M. Riesz se tiene que cada medida µζξ es absolutamente continua con respecto a la medida

de Lebesgue.
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Por lo tanto µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Del

Teorema 5.4 se tiene que existe una función F ∈ L1
L(G), única c.s., tal que

hζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x).

Finalmente es claro que F ∈ H1
L(G). �

Observación 5.6. La hipótesis en el último teorema no puede ser omitida, como se

muestra en el siguiente ejemplo.

Para el ejemplo dado en la Subsección 5.1.1 consideremos el caso particular en que la

función ϕ es la siguiente función

ϕ(x) =
1

1− eix

(
1

eix
log

1

1− eix

)−2

,

para x ̸= 0 y x ̸= 2π.

Tenemos que ϕ ∈ H1, ver [20, pag. 13, ejer. 3].

Con la misma notación de la Subsección 5.1.1 tenemos que

hζξ(x) =
∞∑
k=1

akbk ϕ(x− xk).

Dado que
∞∑
k=1

∥∥akbk ϕ(· − xk)
∥∥
1
≤ ∥ϕ∥1 ∥ζ∥G ∥ξ∥G,

tenemos que hζξ ∈ H1 para cada ζ, ξ ∈ G.

De alĺı que la medida a valores operadores correspondiente µ, pertenece a M(L(G)) y

µ̂(n) = 0 si n < 0. Pero, como se probó en la subsección 5.1.1, no existe F ∈ L1
L(G) tal que

hζξ(x) = Fζξ(x) c.s.(x).
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[26] J. Garćıa-Cuerva. José Luis Rubio de Francia (1949-1988). Collect Math. 38, No.1 (1987), 3-15.

[27] E. Hayashi. The spectral density of a strongly mixing stationary gaussian process; Pacific Journal of

Mathematics. Vol. 96, N.2 (1981), 343 - 359.

[28] H. Helson, D. Lowdenslager. Prediction theory and Fourier series in several variables. Acta Math. 99

(1958), 165-202.

[29] H. Helson, D. Sarason. Past and future. Math. Scand. 21 (1967), 5 - 16.
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