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Resumen

Para una medida finita de Borel a valores operadores en un intervalo finito se da una
condicién necesaria y suficiente para que el pasado y el futuro adelantado tiendan a ser
ortogonales. Esto lleva a una versién a valores operadores del teorema de Helson y Sarason.
Ademas se obtienen criterios espectrales para la velocidad con la que ocurre la mezcla fuerte
en algunos procesos estacionarios a valores en un espacio de Hilbert.

Para una medida a valores operadores, en sentido débil, absolutamente continua se da
una condicion necesaria y suficiente para que tenga una densidad en sentido fuerte. Este
resultado es una extensién a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym y se usa
para obtener una version a valores operadores del teorema de F. y M. Riesz. También se dan

contraejemplos relacionados.



Introduccién

En matematicas, la mezcla es un concepto abstracto procedente de la fisica al intentar
describir el proceso termodinamico irreversible de la mezcla en el mundo cotidiano: la mezcla
de pintura, al mezclar bebidas, etcétera.

Este concepto aparece en la teoria ergddica, el estudio de los procesos estocasticos y me-
didas de conservacion. Existen varias definiciones diferentes para mezcla, la que se considera
en este trabajo es conocida como mezcla fuerte (strong mixing).

Para procesos gaussianos, ortogonalidad estd estrechamente relacionada con indepen-
dencia. Esto permite expresar en ese caso los procesos estocasticos con mezcla fuerte como
aquellos procesos para los cuales el angulo entre el pasado y el futuro adelantado tienden a
ser ortogonales. Es decir, el coseno del angulo entre el pasado y el futuro adelantado tiende
a cero.

En este trabajo se abordan aspectos de la teoria de prediccién de procesos estocasticos,
de teoria de la medida y de variable compleja desde la éptica de la teoria de operadores. Se
toman como punto de partida los trabajos publicados por Kolmogorov(1957) y Szeg6(1960),
cuyos origenes estan asociados a las desigualdades con pesos potencias que aparecen en los
trabajos de Hardy y Littlewood.

En el caso de medidas a valores escalares, son de particular importancia los aportes de
Helson, Szegé y Sarason. Helson y Szegd [30] dieron una condicién necesaria y suficiente
para que el pasado y el futuro estén en angulo estrictamente positivo. Posteriormente Helson
y Sarason [29] dieron una condicién necesaria y suficiente para que el pasado y el futuro ade-
lantado tiendan a ser ortogonales. Algunos resultados acerca de la velocidad de convergencia
del coseno del dngulo entre el pasado y el futuro adelantado fueron dados en [3, 33, 34].

Estos problemas de teoria de prediccién estan muy relacionados con el resultado de
variable compleja conocido como el teorema de F. y M. Riesz y con el clasico resultado de

teoria de la medida conocido como el teorema de Radon-Nikodym.
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En este trabajo se consideran operadores en espacios de Hilbert. Se dan versiones a
valores operadores del teorema de Helson y Sarason. Ademas, para el caso de medidas a
valores operadores se estudia la velocidad de convergencia del coseno del angulo entre el
pasado y el futuro adelantado. También se dan versiones a valores operadores del teorema

de F. y M. Riesz y del teorema de Radon-Nikodym.

El trabajo se ha estructurado en cinco capitulos y esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, para el caso de funciones y medidas a valores escalares se hace una
breve presentacion de tres problemas clasicos de la teoria de prediccién y su influencia en
investigaciones posteriores. Estas investigaciones estan asociadas a las desigualdades con
pesos. Asi mismo se estudian el llamado pasado y el futuro adelantado y el angulo entre
estos dos subespacios, tomando como eje central el trabajo publicado por Helson y Sarason
[29]. Estos problemas se pueden plantear en el caso multivariado, en ese caso ya se han

publicado algunos resultados (ver [16, 6]).

En el Capitulo 2, se introducen nociones preliminares, basicas para la comprension de
los capitulos posteriores relacionadas con funciones y medidas a valores operadores en un

espacio de Hilbert.

Los resultados y aportes mas relevantes en este trabajo estan en los tres ultimos capitulos.

En el Capitulo 3, apoyados en los articulos [6] y [16], se proporciona una extensién a
valores operadores del teorema de Helson-Sarason (ver Teorema 3.16). Resultados parciales

de este capitulo fueron obtenidos en [51].

En el Capitulo 4 se obtienen criterios espectrales para la velocidad con la que ocurre la
mezcla fuerte (strong mixing) en algunos procesos estacionarios a valores en un espacio de
Hilbert. Mas precisamente, sea ., () el angulo entre el pasado y el futuro adelantado para

el instante n, damos condiciones necesarias y suficientes para que cos o, (1) sea O(r,,), donde
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r, — 0 para n — oo, ver Teoremas 4.2 y 4.3. Estos resultados extienden para medidas a

valores operadores los resultados obtenidos en [15] para el caso matricial.

En el Capitulo 5 se da una versién a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym
(ver Teorema 5.4), més precisamente para una medida a valores operadores, en sentido
débil, absolutamente continua se da una condicién necesaria y suficiente para que tenga
una densidad en sentido fuerte. Con esto se obtiene una versién a valores operadores del
teorema de F. y M. Riesz (ver Teorema 5.5). También se dan contraejemplos relacionados.

Los resultados del Capitulo 5 aparecieron en la publicacién [7].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos aspectos de los origenes de la teoria de prediccion
y se hace referencia a algunos trabajos que han hecho contribuciones en esta rama de la
matematica. Es bueno recordar que la teoria de prediccion en términos sencillos se refiere a
la teoria de aproximacion a través de polinomios trigonométricos en la métrica del espacio
considerado.

Consideremos T =~ [0,27) el circulo unitario (o toro unidimensional), B la o-algebra
de Borel en [0,27) y sea m la medida de Lebesgue normalizada sobre [0, 27). Por dm(z)
denotamos el diferencial de la medida de Lebesgue normalizada, a veces se usara simplemente
dx. Con LP el espacio usual de Lebesgue y con H? el espacio usual de Hardy, para 1 < p < oc.

Paran € Z, e, : [0,27] — C es la funcién dada por
en(x) =€

La funcién con dominio [0, 27] y que es idénticamente igual a 1, la denotaremos por ey.

Si p es una medida finita no negativa definida sobre By 1 < p < oo, con LP(u) se
denotara el clasico espacio de Banach que se obtiene a partir de las funciones a valores
complejos medibles respecto de p tales que la p-ésima potencia de su médulo es integrable

respecto de p. En este caso
191 = [ 1£17dn < .

Es bien sabido que L?(1) es un espacio de Hilbert y el producto interno de fy g en L?(u)

viene dado por
(f:9)n = /f?dﬂ-

Si w es una funcién integrable no negativa sobre [0,27] y 1 < p < oo, con LP(w) se
denotara el espacio LP(u) para la medida p cuyo peso es w. Cuando el peso w es de la forma
w(z) = |z|* para algin a € R el espacio correspondiente L”(w) se denotard con LP(|x|*).

Ademas sabemos que los polinomios trigonométricos forman un subconjunto lineal denso

de L2(p).
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1.1. Problemas de predicciéon clasicos

1.1.1. Desarrollo historico de la teoria de prediccion.

La solucion de varios problemas de teoria de prediccion tuvo su origen en la solucion de
problemas inicialmente introducidos para series de Fourier. El teorema de Helson-Szegé [30],
que se origina en las desigualdades de Riesz para transformada de Hilbert, jugé un papel
importante en el desarrollo de estos temas [17].

Las desigualdades con pesos potencias para algunos operadores clasicos aparecen en la
literatura matematica desde hace muchos anos. Ya en los anos 20 y 30 del siglo pasado,
hay trabajos de Hardy y Littlewood en los que demuestran la acotacién en LP(|x|*) de los
operadores que llevan su nombre y mas tarde hicieron lo mismo con la funcién conjugada,
la cual estéd estrechamente relacionada con la transformada de Hilbert.

En 1957, Stein y Weiss cf. [19], extendieron a dimensién finita resultados unidimensio-
nales de Hardy para la integral fraccionaria y Stein también probd resultados de acotacién
para las integrales singulares. Para 1960 Helson y Szego [30], obtienen el primer resultado

de tipo general, el cual se enuncia a continuacién.

TEOREMA 1.1. La transformada de Hilbert H estd acotada en L*(u) si y sélo si ju es
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesque, du = w(zx)dz, y la densidad

w es de la forma logw =u+ Hv con u,v € L™ y ||v]|e < 7/2.

A inicios de los anos 70, Muckenhoupt [42] logra caracterizar los pesos para la funcién
maximal de Hardy-Littlewood en el siguiente resultado.
El operador mazximal de Hardy-Littlewood esta dado por

1
M) = sup /Q f

z€Q
donde z € R" y f € L (R"™), es decir, f es localmente integrable.

loc

TEOREMA 1.2. El operador maximal de Hardy-Littlewood estd acotado en LP(u), p > 1,
sty solo si p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y existe ¢ > 0

tal que para todo cubo Q) de R™, la densidad w satisface

(b)) =

La tultima desigualdad es conocida como la condicion A,.
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La siguiente definicion esta motivada por la propiedad de acotaciéon de algunos operadores

en LP(u).

DEFINICION 1.3. Sean (X, M, u), (Y, N,v) dos espacios de medida. Sea T' un operador

que transforma funciones p-medibles en funciones r-medibles, sean 1 < p < ooy 1 < ¢ < .

(a) Se dice que T es de tipo fuerte (p,q) con constante ¢ > 0 si

1/q 1/p
Tfld Pd
(/Y| 7l ) SC(/XUI u)

para toda funcién medible f. Es decir, T': LP(u) — L%(v) es acotado y ||| < c.
(b) Se dice que T es de tipo débil (p,q) con constante ¢ > 0 si

(y ey TSl > A" < 5 ( / |f|pdu> "

para toda funcién medible f y para todo A > 0.

En 1972, Muckenhoupt [42] demostré que la condicién necesaria y suficiente para que el
operador maximal de Hardy-Littlewood sea de tipo débil (p,p) en LP(u), es que u satisfaga
la misma condicién A, para p > 1. Y la condicién necesaria y suficiente para que sea de tipo

débil (1,1) en L*(u), es que u satisfaga
Muw(z) < cw(x),

en casi todas partes. Esta desigualdad es la llamada condicion A;.
A diferencia del teorema de Helson-Szego, los métodos eran puramente de variable real
y adecuados para dar algunas extensiones (ver [19]). Poco tiempo después, en 1973, Hunt,

Muckenhoupt y Wheeden [32] probaron una versién de este resultado para la transformada

de Hilbert.

TEOREMA 1.4. La transformada de Hilbert estd acotada en LP(w) si y sdlo si w satisface
la condicion A,. Ademds, es de tipo (1,1) débil con respecto a w si y solo si w satisface la

condicion Aj.

En el caso p = 2, el resultado anterior, implica que la condicién A, en una dimension y

la condicién de Helson-Szegd son equivalentes [19].
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1.1.2. La teoria de prediccion y los procesos estocasticos.

DEFINICION 1.5. Un polinomio trigonométrico a valores complejos es una funcién

¢ :[0,2m) — C tal que
plz) = & en(),
nez

donde {&,},,c; C C tiene soporte finito. En este caso @(n) = &,.

Si @(n) = 0 para todo n < 0, es decir si la suma anterior se puede tomar con n > 0, se
dice que el polinomio trigonométrico es analitico.

Si @(n) = 0 para todo n > 0, es decir si la suma anterior se puede tomar con n < 0, se

dice que el polinomio trigonométrico es anti-analitico.

Sea P el espacio de todos los polinomios trigonométricos a valores complejos. Es conocido
que P es una subélgebra del espacio de todas las funciones continuas de [0, 27) en C.

Algunos problemas de prediccién de procesos estocasticos estacionarios son equivalentes
a hallar la distancia de la funcién constantemente 1 al subespacio.

Sea p una medida finita no negativa en [0,27) (1 < p < 00) y S un subconjunto de los
enteros Z. Consideremos M? (S) la variedad lineal cerrada, obtenida al tomar la clausura en

L?(u) de los polinomios trigonométricos de la forma:
p(x) = Zakek(x)
kes
Sea w una funcién no negativa integrable en [0, 27) denotaremos por M2 (S) la variedad

lineal cerrada M?,(S) donde p es la medida cuyo peso es w.

Escribimos

7(w.8)= @f e |

para la distancia de ey a M2 (5).

Por ejemplo, MP (Sy) esta conformado por polinomios trigonométricos
©(x) = a1 + aze™” + aze™* + ..a,e™"
y sus limites en L”(w), cuando el conjunto de indices Sy es la mitad de la recta, esto es

So=1{..,-3,-2,—1}.
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En este caso, para p > 1, el bien conocido teorema de Szegd de 1918 (por ejemplo, ver

[21, Sec. 3.8]) asegura que para cualquier funcién peso w no negativa integrable en [0, 27)

1 2m
op(w, Sp) = exp {—/ logwdm} (1.1)
D Jo
si logw € L', en otro caso a,(w,Sy) = 0.

1.1.3. Breve resena de algunos problemas en la teoria de prediccion.

En el ano de 1960 Helson y Szego [30] establecieron un tipo de nocién fuerte de indepen-
dencia diferente de las dos consideradas previamente, una se debia a Kolmogorov, Szego y
Wiener y la otra esta asociada a Kolmogorov. A continuacion se presenta esta nocion.

Sea p una medida finita no negativa en [0,27). Asi u tiene una descomposicién en la
forma du(x) = w(x) dm(z) + dps(x), donde w es una funcién integrable no negativa sobre el
intervalo [0, 27) y us es la parte singular de la medida con respecto a la medida de Lebesgue.

Consideremos F!, P! y PY las variedades lineales cerradas, obtenidas respectivamente

al tomar la clausura en L?(p) de los polinomios trigonométricos de la forma:

o(7) = a1e”™ + aze®™ + aze®™ + ..., (1.2)
©(x) = bie™ 4 bye 2T £ bye T 4 ., (1.3)
(7)) = co + cre” 4 cpe T 4 L. (1.4)

Mas precisamente,

Fl— Mi({k €Z:k>1}),
p-1_ Mi({k €Z: k< -1},
POZMi({kGZ:kSO}»

1.1.4. El primer problema de prediccién.
Como se dijo anteriormente, el llamado primer problema de prediccién, estd asociado
a Kolmogorov, Szegd y Wiener y consiste en hallar la distancia de ey a F'. La solucién

estd dada por el teorema de Szegd (ver [21] o [31]), el cual establece que

inf/ leo + p|2dp = exp/logwdm, (1.5)
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donde el infimo es tomado sobre todos los polinomios trigonométricos ¢ € F!, es decir ¢
tiene la forma (1.2). Este teorema fue originalmente probado por Szegd para el caso n =0y
para una medida p absolutamente continua. Después fue extendido por Kolmogorov.

En otras palabras, la distancia de eg a F' es, exp (% J logwdm) cuyo cuadrado es la
media geométrica de w. Si la expresién del lado derecho en la ecuacién (1.5) es cero, esto es,
[ logwdm = —oo, entonces ey pertenece a F' e indicaremos que F' coincide con el espacio

L%(p). En este caso podemos notar que la distancia de ey a F' no depende del todo de p,.

1.1.5. El segundo problema de prediccion.
En el ano de 1957 Kolmogorov, resolvié el problema de determinar la distancia de ey a

la variedad més pequeiia contenida en F'y P!, él mostrd que

-1
inf/ leo + o + Y|dp = (/ w_ldm> ) (1.6)

donde ¢ y 1 varian sobre los polinomios trigonométricos de la forma (1.2) y (1.3) respecti-
vamente. Por lo tanto el cuadrado de la distancia es la media armoénica de w, de nuevo es
independiente de . Si el lado derecho de la ecuacién (1.6) es cero, eg pertenece a la clausura
de la variedad.

El primer y segundo problema plantean que si w no es muy pequeno, es decir, si el lado
derecho tiende a ser positivo, las funciones exponenciales trigonométricas e,, poseen un cierto

tipo de independencia en L2(p).

1.1.6. El tercer problema de prediccién.
Para cualquier par de variedades M y A en un espacio de Hilbert podemos definir el

numero

p(M,N) = sup [(f, g),

donde f y g varian sobre las bolas unitarias de M y N, respectivamente.

Evidentemente p(M,N) < 1.

DEFINICION 1.6. Dos variedades M y N en un espacio de Hilbert, se dice que estdn en

angulo positivo si

p(M,N) < 1.
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En el tercer problema de prediccion, resuelto por Helson y Szego [30], se evalia p(F*, PY)

en el espacio de Hilbert L?(u). En este caso
p(F*, P%) = sup ‘/sﬂdu'

donde ¢ € F! y 1 € PY estdn sujetos a la restricciones

/|90|2du < L/ledu <1

Equivalentemente, p estd dado por la expresion

2 —2p(F',P%) = fnf/ o+ ¢Pdp,

donde ahora ¢ € F! y ¢ € P? y tienen norma exactamente igual a 1.

Ya se indic6 que p(F*, P%) < 1. Si para una medida p tenemos p(F*', P%) < 1, entonces
se puede ver que los valores dados por (1.5) y (1.6) son estrictamente positivos. Asi que esta
condicién de independencia para las exponenciales en L?(11) es més fuerte que las condiciones

de independencia de los dos problemas precedentes de prediccion.

1.2. Otros problemas de predicciéon

Posteriormente, han surgido publicaciones relacionadas con los tres problemas de pre-
diccién mencionados antes. En el afio de 1984, Nakazi en [43], da una caracterizacién en

términos de w, para las cantidades
2
T (W) :inf/ 11+ o(7)]*w dm,; n=0,1,2,..
v Jo

donde el rango de ¢ sobre los polinomios trigonométricos con frecuencias en el conjunto
{-n,—n+1,—n+2,...,—1,1,2,...}. Esto viene a resolver el primer problema de prediccién

dado por Szego para n = 0 y el segundo problema de prediccion dado por Kolmogorov para
n = oo. En el caso n = 1 la expresién esta dada por:

2 2\ !
/ e @ log w dm ) :
0

El resultado principal en este articulo es que establece una féormula de la distancia 7, (w)%

de 1 a S, en L*(w), es decir,

2
T (w) = exp/ log w dm (1 +
0

() =inf { [ 11+ oPwam, f € 5.}



1.2. OTROS PROBLEMAS DE PREDICCION 12

donde S,, paran = 0,1,2, ... es la variedad de los polinomios trigonométricos cuyas frecuen-
cias tomadas en el conjunto {—n,—n+1,-n+2,...,—1,1,2,...}.

Como senalamos anteriormente Szego demostrd que

To(w) = exp/logwdm,

y Kolmogorov demostré que

Too(W) = (/wldm>_1.

Nakazi considerd la variedad P"*! de los polinomios trigonométricos cuyas frecuencias
estdn en el conjunto {n + 1,n+2,n+3,...} y n > 0. En [44], Nakazi y Takahashi dieron

una forma para la distancia p,(w,2)? de ey a P"! en L2(w), y en [43] Nakazi prob6 que
Ta(w) = pa(w™",2)7"

en el caso que w—! € L. Entonces la férmula dada para 7,,(w) se obtiene de la expresién de
pulw,2)2.
Mas atin, generaliza la expresion de p,(w,2)z a pn(w,p)% (para 1 < p < o0) la cual

denota la distancia de ey a P"*! en LP(w), es decir,

pn(w,p) = inf {/ leo + ¢|Pw dm tales que ¢ € P”H} :

Este resultado reduce el problema de prediccion a un problema de extension previamente
estudiado por Rogosisnki y Shapiro (c.f [20], pp 139-142).

Posteriormente Miamee y Pourahmadi [40] logran reducir algunos problemas de predic-
cién general, cuando este sea dificil de resolver, al problema de prediccion “ordinario” el cual
es mas facil de resolver. Ellos logran obtener un teorema general de prediccién que se incluye
dentro de los problema clésicos de prediccién de Szegd (1918), Kolmogorov (1941) y Yaglom
(1963) como una buena generalizacién de estos casos cuando p # 2.

Otra consecuencia importante de este resultado, es que se reduce el problema general
de prediccién en LP(w), relacionando a un subespacio M de LP(w) con las correspondientes

funciones exponenciales trigonométricas con frecuencias en

{-n,—n+1,-n+2,...,—1,1,2,...}, paran>0
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a un problema de prediccién ordinario en L4(w®), (donde % + % =1,s= p_T11) relacionando
a un subespacio N de L(w?), con frecuencias en {k € Z: k < —n — 1}.

En el caso p = 2 estos resultados reducidos por Nakazi, a criterio de los autores de [40],
afirman que los métodos de Nakazi [43], son indirectos para obtener tales resultados pero los
obtenido por ellos son mas directos y sirven como una solucién para optimizar los problemas

de este tipo que estén relacionados.

1.3. Pasado y futuro en un proceso estocastico estacionario

En [30] se estudia el problema de prediccion asociado con determinar cuando el pasado
y el futuro de un proceso estan en angulo positivo. Unos afios mas tarde en 1963, Yaglom
c.f. [29], da una caracterizacién del espectro de un proceso fuertemente mezclante. Es decir,
partiendo de la funcién de covarianza, establecer cuando los llamados pasado y el futuro
distante del proceso tiendan a ser ortogonales. Esto sirviéo como punto de partida para que
en 1967, Helson y Sarason [29], desarrollaran técnicas que permiten extender los resultados
de Helson y Szego.

El propésito de esta seccion es presentar un resumen de los resultados de Helson y Sarason
siguiendo el mismo enfoque dado por ellos en [29].

Sea p una medida positiva finita de Borel sobre el circulo unitario en el plano com-
plejo. Para cada entero n consideramos los subespacios F™ generados por las funciones
€ns€nils €nia,-- -,y €l subespacio P™ generado por las funciones e,, e, _1,€,_o,.... El subes-
pacio F! es llamado el futuro y el subespacio P~! es llamado el pasado en L*(p).

En el contexto actual se define
pn = p(P°, F™), n=1,2,.. (1.7)
Si k y m son cualesquiera enteros positivos con suma igual a n se tiene también
pn=p(P™", F™),

porque la multiplicacién por e es un operador unitario en L?(u) que lleva P~ a P y lleva
Fm oa Fktm,

El problema considerado por Helson y Sarason es: ; Cuales medidas p tienen la propiedad
que p, tiende a 0 cuando n tiende a infinito?

Algunas condiciones necesarias se siguen de resultados conocidos.
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Si o no es absolutamente continua, existen una funciones no nulas en la interseccion
de F" con PY (ver [31, 29]). Entonces p, = 1 para todo n. Por lo tanto basta considerar
tinicamente medidas de la forma dp = wdm donde w es una funcién no negativa en L!.
Ademas, se puede asumir que logw es integrable, porque de otra manera por el teorema de
Szegd todos los subespacios F™ y P™ coincide con L*(w) (ver [31]), y una vez més p, = 1
para todo n > 1.

Sea W el conjunto de todas las funciones no negativas integrables w tales que p,, tiende a
0 en L*(w) (se excluye la funcién nula). Cada tal funcién w es igual a |h|? para una funcién
exterior h en H?. Esta h estd univocamente determinada si se requiere que 1(0) sea positivo.
Sea 0(z) el argumento de h(z), determinando asi que #(0) = 0, con 0(e™®) definido en casi
todas partes como el limite radial de 6(z). La funcién 6(e™) es la funcién conjugada de
%log w. En esta seccion, siempre que ellos sean mencionados, h y 6 se relacionaran de esta
forma con la funcién peso w.

En [29] siguiendo una idea de [30], y partiendo de L?*(w) obtienen

Pn = SUp /gowenw dm‘ , (1.8)
donde ¢ y ¥ son polinomios trigonométricos analiticos sujetos a las condiciones
/|<p|2w dm < 1,/\¢|2w dm < 1. (1.9)
Ahora (1.8) puede escribirse como
Pn = SUp /(goh)(wh)ene_m dm’ . (1.10)

Con ¢ y 1 polinomios trigonométricos analiticos sujetos a las condiciones (1.9), ph y
1h varfan sobre un subconjunto denso de la bola unitaria de H?, y su producto varia sobre
un subconjunto denso de la bola unitaria de H'. Por lo tanto (1.10), expresa a p, como la
norma de e,e 2 como un funcional lineal sobre H'.

Por un corolario del teorema de Hahn-Banach referente a problemas extremales duales

(ver [24, Cap. IV, Secl])
pn = f[le,e ™ — Al = Inf||e ™ — e, Al| oo, (1.11)

donde A varia sobre todas las funciones de H* con valor medio cero, es decir tales que

A(0) = 0.
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La funcién e_, A en la ultima expresién esta dada por sumas arbitrarias ¢ + A, donde ¢
es cualquier polinomio trigonométrico con frecuencias por debajo de —n, y A esta en H.

El limite de (1.11) cuando n tiende a infinito es
inf ™ — (¢ + A) |,

donde ¢ varia sobre todos los polinomios trigonométricos y A varia en H*. Por lo tanto

tenemos asi la caracterizacion de los elementos de W en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.7. Una funcion w estd en W si y sélo si su logaritmo es integrable y e~%?
puede ser aproximado uniformemente por funciones ¢ + A, donde @ es un polinomio trigo-

nométrico y A estd en H™.

Sea R la clausura uniforme del conjunto de funciones ¢ + A. Evidentemente R es un
subespacio cerrado de L, el cual esta contenido en el espacio de todas las funciones continuas
como lo es H*. Pero el producto de dos funciones en ¢+ A tiene la misma forma anterior, ya
que R es un algebra de Banach. Con esta observacién y usando un resultado de Kolmogorov
y Rozanov [37] se puede deducir que si w es continua y estrictamente positiva, entonces w
estd en W.

Para la prueba se considera

6—210 — elog w—2z0.

El primer factor de la derecha es continuo. El segundo factor es h=2 y pertenece a H.
Dado que cada factor estd en R, el producto lo esta, asi que w esta en W por el Teorema
1.7.

El algebra R estd presente asi mismo en otras conecciones dadas en [12], y esto es 1til
para tener un criterio simple por el cual se identifiquen funciones en R. En esta direccion
los autores Helson y Sarason tnicamente dan el siguiente resultado. Sea C' el espacio de

funciones continuas a valores complejos sobre el circulo.

TEOREMA 1.8. R es igual a C' + H*, el conjunto de todas las sumas f + g donde f

estd en C' y g estd en H*™.

Por definicion C' + H* es uniformemente denso en R; el punto es que realmente este

conjunto es cerrado. Denotemos por Z la interseccién de C' con H*°. Por el teorema de F. y
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M. Riesz, el dual de C/Z es H} (el subespacio de H! el cual consiste de las funciones con
medida de valor cero). El espacio H} tiene a L>®/H*> como su dual y por lo tanto este es
el segundo dual de C'/Z. La aplicacién canénica de C'/Z sobre L>°/H> extiende a f + Z a
f+H®>, yel rango de estd aplicacion es cerrada. Por lo tanto la imagen inversa de este rango
en L™ bajo la proyeccién canénica de L sobre L>°/H® es cerrado, y su imagen inversa es
exactamente C' + H.

Al llegar a este punto, Helson y Sarason indican que atin no pueden desarrollar el criterio
del Teorema 1.7, ya que no cuentan con informacién suficiente acerca de R. En su lugar

regresan a la ecuacion (1.11) y consideran el siguiente resultado.

TEOREMA 1.9. Para que w pertenezca a W es condicion necesaria y suficiente que para

cada niumero positivo € existe una funcion A en H*® y un entero positivo n tal que
—e < arg(Ah®e_,) <& mdd 2T, Yy —e<logl|A| <e (1.12)
en cast todo punto sobre el circulo.

DEMOSTRACION. Una pequena modificacién en la ecuacién (1.11) da
. 2i6
pn = Inf |1 — Ae*’e_,, ||,

donde A varia sobre todas las funciones en H* con medida de valor cero (una calificacion
que no es crucial). Para que la norma del lado derecho sea pequena es necesario y suficiente
que |A| sea uniformemente préximo a eg, y que Ah%e_,, tenga un argumento préximo a 0.

La afirmacién del teorema sigue de lo anterior. ([l

Consideremos W, el conjunto de las funciones pesos w con la siguiente propiedad: para

todo numero positivo € podemos hallar funciones reales r, s, t tal que
logw=r+3s+t (1.13)

con |7l < €, S conjugada para sy ||s|]je < €, y t continua.

En realidad en la ecuacién (1.13) ¢ podria ser un polinomio trigonométrico; pero se puede
aproximar una funciéon continua por un polinomio trigonométrico y adicionalmente el resto
de r si no es decreciente seria acotado por . Pero tomando conjugada de cada elemento de

la ecuacién 1.13 se ve que 26 (y 6 mismo) admite tal representacién si logw lo admite, y
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reciprocamente. Se considera también que w~! pertenece a Wy con w y cualquier potencia

de ellos es integrable, porque exp [5/¢| es integrable asi como es ||s||« < em/2.
TEOREMA 1.10. W, estd contenido en W.

Este es parte del resultado principal de Helson y Sarason. Ellos indican que lo plantean

independientemente por conveniencia. La prueba comienza partiendo del siguiente resultado.

LEMA 1.11. Toda funcion continua real sobre el circulo puede ser aproximada uniforme-
mente por funciones —arg Be_,,, donde B es un producto de Blaschke con exactamente n

ceros y n es variable.

Tomando el lema por sentando, se prueba que un elemento arbitrario w de Wy pertenece

a W. Como se mencioné anteriormente se pueden hallar representaciones
20 =T+ s+t (1.14)

donde r, s son funciones reales acotadas con acotaciones menores que € y t es un polinomio

trigonométrico real. Si se considera
A = exp(—r —iF),

una funcién analitica que satisface la segunda condicién dada en (1.12) entonces la medida

de (1.14) es
arg Ah? = s +t.

Luego se considera a Be_,, que son funciones dadas por el lema cuyos argumentos apro-

ximan a —t:

arg(ABh*e_,) = s+t + arg Be_,.

El lado derecho es acotado por ¢ si la aproximacion es suficientemente buena, asi que la
desigualdad (1.12) se satisface con AB en lugar de A. Con esto se culmina la demostracién

del Teorema 1.10.

Las funciones B~'e,, cuyos argumentos son enredados, son explicitamente,
n n
1-— aseq 1-— aeq
T | f Y §
€1 — Oy 1-— a;eq

Jj=1 J=
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donde ay, ay, ag, ...ay, son numeros complejos en el disco unitario abierto (no necesariamente

distintos) y la constante k£ tiene médulo 1. Asi que

—arg Be_, = argk + 2arg H(l —@jeq). (1.15)

j=1
En otras palabras, las funciones con las cuales hemos tratado de aproximar son precisamente
todas de la forma 2arg P(e), donde P es un polinomio que no tiene raices en el disco
unitario cerrado y tiene moédulo 1 en el origen.

Consideremos () cualquier polinomio cuya parte real se anula en el origen. Las sumas
parciales P, de la series de Taylor para exp () son polinomios que tienen moédulo 1 en el
origen; ellos convergen uniformemente a exp () sobre el disco unitario cerrado y por lo tanto
no tienen ceros en el disco cerrado para n suficientemente grande. Por lo tanto para n
suficientemente grande las funciones 2 arg P,(¢**) son de la forma de la ecuacién (1.15).

Todas estas funciones evidentemente convergen uniformemente sobre el circulo unita-
rio para dos de las partes imaginarias de Q(e™), el cual es un polinomio trigonométrico
real. Asi toda funcion real continua en el circulo puede ser aproximada uniformemente por
polinomios trigonométricos reales, asi culmina la prueba del lema.

A continuacién se mostrara otro de los resultados principales dados en [29].

TEOREMA 1.12. W es ezactamente la coleccion de todas las funciones |P|*wy, donde P

es un polinomio y wy pertenece a Wy.

Si p es un polinomio entonces la funcién peso |p|? estd en W, porque para esta funcién
peso tenemos que p, = 0 en cuanto n exceda el grado de p. Por tanto, si w estd en W
entonces |p|*w es el producto de dos funciones en W, asi que estd en W. Esto prueba una
parte del teorema.

Para probar la otra parte del teorema se necesita un lema simple acerca de continuacién

analitica (o extensién analitica).

LEMA 1.13. Sea S una funcion S analitica en el disco unitario excepto para un polo de

- . . , . 1 .
orden n (quizds cero) en el origen. Supongamos que z"S estd en el espacio Hz del disco
unitario, y que S es a valores reales y no negativa casi siempre sobre el circulo unitario.

Entonces S puede ser extendido analiticamente a través del circulo.
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Deducimos a partir de este, otro principio de continuacion, el cual es bien conocido y por
lo tanto no se demuestra: S{ una funcién en el espacio H' de un anillo 0 < R < |z] < 1 es a
valor real casi siempre sobre el circulo, entonces este puede ser extendida analiticamente a
través del circulo.

Consideremos S que satisface las hipétesis del lema. Entonces existe una factorizacién
S = 815y, donde S; y 2"Sy estdn en H' del disco unitario y |S;| = |Ss| casi siempre
en el circulo unitario. Esto implica que S; = S; sobre el circulo. Por lo tanto Sy + Sy y
i(S1 — S2) son a valores reales sobre el circulo, y de alli, por el principio de continuacién de
H?' planteado anteriormente, ellos pueden ser extendidos analiticamente a través del circulo,
y por consiguiente también vale para S.

Recordemos que las conclusiones del lema no se pueden extender si, en su lugar de asumir
2"S esta en H %, uno asume unicamente que este esta en HP para 0 < p < % La funcién
—(1+ 2)?/(1 — 2)? sirve como contraejemplo (con n = 0).

Para completar la prueba del Teorema 1.12, se considera una funcién w en W y ¢ un
nimero positivo menor que %71’. Por el Teorema 1.9, existe una funcién A en H*°, un entero

negativo n, y una funciéon real s en L™ tal que en casi todas partes sobre el circulo unitario,

—e<s<eg,—e<loglA| <e,

s +arg(Ah%e_,) =0 méd 2r.
La tultima condicién implica que la funciéon
S = Ah*e_,e 1% (1.16)

es no negativa casi siempre sobre el circulo. La funcién exp(—s + is) estd en H', de hecho
estd en HP para p < m/2¢). La funcién h? también estd en H', y por lo tanto 2"S estd en
He.

Aplicando el principio de continuaciéon mencionado anteriormente, se puede concluir que
S puede ser extendido analiticamente en el plano entero excepto para las polos 0 y co. Por
consiguiente S es un polinomio en z y 2!, Restringiéndose al circulo unitario, se tiene que
S es un polinomio trigonométrico no negativo, asi que existe una representacién S = |Pp|?

con Py un polinomio en z.



1.3. PASADO Y FUTURO EN UN PROCESO ESTOCASTICO ESTACIONARIO 20

Considérese P, factorizado como el producto P(@), donde P es un polinomio con raices
unicamente sobre el circulo unitario y () es un polinomio que no tiene raices en el circulo

unitario. Se define la funcion r y t sobre el circulo por
r=—log|Al vy = 2log |Q).
Entonces tomando valor absoluto en la ecuacién (1.16) se obtiene
w = |h|? = |P|?e 5T (1.17)

Con esto se ha demostrado que para todo € entre 0 y %71' la funcion w tiene la represen-
tacién (1.17), donde P es un polinomio con raices solamente en el circulo unitario, y r, s, t
son funciones reales con [|7]|o < ¢, ||S]lo < €, y t continua.

Para completar la prueba sélo resta mostrar que el polinomio P se obtiene de esta manera
y es independiente de . Para esto, Helson y Sarason usan un argumento de Ibragimov. Note
que las funciones w/|P|* y |P|>/w son ambas integrables. Por lo tanto, si p; y ps son los

polinomios que resultan de dos diferentes escogencias de ¢, entonces

[ palaim = [ (ol ftt il
<(/ |p1|2/wdm>$ (/ w/|p2|2dm);.

/ [p1/p2| dm < oo.

Y asi py divide a p;. El mismo razonamiento muestra que p; divide a py, y por lo tanto p; y

De donde

P2 son idénticos excepto por una constante multiplicativa que no reviste mayor importancia.

Esto completa la idea de la prueba del Teorema 1.12.



Capitulo 2

Funciones y medidas a valores operadores

En este Capitulo fijamos parte de la notacion y presentamos las proposiciones dadas por
Bruzual y Dominguez en [6] que permiten presentar los resultados de este trabajo.
En este trabajo (G, (,)g) es un espacio de Hilbert separable, con escalares complejos, ||-||g

es la norma asociada y L(G) operadores lineales continuos en G.

2.1. Polinomios trigonométricos a valores vectores en un espacio de Hilbert y

transformada de Hilbert

DEFINICION 2.1. Un polinomio trigonométrico a valores en G es una funcién

¢ :[0,2m) — G tal que

90(‘75) = Zgn en(x),

neL

donde {&,},,c; C G tiene soporte finito. En este caso $(n) denota &,.

Sea P(G) el espacio de todos los polinomios trigonométricos. Es conocido que P(G) es
una subalgebra del espacio de todas las funciones continuas de [0,27) en G.
La transformada de Hilbert H se puede definir usando los coeficientes de Fourier, para
v € P(G) sea
(He)"(n) = —isig(n) ¢(n)

donde

, 1, si n>0
sig(n) = L 0
—1, si n

2.2. Funciones a valores vectores en un espacio de Hilbert

Dados f : [0,27) — G y ¢ € G denotaremos por f; a la funcién a valores complejos
fe :10,2m) — C, dada por

felw) = (¢ f(x))g -

21
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DEFINICION 2.2. Sea f : [0,27) — G se dice que f es débilmente medible si para todo

¢ € G la funcién f; es medible.

Denotemos por L el conjunto de todas las funciones F : [0,27) — G que son débilmente
medibles y esencialmente acotadas.
Para 1 < p < oo denotemos por L el conjunto de todas las funciones f : [0,27) — G

que son débilmente medibles y tales que:

/ 1 (@)1 di < oo,
0

Se tiene que Lg es un espacio de Hilbert bajo el producto interno:

<f7g>Lg; =/0ﬁ<f(x),g(x))gdx.

También se tiene que P(G) es denso en Lj para 1 < p < oo.
PROPOSICION 2.3. Si f € L§ y ¢ € G entonces fc € L'.
Mas detalles acerca de los espacios L pueden ser vistos en [52].

PROPOSICION 2.4. Si f € Lé y n € Z existe un vector £, € G tal que

fe(n) = (¢, &g

donde fg(n) denota el coeficiente usual de Fourier de f;.

DEMOSTRACION. Sean f € L, n € Zy ¢ € G, por la proposicién anterior f. € L' y por
lo tanto existe jA’g(n)
Sea l,, : G — C dada por

Tenemos que

Por lo tanto [,, es un funcional lineal.
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Por el teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales en espacios de Hilbert

tenemos que existe un vector &, € G tal que

(€)= (¢, &n)g -
De donde
feln) = (¢, &g -
0

DEFINICION 2.5. El vector &, dado por la proposicién anterior se denota por f(n) y es

-~

llamado el coeficiente de Fourier de f y la aplicaciéon n — f(n) es llamada la transformada

de Fourier de f.
2.3. Funciones a valores operadores

Dados F': [0,27) — L(G) y ¢, € G denotaremos por F¢¢ a la funcién a valores complejos
Fee 1 ]0,2m) — C dada por
Fee(z) = (F(2)¢,8)g -

DEFINICION 2.6. Sea F : [0,2m) — L(G) se dice que F es débilmente medible si para

todo ¢, ¢ € G la funcién Fye es medible.
Sea F':[0,27m) — L(G) se tiene que

IF @)@ = sup  [(F(x)¢, &g,
I¢lo=lEllg=1

para z € [0, 27).
Como estamos considerando un espacio de Hilbert separable G, si F' es débilmente medible
se tiene que la funcién
z = [|F(2)]| o)
es medible en el sentido usual.
Con L7gy denotamos el conjunto de todas las funciones débilmente medibles y esencial-
mente acotadas F': [0,27) — L(G).

Para 1 < p < o0, con L’,:(g) denotamos el conjunto de todas las funciones débilmente

medibles F': [0,27) — L(G) tales que:

2m
/0 [1F(2)[[7g) dv < 0.
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Note que para F' € Li(g), el funcional sesquilineal Br : G x G — C definido por

Be(C,€) = / (F@)C, &) de

es acotado. Por lo tanto, del teorema de representacion de Riesz, se sigue que existe un 1inico

operador lineal acotado Ir : G — G tal que

2m
166,65 = [ {F(@)C. &) da,
0
para todo (, & € G. Decimos que Iy es la integral débil de F.

OBSERVACION 2.7. Note que si G es de dimension infinita, entonces L(G) es no separable,

asi que esta integral no necesariamente es la integral de Bochner.

Consideremos F' € Li(g) v (, € € G entonces tenemos que Fye € L. Sea F/’C\g la transfor-
mada usual de Fourier de F¢¢. Sea n € Z fijo, usando el teorema de representacion de Riesz
para funcionales lineales en espacios de Hilbert se puede probar que existe F (n) € L(G) tal

que
Fee(n) = (F(n)¢, €)g-
2.4. Medidas a valores operadores

DEFINICION 2.8. Consideremos p : B — L(G) una funcién.
Decimos que p es una medida en sentido débil, o simplemente una medida, a valores en

L(G) sobre [0,27), si para cada (,¢ € G la funcién pee : B — C dada por

pce(A) = (u(A)(, &g

es una medida escalar finita de Radon sobre [0, 27).
Si p es una medida a valores en L(G) sobre [0,27), se dice que p es acotada si

sup [|1(A)|zg) < +oo.
AeB

Con M(L(G)) se denotara el conjunto de las medidas acotadas a valores en L(G) definidas
en los borelianos de [0, 27).
Si p(A) es un operador positivo para todo A € B decimos que la medida yu es positiva.

Observemos que cada W € LlL(g), da origen a una medida p € M(L(G)) mediante

d{p(z)¢, &g = (W ()¢, §)g dr = Wee(x) dx.
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Como es natural la medida p asociada a W € LlL(g) serd denotada con dyu = Wdz. En
este caso la medida p es positiva si y sélo si el operador W (x) es no negativo para casi todo

x, es decir cuando (W (x)(,()g > 0 para casi todo x.

2.4.1. Transformada de Fourier de medidas a valores operadores.
Es posible considerar la transformada de Fourier de medidas a valores operadores, como

se sigue en la siguiente construccién.

PROPOSICION 2.9. Sea pp € M(L(G)) y sea ¢ = sup||p(A)|| L. Existe un inico operador
AeB
lineal T, : P — L (G) tal que

(a) Para todo ¢ € P y (,& € G tenemos que

(TL(2)C, E)g = / " o(@) dlule)C, Eg.

(b) Para todo ¢ € P tenemos que

IT.()llg < 4ellelle.

DEMOSTRACION. Para (,€ € G sea

B(C.€) = / " o(@)d (ul)C, Eg

Entonces B es sesquilineal sobre G x G. Usando el teorema de descomposiciéon de Hahn

de la parte real de p y de la parte imaginaria de p obtenemos que

I1B(C, O < 4cllellliCligliEllg-

Para ¢ fijo sea f : G — C dada por

o =869 - [ o) (), E)g
Dados &1, € Gy A e C
FO& + &) = Af(&) + f(&).

Es decir, f es antilineal. Por el teorema de representacién de Riesz existe n € G tal que

f(&) = (0, &)g-

Como f depende de (, ¢ y u, se tiene que 1 depende de ellos.
Sea T,(¢) : G — G dada por

Tu(0)C = 1.
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Entonces

(Tu(p)C, g = (n,€)g = [(§) = B((,§) = /O ﬂ@(ﬂi)d(u(ﬂi)é,@g-

Como B es lineal en la primera variable se tiene que 7),(¢) es lineal. Ademas de

KT ()¢, gl = [1B(C )l < 4ellpllli€llgll€llg

se sigue que T),(¢) es continuo y

ITu ()] < defllloo-

Dada una medida p € M(L(G)), la transformada de Fourier de p es la funcién
i:Z — L(G) definida por

Bn) =Tyle)  (ne ).
OBSERVACION 2.10. Notemos que si du(x) = F(x)dz, donde F € L}:(g), entonces
A(n) = F(n)

Mas detalles acerca de la definicién de ji(n) pueden verse en [6].

Supongamos du(z) = W(z)dx donde W € Li(g)-
PROPOSICION 2.11. Si (,£ € G yn € Z entonces

()G, E)g = / T (@), €)g = ().

DEMOSTRACION. Si (,£ € G y n € Z tenemos que

()G E) = (Tu(eon)C. E)g = / T (@) (@), E)g = / " dpge() = fie(n)

26
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2.4.2. Forma sesquilineal asociada a una medida a valores operadores.

Para pn € M(L(G)) v v, ¢ € P(G) definimos

(0,0 =D (film —n) B(n), ¥(m))g.

n,meZ

PROPOSICION 2.12. Si € M(L(G)) y p, ¢ € P(G) entonces

(o, ), = Z /O% e—ilm=—n)z g <M(x)<ﬁ(n), {b\(m)> :

nmeZ g

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior tenemos que

(. hu= > (film —n)@(n), G(m) )

n,meZ ¢
= % [Tz dm),

OBSERVACION 2.13. En el caso escalar G = C se tiene que

)= | o)) diu()
para ¢, ¢ € P.

PROPOSICION 2.14. Supongamos du(z) = W (z)dz donde W € LlL(g). Si @, € P(G)

entonces
<¢a¢>u:/0W<W(x)30($),1/)(x)>gdx.

DEMOSTRACION. Si ¢,1 € P(G) estan dadas por

plz) = Bn)e™ V(@) =Y d(m)e™

nez meZ
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entonces

ity = X[ e, i),

n,meZ
-3 | (wi@pn). dm), da
= 3 [ e (W) dom)
= /2 < ng mm,Z{b\(m)eimm> dx
nez meZ g

- / " (W(@)pl(a), w(x))g da

PROPOSICION 2.15. Sea jn € M (G) entonces

(a) (, ) es sesquilineal sobre P(G).

(b) (, ). es no negativa si y sélo si pu es una medida positiva.

DEMOSTRACION. La parte (a) se sigue de la definicién de ( , ) . En efecto, si p,¢ y

v € P (G) entonces
(i, = [ e W) o)+ V()
= [ W) 4 W), o) de
-/ T e (W)l (a))g + (W (), o)) i
-/ T e (7 (Y p(a), ()} g

T / i (W () (), b () g
= (p,¥), +{(v¥),

La parte (b) es una aplicacién directa del Lema 1 de [2]. O
SipeML(G)) y ¢, v € P(G) escribimos

/0 " dule) o), v(@))g = (o, 0,
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Sip € M(L(G)) es una medida positiva usaremos || ||, para denotar la norma (posible-

mente degenerada) asociada con (, ).
PROPOSICION 2.16. Si € M(L(G)), o, € P(G) yn € Z entonces:
(enp, nth), = (0,9},
lensell,, = lleell,, -
DEMOSTRACION. Por la Proposicién (2.14) tenemos que

{enp,ent)), = (W(z)en(x)p(2), en(®)(2)))g du

En particular
2 2
lenpll, = (entp, enip),, = (0, 0), = llll}, -
De donde
lenell, = Nl -



Capitulo 3

Versiéon a valores operadores del teorema de Helson y Sarason

En la Seccién 3.1 de este capitulo presentamos los resultados de teoria de prediccion y
de desigualdades con pesos dados en [6] y en la Seccién 3.2 de este capitulo presentamos los
resultados de teoria de prediccion obtenidos en [51].

Maés precisamente se da una caracterizacién de los p € 9MM(L(G)) positivos, tal que du =
W dx donde W € Lj gy

I Hl, < Mgl

para todo ¢ € P (G). Es decir,

/0 " (W ()Mo (), Hoo())g dr < M / " W (@), olx))g d

para todo ¢ € P (G).

El grupo dual de T es el grupo de los enteros Z = {0,+1,£2,---}. Consideremos los
conjuntos Zy ={n€Z:n>0}yZy={ne€Z:n<0}.

Sean

Pi1(G) ={p € P(G):p(n) =0sin <0},

P2(G) ={p € P(G) : p(n) =0sin >0}
Estos son los conjuntos de los polinomios trigonométricos analiticos y antianaliticos, respec-
tivamente, a valores en G.

Para p € 9 (G) positivo y n un entero no negativo, sea

pn(p) = sup { [{enpr, @2)ul = 01 € Pr(G), 2 € Pa(9), 1llu = llp2lln =1}

Sea p, (W) = py, (1) cuando du = W (x)dw, para W € L.
Es claro que 0 < p,, () < 1.

Consideremos ahora la clausura de e, P1(G) y P2(G) con respecto a || ||,. Usualmente

P>(G) es llamado el pasado, P;(G) es llamado el futuro y e,P1(G) es llamado el futuro

después del instante n, todos con respecto || ||,.

30
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En particular, con la notacién del Capitulo 1, para el caso escalar se tiene que P;(C) = F°

y PQ(C) =pPL

Observemos que:

(a) Los Espacios P;1(G) y P2(G) son ortogonales con respecto a (, ), siy sélo si po(p) = 0.

(b) Si existe un vector no nulo en Py(G) y P2(G) entonces po(p) = 1.

Recordemos: se dice que los subespacios cerrados e,P1(G) y P2(G) tienen un angulo

positivo si po(p) < 1. El angulo entre estos subespacios es a, (1) = arc cos(p, ().

PROPOSICION 3.1. Sean M > 1, € M(L(G)) positivo, tal que dp = W dz para alguna
W e Li(g)- Sea ¢ = e, 1 + po donde o1 € P1(G) y w2 € Po(G), entonces

M? -1
M?+1

1
M?+1

(M? el = 1 Hellh) = ((en @1, @) + (02, enpr)a) + (lerlli + llsell) -

DEMOSTRACION.
Sea ¢ = e, 1 + o donde @1 € P1(G) y @2 € P2(G), entonces
loll?, = (enor + 2, enor + 02),,
= (enp1,enp1 + 92), + (2, €001 + ¢2),,
= (enp1,en1), + (€np1,02), + (P2, €n01),, + (P2, P2),
= len| (01, 01), + (€np1, 02), + (P2, €n01), + (P2, 92),
= |leall}, + (enpr, 02), + (2, €n01), + [l 221 (3.1)

Por otro lado si ¢; € P; entonces

N
()01 = Z gk’ek’a
k=0
donde
— & si0O<ELSN
p1(k) =
0 en otro caso
luego
. —ip1(k)=—i& si0<EkE<N
(He) (k) =

0 en otro caso
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en consecuencia
N
Hpi = —i kaek = —ipy
k=0
de alli que
Hop = —ipr.

En forma similar si ¢, € Py entonces

-1
p2= Y &ex,

k=—N
luego
_ & si—N<k<-1
Pa(k) =
0 en otro caso
y
R pa(k) =& st —N<k<-1
(Hpo) (k) =
0 en otro caso
es decir,
1
Hpy =1 Z Erer = 1P
k=—N
De donde

Hipo = ips.
A partir de lo obtenido para Hy; y Hyps se sigue que
Ho = H (enp1 + ¢2) = —ienpr + igpa.

Por lo tanto

IHel% = (—ienpr + ipa, —iener + ia),
= (—ienp1, —ienpr +ip2), + (i, —ienp1 + ipa) ,
= (—lenp1, —ienp1), + (—ienp1, i02),, + (g2, —lenp1), + (ia,ia),
= {(p1,91), — (€1, 92), — (P2, €np1), + (P2, 2),
= [lpally — (enor, 02), — (92, €n01), + llip2lly, -

Luego

2 2
— IHl”, = = leall} + (enpr, 02),, + (@2, €n01), — 22l -

32
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Si multiplicamos (3.1) por M? y usamos la ecuacién (3.2) se sigue que:

M el = [Hell, = (M =1) [lgilly + (M? +1) (92, en01),,
+ (M? 4 1) (enipr, 2), + (M = 1) H%Hi
= (M*+1) [(902>€n801>u + (entpr, gogw (3.3)
+ (2= 1) (el + leall?)

De donde

1 2 2 2 M2 B 1
1 (M= el = [[Hell) = ((en @1, p2)u + (P2, €n1)u) + W

(lenlly + lleell) -
0

Sea fiop € M(L(G)) para o, f = 1,2. Usaremos la notacién {pa s}as=12 para referirnos

Hi1  M12
H21  HU22

Consideraremos matrices tales que j119 = p5; donde p3, esta definida por

<M;1(A)Caf>g = <C,M21(A)£>Q

DEFINICION 3.2. Sea fio5 € M(L(G)) para o, § = 1,2. Se dice que la matriz {fin 5 }as=12

es positiva cuando
2

D (0 08)uas =0

a,f=1

para todo (¢1,p2) € P(G) X P(G).

LEMA 3.3 (ver [2]). Sea pos € M(L(G)) para o, B = 1,2. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) La matriz {fta,}ap=12 €s positiva.

(b) para todo A en B, para todo (1,(s € G

2

3 (0 (A)Gals) > 0.

O{,le

(¢) Para todo A en B, para todo (,§ € G: (u11(A)(,¢) >0, (u22(A)E,€) >0y

{12(A)G O < (i (A)C,C) (paa(A)E, E).
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(d) Para todo A en B, para todo (,§ € G: (u11(A)(,¢) >0, (ua2(A)E,€) >0y

2[(12(A)C )] < (11 (A)¢, ¢ + (paa(A)E, ).

La siguiente definicién fue introducida en [2] (seccién II).

DEFINICION 3.4. Sea 1,5 € M(L(G)) para o, § = 1,2. Se dice que la matriz { 1o s}as=12

es débilmente positiva cuando

2

D (0 98)uas =0

a,f=1

para todo (1, p2) € P1(G) X P2(G).

Cuando se trata de medidas absolutamente continuas con respecto de la medida de Lebes-
gue, estas condiciones se pueden expresar en términos de las densidades. Para i, = zop(x)dx
la expresion “{z, }a,s=12 €s una matriz positiva” quiere decir {ftn 5}a =12 €s una matriz

positiva. Andlogamente para matrices débilmente positivas.

LEMA 3.5. Sea pop € M(L(G)) para o, 5 = 1,2. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) Las medidas p1 y prea Son positivas y

|<§027902>,LL12|2 < <<P17901>,u11 <9027<P2>u22

para todo (¢1,p2) € Pi(G) x Pa(G).
(b) La matriz {jta,p}ap=12 €s débilmente positiva.

DEMOSTRACION. Cambiando ¢, por Aj¢1 ¥ @2 por Ay, la desigualdad de la definicién

de débilmente positiva se transforma en
2
Z Aa)‘ﬁ<90aa ¢ﬁ>uaﬂ >0
a,B=1

para todo (¢1,¢2) € P1(G) X Pa(G), es decir la forma cuadrética en A\; y A2, dada por la

expresion anterior, es definida positiva. Esto es equivalente a la condicién (a). O
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3.1. Extensién a valores operadores del teorema de Helson y Szego

TEOREMA 3.6 (ver [6]). Sea u € M(L(G)) positivo, supongamos que dy = W dx donde
W e Li(g) y sea M > 1. Las siguientes condiciones son equivalentes
M?2-1
M?+1

(a) 0 < p(W) <

(b) Para todo ¢ € e, P1(G) + Pa(G)
IHpll,e < M o]l
(c) Emiste v € M(L(G))+ tal que, para cada ¢, & € G
dvge(x) = hee(x) du,
donde hee € H' y
(M? + 1) |en(2)Wee(w) — heelw) [P < (M? = 1) Wee(2) Weg() - c.s.

DEMOSTRACION.
(b) = (a) Supongamos que
I Hell, < M lel],-

para todo ¢ € e,P1(G) + P2(G). Usando la proposicién 3.1 se obtiene que

1 9 9 9 M?—1 2 2
0< S MLl = I1HOIZ) = (enpr o)+ {ia,cupr),) + (—M2 — ) (il + lleall?)
= 2Relenpoit {3y ) (ol +ll).

Si consideramos A € Cy S € R, con |A| = 1, se cumple que ASp; € Pi(G) y ademds

M? -1 5 o M? -1 )
(M2 n 1) l1]I75% + (2Re(Menspr, 2)))S + <M2 — 1) a2 =

M? -1
M?2+1

2Re(MenSor, o3)u) + ( ) (ISl + llgal2) = 0.

Esta es una inecuacién de segundo grado en la variable S, cuyo discriminante D es

M? -1

2
A1) Dkl <o

D = 4[Menpr, )+ Mpa, enpr) ]* — 4 (

y esto es equivalente a decir

2
A h 2o (ML 2 2.
Mengr, pob + Mz enpthl® < 5y ) il
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Si ||le1]ly = llp2]|p = 1 entonces

- M2 -1
Menpr, p2)u+ Mo, enpr)y < (M2 - 1) '

En particular para A = e~ ?a8{env1.9200) ge tiene que

)\<€n901, 802>u = \(671@1,802)#\ = X<§027€n901>,u'

en¢177£2,u — )
M ]_

ahora si tomamos el supremo a ambos lados de esta ultima expresion y considerando que

2_ .
<%2—+}> es constante, se tiene el resultado deseado

M? -1
M?+1

pn(p) <

(a) = (b) Esta implicacién también se obtiene usando el discriminante de una ecuacién
de segundo grado.

(b) = (c) Consideremos las cuatro medidas absolutamente continuas con respecto a

dadas por:
(8 = (8 = 31 [ dute)
(&) = [ (o) duo)
(&) = [ e-ola) duta)

para A en B.

Se puede probar que dpo = dui, donde p3; esta definida por

(131 (A)C, €)g = (¢, pa1(D)E)g.

Como

dpia dp _

n w
du ¢ dx

tenemos que
dpira
dx

(esto se obtiene del Ejercicio 33.c del Capitulo 11 de [49]).

=e, W
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Sea ¢ = e, 1 + 2 donde @1 € P1(G) v 2 € P2(G) tal que

Il < M o]l

De la Proposiciéon 3.1 se sigue que
M? -1
M?+1

({en @1, P2)u + (P2, €npr)p) + (lealli + lleally) = 0.

Por la Proposicién 2.14 tenemos que

Ccopron) = | W @eal)iaa),pala) da

:/0ﬂ(en(x)W(x)S01($)>902($)>gdx

== <<P1> 902>u12 .
Anéalogamente
<802, 6n901>,u = <902’ Q01>M21 :

De la ecuacién (3.4) tenemos que

M? -1
(01, 02) 0, + (02, 01) 0, T+ VR (lenll?, + ll2ll2) >0

Para a = 1,2 también se puede probar que

M? -1
g1 1Pl = (Pe wau,
De donde
<§017 802>:U‘12 + <9027 S01>H2l -+ <g01, ¢1>H11 —+ <QO2, g02>ﬂ22 Z 0
Es decir

2

> (o P)uas =0

a75:]‘

37

(3.4)

para todo (¢1,p2) € Pi(G) x P2(G). Por lo tanto la matriz {1 }as=12 es débilmente

positiva.

Una aplicacién directa del teorema II de [2] proporciona de una medida v € M(L(G))

tal que:
2

> (Par P8)as T (01,0200 + (02, 01)0s > 0
a,f=1

para @1, p2 € P(G).
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Tomando (,& € G y sea A C [0,27) un conjunto de Borel. Por Lema 3 de [2]

[ (112(A) ¢, €)g — (W(A) ¢, €)gl* < (11(A) ¢, C)g (paa(A) €, E)g. (3.5)

Entonces

(112(A) ¢, &g — (W(A) ¢, &g |
m(A) m(A) m(A)

(3.6)

Por otro lado, puesto que v € M(L(G))+ para cada (, € € G existe hee € H' tal que:
dve(w) = hee(x)da.

De donde

2

(A, E)g — (AN E)g | = /A (dpuaa()C, )5 — /A (do(2)C,€),g

2

- /A (endpiC, €)g — /A (hee(2)C, € da

- /A (e (@)C. €)g — (hee(2)C. €)g) di

2

_ /<enW(x)C—h<§(flf)>§>g
A

2

= /A (exWee — hee) (v)dx

(1111 (A)C, Qg (p22(D)E, E) g =
_ /A (i (2)C, O /A (dpiza(2)€, )

Lt e (2w
(L (35 ) ) (252 )
() (o) (o)
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Usando estas igualdades y la desigualdad (3.6), obtenemos

< <%z—1>2 (ﬁ /A ng(x)dx) (ﬁ /A ng(x)dm).

Tomando limite cuando m(A) — 0 y usando el teorema fundamental del célculo para

'ﬁ /A (Wee = hee) ()da

la integral de Lebesgue (ver Teorema 9 del Capitulo 11 de [49]), obtenemos
(M? +1)* | en(@)Wee(w) — hge() [* < (M? = 1)* Weg(x) Wee(w)

para casi todo = € [0, 27).

(¢) = (b) Por hipdtesis tenemos que
(M? +1) | e (2)Wee(w) = hee(w) | < (M = 1) (Wee())"? (Wee())'

para casi todo = € [0, 27).
Sea A C [0,27) un conjunto de Borel, usando la desigualdad anterior y la desigualdad

de Cauchy-Schwartz obtenemos

O +1) [ Jen(oWeela) = heela) [do < O =1) [ (Weelo)”* (Weelo)” o
< (M?—1) ( /A ch(x)dx> v ( /A ng(a:)da:) "

Para completar la demostracion, notemos que en el resto de los pasos de la prueba de (b)

= (c) tenemos condiciones equivalentes. 0

PROPOSICION 3.7. Sea p € 9M(L(G)) positivo, supongamos que du = Wdx donde
W e L}J(g) y sea M > 1. Supongamos que

IHell, < Mllell,

para todo ¢ € e, P1(G) + Pa2(G).
Sea Hy : P — P la transformada del espacio de Hilbert y sea ( € G. Entonces

H HlpHLQ(Wgc) <M ||p||L2(W<<)

para todo polinomio trigonométrico a valores escalares p € e, Py + Ps.
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DEMOSTRACION. Sea p € e,P; + Pa, si tomamos p(x) = p(z)(, entonces ¢ € e, P1(G) +
Pa(G) y
Hp(x) = Hip(z)C.

De donde
[ R W = [ P s ds
= [ 00 i
= [T o) Hotw)s e
<o [T et pisds
=02 [ ) (V. e

2
=3 [ o) Weelo) .
Luego
IHip | Z20r,) < M2 1220w,
es decir
| Hip HL2(W<C) < M||p HLQ(W«)'

O

OBSERVACION 3.8. De la Proposicién 3.7 se sigue que si W € Li(g) es no negativa y la
transformada de Hilbert es continua con respecto a du = Widx entonces, para cada ( € G
tenemos que Wee(x) = 0 6 Wee(x) > 0 en casi todas partes. En los siguientes resultados

supondremos que Wee(x) > 0, en casi todas partes.
Tal como se dijo antes, v indicara la conjugada arménica de una funcién v.

LEMA 3.9. Sea u € M(L(G)) positiva, supongamos que dp = Wdx donde W € LlL(g) Y
sea M > 1. 951

IHell,, < M il

para toda ¢ € e, P1(G) + Pa(G).
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Entonces para ¢ € G existe hy € H' tal que

Wee = |ha| exp(u) = [p1]* exp(u+0) c.s.

donde v = —arg (e_, hy), u € L, py es un polinomio de grado menor que n y
M? +1
lu| < arcosh ( 2]\—/’[_ COSU) c.s.
Y

” “ <7T M? —1 <7r
Voo < = —arccos | ———— —  c.s.
2 M?+1 2

41

(3.7)

(3.8)

DEMOSTRACION. Observemos que usando la Proposicién 3.7 la prueba de este lema

puede ser reducida al caso unidimensional (G = C). Por lo tanto los resultados se siguen

del teorema B de [11] y del teorema unidimensional de Helson y Sarason (ver Teorema 6 de

[29]) en la forma dada por Arocena, Cotlar y Sadosky (ver Teorema 3A de [3]).

Como

IHell, < Mllell,

para toda ¢ € €, P1(G) + P2(G), por el Teorema 3.6 tenemos que existe h € H' tal que:

(M? + 1) [Wee(2) = () () [P < (M* = 1)* Wee(2) Wee(z) e,
Tomemos w = We,. Observemos que w € L' y ademéds

(M? +1)?|e_ph—wf* < (M?—1)*w® cs.

Sean
u = log (w/|g]).
Entonces
w = |¢| exp(u) c.s.
Sea,

M? -1
M?2+1

r =

(3.9)
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De (3.9) se sigue que

(M?+1) le_ph—w| < (M* - 1)2w

| b | < M?—1
Cn wh= M2+1w
M?—1
1 —e_ b)) < ——=
(D w—eah)] < Tmoqw
e_nh M? -1
1-— < -
w - M24+1
‘1—6‘"h < r<i
w
Sea
v=—arg(e_, h/(rw)),
entonces

[v] = |- arg (e—uh/ (ruw))| < 3

y sen |v| < r c.s. Entonces

[Vlloe < T _arccosr < —
2 2

casi siempre, y la desigualdad (3.8) queda demostrada.

Nuevamente usando (3.9) obtenemos

0

v

(M?+ 1)2 le_ph — w|® — (M? - 1)2w2,

0 > (M*+2M*+1)|e_yh —w|* — (M* —2M* + 1) w?,

0 > (M*+2M?+1) (Je—u|” |2]* + w* — 2 Re (e—ph)w) — M*w? + 2M*w? — w?.
Simplificando esta ultima expresién, se tiene
AM? w?* — 2(M? +1)*Re(e_, h) w+ (M* +1)*|h|* <0 c.s.

Usaremos que v = —arg (e_, h) para resolver esta inecuacién de segundo grado. Las

raices de la ecuacion de segundo grado asociada son:

M?+1 M?+1 M2 41\
wp = + || il cosv+(—1)k\/( i ) cos?v — 1

2M 2M 2M

para k=1,2.
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Por otro lado usando la definicién de arco coseno hiperbdlico se pueden probar las dos

igualdades siguientes

arcoshz = log(x + Va2 — 1),

—arcoshz = log(z — V22 — 1).

De aqui se deduce que

M?+1
wy = |¢| exp ((—1)karcosh< 2]\}_ cosv)).

Volviendo a la inecuacion de segundo grado obtenemos

w <w < wy C.S.

De esto se obtiene facilmente la desigualdad (3.7).

Si consideramos
 M* 41

hy = h
! oM

claramente notamos que h; € H*,

0= —arg (e hy)

M?+1

i |h| exp(u) = |hq|exp(u) c.s.

Wee = [¢] exp(u) =

Como v = —arg (¢) tenemos

w = ¢ exp(u +iv) c.s.
Luego
0 < w exp(—u —v) = ¢ exp(—v + i) c.s.
Sea
S = ¢ exp(—v +iv).

Por el principio de continuidad analitica de Helson y Sarason (ver [29]) tenemos que
5= \p1\2

para un polinomio p; de grado menor que n. Luego

w exp(—u — ) = |pi1|* cs.
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es decir,
Wee = |pi|* exp(u +0)  c.s.
O

TEOREMA 3.10. Sea p € M(L(G)) positivo, supongamos que dpy = Wdx donde W € LlL(g)
y sea M > 1. 51

IHell, < Mllell,

para toda ¢ € €, P1(G) + P2(G) y si dados (,& € G se tiene que
0 < (M? = 1) \/Wee(x)Wee(x) < (M? + 1) [Wee(z)|  para casi todo x € [0,2n)

entonces:
(a) Existe u € L™ y h € H' tal que
4]

Weel = ——L |l explu) c.s
Vil =1
donde
q(x) . M2 + 1 €n<I>WC§(JI)
M? =1/ Wee(x) Wee()
Y
|u| < arcosh _ldl COS v c.s. (3.10)
Vi =1
También
v(z) = —arg (e_n(z) h(x) exp(—iz arg Wee(x)))
satisface
s 1 T
V|loe < — — arccos < —. 3.11
ol =3 () < 1y

(b) Si existe un entero no negativo N tal que
Wee(z) = [Wee(x)|en(z)  c.s.
entonces existe un polinomio p de grado menor que n+ N tal que

|h| = |p|” exp(D)

lq|

Vgl =1

(Weel = p|* exp(u+7)  c.s.
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DEMOSTRACION. Sean (,€ € G.

(a) Del Teorema 3.6, se sigue que existe h € H' tal que

(M? + 1) | ea(2)Wee(x) — h(w) |2 < (M? = 1) Wee(x) Wee(a)  cs.

Sea
an(w) = (M? = 1) Wee(2),
(@) = (M? — 1) Wee (),
219(%) = 201 (x)) = (M? + 1) e, (2) Wee().
Entonces

| 210(2) — (M? + 1Dh(z) |* < 211(2) 200(7)  c.s.
De donde la matriz
211 210+ (M? + 1)k
21 + (M? +1)h 299
es positiva.

Como (M? + 1)h € H' se sigue que la matriz

211 12
{za,8} a,6=12 =
221 222
es débilmente positiva (ver [2] y [16, pag. 291]).

Usando la hipotesis tenemos que

0 < (M2 — 1) Wc(ng < (M2 + 1) ’WQ(%’)‘ C.S.

2 211 292 2 ‘212(SC)|
0 < u4—4)¢UWL_D-MW_J><(M'+UZM5:B-c&

0 < 211(x) 292 () < |z12(2)| c.s.

Como z, 53 € L para a, 3 = 1,2, z11(z) > 0 c.s. y 292(2) > 0 c.s. podemos usar un resultado
de Dominguez (Proposicién 2.2 de [16]) y obtenemos que

Fula)] 1)z x:; z)|exp(u(z)) c.s
@) 11(7)222() |ﬂ@P_1m(ﬂ plu(z)) cs.
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donde
o(z) = 212() _ M?*+1  en(2)Wee(x) 7
an(@)za(x) M2 =1/ Wee(x) Wee(2)
u € L™ satisface
lu(z)| < arccosh ! cos v(x) C.S.

1 2
1- <_|q<x>|>

y
v(z) = —arg (e_n(z) h(x) exp(—iz arg Wee(x)))
satisface
|v(x)| < arcsen (L) <IZ cs
B la(x)l) 2
Obviamente
Weel = —L|pfexp(u) e
Vg =1
y

o) = M?+1 en(2)Wee(2)
71 <M2 - 1> VWee(w) Wee(x)

Ademas u satisface la ecuacién (3.10) y v satisface la ecuacién (3.11).

(b) Supongamos que existe N tal que
Wee(w) = [Wee(w)| en (),
usando el Lema 5 de [3] tenemos que
|h| = Ip|* exp (D)
donde p es un polinomio de grado menor que n + N.

OBSERVACION 3.11. El Lema 3.9 puede obtenerse del Teorema 3.10.

En [16], Dominguez dié la version finito - dimensional del siguiente teorema.

46
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TEOREMA 3.12. Sea p € M(L(G)) positivo, supongamos que dpy = Wdz donde W € LlL(g)
y sea M > 1. Supongamos que para todo (,£ € G

0 < (M?—1) /WeWee < (M?+ 1) |[Wee|  c.s.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [[Hell, < M [l para toda ¢ € e, P1(G) + P2(G).
(b) si existe v € M(L(G))4 tal que, (€ €G

dvee(z) = hee(x) dx,

donde hee € H' y para

o) = M?+1 en(2)Wee(2)
el (M2_1) VWee(x) Wee()

las siguientes condiciones se cumplen:
(i) Para todo ¢ € G

S exp(uge) = Ao
= explu =
) VR 2T

|p€<|2 exp(uce +vee) ¢S,

donde p¢¢ es un polinomio de grado menor que n, ucc € L™ satisface la ecuacion

(3.7) y
vee = — arg (e fice)
satisface la ecuacion (3.8).

(ii) Para todo (,£ € G

|qce|
(Wee| = ——== |h¢e| exp(u¢e) c.s.,

Ve =1

donde uce € L™ satisface la ecuacion (3.10) y

vee(w) = —arg (hee(x) exp(—iz(n + arg Wee()) ) )
satisface la ecuacion (3.11).

Mads ain, st existe N tal que:
Wee(z) = [Wee(z)| en ()

entonces

|qce —
(Wee| = ———— |pce| expluce + v¢¢)  c.s.,

Vel =1
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donde p¢e es un polinomio de grado menor que n + N.

DEMOSTRACION. Sea (,§ € G del Teorema 3.6 se sigue que existe v € M(L(G)); v

hee € H' tales que

dvee(r) = hee(r) do

(M? +1)% [ en(2)Wee(2) — hee(a) |2 < (M? = 1)* Wee(x) Wee(z)  cs.

Las partes (i) y (ii) se siguen del Lema 3.9 y el Teorema 3.10 parte (a).
La tdltima parte se sigue del Teorema 3.10 parte (b). O

3.2. Extensién a valores operadores del teorema de Helson y Sarason

En esta seccién se daran algunas definiciones importantes y se dan algunos resultados
previos, que nos permiten dar una generalizacién del teorema de Helson - Sarason a valores
operadores.

Siguiendo la terminologia de [16] se considerardn las funciones de Helson - Sarason de

tipo n, las cuales aparecieron por primera vez en [29].

DEFINICION 3.13. Una funcién g, es de Helson - Sarason de tipo n, si existen dos funciones
reales y acotadas u y v con [[v|l < § y un polinomio analitico p de grado menor o igual

que n tales que

g(x) = |p(2)[* "),

DEFINICION 3.14. Sea p € MM(L(G)), ¢ > 0 y supongamos que du = Wdzr donde
W e Li(g)- Definimos

_w VWee(x) Wee(z)
M= { [Wee()] }
y
e VW) Wee(2)
Pocea [Wee()]

Estos valores generalizan los que fueron dados en [16], para extender el teorema de

Helson- Sarason en el caso matricial.
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TEOREMA 3.15. Sea p € M(L(G)), p > 0 tal que dp = Wdz para alguna W € LlL(g).

Seann € N y 0 <r < 1. Para x € |0,27) consideremos

r ( ) r\/WCC Wf{(m)
it (Wee()]

Sean (,£ € G, st

ree(x) <1 para casi todo x € [0, 27)

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

() pulp) <.
(b) Para todo (,& € G existen funciones

gee = lhee(z)less,

donde h¢e € Hi(g) tales que:

(1) Wee(z) = gee(x) y ésta es una funcion Helson - Sarason de tipo n.

(i) [Wee()| = /(1 — 72)(gee(2))? + 129¢c () gee (),

(ili) Sea vee(x) = —arg (hee(z) exp(—iz(n + argWee(x)) ) ) entonces uce y vee

satisfacen la ecuaciones

1
|uce(z)] < arcosh < Ok cosvgg(x)> c.s. (3.12)
- 3
Y
lvee(z)| < g —arccos (re(x)) < g c.s. (3.13)
Si Wee(z) = |wee(x)| €*Nes para un entero positivo Nee entonces gee es una funcion

Helson- Sarason de tipo n + Nee.

DEMOSTRACION. Seguiremos un razonamiento analogo del Teorema 2.4 de [16].

Sea x € [0,27). Notemos que

N @) = \/ Wl >ng<x>>:¢|W<5<x>|2—r2W<<<x>ng<x>
el [Wee(2)[? [Wee ()|
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Luego
|W (:C)‘ _ \/|WC§(‘T>’2 - T2WCC($)W$§<:U) (3'14>
N 1= (ree(@))?
Sea
q (Jf) — 1 . en(.fE) ch(ﬂf)
Cg 7 Wee (@) Wee ()
entonces
1 ]\42 —f‘ 1 |WC€(ZL‘)|
el = ree(z) (M2 - 1) . VWee(@)Wee(x)
Ademaés se puede probar que
e I S
Vigee@)P =1 /1= (ree())?
De la ecuacién (3.14) obtenemos
gee(x
|W45(x)| = |q|g;(£££)|>2|— 1 \/|W¢§($)|2 — TQW“(JJ)W&(I’). (3.15)
Sea
M? -1
r = )
M?+1
Entonces
MP+1 1
oM V1—1r2

Como 7¢¢(x) < 1 para casi todo = € [0, 27) se tiene que

0 < (M? = 1)/ Wee(x)Wee(x) < (M? + 1) [Wee(z)|  para casi todo z € [0,27).  (3.16)
Usando el Teorema 3.6 tenemos que:

pn(p) = pn(W) <r siysolosi |[[Hel|, <M |l¢|l, para todo ¢ € e,P1(G) + P2(G).
Y como se cumple (3.16), tenemos que estas condiciones son equivalentes a la condicién
(b) del Teorema 3.12.

Sean
1 o
e = o e

Y gee(w) = |hee(2)] exp(uce(x)) entonces

Wee = gec
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|qcel
[Wee| = \/ﬁ V1—1? ge. (3.17)

De (3.15) y (3.17) obtenemos

V1 =72 g = \/|W<£|2 — 2 W Wee.

Por lo tanto

(Weel = \/(1 — ?)(9¢e)? + r?gecYee-

Més atn, si existe N tal que Wee(z) = [Wee(x)| en(x) entonces

|qce| .
(Weel = ———=— Ipce|” exp(uce + vge)  ae.

Ve =1

donde p¢e es un polinomio de grado menor o igual que n + N.

O

TEOREMA 3.16. Sea 1 € M(L(G)), u > 0 tal que dp = Wdx para una funcion W €
LlL(g). 510 <m, < M, < oo entonces las siguientes condiciones son equivalentes
(a) lm p,(p) =0
(b) Para cada € > 0, existen > 0 yr. < Mi# tal que para todo r < r. y para (,£ € G
existen funciones de Helson - Sarason, g.ce, de tipo n tales que
(1) gece = |hecele=<¢ donde hoce € H' y ucce es una funcion real acotada
il) Wee(z) = T)—F—
( ) CC( ) geCf( )m
(i) [Wee(2)] = /(1 = 12) gece(®)? + 12 gec (@) geee ()
(iv) Sivece(x) = —arg(e_n (z)hece(x) exp(iz arg Wee(x))) entonces

[tecelloo + [[vecelloe < e
En este caso también tenemos que:
Wee(w) = lim gece ().

Si Wee(x) = |Wee(z)]e®Nee para un entero positivo Nee entonces Wee es una funcidn de

Helson - Sarason de tipo n + Nee.
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DEMOSTRACION. Seguiremos un razonamiento analogo del Teorema 2.5 de [16].

(a) = (b) Usaremos

1
lim arcosh (—) =0 y lim arcsenz =0.

z—0 1 — 22 z—0
Usando el primer limite se sigue que dado € > 0, existe r. € (0,1) tal que para todo

r < r. se va a tener lo siguiente:

1
lim arcosh | ——— | =0,
o («/1 —r2M3>

por lo tanto, existe d; = d;(g) > 0 tal que:

DN ™

1
|r| < 07 implica que  arcosh (—) <

V1 —7’2M3

Usando el segundo limite se sigue que

llircl) arcsen(rM,) =0

por lo tanto existe do = da(e) > 0 tal que:
7| < 0y implica |arcsen(ri,)| < %
Sea

) 1
r. = min {51,62, U 1} .

I
Asi, r. € (0,1). Tomemos r tal que 0 < r < r.. Entonces

1
arcosh | —— | <
(w/l — TQM/%)

arcsen(rM,) <

N DN M

r<1/M,.

Sea

7/ Wee(2)Wee (2)

[Wee ()]

ree() =
entonces

ree(x) < rM, < 1.

De lim p,(p) = 0 se deduce que existe n tal que p, (1) < r.

N—oo
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Por el Teorema 3.15 tenemos que para todo (,§ € G, W, tiene la representacion dada

por (i), (ii) y (iii), ademés

|tece ()| < arcosh o8 Uege(2)
1— rgg(x)
y
T
[Vece ()| < arcsenree(z) < ok
Entonces
1 €
uzce()| < arcosh | ———— | < =
()] < (m) :
y
[Vece ()| < arcsen(rM,) < g.
Por consiguiente
9 £
[uecelloo + llvecelloo < B + 5= £.
(b) = (a) Dado r > 0, sea
ree(z) = — We (@) Wee ()
[Wee()]
entonces
rmy < ree(r) <M,
Como 1 — TZMEL < 1 tenemos que
1< 1
ST
Sea
1
L = arcosh | ——
(m)
entonces

L > arcosh(1) = 0.

Tomando en cuenta que

, cos T
L = lim arcosh | ——
z—0 V1=r'm
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y que % > 0, obtenemos la existencia de 6 > 0, tal que |z| < § implica que

£:L—§<arcosh<ﬂ> <L—|—£.

2 1-— TQTTLi 2

Por lo tanto si |z| < § se tiene

L
arcosh [ ——2 | > Z > .
V1—rm 2
Sea ¢ = min{4, £} entonces

< L - L COS €
€ < — < arcosh | —————
2 1 - r2mz

e < arcsen(rmy,),

(porque cuando definimos el arco coseno hiperbélico tomamos cose > /1 — r2mi).

54

Por hipdtesis existe n > 0y r. < Mi, tal que para todo r < r. y (,§ € G, W tiene la
n

representacion dada por (i), (i) y (iii), ademads
[uccelloo + llvecelloo < e

Por lo tanto

|Vecelloo < € < arcsen(rm,,) < arcsenrce(z)

€
Ugce| < € < arcosh e < arcosh CO5 Yece )
(€3
1 —r2mj 1= (ree(x))?

i

Por el Teorema 3.15, tenemos que

pu(p) <.

El resultado buscado se obtiene ya que {p, (1) }n>0 €s una sucesion decreciente.



Capitulo 4

Velocidad de convergencia del coseno del dngulo entre el pasado

y el futuro adelantado

Para medidas a valores escalares, algunos resultados acerca de la velocidad de convergen-
cia del coseno del dngulo entre el pasado y el futuro adelantado fueron dados en [3, 33, 34].
El caso matricial fue considerado en [16].

Siguiendo [16] estudiaremos la velocidad de convergencia de p, (1) para medidas a valores
operadores y daremos la versién correspondiente para el caso de cualquier espacio de Hilbert
separable.

En esta seccién para {r,},>0 C (0,1) y z € [0,27), consideraremos

Ryce(r) = rp 0¢e ().
Entonces

Ty < Rpce(x) <rpM,, cs.

TEOREMA 4.1. Consideremos {1y, }n>0 C (0,1) con limr, = 0. Sea pn € M(L(G)), p >0

tal que dp = Wdx para una funcion W € Li(g)- Si0 < m, < M, < oo entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(&) pn(p) = 0(rn), 1 — 00.
(b) Eziste s y n, > 0 tal que para todo n > n,, para (,& € G existen funciones gnce =
|hnceletnss donde hyce € H tal que:
(1) Wee(z) = gnee(x) y estos es una funcion de Helson - Sarason de tipo n.
(i1) [Wee(@)] = /(1 = (570)2(gnce (2))? + (570)2Guge (%) guge ().
(ili) ||vncelloo = O(rn), n — 0.
(iv) —CZSO};ZZA —1=0(r2), n — oco.

donde vpee(r) = —arg(e—p () hnce(x) exp(—iz arg Wee(x))).

55
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En este caso tambien tenemos
Wee(x) = lim gnge(z).

Si Wee(z) = |Wee(z)|eNee para un entero positivo Nee entonces gee es una funcion de

Helson - Sarason de tipo n + Nee.

DEMOSTRACION.

(a) = (b) Primero observemos que existe ¢,0 > 0 tal que si 0 < x < ¢, entonces
arcsina < cx. Y si 0 < 22 < 1/2 entonces 1/v/1 — 22 < 1 + 22,

Existe s y ny tal que si n > ny, entonces p, (1) < sr, < 1/M,, por tanto sR,.(z) < 1.

Usando el Teorema 3.15 se sigue que para todo (,§ € G W, tiene la representacion

requerida, y

WMWSmm( MWW)JSMM%Lﬂgga,
V1= (sBuce(w)) N

|Unce(x)| < arcsin sRy¢e(x) < arcsin(sr,M,) <

SE

Pero existe ny tal que si n > ng sr,M, <&y sr,M, < 1/v/2.

Consideremos ng = max{n;,ny} entonces para cada n > ng

cosh |u 1
[tence | < < 1—1—327‘2]\43,

COSUnce /1 —s?r2M2 —

[one ()] < csruM,.

(b) = (a) Para todo x € R se tiene que 1 + 2? < 1/4/1 — 222. Y existe A > 0, § € (0,1)
tal que si 0 < z < 6, entonces Ax < arcsin z.
Existe ¢, s y ng tal que si n > ng, para todo (,§ € G, W, tiene la representacion expresada

en terminos s,

cosh [u¢| 1< 22
n

<
anCél‘oo = CTp, COS Unge

Como cr, — 0, podemos tomar c tal que cM,/m,A <1y \/icMM/mu <1

Existe ny tal que cr, /A < 0 sin > ny.
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Consideremos N = méx{ng, n;} entonces para todo n > N

[Unce(2)] < ery, < arcsin((c/A)r,) < arcsin((c/my,A)Ryce(x)),

COS Upce()
- \/1 = 26 (Rnge () /my)?
Sea d = méx{c/m,\, v2c/m,} entonces dR,ce(z) < 1. Asi que

cosh [t,ce ()] < (14 *r2) cos vpee(z

[Unee(2)| < arcsin dRyce(z),

Upee(X arcosh €08 Unge (@ ) )
|unce ()| < <\/1— R )

Por el Teorema 3.15, para cada n > ng, p,(p) < dry,. O

El dltimo resultado da condiciones necesarias y suficientes para la velocidad de conver-
gencia de p,(u). El proximo da una condicién necesaria y otra suficiente mas simple que la

dada en el Teorema 4.1.

TEOREMA 4.2. Sea {r,}n>0 C (0,1) con nh_)rgorn = 0. Considremos p € M(L(G)), p >0
tal que dp = Wdzx para una funcion W & LlL(g) y tal que 0 < m, < M, < oco. St existe
ng > 0 tal que para todo n > ng para todo (,& € G existen funciones gnee = |hnce| €xp(Unce),
donde hyce € H' tal que:

(1) Whee(x) = gnee(x) y estos es una funcion de Helson - Sarason de tipo n.

(il) [Wace()] = /(1 = (k7)) (gnee(2))? + (k70) % Gnec () gnee (),

(ili) 5% vpee(x) = —arg (hpce(z) exp(—iz(n + arg Wiee(z)) ) ) entonce unce y vnee satis-

face |[tuncelloo = O(1) cuando n — 00 y ||vncelloo = O(1r2) cuando n — oo.
Entonces

Pn(p) = O(ry), cuando n — oo.

DEMOSTRACION. Primero observemos que existe ¢ > 0,d > 0y 6 € (0,1) tal que si

0<z<d,
cx < /2 —arccosz < dx (4.1)
cx < arccos V1+ a2 < du. (4.2)

Por hipotesis existe ng y k (podemos tomar k > ¢) tal que, para todo n > no,

|tneelloo < k1ymy, Vncelloo < k2 mi y kr,/c <.
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Por lo tanto, para todo n > ng,

[tunce(z)| < krpmy, <k Ryee(x) y |Vnce(x)| < kr? mi <k (Rngg(x))Q C.S.

Asi que por (4.1 la desigualdad siguiente se mantiene casi siempre

Ruce k Roce \ 2 kR,
|Unce] SC( T@) <7T/2—arccos(<TC£) ) < /2 — arccos (—c Cé)'

Esto tambien implica que

kRnce ) kRnce | kRpce |
c08(Vpee) > cos <7r/2 — arccos (%) ) = sin arc cos (%) = \/1 - (%) :

Usando (4.2) obtenemos

n 1—(kR,
arccosh ( €08 Unce ) ) > arccosh <\/ /) )

V1= (kRuge/c)? V1= (ERnce/c)’

= arccosh \/1 + (kRn(jﬁ/C)2

c(kRnce/c) = kRye
> [unge|-
Dado que

kRnce/c= (krn/c)oce,

tenemos

|Unce| < /2 —arccos ((kr,/c) oce)

|tnce| < arccosh < o5 Unge 2) :
V1= ((kra/c)oce)

Por el teorema 3.15 del capitulo anterior,

pn(p) < kry,/c si n > ng.
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O

TEOREMA 4.3. Consideremos {r,}n>0 C (0,1) con lim, 7, = 0. Sea p € M(L(G)),

1 >0 tal que du = Wdx para una funcion W € L}:(g) y tal que 0 <m, < M, < oco. Si

pn(p) = O(ry), cuando n — 0o
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entonces existe ng > 0 tal que para todo n > ng y para todo (,& € G existen funciones
Gnce = |hnce| exp(unce), donde hyee € H' tal que:
(1) Whee(x) = gnee(z) vy esta es una funcion de Helson - Sarason de tipo n.

(il) [Wace()] = /(1 = (k7)) (gnee(2))? + (k70) % Gnec () gnee (),

(ili) Let vpee(x) = —arg (hnce(x) exp(—iz(n + arg Wyee(x)) ) ) entonces unce Y Unce

satisface ||uncel|oo = O(14) cuando n — 00 y ||Vpeelloo = O(ry) cuando n — oco.

DEMOSTRACION. Usaremos a continuacion los siguientes hechos

\/1+<y/m)2:—1%y2

Y existe y € (0,1), 6> 0,c>0y d € (0,7) tal que si 0 < x <+, entonces

(y #0). (4.3)

(i) bx < 7r/2 —arccosz < cz,
si0<a <9,

(i

D) 72
(iii) bx arccosh 1+ 22 < cx,
V) i

(i

Si hmn_>oo r, = 0 and p, () = O(ry,), cuando n — oo entonces existe ng y k tal que

pn(p) < kr, <6/M, <~v/M, si n > ny.

Dado que p, (1) < kr,, aplicando el Teorema 3.15 tenemos que para todo ¢, & € G existen
funciones gnee = |hnce| €xp(unce), donde hyee € H' tal que:

(1) Waee(x) = gnec(x) y esta es una funcién de Helson - Sarason de tipo n.

(il) [Wace()] = /(1 = (k7)) (gnee(2))? + (k r0)2gnee () gnee (),

(ili) Sea vpee(x) = —arg (hnce(r) exp(—iz(n + arg Wiee(x)) ) ) entonces Unce ¥ Unce
satisface
1
|unce(z)] < arcosh (\/1 R0 COS’Uncg(x)> c.s., (4.4)
[Unee(x)| < g —arccos (k Ryee(z)) < g c.s. (4.5)
Por tanto
1
|unce()| < arcosh ( =) COSUn@(CE)) c.s.,
natep

|Unee(z)] < g —arccos (kr,M,) < g C.S.
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De kr, M, <, usando (i) se sigue que
|Uncelloo < /2 —arccos(kr,M,) < ckr,M,.

En otras palabras, dado que kr,M, < ¢, usando (ii) tenemos que
kr,M,
1 — (kr,M,)?

<.

Como kr,M, <, de (4.3), (iii) y (iv) se sigue que

n 1
|tneelloo < arccosh €08 Tnge < arccosh
1— (kr,M,)? 1= (kr,M,)?

2
kr,M kr,M,
= arccosh 4 | 1 + ikl <c "nn
T (k)2 T (k)2

< chrnMu.




Capitulo 5

Versiones a valores operadores del teorema de Radon-Nikodym

y del teorema de F. y M. Riesz

Un resultado basico del andlisis arménico es el teorema de F. y M. Riesz, el cual plantea

que si los coeficientes de Fourier-Stieltjes de una medida de Borel u en [0, 27) satisfacen
pa(n) =0 para todo n < 0,

entonces 1 es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

El teorema de Radon-Nikodym es un resultado fundamental en teoria de la medida. Este
establece que, dado un espacio medible (€2,Y), si una medida o-finita v sobre (Q,Y) es
absolutamente continua con respecto a la medida o-finita p sobre (€2, X)), entonce existe una

funcién medible f sobre Q que toma valores en [0, 00), tal que

o) = [ fan

para cualquier conjunto A € X..

Varias extensiones de estos dos resultados han sido dadas, ver por ejemplo [28, 39, 56,
50, 48] para extensiones del teorema de F. y M. Riesz y [1, 13, 14| para extensiones del
teorema de Radon-Nikodym.

En [2] Arocena y Cotlar consideraron algunos momentos vectoriales y problemas con
pesos relacionados con dilatacion de nicleos de Toeplitz generalizados y comentaron acerca
de la posibilidad de extender el teorema de F. y M. Riesz para medidas a valores operadores.
Este capitulo fue motivado por este comentario, para mas detalles ver la Seccién 5.2.

En la Seccién 5.1 de este capitulo daremos una extension a valores operadores del teorema
de Radon-Nikodym y en la Seccién 5.2 usaremos este resultado para establecer una versién
a valores operadores de los teorema de F. y M. Riesz.

Los resultados de este capitulo aparecieron en la publicacién [7].
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5.1. Medidas a valores operadores en un espacio de Hilbert

y una versién del teorema de Radon-Nikodym

A lo largo de este capitulo (G, (, )g) es un espacio de Hilbert separable, ||.||g es la norma

asociada y L(G) denota el espacio de los operadores lineales continuos sobre G.

DEFINICION 5.1. Consideremos p : B — L(G) una funcién.

Decimos que p es una medida en sentido fuerte a valores en L(G) sobre [0, 27), si
400 +o00
K (U An) = Z (A
n=1 n=1
converge en norma, para cualquier sucesién disjunta {A,} C B. Esta propiedad es también

conocida como aditividad fuerte.

El conjunto de las medidas en sentido fuerte acotadas, a valores en L(G) sobre [0, 27), se
denotard por M,(L(G)).

Es claro que MM (L(G)) € M(L(G)), también se va a tener que M (L(G)) # M(L(G))
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Consideremos G = L? y sea u : B — L(G) definido por u(A)¢ = €14, donde 1, es la
funcion caracteristica del conjunto A.

Para (,£ € Gy A € B tenemos

fice(A) :/g(x)@dx

Asi que p es una medida a valores en L(G) sobre [0, 27), medible en el sentido débil.

Por otro lado, si A, A’ € B son tales que A’ C A y m(A\ A’) > 0 entonces

1(A) = (A6 = sup [|u(A)€ — p(A)E][G = sup /|§ )*de =1.

ll€llg=1 l€llg=1
A\A/

Asi que p no es fuertemente aditiva.

DEFINICION 5.2. Sea p una medida en sentido débil a valores en L(G) sobre [0, 27), se

dice que p tiene variacion finita si

ZHN n)llz@) < +o0,

para cualquier sucesién disjunta {A,,} C B.
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OBSERVACION 5.3. Para u € M (L(G)) se tiene que p es de variacién finita si y sélo si

+oo
sup »  [|i(An)||(g) < +00,
n=1

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones {A,,} de [0, 27) tales que {A,} C B.

Esta propiedad se expresa usualmente diciendo que p es de variacion acotada.

Consideremos p € M(L(G)) absolutamente continua con respecto a la medida de Lebes-
gue, es decir si m(A) = 0, entonces p(A) = 0 para A € B. En este caso para cada (,{ € G

existe una, unica c.s., funcién integrable Lebesgue h¢¢ : [0,27) — C tal que
dpce(w) = 7 () da.

Una pregunta natural es determinar bajo qué condiciones existe una funcion débilmente

medible F': [0,27) — L(G) tal que para todo (,£ € G
h(x) = Fee(w).
El Teorema 5.4, que sigue a continuacion, da condiciones necesarias y suficientes para

una respuesta afirmativa.

TEOREMA 5.4. Consideremos p € M(L(G)) absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesque. Para (, & € G, sea h*¢ la funcidn integrable tal que duce(z) = h%¢(x) dx.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) p € M(L(G)) y p tiene variacion finita.

(b) Eziste una funcion F € LlL(g), dnica c.s., tal que
h(z) = Fee(w) c.s.(x)
(c) Eziste una funcion integrable y : [0,27) — [0,400) tal que para cada (,& € G
(@) < y() IClg éllg cs.(2).

DEMOSTRACION.

(a) = (b) Esta parte se sigue de un resultado de Alvarez de Araya (Teorema 2.4 de [1]),
ver también el libro de Diestel y Uhl [14].

(b) = (c) Si h¥(z) = Fe(x) donde F € Lj g, entonces

1% ()| = (F(2)¢, gl < I1F@)lre) ¢l l1€lle,
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asi que es suficiente tomar y(x) = || F()| 1(g)-
(¢c) = (a) Tenemos que mostrar que p es o-aditiva en el sentido fuerte y que u es de
variacion finita.

Sean (, & € G tales que ||C|lg = [|€|lg = 1, entonces para cualquier A € B tenemos

/A h¢(x) dx| < /A y(x) dx.

D) gy = sup (AN €)] < /y<x>d:c.
IKGl=ll€llg=1 A

[(u(A)C ) =

Por lo tanto

Sea {A,} C B una sucesién disjunta, consideremos A = (JI>% A, y para N € N, sea

By = Ur]yzl A,,. Tenemos que

> Ao < Y- [ ey = [ ya)do < oo,

También tenemos

[{(u(A) — u(Bn))S, )] =

/ R (z) dz| < / y(z) dz.
A\Bn A\Bn

14(4) = (Bl ig) = (A \ Bx) @) < / ) e

Por lo tanto

Dado que y es integrable fA\BN y(x)dxr — 0 cuando N — oo, sigue que p € M(L(G)).
O

5.1.1. Un ejemplo de una medida p € M(L(G)) para la cual no existe F € LlL(g)
tal que h'¢(z) = Fye(z) c.s.(z).
Consideremos una funcién ¢ : [0,27) — C tal que
(a) ¢ € L.
(b) ¢ es continua en (0, 27).
(¢) ¢ no es acotada.
Sea {x}52; C (0,27) un conjunto denso y sea {7}, una base ortonormal de G.
Consideremos (, ¢ € G dados por ¢ = > 22 axTk, & = > 1o bp7y. Para un conjunto de

Borel A C [0, 27), consideremos Qa : G x G — C definida por

Qa6 = aby | ¢z — ) du.
A ; kkz/A k
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Tenemos que 24 es una forma sesquilineal. También
Qa(¢E1 <D lardel 141
k=1
- /2 /o 1/2
< [l¢lh (Zlak|2> <Z|bk|2>
k=1 k=1
= llellx [Iclig [1€llg-
Por lo tanto existe una funcién u : B — L(G) tal que
De la ultima desigualdad, claramente
14(A) i@y < (1)1
Ahora consideremos una sucesién de conjuntos de Borel disjuntos Ay, Ag, ... C [0,27) y

sea

A= G A,.
n=1

Con el objeto de probar que p es una medida a valores en L(G) en el sentido débil

necesitamos considerar series iteradas. Tenemos que
o0
k=1 A

=Y ab Y [ o)
k=1 n=1"8An

ZZaka /A o(x — xy) dx

k=1

D (A, g
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porque

>3 |ud

n=

—_

b
Il

—

< [l Illg NI lg-

Asi que p € M(L(G)).

De la definicién de p se sigue que

pee(A) =Y aghy | d(x — 21) da
¢e ;kk/A k

e (A)] < cll¢llg lI€llg-

Por tanto
d,ucg (Z akbk ¢ r — Tk >

asi que la funcién h¢¢ correspondiente para esta medida estd dada por
th Z akbk gb r — C(]k

Notemos que
R (x) = ¢(x — xp) cs.(x) k=1,2,...

Ahora mostraremos que no existe F' € LlL(g) tal que h't(x) = Fe(x) cs.(x).
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Supongamos que existe una funcién débilmente medible F : [0,27) — L(G) tal que para

cada (,£ € G
h(z) = Fee(w) c.s.(x).

Entonces tendriamos que

[h4 ()] = [{F(2)C, &gl < [F(@)lz@lCllg IEllg — es.(2).
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En particular,
6la — a)| = (@) < [P @) cs(a) k=12,...
Esto no es posible porque || F(-)||r(g) debe ser finito c.s., ademds ¢ es continua excepto
en 0, ¢ es acotada y {x,}5°, es un conjunto denso en (0, 27).
5.2. Una versiéon a valores operadores del teorema de F. y M. Riesz

La motivacién para este capitulo es el siguiente comentario, que aparecié en un articulo
de Arocena y Cotlar [2]: si p € M(L(G)), i(n) = 0 paran < 0y (,& € G entonces para
la medida escalar pic¢ tenemos que fige(n) = 0 para n < 0, de alli que exista h*¢ € H' tal

dpce(z) = h(x) dz. Pero aunque

lce(A)] < ellCllg ll€llg

no podemos decir que existe un operador F(z) € L(G) tal que

(F(2)¢,€)g = h%(z)  cs.(2).
Sin embargo la familia {h¢e}eeeg satisface:
Macitcae = Mae + hee
hee = hec
para todo A € C, (1,(3,(, € € G.
Como es natural, definiremos

Hyg ={F € L : F(n)=0sin <0}

TEOREMA 5.5. Sea i € M (L(G)) una medida que tiene variacion finita tal que ji(n) =0

sin < 0. Entonces existe F' € Hi(g) tal que

DEMOSTRACION.
Se sigue que, para cada (,§ € G, fice(n) = 0 para todo n < 0. Asi que del teorema de F.
y M. Riesz se tiene que cada medida p es absolutamente continua con respecto a la medida

de Lebesgue.
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Por lo tanto p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Del

Teorema 5.4 se tiene que existe una funcién F' € LlL(g), Unica c.s., tal que
R (z) = Fee(w) c.s.(z).
Finalmente es claro que F' € Hi(g)- O

OBSERVACION 5.6. La hipdtesis en el tltimo teorema no puede ser omitida, como se

muestra en el siguiente ejemplo.

Para el ejemplo dado en la Subseccion 5.1.1 consideremos el caso particular en que la

funcion ¢ es la siguiente funcion
1 1 1\
== - - 1 . 5
Qb(flf) 1 — ew (em Og 1 _ 61:):)

Tenemos que ¢ € H', ver [20, pag. 13, ejer. 3].

para z # 0y x # 2m.

Con la misma notacion de la Subseccién 5.1.1 tenemos que
hes(z) = Z arbr o(x — x1.).
k=1
Dado que

3 llabe ¢ — @), < ol IChs lElls.
k=1

tenemos que h¢¢ € H' para cada (,£ € G.
De alli que la medida a valores operadores correspondiente p, pertenece a M(L(G)) v

i(n) = 0 sin < 0. Pero, como se probé en la subseccion 5.1.1, no existe F' € Li(g) tal que

he¢(z) = Fee(z) c.s.(z).
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