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Resumen

Consideremos una medida finita de Borel p en el circulo unitario T ~ [0, 27].

El teorema de Helson y Sarason da una condicion necesaria y suficiente para que el pasado

y el futuro adelantado tiendan a ser ortogonales en L*(T, 1) (ver Teorema 5 de [7]).

En este trabajo se da una version a valores operadores de este teorema, ver Teorema '3.4.



Introduccién

Consideremos una medida finita de Borel p en el circulo unitario T = [0, 27r|. Comenza-

remos presentando tres resultados clésicos en teoria de prediccion:

(1) El teorema de Helson y Szegd [8] da una condicién necesaria y suficiente para que
la transformada de Hilbert sea acotada sobre L?(T,u). La condicién es que p debe ser
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, dy = wdz, y la densidad w

tiene la forma
w = exp(u +7),

con u € L>(T) y [[v||, < 5 donde ¥ denota la conjugada arménica de v. Sean P, y P,
las variedades lineales generadas por {e** : k € Z,k > 0} y {e** : k € Z,k < —1}
respectivamente, la condiciéon de Helson y Szegdé también dan una condicion necesaria y

suficiente para que P; y P, tengan un dngulo, ag(u), positivo en L? (T, p) .

(2) Este resultado se puede extender cambiando P; por e,P; donde e,P; es la variedad
lineal generada por {e** : k € Z,k > n}. Méas precisamente Helson y Sarason extendieron
el resultado anterior (ver Teorema 6 de [7]). Ellos probaron que en el espacio de Hilbert
L3(T, ) los subespacios e,P; y P» tienen un dngulo, a,, (1), positivo en L*(T, i) si y s6lo si
1 es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y la densidad w tiene la
forma:

2

w = |p1|” exp(u + )

donde p; es un polinomio de grado menor o igual que ny u € L®(T) v ||v]|e0 < 7/2.

(3) El teorema de Helson y Sarason que mdas nos interesa para este trabajo da una
condicién necesaria y suficiente para que e,P; y P» tiendan a ser ortogonales (ver Teorema
5 de [7] y Teorema 3 del Capitulo V de [9]). Si tomamos p,(x) = cos v, (1), este teorema da
una condicién necesaria y suficiente para que

lim p,, () = 0.

n—oo
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La condicion es que: p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y
para todo € > 0 existen funciones reales y acotadas u., v. y un polinomio p. de grado n tales

que la densidad w tiene la forma:
w = |pe|* exp(ue + 0z)

¥ [t lloo + [[ve]|o < €

Estos problemas se pueden plantear en el caso multivariado. Ya se han publicado algunos

resultados:

(a) Dominguez dié versiones de estos tres teoremas para el caso de medidas a valores
matriciales (ver [5]).
(b) Bruzual y Dominguez dieron una versién a valores operadores de los dos primeros

teoremas (ver [3]).

El aporte mas importante del presente trabajo es dar una versién a valores operadores
del tercer teorema mencionado antes. El enunciado y la demostracion estan inspirados en la

versién matricial dada en [5].

El trabajo se ha estructurado en tres capitulos. En el capitulo 1 se presentan los pre-
liminares necesarios para poder desarrollar los temas que consideraremos. Se definen los
polinomios trigonométricos a valores operadores, la transformada de Hilbert de estos polino-
mios, funciones a valores vectores en un espacio de Hilbert, funciones a valores operadores y
medidas a valores operadores.

En el capitulo 2 presentamos la version a valores operadores del teorema de Helson-
Szegd y de uno de los teoremas de Helson-Sarason dadas en [3].

En el capitulo 3, siguiendo las ideas de [5], presentamos la versiéon a valores operadores
del teorema de Helson-Sarason que da la condicién necesaria y suficiente para que tiendan a

ser ortogonales los espacios que generalizan a e, P; y Po.



CAP{TULO 1
Preliminares

En este Capitulo fijamos la notacién y presentamos las proposiciones dadas por Bruzual
y Dominguez en [3] que permiten presentar los resultados de este trabajo.

En este trabajo:

(a) (G,(,)g) es un espacio de Hilbert separable, con escalares complejos, || - ||g es la
norma asociada y L(G) operadores lineales continuos en G.

(b) T =~ [0,27) es el toro unidimensional y B(T) es la o- dlgebra de Borel de T.

(¢) dx denota la medida normalizada de Lebesgue sobre T.

(d) Paran € Z, e, : [0,27] — C es la funcién dada por e, (x) = "

(e) LP(T) es el espacio usual de Lebesgue, para 1 < p < 0.

(f) HP(T) es el espacio usual de Hardy, para 1 < p < oo.

1. Polinomios trigonométricos a valores vectores en un espacio de Hilbert y

transformada de Hilbert.

DEFINICION 1.1. Un polinomio trigonométrico a valores en G es una funcién ¢ : T — G

= Zgn en(x)

donde {&,},,c; C G tiene soporte finito. En este caso $(n) denota &,.

tal que

Sea P(G) el espacio de todos los polinomios trigonométricos. Es conocido que P (G) es

una subalgebra del espacio de todas las funciones continuas G de T en G.

La transformada de Hilbert H se puede definir usando los coeficientes de Fourier, para

v € P(G) sea
(He)"(n) = —isig(n) ¢(n)

. 1, si n>0
€M) =9 1 4 <o

donde
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2. Funciones a valores vectores en un espacio de Hilbert.

Dados f : T — Gy ¢ € G denotaremos por f¢ a la funcion a valores complejos f- : T — C,
dada por

fe(x) = (¢, f(x))g -

DEFINICION 1.2. Sea f: T — G se dice que f es débilmente medible si para todo ¢ € G

la funcién f; es medible.

Denotemos por L3 (T) el conjunto de todas las funciones F': T — G que son débilmente

medibles y esencialmente acotadas.

Para 1 < p < oo denotemos por L3 (T) el conjunto de todas las funciones f : T — G que

son débilmente medibles y tales que:

/0 1 (@)% dz < oo,

Se tiene que LE(T) es un espacio de Hilbert bajo el producto interno:

(f, g>L?j(T) = /0 ' (f(x), g(x)>g dzx.

También se tiene que P(G) es denso en LG(T) para 1 < p < oo,
PROPOSICION 1.3. Si f € L§(T) y ¢ € G entonces fc € L*(T).

Mas detalles acerca de los espacios Lg(T) pueden ser vistos en [11].

PROPOSICION 1.4. Si f € L;(T) y n € Z existe un vector &, € G tal que

fe(n) = (¢ &n)g
donde ]?C(n) denota el coeficiente usual de Fourier de f;.
DEMOSTRACION. Sean f € L(T), n € Zy ¢ € G, por la proposicién anterior f. € L'(T)

y por lo tanto existe ]/C\C(n)
Sea [, : G — C dada por
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Tenemos que

-/ T e ¢, fla)) g de

[ s

Por lo tanto [,, es un funcional lineal.
Por el teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales en espacios de Hilbert

tenemos que existe un vector &, € G tal que

() = <Cafn>g-
De donde
fe(m) = (¢.&)g
O

-~

DEFINICION 1.5. El vector &, dado por la proposicién anterior se denota por f(n) y es

~

llamado el coeficiente de Fourier de f y la aplicaciéon n —— f(n) es llamada la transformada
de Fourier de f.

3. Funciones a valores operadores

Dados F' : T — L(G) y ¢,§ € G denotaremos por F¢¢ a la funcién a valores complejos
F¢e : T — C dada por

Fee(x) = (F(2)¢,&)g -

DEFINICION 1.6. Sea F' : T — L(G) se dice que F es débilmente medible si para todo
(,€ € G la funcién Fr,e es medible.

Sea F': T — L (G) una funcién débilmente medible. Si z € T entonces:

[F (@)l = sup  [(F(2)C, &gl
I<llg=ll¢llg=1

Dado que G se supone separable tenemos que la funcién x —— || F(x)||r(g) es medible.

Denotamos L7 (T) el conjunto de todas las funciones débilmente medibles y esencial-
mente acotadas F' : T — L(G).
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Para 1 < p < oo sea L7 ; (T) el conjunto de todas las funciones I : T — L(G) tales que:

2
/0 1F' ()| g) dz < .
Observemos que si F' € Ly ) (T) entonces Fye € L'(T).
Para F' e L (T)y (,& € G sea ﬁgf la transformada usual de Fourier de F¢¢. Usando el

teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales en espacios de Hilbert se puede

probar que para todo n € Z existe ﬁ(n) € L(G) tal que:

Fee(n) = (F(n)¢, ).

4. Medidas a valores operadores

DEFINICION 1.7. Una medida a valores en L(G) es una funcién p : B(T) — L(G) tal que
para (, & € G la funcion definida por:

pice(A) = ((A)C, €)g

es una medida finita de Radon sobre T que toma valores escalares.

Si p(A) es un operador positivo para todo A € B(T) decimos que la medida p es positiva.

Consideremos

M(G) = {u : v es una medida a valores en L(G) y sup |[[u(A)||L@g) < +oo}
AEB(T)

Observemos que cada W & Li(g)(’ﬂ‘), da origen a una medida p € M(G) mediante

A(p(@)C, &g = (W (@), &)g dv = Wee(w) d.

Como es natural la medida p asociada a W &€ LlL(g)(’JI‘) serd denotada con dy = W dzx.
En este caso la medida p es positiva si y sélo si el operador W (z) es no negativo para casi

todo z, es decir cuando (W (x)(,()g > 0 para casi todo .

Denotemos por P el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos a valores

escalares.
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PROPOSICION 1.8. Sea pt € M(G) y sea c = sup ||(A)||Lg). Existe un dnico operador
A€B(T)
lineal T, : P — L (G) tal que

(a) Para todop € Py (,& € G tenemos que

(TL(p)C. E)g = / " p(@) d(u(2)C, ).

(b) Para todo p € P tenemos que

1T.(p)llg < 4cllplloo-

DEMOSTRACION. : Para (,£ € G sea

B(C,€) = / " p(@)d (u(2), ).

Entonces B es sesquilineal sobre G x ¢. Usando el teorema de descomposiciéon de Hahn

de la parte real de o y de la parte imaginaria de p obtenemos que

IB(¢ O < 4ellpllscli¢liglillg-
Para ( fijo sea f : G — C dada por

£(6) = B(C.€) = / " p(@)d (ul)C, E)g

Dados &1, € Gy A e C
FO& + &) = Af(&) + f(&).

Es decir, f es antilineal. Por el teorema de representacién de Riesz existe 6 € G tal que
f(&) ={0,8)g-

Como f depende de (, p y u, se tiene que 6 depende de ellos.
Sea T,(p) : G — G dada por

u(p)C = 0.

Entonces
(T(p)C. €06 = (6,€)g = F(€) = B(C.€) = / p(2)d (u(z)C, €)g

Como B es lineal en la primera variable se tiene que 7),(p) es lineal. Ademads de

KT, ()¢, &)all = I1B(S, O < 4ellplllICligliélla

se sigue que 7),(p) es continuo y

ITu ()| < 4cl|plloo-
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Sea € M(G) definimos fi : Z — L(G) por
f(n) =T,(e—,) sineZ.
PROPOSICION 1.9. Si (,£ € G yn € Z entonces
2m
@G = [ e (o). o = )

DEMOSTRACION. Si (,£ € Gy n € Z tenemos que

(A1), )6 = (Tule—n)CoE)g = / (@) (ul@)C, E)g = / " dpe(x) = iz (n).

O
Para € M(G) y ¢, € P(G) definimos
(po)u =D (Alm —n)@(n), b(m))g.
n,me”L
PROPOSICION 1.10. Si € M(G) y o, € P(G) entonces
2w ) R
oide= X [ e (ua)dm, dm))
nme”L
DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior tenemos que
(o)=Y (film —n)@(n). 6(m))
n,meL
2w
— —i(m—n)z d -~ ’ 7 .
by | (u)3(w), B
O

OBSERVACION 1.11. En el caso escalar G = C se tiene que

(P )y = /  p(@)q(@) dyu(z)
para p,q € P.

PROPOSICION 1.12. Supongamos dp = W dx donde W € LlL(g)(T). Si p, 0 € P(G)

entonces

)= [ Wao(o) w(o)g de
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DEMOSTRACION. Si ¢, 9 € P(G) estan dadas por

= 3" G(n)en o) = 3 d(m)em

nez meZ
entonces

o = 3 / S ()@ (). () )

- 3 / e (W (@)3(n), m) ) d
> [ (g, dom), de
. /02“<W< DICCED I m> "

PROPOSICION 1.13. Sea u € M (G) entonces

(a) (, ). es sesquilineal sobre P(G).

(b) (, ). es no negativa si y solo si ji es una medida positiva.

DEMOSTRACION. La parte (a) se sigue de la definicién de ( ), - En efecto, si ¢, ¢y
v € P (G) entonces

oty = [ ) (o) 1) g
= [ W ) + W), o) do
= [ (W @) v + W), 6 de
-/ T e (1 () (), ()

T / T i (W () (), b () g it
= (o, V), +{v:¥),

La parte (b) es una aplicacién directa del Lema 1 de [1].
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SipeMQG)y g, € P(G) escribimos

/0 " {dule) o(e), b(x))s = (0, ¥

Sip € M(G) es una medida positiva usaremos || ||, para denotar la norma (posiblemente

degenerada) asociada con (, ).

PROPOSICION 1.14. Si u € M(G), ¢, € P(G) y n € Z entonces:
lensell,, = lleell . -

DEMOSTRACION. Por la Proposicién (1.12) tenemos que

(enprenth), = / T (W (@)en(@)p (@), enla)bla)))g dr
- / " e (W (2) o), (a))g da

= [ e, v de
= (¢, V),
En particular
lenill’, = (entp, en0), = (0,0), = lleoll2.
De donde
lensell,, = llll,,

Sea

M(G)s = (€ MQG) : filn) = 0sin < O}

OBSERVACION 1.15. Sea 1 € M(G)+ v (,§ € G, entonces para la medida escalar pie

tenemos que

fce(n) =0 paran <0.
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Por lo tanto por el teorema de F. y M. Riesz, existe hee € H'(T) tal que

dpce(w) = hee() d.

En [1, pag 4] vemos que no es posible probar que existe una funciéon H a valores en L(G)

tal que para casi todo =
hee(x) = (H(2)(, §)g.
Sin embargo la familia {h¢e }¢eeg satisface:
hacitcae = Migie + eae
hee = hec
para todo A € C, (1,(,(, & € G.



CAPITULO 2

Extension a valores operadores del teorema de Helson y Szego.

En este capitulo presentamos los resultados de la teoria de prediccion y desigualdades con
pesos dados por Bruzual y Dominguez en [3]. Mas precisamente se da una caracterizaciéon
de los u € M(G) positivos, tal que du = W dx donde W € Li(g)('ﬂ') y

I Helly < M il

para todo ¢ € P (G) . Es decir,

2m 2m

| W@Heta) Moo do <322 [ (Wia)p(a). ola))oda
0 0
para todo ¢ € P (G) .
El grupo dual de T es el grupo de los enteros Z = {0,+1,+2,---}. Consideremos los

conjuntos Zy = {n €Z:n>0}yZy={ne€Z:n<0}.

Sean

P1(G) ={p e P(G):p(n)=0sin <0},
P2(G) ={p € P(G): p(n) =0sin >0}

Para p € MM (G) positivo y n un entero no negativo, sea

pu(1t) = sup { [{enpr, @2)ul 01 € P1(G), 2 € Pa(G), [l01llu = llp2ll. =1}

Sea p, (W) = p, (1) cuando dp = W (x)dx, para W € LlL(g) (T).
Es claro que 0 < p, () < 1.

Consideremos ahora la clausura de e,P1(G) y P2(G) con respecto a || ||,. Usualmente

P2(G) es llamado el pasado, P1(G) es llamado el futuro y e,P;(G) es llamado el futuro

después del instante n, todos con respecto || ||,-

13
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Observemos que:

(a) Los Espacios P;1(G) y Pa2(G) son ortogonales con respecto a (, ), siy sélo si po(p) = 0.

(b) Si existe un vector no nulo en Pi(G) y P2(G) entonces po(p) = 1.

Recordemos: se dice que los subespacios cerrados e,P1(G) v P2(G) tienen un dngulo

positivo si po(p) < 1. El dngulo entre estos subespacios es ay, () = arccos(p, ().

PROPOSICION 2.1. Sean M > 1, u € IMM(G) positivo, tal que dp = W dx para alguna
W e L}J(g)(T). Sea p = e, 1 + o donde 1 € P1(G) y 2 € Pa2(G), entonces

1 2 2 2 M? -1
1 (M= lell, = [ Hell) = ((en 1, 02) 0 + (92, €np1)) + M1 (

lealf + lealli) -

DEMOSTRACION.
Sea ¢ = e, 1 + o donde @1 € P1(G) y @2 € P2(G), entonces

loll? = (entpr + @2, enipr + 02),,
= (enp1,enp1 + 92), + (P2, en1 + 2),,
= (enp1,en1), + (€np1,92), + (P2, enp1), + (P2, 2),,
= lea| (1, 01),, + (€ntp1,02), + (P2, €n01),, + (P2, p2),
(2.1) = @1l + (entpr, 02}, + (02, €n01), + 02l

Por otro lado si ¢y € P; entonces

N
Y1 = Z Ekers
k=0

donde

. & si0O<ELSN
pi(k) =
0 en otro caso

luego

—ipi(k) = —i&, Si0<k<N

0 en otro caso

(Hpa) (k) = {
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en consecuencia

N
Hpp = —1 kaek = —1p1
k=0
de alli que
Ho = —ipr.

En forma similar si ¢, € Py entonces

—1
P2 = Z Ekehs
k=—N

luego
—~ ék si —N S k S —1
902(7%') = {
0 en otro caso
y
. pa(k) =i& si—N<k<-1
(Hpo) (k) = {
0 en otro caso
es decir,
—1
Hpo =1 Z Erer = 1p2
k=—N
De donde

Hpo = ips.
A partir de lo obtenido para Hp; y Hys se sigue que
Ho = H (enp1 + p2) = —ienpr + ipa.

Por lo tanto

||H90||Z = (—ienp1 + iz, —ienp1 +ipa),
= (—ienp1, —ienpr1 +ip2), + (i2, —ienp1 + ip2),
= (—ienp1, —ienp1), + (—ienp1, itpa) , + (ip2, —ienpr), + (2, i),
= (p1,01), — (€1, 2), — (P2, €n1), T (P2, 92),
= lpalls — (entor, 02), — (92, €n01),, + llip2ll’ -
Luego

(2:2) — [Helly = = llerll; + (enrs 02),, + (2, npr),, — 22l

15
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Si multiplicamos (2.1) por M? y usamos la ecuacién (2.2) se sigue que:
2 2 2
M2 lell, = Hell, = (M* =1) [lgall, + (M* +1) {2, enipn),
+ (M? +1) (enpr, 02), + (M? = 1) [l
(2.3) = (M2 +1) [{p2, eard, + {enr w2), ] + (M2 = 1) (a2 + Nl

De donde

1 9 9 9 M? -1
s (O 9l = I HEI2) = (Gen ot pab + (oo enpih) + g

(lenlly + lleell) -
0

Sea pag € M(G) para «, § = 1,2. Usaremos la notacion {fias}a =12 para referirnos a
Hit Hi2
Ho1  H22

Consideraremos matrices tales que 19 = p5, donde u3, esta definida por

(131(A)C,€)g = (G, p1 (B)E)g-

DEFINICION 2.2. Sea jiag € M(G) para «, 3 = 1,2. Se dice que la matriz {ia.g}a,-12 €8

positiva cuando
2

D (ar08)uas =0

a,ﬁ:l

para todo (p1,¢2) € P(G) x P(G).

LEMA 2.3 (ver [1]). Sea pag € M(G) para o, = 1,2. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) La matriz {fiap}lap=12 €S positiva.
(b) para todo A en B(T), para todo (1,(s € G

2

Z (ta,3(A)CaCp) > 0.

a,B=1

(¢) Para todo A en B(T), para todo (,& € G: (1111(A)(, ) >0, (u2(A)E,E) >0y
(

‘(NlQ A)C:£>’2 S <M11(A)C7 C) <M22(A)€>€>
(d) Para todo A en B(T), para todo (,§ € G: (p11(A)(, ) >0, (uw(A)E,E) >0y

2|(112(A)C 6] < (111 (A)CC) + (D)€, E).

La siguiente definicién fue introducida en [1] (seccién II).



2. EXTENSION DEL TEOREMA DE TEOREMA DE HELSON Y SZEGO. 17

DEFINICION 2.4. Sea jiag € M(G) para o, 3 = 1,2. Se dice que la matriz {ia 5}a.-12 €8

débilmente positiva cuando
2

D (0 08)uas =0

a,f=1

para todo (p1,p2) € P1(G) X P2(G).

Cuando se trata de medidas absolutamente continuas con respecto de la medida de Lebes-
gue, estas condiciones se pueden expresar en términos de las densidades. Para 3 = zop(2)dx
la expresion “{za3}a,p=12 €s una matriz positiva” quiere decir {fins}a,g=12 €S una matriz

positiva. Andlogamente para matrices débilmente positivas.

LEMA 2.5. Sea pi,3 € M(G) para o, B = 1,2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Las medidas p11 y praa Son positivas y

|<§027902>/112|2 < <9017§01>,u11 <9027§02>u22

para todo (@1, p2) € Pi1(G) X Pa(G)
(b) La matriz {{tag}a,p=12 €s débilmente positiva.

DEMOSTRACION. Cambiando ¢; por A\jp; y ¢ por Aaps la desigualdad de la definicién

de débilmente positiva se transforma en

2
Z >\a)\_ﬁ<¢aa 80[3>uaﬁ >0

a,B=1
para todo (¢1,¢2) € P1(G) X Pa(G), es decir la forma cuadrética en A\; y Ao, dada por la

expresién anterior, es definida positiva. Esto es equivalente a la condicién (a).
O

TEOREMA 2.6 (ver [3]). Sea pn € IM(G) positivo, supongamos que du = W dx donde
W e Li(g)(T) y sea M > 1. Las siguientes condiciones son equivalentes
M? -1
M?2+1

(a) 0 < pa(W) <

(b) Para todo ¢ € e, P1(G) + Pa(G)
I Holl, < M |l
(c) Eziste v € M(G)4 tal que, para cada (€ € G

dvee(z) = hee(x) dx,



2. EXTENSION DEL TEOREMA DE TEOREMA DE HELSON Y SZEGO. 18

donde hee € HY(T) y
(M? +1)* | en(2)Wee(w) — hee() [* < (M? = 1) Wee(z) Wee()  cs.
DEMOSTRACION.
(b) = (a) Supongamos que
I Hell, < M lel],-
para todo ¢ € €,P1(G) + P2(G). Usando la proposicion 2.1 se obtiene que

1
0<
- M?24+1

M? -1
PNl = IHAE) = (enprpada+ tomeneid) + (7 ) (leall + D)

_ op M? -1 2 2
= 2Refeapr o)+ 37 ) (I01l + lleally)

Si consideramos A € Cy S € R, con |A| = 1, se cumple que A\Sp; € P;(G) y ademds

M1 - M1 )
(3557) leulis® + @ReNewprsend s + (1t ) el =

M? -1
Tt ) (ISl + liel) 2 0,

Esta es una inecuacién de segundo grado en la variable S, cuyo discriminante D es

M?2—1
M?2+1

2Re(MenSe1, pa)u) + (

2
D = 4[Menpr, p2)u + Mpa, enpr) ] — 4 ( ) 1|2 llpall% < 0.

y esto es equivalente a decir

BY 2 M2_1 ? 2 2
Mengr, pab + Mewengihl® < 5y ) il

Si ||le1lly = llp2]|p = 1 entonces

- M2 1
)\<6n9017902>u+>\<302a6n901>u S M2—|—1 .

En particular para A = e~ ?@8{env1.92)0) ge tiene que

Mener, 92 = [(enpr, 02)ul = M2, enpr)u-

Por lo tanto
M? -1
[(entp1, p2)ul < VEESE
ahora si tomamos el supremo a ambos lados de esta ultima expresion y considerando que

2_ .
<%2—+1> es constante, se tiene el resultado deseado

M? -1
M2 41

pn(p) <
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(a) = (b) Esta implicacién también se obtiene usando el discriminante de una ecuacién
de segundo grado.
(b) = (c) Consideremos las cuatro medidas absolutamente continuas con respecto a

dadas por:

m(A) = ) = 377 [ dn)

pa(A) = /A n() dpu(z)

i (A) = /A e_(z) du(z)

para A en B(T).
Se puede probar que dpo = dps, donde p3; esta definida por

(131(A)C,€)g = (G, p1(B)E)g-

Como
dpnz _ o _

du cn dx W

tenemos que

d,u12 o
Fra e, W

(esto se obtiene del Ejercicio 33.c del Capitulo 11 de [10]).

Sea ¢ = e, 1 + o donde @1 € P1(G) y w2 € Pa(G) tal que

I Hell, < M|l

De la Proposicion 2.1/ se sigue que
M? -1

(2.4) ({en o1, 020 + (92, en0)u) + Ty (lleall2 + ll2]l2) > 0.

Por la Proposicién 1.12 tenemos que

Ccopron) = | W @enl)iae).pala) da

_ / )W (@ (0), oa(a))g d

= <9017 902>N12 *
Analogamente

<()027 engpl)# = <()027 ()01>IL21 °
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De la ecuacion (2.4) tenemos que

M? -1
(01, 02) 0, + (02, 01) 0, + V] (lenll?, + llll2) >0

Para a = 1,2 también se puede probar que

2
i 12all = (e 0l
De donde
(1, 92) 11, + (P2, 01) 4, + {P1,01) 1y, + (P2,902),, 2 0
Es decir

2

> ($ar08) s = 0

a7ﬂ:]‘

20

para todo (¢1,p2) € P1(G) x P2(G). Por lo tanto la matriz {ia}as=12 s débilmente

positiva.

Una aplicacién directa del teorema II de [1] proporciona de una medida v € 9(G), tal

que:

2

Z <900n (pﬁ>ﬂa[3 + <9017§02>1/ + <<p27901>u* Z O
a,B=1

para @1, s € P(G).
Tomando (,£ € Gy sea A C T un conjunto de Borel. Por Lema 3 de [1]

(2.5) | (112(A) ¢, €)g — (W(A) ¢ E)gl* < (11(A) ¢, Qg (p22(A) €, E)g.

Sea m(A) la medida de Lebesgue de A, entonces

(2.6) <M12(A) ¢, €)g — <V(A) Qf)g ? <M11(A) ¢, C)g <M22(A fa@g_

m(A) =T na) m(A)

Por otro lado, puesto que v € 9MM(G), para cada ¢, ¢ € G existe hee € H'(T) tal que:

dve(w) = hee(x)da.
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De donde

(A E)g — (AN E)g | = /A (dpuaa()C, ) — /A (do(2)C,€),g

2

- /A (endp, £ — /A (hee(2)C, €), da

- /A (e (@)C. €)g — (hee(2)C.E)g) di

_ /(enW(x)C—hcg(l‘)’@g
A

2

= / (enWee — hee) (z)da
A

(111(A)¢, Q) g (H22(A)E, €)g =
:/ (du11(I)C7C>g/ (duaz(2)€,6)g
A A

(i) e (5w
(Lt ) (L ()
() () (i)

Usando estas igualdades y la desigualdad (2.6)), obtenemos

'ﬁ /A (Wee = feg) () 2 = <M2 + 1> ( / Wee(w da?) (ﬁ/Ang(x)dx) :

Tomando limite cuando m(A) — 0 y usando el teorema fundamental del célculo para

la integral de Lebesgue (ver Teorema 9 del Capitulo 11 de [10]), obtenemos
(M? + 1) | en(@)Wee(w) = hee() [* < (M? = 1)* Wee(z) Wee()

para casi todo x € T.

(c) = (b) Por hipétesis tenemos que
(M? +1) [ en(@)Wee(w) = hee(w) | < (M? = 1) (Wee())'? (Wee())'?

para casi todo x € T.
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Sea A C T un conjunto de Borel, usando la desigualdad anterior y la desigualdad de

Cauchy-Schwartz obtenemos

(M2 4 1) /A (@) Wee(w) — hee(a) | do < (M2 — 1) / (Wee ()2 (Wee(2))"/2 da

A
<o -1 [ wiw) " ([ wetorie) "

Para completar la demostacién, notemos que en el resto de los pasos de la prueba de (b)

= (c) tenemos condiciones equivalentes. O

PROPOSICION 2.7. Sea € M(G) positivo, supongamos que dp = Wdx donde W €
LlL(g)(T) y sea M > 1. Supongamos que

IHell, < Mllell,

para todo ¢ € e, P1(G) + P2(G).
Sea Hy : P — P la transformada del espacio de Hilbert y sea ( € G. Entonces

H HlpHLQ(WCC) S M HpHLQ(WC()

para todo polinomio trigonométrico a valores escalares p € e, Py + Po.

DEMOSTRACION. Sea p € e, Py + Py, si tomamos ¢(x) = p(x)(, entonces ¢ € e,P1(G) +
Pz(g> y
Ho(z) = Hip(z)C.
De donde

/O% Hip()[? Wee(x) dz = /O% [Hip(x)]* (W(2)¢, (g dx
_ / T (W (@) Hup(@)C, Hip(a)C)g da
_ / W (@) Hp(a). Ho(a)g da
<ot [Tt o ds
= [ bl (VG O e

=322 [ pla)f Weg(o) .
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Luego
IHp (122w < M2 P 120w,
es decir
[ H1p 22wy < Mlp 2w
O

OBSERVACION 2.8. De la Proposicién 2.7) se sigue que si W € Li(g)(T) es no negativa y
la transformada de Hilbert es continua con respecto a du = Wdx entonces, para cada ( € G
tenemos que Wee(x) = 0 6 Wee(x) > 0 en casi todas partes. En los siguientes resultados

supondremos que Wee(x) > 0, en casi todas partes.

Como se dijo en la introduccién, v indicara la conjugada armoénica de una funcién v.

LEMA 2.9. Sea pu € M(G) positiva, supongamos que du = Wdz donde W € LlL(g)(T) Yy
sea M > 1. 5i
IHell, < Mllell,
para toda ¢ € e, P1(G) + P2(G).
Entonces para ¢ € G existe hy € HY(T) tal que
2

Wee = [hi]exp(u) = |p1|" exp(u +7v) c.s.

donde v = —arg (e_, hy), u € L>®(T), p; es un polinomio de grado menor que n y
M?+1
(2.7) lu| < arcosh ( 2]\}_ cosv) c.s.
)
M? -1
(2.8) lv]]oo < g — arccos (M2 n 1) < g c.s.

DEMOSTRACION. Observemos que usando la Proposicién 2.7 la prueba de este lema
puede ser reducida al caso unidimensional (G = C). Por lo tanto los resultados se siguen del
teorema B de [4] y del teorema unidimensional de Helson y Sarason (ver Teorema 6 de [7])
en la forma dada por Arocena, Cotlar y Sadosky (ver Teorema 3A de [2]).

Como
IHell, < M lgl],
para toda ¢ € €,P1(G) + P2(G), por el Teorema 2.6/ tenemos que existe h € H'(T) tal que:

(M? +1)? [Wee(w) — enl@) h(z) [P < (M? = 1) Wee(a) Wee(a)  cs.
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Tomemos w = W¢. Observemos que w € L*(T) y ademads

(2.9) (M? +1)?|e_ph—wf* < (M?—-1)*w® cs.
Sean
M?+1
= —n h7
= "o ¢
u=log (w/|¢]).
Entonces
w = |¢| exp(u) c.s.
Sea
M? -1
r= )
M?+1

De (2.9) se sigue que

(M2 +1) le_yh—w| < (M?=1)"w

| b | < M? -1
€_n w| < M2+1w
M?—1
-1 — e < = -
(D) (w—eh)| < FEqw
e_nh M? -1
1-— <
w - M?4+1
P—eﬂh < r<i
w
Sea
v=—arg(e_, h/(r w)),
entonces

o] = |~ arg (e—uh/ (ru))| < 5

y sen|v| <r c.s. Entonces

7T 7r
|]]oo < 5 arccosT < o

casi siempre, y la desigualdad (2.8) queda demostrada.
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Nuevamente usando (2.9) obtenemos

0

v

(M?+ 1)2 le_nh — w|® — (M? - 1)2w2,
(M* +2M? + 1) |e_ph — w]* — (M* — 2M? + 1) w?,
0 > (M*+2M*+1) (|e,n]2 h)? +w? =2 Re (e_n,h)w) — M*w? + 2M*w? — w?.

0

v

Simplificando esta ultima expresién, se tiene
4M? w® —2(M? +1)*Re(e_p, h) w+ (M? + 1)?|n* <0 c.s.

Usaremos que v = —arg (e_, h) para resolver esta inecuacién de segundo grado. Las

raices de la ecuacion de segundo grado asociada son:

M? 41 M? 41 M2 +1\°
wp = + || i cosv—l—(—l)k\/( i ) cos?v — 1

2M 2M 2M

para k=1,2.
Por otro lado usando la definicién de arco coseno hiperbdlico se pueden probar las dos

igualdades siguientes:

arcoshz = log(x + Va2 — 1)
—arcoshz = log(z — va? — 1)

De aqui se deduce que

M?+1
wy = |é| exp ((—1)karcosh ( i cosv)) :

2M

Volviendo a la inecuacion de segundo grado obtenemos
w, <w < wy C.S8.

De esto se obtiene facilmente la desigualdad (2.7).

Si consideramos ,
M=+1
hy = h
! oM

claramente notamos que hy € H(T),
v = —arg (e—n hn)

M? +1

Wee = [¢] exp(u) = i

|h| exp(u) = |hi|exp(u) c.s.
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Como v = —arg (¢) tenemos
w = ¢ exp(u +iv) c.s.
Luego
0 < w exp(—u —v) = ¢ exp(—v + i) c.s.
Sea
S = ¢ exp(—v + ).
Por el principio de continuidad analitica de Helson y Sarason (ver [7]) tenemos que
S = [p|?

para un polinomio p; de grado menor que n. Luego

w exp(—u — ) = |p1|* cs.

es decir,
WCC = \pl\z exp(u + ’IAJ/) C.S.
0J

TEOREMA 2.10. Sea p € IM(G) positivo, supongamos que dp = Wdx donde W € LlL(g) (T)
y sea M > 1. 5i

IHell, < Mllell,
para toda ¢ € €, P1(G) + P2(G) y si dados (,§ € G se tiene que
0 < (M? = 1) \/Wee(z)Wee () < (M? + 1) [Wee(z)|  para casi todo x € [0, 27)
entonces:
(a) Eziste u € L°(T) y h € HY(T) tal que
4]

(Weel = =1 |h|exp(u)  c.s.
donde )
o(z) = M2 4+1  ep(x)Wee(x)
M2 =1 \/Wee(w) Wee()
Y
(2.10) |u| < arcosh _dal COS v c.s.
Vgl =1
También

v(x) = —arg (e_n(x) h(z) exp(—iz arg Wee(x)))
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satisface

s 1 s
2.11 Voo < = — arccos < —=.
— ol =3 () <
(b) Si existe un entero no negativo N tal que
Wee(z) = [Wee(z)|en(z)  cs.
entonces existe un polinomio p de grado menor que n + N tal que

|h| = |p|* exp(D)

lq|

Vigl* =1

DEMOSTRACION. Sean (,§ € G.

[Weel = p|* exp(u+7)  c.s.

(a) Del Teorema 2.6, se sigue que existe h € H'(T) tal que

(M? +1)* | en(@)Wee(w) — h(x) [ < (M? = 1)* Wee(w) Wee(z)  cs.

Sea
zi1(z) = (M2 — 1) Wee(),
29(2) = (M? — 1) Wee (),
219(2) = 201 (2)) = (M? + 1) e (@) Wee().
Entonces

| z10(2) — (M? + 1Dh(z) |* < 211(2) 200(7)  cos.
De donde la matriz

211 z12 + (M? 4+ 1)k
Zo1 + (M2 + 1)E 299

es positiva.
Como (M? + 1)h € H'(T) se sigue que la matriz

211 12
{Za,ﬁ}a,ﬁzl,Z = [ ! ]

221 222

es débilmente positiva (ver [1] y [5, pag. 291]).

27
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Usando la hipétesis tenemos que

0 < (M2 — 1) VWCCW& < (M2 + 1) |WC5(SL’)| C.S.

2 Z1 222 2 |212())|
0 < (M _1)\/(1\42—1) GE-1) < (M +1)m c.s.
0 < Vean(r)ze(z) <|za(z)| cs.

Como 2,5 € LYT) para a, 3 = 1,2, z11(x) > 0 c.s. y 229(x) > 0 c.s. podemos usar un

resultado de Dominguez (Proposicién 2.2 de [5]) y obtenemos que

Eato)] i)z x:; x)|exp(u(z)) c.s
G~ Vn@m(@) T h(z)] exp(u(z))  c.s.

219() _ M?*+1  ey(2)Wee(x)
211() 222(2) M2 =1 \/ch(fﬂ) W&(fc)’

donde

q(z) =

u € L>*(T) satisface

lu(z)| < arccosh cosv(x) c.s.

1 2
1= (|q‘<x>|>

y
v(z) = —arg (e_n(z) h(x) exp(—iz arg Wee(x)))

satisface

lv(x)|] < arcse ( ! ><7T c.8

v(z)| < arcsen —  C.S..

()] 2
Obviamente
q
Weel = —AL|pfexp(u) e
Vig? =1

y

o (ML en(@)Wee(@)
7 <M2 - 1> VWee(w) Wee(w)

Ademés u satisface la ecuacién (2.10) y v satisface la ecuacién (2.11)).

(b) Supongamos que existe N tal que

Wee(z) = [Wee(x)| en (),
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usando el Lema 5 de [2] tenemos que
|h] = |pl” exp(v)

donde p es un polinomio de grado menor que n + N. O
OBSERVACION 2.11. El Lema 2.9 puede obtenerse del Teorema 2.10.

En [5], Dominguez di6 la versién finito - dimensional del siguiente teorema.

TEOREMA 2.12. Sea u € 9M(G) positivo, supongamos que dpy = Wdx donde W € LlL(g) (T)
y sea M > 1. Supongamos que para todo (,& € G

0< <M2 — 1) W<<W§5 < (M2 -+ 1) ‘W<§| C.S.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [Holl, < M il para toda ¢ € e, P1(G) + P2(G).
(b) si eziste v € M(G) 4 tal que, (,E € G

dvee(x) = hee(z) dx,
donde hee € HY(T) y para

(M 1N en(n)Wee(n)
el) = (M2 - 1) VWee(x) Wee(z)

las siguientes condiciones se cumplen:
(i) Para todo ¢ € G

—M2+1yh\ ( )_M2+1

donde pcc es un polinomio de grado menor que n, uce € L®(T) satisface la

pecl? expluce +v5c) ..,

ecuacion (2.7) y
vee = — arg (e—n fce)
satisface la ecuacion (2.8)).
(ii) Para todo (,&£ € G

|qce]
(Wee| = —— |hee| expluce)  c.s.,

Ve =1

donde uce € L>(T) satisface la ecuacion (2.10) y

vee(w) = — arg (hee(x) exp(—iz(n 4 arg Wee(x)) ) )

satisface la ecuacion (2.11).
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Mads aun, st existe N tal que:
Wee(z) = [Wee(a)| en ()

entonces | |
dce —~
(Weel = ——==2— |pce|* exp(uce + v¢)  ¢.s.,

Ve =1

donde p¢e es un polinomio de grado menor que n + N.

DEMOSTRACION. Sea (,§ € G del Teorema 2.6/ se sigue que existe v € IM(G), y
hee € HY(T) tales que
dve(w) = hee(r) d

(M? + 1) [en(2)Wee(w) — heelw) [P < (M? = 1) Wee(z) Weg() - ace.
Las partes (i) y (ii) se siguen del Lema 2.9y el Teorema 2.10) parte (a).
La tdltima parte se sigue del Teorema [2.10 parte (b). 0



CAP{TULO 3

Extension a valores operadores del teorema de Teorema de

Helson y Sarason.

En este capitulo se daran algunas definiciones importantes y se dan algunos resultados
previos, que nos permiten dar una generalizacion del teorema de Helson - Sarason a valores

operadores.

Siguiendo la terminologia de [5] se consideraran las funciones de Helson - Sarason de tipo

n, las cuales aparecieron por primera vez en [7].

DEFINICION 3.1. Una funcién g, es de Helson - Sarason de tipo n, si existen dos funciones
reales y acotadas vy v con ||v||c < 7 y un polinomio analitico p de grado menor o igual
que n tales que

g(x) = [p(x)[* "+,

DEFINICION 3.2. Sea p € 9M(G), n > 0 y supongamos que dy = Wdx donde W €
L16)(T). Definimos

VW () Wee()
M= { [Wee()] }
y
o = inf {\/ch(l“) W&s(x)}
PG [Wee ()|

Estos valores generalizan los que fueron dados en [5], para extender el teorema de Helson-

Sarason en el caso matricial.

TEOREMA 3.3. Sea p € M(G), u > 0 tal que du = Wdx para alguna W € Li(g)(’]l‘).
Seann € N y 0 <r < 1. Para x € |0,27) consideremos

ree () = v/ Wee() Wee(2)
* Weew)|

Sean (,£ € G, si
ree(x) <1 para casi todo x € [0, 27)

31



3. EXTENSION DEL TEOREMA DE TEOREMA DE HELSON Y SARASON. 32

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) pn(p) <r.
(b) Para todo (,§ € G existen funciones

gee = |hee()]e™,

donde hee € Hy g (T) tales que:

(1) Wee(x) = gee(z) y ésta es una funcion Helson - Sarason de tipo n.

(i) [Wee()| = /(1 — 72)(gee(2))? + 129 () gee (),

(iii) Sea vee(x) = —arg (hee(z) exp(—iz(n + argWee(x)) ) ) entonces uce y vee

satisfacen la ecuaciones

1
3.1 uce(x)| < arcosh cos v¢g (@ c.s.
(3.1) uce(z)] < ( TR ce( ))
Yy
(3.2) lvee(z)] < g —arccos (ree(x)) < g c.s.
Si Wee(z) = |wee(w)| €®Nee para un entero positivo Nee entonces gee es una funcion

Helson- Sarason de tipo n + Nee.

DEMOSTRACION. Seguiremos un razonamiento analogo del Teorema 2.4 de [5].

Sea x € [0,2m). Notemos que

|~ (ree())? = \/1 _ <7’2W<c(l’) W55($)> VW (@) = r?Wee (1) Wee (v)

|WC§(Q:)‘2 |W<§(Q?)‘
Luego
(3-3) [Wee ()] = VIWeelo)l? — TQWCC(S’;‘)W&(ZU)
1 — (r¢e(x))
Sea
qee(@) = = - en (1) Wee (1)
T Wee(z)Wee ()
entonces

oL (M1 (W)
|gce ()] ree(x) (M2—1) ch(x)ng@?).
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Ademas se puede probar que

lgce(x)] 1 '
Vige@)P =1 /1= (ree())?

De la ecuacién (3.3) obtenemos

qee ()
3.4 Weelo)l = =B W) (oWl
Sea
LM
M2+
Entonces
MP+1 1
oM Vir?

Como 7¢¢(x) < 1 para casi todo = € [0, 27) se tiene que

(3.5)  0< (M?—1)\/Wee(x)Wee(x) < (M? + 1) [Wee(z)|  para casi todo = € [0, 27).

Usando el Teorema 2.6/ tenemos que:

p(p) = pu(W) <r siysolosi [[Hell, < M |l¢|l, para todo ¢ € e,P1(G) + P2(G).

Y como se cumple (3.5)), tenemos que estas condiciones son equivalentes a la condicién
(b) del Teorema 2.12.

Sean
1
hee = ——= ¢
Vi
Y gee(w) = |hee(2)] exp(uce(x)) entonces
Wee = gec
y
|qcel
(3.6) Weel = ——e V1 — 12 gge.
Vgee|* — 1

De (3.4) y (3.6) obtenemos

V1I—12 gee = \/|Wcs|2 — 72 WecWee.
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Por lo tanto

[Weel = \/(1 — %) (9¢¢)? + r?gecYee-

Maés an, si existe N tal que Wee(x) = |[Wee(2)| en(x) entonces

|qce| .
(Weel = ———=— Ipce|” exp(uce + vge)  ae.

V0gee* =1

donde p¢¢ es un polinomio de grado menor o igual que n + N.
O

TEOREMA 3.4. Sea p € M(G), u > 0 tal que du = Wdx para una funcion W € LlL(g) (T).

510 <m, < M, < oo entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) lim () =0
(b) Para cada € > 0, existen >0 yr. < MLM tal que para todo r < r. y para (,€ € G
existen funciones de Helson - Sarason, g.ce, de tipo n tales que

(1) gece = |hece|e=s¢ donde hece € HY(T) y uece es una funcidn real acotada
i) Wee(@) = Gece(@) —
( CC( ) g(f( )m

)
(i) [Wee(@)l = /(1 = 1?) gece(2)? + 12 gece () gege (v)
(iv) Siveee(x) = —arg(e—n(z)hece(x) exp(iz arg Wee(x))) entonces

[tecelloo + [[Vecelloo < €

En este caso también tenemos que:

Wee(x) = lim gece ().

Si Wee(x) = |Wee(z)]e®™Nee para un entero positivo Nee entonces Wee es una funcidn de

Helson - Sarason de tipo n + Nge.

DEMOSTRACION. Seguiremos un razonamiento andlogo del Teorema 2.5 de [5].
(a) = (b) Usaremos

. 1 .
lim arcosh (—) =0 y lim arcsenz =0.
:UZ x—0

z—0

Usando el primer limite se sigue que dado ¢ > 0, existe 7. € (0,1) tal que para todo

r < r. se va a tener lo siguiente:

1
limarcosh | ———— 1| =0,
r—0 (,/1—7“2]\43)
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por lo tanto, existe d; = d;(g) > 0 tal que:

DO ™

1
|r] <, implica que arcosh (—) <

A1 —rzMﬁ

Usando el segundo limite se sigue que
HH(I) arcsen(rM,) =0
r—

por lo tanto existe do = da(e) > 0 tal que:

7| < 0y implica |arcsen(riM,)| < g

1
r. = min {51,52, — 1} .

Sea

M

nw
Asi, r. € (0,1). Tomemos r tal que 0 < r < r.. Entonces

1
arcosh | — | <
(,/1 — r2M3>

arcsen(rM,) <

N DN M

r<1/M,.

Sea

1/ Wee(2)Wee (2)

[Wee ()]

ree() =
entonces
ree(xr) <rM, < 1.

De lim p,(p) = 0 se deduce que existe n tal que p,(u) < r.

Por el Teorema 3.3 tenemos que para todo ¢,§ € G, W, tiene la representacién dada por
(i), (ii) y (iii), ademas
08 Vece ()

|tece(z)| < arcosh
1 —7rZ(z)

[Vece(x)| < arcsenree(z) <

1
. <arcosh [ ——— | <
|uece(x)| < arcos (W)

rol

Entonces

Do ™
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y
[vece(z)| < arcsen(rM,) < %
Por consiguiente
9 £
Juecelloo + llvecelloo < 2 + 5 = €.
(b) = (a) Dado r > 0, sea
ree(z) = - Wee(2)Wee ()
[Wee ()]
entonces
rmy, < ree(z) <rM,.
Como 1 —r?M? < 1 tenemos que
1
V<=
m
Sea
1
L = arcosh | ——
m
entonces

L > arcosh(1) = 0.

Tomando en cuenta que

L=1 h oSt
= lim arcosh | ———
z—0 /1 — 7‘2me

y que % > (), obtenemos la existencia de § > 0, tal que |z| < ¢ implica que

L L L
—:L—§<arcosh<&> < L+ —.

2 1/1—7"2me 2

Por lo tanto si |z| < § se tiene

Sea ¢ = min{4, £} entonces

oo L - L cos €
— < arcosh | —————
2 1= r2mi

e < arcsen(rm,,),

(porque cuando definimos el arco coseno hiperbélico tomamos cose > /1 — erZ).
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Por hipodtesis existe n > 0y r. < MLM, tal que para todo r < r. y (,§ € G, W tiene la
representacion dada por (i), (i) y (iii), ademads
[ecelloo + [[vzcelloo <&

Por lo tanto

|Vecelloo < € < arcsen(rm,,) < arcsenree(z)

|ucce| < € < arcosh %) < arcosh ( COS Vgce 2) ‘
Vi=rimg T— (ree(@))

Por el Teorema 3.3, tenemos que

pn(p) <7

El resultado buscado se obtiene ya que {p, (1) }n>0 €s una sucesion decreciente. O
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