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Resumen

El conocido teorema de Bochner para funciones definidas positivas da una representación

integral de este tipo de funciones. Usando técnicas de módulos de Hilbert Kakihara da una

extensión de este teorema para el caso de funciones a valores en un álgebra de Von Neumann.

En este trabajo se considera una función definida positiva a valores operadores en un

módulo de Hilbert autodual, y se utilizan las técnicas de Kakihara y Falb para dar un a

representación integral tipo Bochner para funciones definidas positivas continuas respecto a

la topoloǵıa gramiana.
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Introducción

Sea G un grupo abeliano localmente compacto y φ : G → C una función, se dice que

φ es definida positiva en G si para cualquier elección de x1, . . . , xN en G y para cualquier

selección λ1, . . . , λN ∈ C tenemos que

N∑
n,m=1

λnλmφ(xn − xm) ≥ 0.

Las funciones definidas positivas surgen naturalmente en la teoŕıa de la transformada de

Fourier, ya que, la transformada de Fourier de una medida positiva en un grupo tiene la

propiedad de ser definida positiva. En 1938 Weil demostró el rećıproco de este resultado,

estableciendo que una función definida positiva es la transformada de Fourier de un medida

positiva, c.f. [42]. Anteriormente Herglotz hab́ıa probado el resultado para el caso G = Z y

Bochner lo hab́ıa probado para el caso G = R. Estos resultados fueron extendidos a un grupo

G abeliano localmente compacto, en lo que hoy ampliamente conocido como el teorema de

Bochner c.f. [33].

Al reemplazar el conjunto de llegada C de la función φ por un conjunto de operadores

lineales y acotados en un espacio de Hilbert y cambiando los escalares λ1, . . . , λN ∈ C por

vectores, se logran otro tipo de generalizaciones. Una de estas fue estudiada por P. Falb

en su art́ıculo [18] , donde establece un teorema tipo Bochner para este tipo de funciones.

Cuando además se reemplaza C por un álgebra C∗ esto da origen a problemas interesantes.

Los módulos de Hilbert se encuentran en esta ĺınea de investigación y fueron introducidos

por Kaplansky en [23] bajo el nombre de C∗-módulos o módulos C∗.

La noción de módulo de Hilbert es una generalización de los espacios de Hilbert. La

definición es idéntica, se tiene una suma, un producto por escalares y un producto interno.

La diferencia es que los escalares en vez de ser números complejos son elementos de un

álgebra C∗. En una álgebra C∗, además de las operaciones usuales de un álgebra, se tiene

1



INTRODUCCIÓN 2

una norma que es compatible con la estructura del álgebra. Con el producto interno y la

norma del álgebra se construye una norma para el módulo de Hilbert.

Sea A un álgebra C∗, para módulos a derecha sobre A, o más brevemente A-módulo. Un

A-módulo E se dice que es un A-módulo de Hilbert si tiene un producto interno a valores

en A, que es estable respecto de la acción del módulo y que es completo con respecto a la

norma

‖a‖E = ‖〈a, a〉‖1/2
A

para a ∈ A.

En 1983, Kakihara [22] dió varios resultados de análisis armónico entre los cuales se

encuentra el siguiente: Si A es un álgebra de Von Neuman, Υ : G → A es una función

definida positiva, débilmente continua, entonces existe una medida µ en Ĝ con valores en A
tal que

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dµ(γ)

para γ ∈ G, donde la integral se toma con respecto a la topoloǵıa débil de A.

En este trabajo nos interesa estudiar funciones definidas positivas a valores operadores

sobre un módulo de Hilbert autodual, y usar las técnicas de Y. Kakihara y P. Falb, para

obtener un reresentación integral tipo Bochner para este tipo de funciones.

Actualmente existen libros y art́ıculos que contienen excelentes introducciones para estu-

diantes y matemáticos no especialistas en el tema a la teoŕıa básica de módulos C∗ [24, 27].

El material está presentado de una manera clara presentando las definiciones y conceptos

básicos a la teoŕıa elemental de módulos C∗ de Hilbert.



CAṔıTULO 1

Resultados de teoŕıa espectral

En este capitulo se presentan algunas definiciones, teoremas y proposiciones relativas a la

teoŕıa de álgebras C∗ que nos serán de utilidad para el desarrollo de los caṕıtulos siguientes,

especialmente el del Caṕıtulo 2 sobre módulos de Hilbert.

1. Conceptos y resultados básicos.

Definición 1.1. Un álgebra A se dice de Banach, si sobre ella está definida una norma

‖ · ‖, que verifica la desigualdad

‖ab‖A ≤ ‖a‖A‖b‖A

para a, b ∈ A, y A es un espacio completo con respecto a dicha norma.

Definición 1.2. Sea A un álgebra de Banach, si además existe una función ∗ : A → A,

que cumple para todo a, b ∈ A, λ ∈ C
i. (a∗)∗ = a,

ii. (a + λb)∗ = a∗ + λ̄b∗,

iii. (ab)∗ = b∗a∗,

iv. ‖a∗‖A = ‖a‖A
entonces diremos que A es un álgebra C∗.

Ejemplo 1.3. Sea A = l∞(C) con las operaciones usuales y la norma ‖·‖∞, la involución

en este espacio viene dada como

(xn)∗ = (xn).

En lo que sigue A denotará un álgebra C∗ conmutativa con unidad e.

Definición 1.4. Sea A un álgebra C∗. Si a ∈ A es tal que a = a∗ decimos que a es

autoadjunto, diremos que a es normal si aa∗ = a∗a, se dice que a es unitario si a es invertible

y a−1 = a∗, y finalmente decimos que a es una proyección si a es autoadjunto y a2 = a.

3



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS BÁSICOS. 4

Dado a ∈ A el espectro de a se define como el conjunto

σ(a) = {λ ∈ C : a− λe no es invertible }.

Al complemento de este conjunto se le llama el conjunto resolvente de a y se denota por

ρ(a).

Denotemos por GA el conjunto de los elementos invertibles de a.

Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.5. Sea a ∈ A, tal que ||a||A < 1 entonces, e− a ∈ GA y

||(e− a)−1||A ≤ 1

1− ||a||A .

Demostración.

Como
∞∑

n=0

||an||A ≤
∞∑

n=0

||a||nA = (1− ||a||A)−1,

tenemos que la serie
∑∞

n=0 an converge en A. Sea sea b ∈ A tal que b =
∑∞

n=0 an. Ya que

(e− a)(e + a + · · ·+ an) = e− an+1,

haciendo n →∞ en esta expresión resulta (e− a)b = e. De donde b = (e− a)−1. ¤

Proposición 1.6. El conjunto GA es un conjunto abierto en A, y la función b → b−1,

definida para b ∈ GA, es continua.

Demostración.

Veamos que GA es abierto. Sean a ∈ GA, tomemos b ∈ A tal que ||a − b||A < ||a||−1
A .

Como

a− b = a(e− a−1b),

se tiene que

||e− a−1b||A =
||a− b||A
||a||A < 1.

Por la proposición anterior e− (e− a−1b) = a−1b es invertible, de donde b = a(a−1b) ∈ GA.

Hemos probado que B(a, 1/||a||−1
A ) ⊂ GA. Esto demuestra que GA es abierto.
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Veamos que la inversión es continua. Fijemos a ∈ GA, para ||h||A <
1

||a−1||A , tenemos

que || − a−1h||A = ||a−1h||A < 1, por la Proposición (1.5) tenemos que e + a−1h es invertible

y

||(e + a−1h)−1||A <
1

1− ||a−1h||A .

Por otro lado

(a + h)−1 − a−1 = (e + a−1h)−1a−1 − a−1

= [(e + a−1h)−1 − e]a−1

= (e + a−1h)−1(e− (e + a−1h))a−1

= −(e + a−1h)−1a−1ha−1

Por lo tanto bajo la condición de que ||h||A < 1
||a−1||A tenemos

||(a + h)−1 − a−1||A = ||(e + a−1h)−1||A||h||A||a−1||2A

<
||h||A||a−1||2A
1− ||a−1h||A −→ 0,

cuando h → 0. ¤

Proposición 1.7. El conjunto σ(a) es un subconjunto compacto y no vaćıo de C.

Demostración.

Veamos que σ(a) es compacto. Consideremos la función φ : C→ A, dada por

φ(λ) = a− λe,

es claro que φ es una función continua.

Además

φ−1(GA) = {λ ∈ C : φ(λ) ∈ GA} = {λ ∈ C : a− λe ∈ GA} = C \ σ(a),

como GA es abierto y φ es continua entonces φ−1(GA) es abierto. Aśı que σ(a) es cerrado.

Veamos que GA es acotado. Sea λ tal que |λ| > ||a||A, entonces ||a/λ||A < 1. Por la

Proposición (1.5) e− a/λ ∈ GA, y esto implica que a− λe ∈ GA, es decir, λ 6∈ σ(a). Aśı que

σ(a) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ ||a||A}.
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Veamos por último que σ(a) 6= ∅. Consideremos la función R : ρ(a) → A, definida por

R(λ) = (a− λe)−1.

Para α, λ ∈ ρ(a) no es dif́ıcil ver que

R−1(α)(R(α)−R(λ))R−1(λ) = (α− λ)e.

De la identidad anterior y la continuidad de la inversión, resulta que R es una función

anaĺıtica sobre ρ(a), y para λ ∈ ρ(a)

R′(λ) = ĺım
α→λ

R(λ)−R(α)

λ− α
= ĺım

α→λ
R(λ)R(α) = (R(λ))2.

Fijemos f ∈ A∗, donde A∗ denota el dual topológico de A. Definamos F : ρ(a) → C, por

F (λ) = f(R(λ)).

Entonces F es anaĺıtica en ρ(a), ya que para λ, α ∈ ρ(a) se tiene que

F (λ)− F (α)

λ− α
=

f(R(λ))− f(R(α))

λ− α

= f

(
R(λ)−R(α)

λ− α

)
−→ f((R(λ))2),

cuando α tiende a λ.

Por otro lado para |λ| > ||a||A, tenemos

R(λ) = (a− λe)−1 = −λ−1(e− λ−1a)−1 = −λ−1

∞∑
n=0

(
1

λ
a

)n

,

aśı

||R(λ)||A ≤ 1

|λ|
∞∑

n=0

( ||a||A
|λ|

)n

=
1

|λ| − ||a||A .

Esto implica que

ĺım
|λ|→∞

||R(λ)||A = 0

y por continuidad de f

ĺım
|λ|→∞

F (λ) = 0.

Para |λ| ≥ 2||a||A > ||a||A tenemos que

|F (λ)| ≤ ||f || ||R(λ)||A ≤ ||f ||
|λ| − ||a||A ≤ ||f || ||a||−1

A .
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Si σ(a) = ∅, entonces F es una función anaĺıtica y acotada en todo C. Por el teorema de

Lioville F = f(R) = 0 por lo tanto R(λ) = 0, lo cual es una contradicción ya que, R(λ) ∈ GA

para cada λ. Esto implica σ(a) 6= ∅. ¤

Definición 1.8. Para a ∈ A definimos el radio espectral de a como

r(a) = máx
λ∈σ(a)

|λ|

Teorema 1.9. Sea a ∈ A, entonces se cumple la siguiente relación

r(a) = ĺım
n→∞

||an||1/n
A = lim

n≥1
||an||1/n

A . (1.1)

Teorema 1.10 (Teorema espectral, forma elemental). Sea a ∈ A
a. Si p es un polinomio, entonces

σ(p(a)) = p(σ(a)),

donde

p(σ(a)) = {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.

b. Si 0 ∈ σ(a) y a ∈ GA entonces

σ(a−1) =

{
1

λ
: λ ∈ σ(a)

}
.

Demostración.

a. Sea λ ∈ σ(p(a)), entonces p(a) − λe no es invertible. Sean r1, . . . , rn las raices del

polinomio p(z)− λ, entonces

p(z)− λ = λ0(z − r1) · · · (z − rn),

De donde

p(a)− λe = λ0(a− r1e) · · · (a− rne).

Por otra parte como p(a)−λe no es invertible, debe existir ko ∈ {1, . . . , n} tal que

a−rkoe no es invertible, es decir rko ∈ σ(a). Además rko satisface que p(rko)−λ = 0,

entonces λ = p(rko), y por lo tanto λ ∈ p(σ(a)).
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Para ver la otra contención, tomemos λ ∈ p(σ(a)). Entonces existe r ∈ σ(a) tal

que λ = p(r), notemos que z = r es ráız del polinomio p(z)−p(r). Sean r2, r3, . . . , rn

las demás ráıces, entonces podemos escribir

p(z)− p(r) = co(z − r)(z − r2) · · · (z − rn),

aśı que

p(a)− p(r)e = co(a− re)(a− r2e) · · · (a− rne).

Como r ∈ σ(a), entonces a − re no es invertible, por lo que tampoco lo es

p(a)− p(r), por lo tanto λ ∈ σ(p(a)).

b. Esta parte es inmediata, usando la relación

a−1 − 1

λ
e = −1

λ
a−1(a− λe).

¤

Más generalmente tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.11 (Aplicación espectral.). Sea a ∈ A, un elemento normal, f ∈ C(σ(a),C),

entonces

σ(f(a)) = f(σ(a)).

Para una demostración de este teorema (véase [29]).

Proposición 1.12. Sean a un elemento de A entonces

a. σ(a) = σ(a∗).

b. Si a es unitario entonces σ(a) ⊂ T.

c. Si a es autoadjunto entonces σ(a) ⊂ R.

Demostración.

a. Como e∗ = e, xy = e si y solamente si x∗y∗ = e, es decir, un elemento x ∈ A es

invertible si y solo si lo es x∗. De manera que (a − λe) es invertible, si y solo si,

(a− λe)∗ = a∗ − λe es invertible.

b. Si a es unitario, entonces

||a||2A = ||aa∗||A = ||e||2A = 1.



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS BÁSICOS. 9

Por lo tanto, si λ ∈ σ(a) entonces |λ| ≤ 1, como a∗ también es unitario, y λ ∈ σ(a)

entonces 1/λ ∈ σ(a∗) = σ(a−1), aśı que

1/|λ| ≤ ||a∗||A = ||a||A = 1,

es decir, |λ| ≥ 1, por lo tanto |λ| = 1.

c. Sea a ∈ A un elemento auto adjunto. Tomemos

u = eia =
∞∑

n=0

(ia)n

n!
.

Entonces por ser a autoadjunto y por continuidad de la involución tenemos que

u∗ =

( ∞∑
n=0

(ia)n

n!

)∗

=
∞∑

n=0

(−ia)n

n!
= e−ia.

Además

uu∗ = e = u∗u.

De donde u es unitario. Usando el item previo tenemos que

σ(u) ⊆ T.

Por otra parte, por el teorema Espectral

σ(u) = σ(eia) = exp(iσ(a)).

De manera que si λ ∈ σ(a) entonces eiλ ∈ σ(u), y como σ(u) ⊆ T se tiene que

|eiλ| = 1, de donde

Re(iλ) = 0.

Lo cual ocurre si, y solo si, λ es un número real.

¤

Corolario 1.13. Si a ∈ A y a es normal entonces ||a||A = r(a).

Demostración.

Si b es autoadjunto, entonces de la igualdad ||b2||A = ||b||2A, al iterar el argumento obte-

nemos que ||b2n||A = ||b||2n
A . Por la fórmula del radio espectral tenemos

||b||A = ĺım
n→∞

||b2n||1/2n
A = r(b).
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Ahora para a normal tenemos,

||a||2A = ||aa∗||A = r(aa∗) = ĺım
n→∞

||(aa∗)n||1/n
A

≤ ĺım
n→∞

||an||1/n
A ||(a∗)n||1/n

A = r2(a) ≤ ||a||2A.

¤

2. Elementos positivos y orden en un álgebra C∗

Definición 1.14. Dado un elemento a ∈ A, diremos que a es positivo si, a es autoadjunto

y σ(a) ⊂ [0, +∞). Si a es positivo escribiremos a ≥ 0. De igual forma escribiremos a ≥ b

para indicar que a− b ≥ 0.

Se puede probar que un elemento a es positivo en A si y solo si existe un b ∈ A, tal que

a = bb∗. Es decir si denotamos por A+ el conjunto de todos lo elementos positivos de A,

entonces

A+ = {bb∗ : b ∈ A}.

Proposición 1.15. Si a es un elemento autoadjunto de A, entonces

(a) −||a||e ≤ a ≤ ||a||e.
(b) Existen b, c elementos positivos de A tales que bc = cb = 0, y a = b− c.

Demostración.

(a) Debemos probar que a + ||a||Ae ≥ 0 y ||a||Ae− a ≥ 0. Para la primera desigualdad

definamos g : σ(a) → R por g(λ) = ||a||A + λ. Entonces g es una función continua,

por lo tanto

σ(||a||Ae + a) = σ(g(a)) = g(σ(a)) ⊂ [0, 2||a||A],

ya que σ(a) ⊂ {λ ∈ R : |λ| ≤ ||a||A} = [−||a||A, ||a||A], de donde ||a||Ae + a ≥ 0.

La otra desigualdad se prueba de manera análoga, al considerar g(λ) = ||a||A−λ.

(b) Sean f, g : σ(a) → R, definidas como

f(λ) =
λ + |λ|

2
= máx{λ, 0}, g(λ) = f(−λ) = máx{−λ, 0}.
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Entonces f y g son continuas. Pongamos b = f(a) y c = b− a, como fg = gf = 0,

entonces

cb = bc = f(a)g(a) = (fg)(a) = 0.

Además, como f, g son positivas por el teorema de la aplicación espectral también

lo son b, c.

¤

Se usará la notación a1/2 para indicar al elemento b ∈ A tal que b2 = a.

Proposición 1.16. Sean a, b elementos de A, con a ≥ 0.

(a) Si a ≤ b, entonces

‖a‖A ≤ ‖b‖A,

y

a1/2 ≤ b1/2.

(b) Para cualquier b ∈ A
b∗ba ≤ ‖a‖Ab∗b.

Si a ∈ A y a ≥ 0 se usará |a| para denotar al elemento de A dado por (aa∗)1/2. Es decir,

|a| = (aa∗)1/2.

3. Teorema de Stone.

Definición 1.17. Sean G un grupo abeliano localmente compacto, H un espacio de

Hilbert. Una función U : G → B(H)

(a) Se dice que es una representación unitaria de G en H si

(i) U(s) es un operador unitario para todo s ∈ G.

(ii) U(st) = U(s)U(t) para todos s, t ∈ G.

(iii) U(e) = I, el operador identidad. Es usual escribir Us, en lugar de U(s), y

referirse a (Us)s∈G como la representación unitaria.

(b) La representación es continua si para cada x ∈ H, la función s → Usx es continua,

es decir, si sn → s en G implica ‖Usnx− Usx‖H → 0.

(c) La representación es débilmente continua si para cada x ∈ H, la función s → 〈Usx, x〉
es continua, es decir, si sn → s en G implica |〈Usnx, x〉H − 〈Usx, x〉H| → 0.
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Finalizamos este caṕıtulo haciendo referencia al siguiente resultado, cuya demostración

en detalle puede ser consultada en [35].

Teorema 1.18 (Versión espectral del teorema de Stone). Sea (Us)s∈G una representación

unitaria continua de un grupo abeliano localmente compacto G sobre un espacio de Hilbert

H, entonces existe una medida espectral P sobre B(Ĝ) tal que

Us =

∫

Ĝ

(s, α)dP (α), s ∈ G. (1.2)

Es decir,

〈Usx, y〉H =

∫

Ĝ

(s, α) d〈P (α)x, y〉H, x, y ∈ H, s ∈ G,

donde por B(Ĝ) hemos denotado el conjunto de los borelianos del grupo dual de G.

Observación 1.19. Si la representación (Us) es débilmente continua, la identidad

‖Usx− Uλx‖2 = 2‖x‖2 − 〈Us−1λx, x〉 − 〈Usλ−1x, x〉,

implica que (Us) es continua, por lo tanto el teorema sigue siendo válido en este caso.
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Introducción a los módulos de Hilbert.

En este caṕıtulo se expone a manera introductoria los aspectos básicos de la teoŕıa de

los módulos de Hilbert definido sobre un álgebra C∗ conmutativa, la teoŕıa general puede ser

consultada en [24], [28].

Sean E un espacio vectorial y A un álgebra C∗ conmutativa y con unidad e.

Definición 2.1. Decimos que E tiene estructura de módulo a izquierda sobre A, o más

brevemente A-módulo, si existe una función φ : A×E → E, tal que para todo x ∈ E, a ∈ A,

λ ∈ C
(i) λ(a · x) = a · (λx),

(ii) a · (x + y) = a · x + a · y, (a + b) · x = a · x + b · x,

(iii) Si A es unital entonces e · x = x.

Donde hemos denotado

φ(a, x) = a · x.

Definición 2.2. Sea E un A-módulo, diremos que E es un módulo pre-Hilbert, si existe

una una aplicación 〈·, ·〉E : E × E → A, tal que

i. 〈x, x〉E ≥ 0, x ∈ E,

ii. 〈x, x〉E = 0, si y sólo si, x = 0,

iii. 〈x, y〉E = 〈y, x〉∗E, (x, y ∈ E),

iv. 〈a · x, y〉E = a · 〈x, y〉E (x, y ∈ E, a ∈ A).

A esta aplicación la llamaremos producto interno a valores en el álgebra A.

Algunos ejemplos son los siguientes:

(1) Sea I ⊆ A un ideal a izquierda de A. Podemos dotar a I de una estructura de

módulo pre-Hilbert, definiendo

〈x, y〉I = xy∗

13
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para x, y ∈ I.

(2) Todo espacio pre-Hilbert H en el sentido usual, tiene estructura de A-módulo pre-

Hilbert tomando A = K, donde K = R ó K = C según sea H un espacio vectorial

real o complejo.

Para finalizar esta sección enunciamos un resultado clásico y muy útil.

Proposición 2.3 (Identidad de polarización). Sea E un A-módulo pre-Hilbert con pro-

ducto interno 〈·, ·〉E, entonces para todo x, y se satisface la siguiente identidad de polarización

〈x, y〉E =
1

4

3∑

k=0

ik〈x + iky, x + iky〉E. (2.1)

1. Desigualdad generalizada de Cauchy-Schwarz y consecuencias.

Proposición 2.4 (Desigualdad Cauchy-Schwarz generalizada). Sea E un A-módulo pre-

Hilbert, entonces

〈y, x〉E〈x, y〉E ≤ ‖〈x, x〉E‖A〈y, y〉E. (2.2)

Demostración. Prueba tomada de [24].

Sean x, y ∈ E y a ∈ A, sin pérdida de generalidad supongamos x 6= 0, entonces

0 ≤ 〈y − xa, y − xa〉E = 〈y, y〉E − a∗〈x, y〉E − a〈y, x〉E + a∗a〈x, x〉E.

Como 〈x, x〉E es un elemento positivo de A, tenemos

a∗a〈x, x〉E ≤ ‖〈x, x〉E‖Aa∗a,

usando esto resulta

〈y, y〉E − a∗〈x, y〉E − a〈y, x〉E + ||〈x, x〉E||Aa∗a ≥ 0.

Haciendo

a =
1

‖〈x, x〉E‖A 〈x, y〉E,

se obtiene

〈y, y〉E − a∗〈x, y〉E − a〈y, x〉E + ||〈x, x〉E||Aa∗a = 〈y, y〉E − 1

‖〈x, x〉E‖A 〈y, x〉E〈x, y〉E.

Y por lo tanto

〈y, x〉E〈x, y〉E ≤ ‖〈x, x〉E‖A〈y, y〉E.
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¤

Proposición 2.5. Sea E un módulo C∗ pre-Hilbert sobre A, para x ∈ E pongamos

‖x‖E ∈ R y |x| ∈ A dados por

‖x‖E = ‖〈x, x〉E‖1/2
A y |x| = 〈x, x〉1/2

E

entonces

i. ‖〈x, y〉E‖A ≤ ‖x‖E‖y‖E (x, y ∈ E),

ii. ‖ · ‖E es una norma sobre E,

iii. ‖ax‖E ≤ ‖a‖A‖x‖E (x ∈ E, a ∈ A),

iv. |〈x, y〉E| ≤ ‖x‖E|y|, |〈x, y〉E| ≤ ‖y‖E|x| (x, y ∈ E),

v. |ax| ≤ ‖x‖E|a| para x ∈ E, a ∈ A.

Tal como se indicó antes, para a ∈ A estamos considerando |a| = (a∗a)1/2.

Demostración. La siguiente demostración fue tomada de [24].

i. Como

〈y, x〉E〈x, y〉E = 〈x, y〉∗E〈x, y〉E,

tenemos que

〈y, x〉E〈x, y〉E ≥ 0

en A, de manera que al tomar norma a ambos lados de (2.2) la desigualdad se

mantiene, es decir,

‖〈y, x〉E〈x, y〉E‖A ≤ ‖〈x, x〉E‖A‖〈y, y〉E‖A,

además,

‖〈y, x〉E〈x, y〉E‖A = ‖〈x, y〉∗E〈x, y〉E‖A = ‖〈x, y〉E‖2
A,

sustituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

‖〈x, y〉E‖A ≤ ‖x‖E‖y‖E. (2.3)

ii. No es dif́ıcil ver que

(a) si ‖x‖E = 0 implica x = 0, y

(b) ‖λx‖E = |λ|‖x‖E para λ ∈ C, x ∈ E.
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Veamos la desigualdad triangular. Usando la parte i., tenemos

‖x + y‖2
E = ‖〈x + y, x + y〉E‖A

= ‖〈x, x〉E + 〈x, y〉E + 〈y, x〉E + 〈y, y〉E‖A
≤ ‖〈x, x〉E‖A + ‖〈x, y〉E‖A + ‖〈x, y〉∗E‖A + ‖〈y, y〉E‖A
≤ ‖〈x, x〉E‖A + 2‖x‖E‖y‖E + ‖〈y, y〉E‖A = (‖x‖E + ‖y‖E)2.

iii. Para a ∈ A, x ∈ E,

0 ≤ 〈ax, ax〉E = a∗a〈x, x〉E ≤ ‖〈x, x〉E‖Aa∗a,

esto implica que

‖〈ax, ax〉E‖A ≤ ‖〈x, x〉E‖A‖a∗a‖A = ‖〈x, x〉E‖A‖a‖2
A.

Tomando ráız cuadrada a ambos lados se obtiene lo requerido.

iv. Como 〈y, x〉E〈x, y〉E es positivo en A, tomando ráız cuadrada en (2.2) queda

(〈y, x〉E〈x, y〉E)1/2 ≤ ‖〈x, x〉E‖1/2
A 〈y, y〉1/2

E .

Como

(〈y, x〉E〈x, y〉E)1/2 = (〈x, y〉∗E〈x, y〉E)1/2 = |〈x, y〉E|,

el resultado se sigue.

v. Se tiene que

〈ax, ax〉E = a∗a〈x, x〉E ≤ ‖〈x, x〉E‖Aa∗a.

De donde

|ax| = 〈ax, ax〉1/2
E ≤ ‖〈x, x〉E‖1/2

A (a∗a)1/2 = ‖x‖E|a|.

¤

2. Módulos de Hilbert.

Definición 2.6. Sea E un módulo C∗ pre-Hilbert, diremos que E es un módulo C∗ de

Hilbert si es completo con respecto a la norma || · ||E.
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2.1. Ejemplos de módulos de Hilbert.

Ejemplo 2.7. Sea I un ideal a derecha de A y cerrado, entonces I es un módulo de

Hilbert bajo el producto

〈x, y〉I = xy∗.

Note que si tomamos I = A, entonces A es ella misma un A-módulo de Hilbert, y las normas

como módulo de Hilbert y como álgebra de Banach coinciden.

Ejemplo 2.8. Consideremos un conjunto finito E1, E2, . . . , En de módulos de Hilbert

todos sobre la misma álgebra A, al tomar

E = {(xi) : xi ∈ Ei, i = 1, 2 . . . , n},

para x, y ∈ E, definimos

〈x, y〉E =
n∑

i=1

〈xi, yi〉Ei

donde 〈·, ·〉Ei
es el producto interno en Ei.

Esta fórmula define un producto interno en E a valores en A y E es un módulo de Hilbert.

Ejemplo 2.9. Sea A un álgebra C∗ y sean {Ei, i ∈ N} una familia de módulos C∗ de

Hilbert sobre A. Tomemos E como el conjunto de las sucesiones (xi) con xi ∈ Ei, tales que

la suma
∑

i∈N
〈xi, xi〉Ei

converge con respecto a la norma de A, definamos

〈x, y〉E =
∑

i∈N
〈xi, yi〉Ei

,

esto define un producto interno sobre E a valores en A.

Veamos que este producto interno está bien definido. Se debe probar que la serie de la

derecha converge en A. Tomemos x, y ∈ E, y sea ε > 0, por el criterio de Cauchy existen

N1, N2, tales que ∥∥∥∥∥
n∑

i=m

〈xi, xi〉Ei

∥∥∥∥∥
A

< ε para n > m ≥ N1,

∥∥∥∥∥
n∑

i=m

〈yi, yi〉Ei

∥∥∥∥∥
A

< ε para n > m ≥ N2.
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Fijemos N = máx{N1, N2}, si consideramos E ′ = {(xk) : k = m,m+1, . . . , n}, el ejemplo

anterior nos dice que

〈(xk)
n
k=m, (yk)

n
k=m〉E =

n∑

k=m

〈xk, yk〉Ek
,

es un producto interno, aśı por la desigualdad de Cauchy-Schwarz generalizada para n >

m ≥ N , tenemos
∥∥∥∥∥

n∑
i=m

〈xi, yi〉Ei

∥∥∥∥∥
A
≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=m

〈xi, yi〉Ei

∥∥∥∥∥

1/2

A

∥∥∥∥∥
n∑

i=m

〈yi, yi〉Ei

∥∥∥∥∥

1/2

A
< ε.

De donde la serie
∑

i∈N
〈xi, yi〉Ei

,

converge en A. Esto demuestra que el producto está bien definido.

Veamos que E es completo. Sea {x(n)}n∈N una sucesión de Cauchy en E. Dado ε > 0

existe No tal que, si n,m > No

‖x(n) − x(m)‖E =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

〈x(n)
i − x

(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i 〉Ei

∥∥∥∥∥

1/2

A
< ε1/2, (2.4)

como

‖x(n)
i − x

(m)
i ‖Ei

≤ ‖x(n) − x(m)‖E

para cada i, tenemos que {x(n)
i }n∈N es una sucesión de Cauchy en Ei. Sean, xi en E tal que

x
(n)
i → yi cuando n →∞, y y = {yi}i∈N. Veamos que y ∈ E y x(n) → y cuando n →∞.

Por (2.4), para todo N ∈ N se tiene
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

〈x(n)
i − x

(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i 〉Ei

∥∥∥∥∥
A
≤ ‖x(n) − x(m)‖2

E < ε,

para n,m ≥ No. Haciendo tender m al infinito obtenemos
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

〈x(n)
i − yi, x

(n)
i − yi〉Ei

∥∥∥∥∥
A

< ε,

siempre que n ≥ No. De donde haciendo N →∞

‖x(n) − y‖E < ε, n ≥ No.

Esto demuestra que x(No) − y pertenece a E, y por lo tanto y ∈ E, aśı mismo establece que

{x(n)} converge a y en E.
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Observación 2.10. Si cada Ei = A, en la construcción anterior obtenemos un módulo

de Hilbert sobre A, el cual consiste de todas las sucesiones (xi) con xi ∈ A tal que la serie

∑

i∈N
xix

∗
i ,

es convergente en A. Este espacio se denota frecuentemente por l2(A) ó H(A). Si además se

toma A = C, entonces l2(A) es el espacio de Hilbert usual l2.

2.2. Completación de un Módulo pre-Hilbert.

Una de las principales ventajas de los espacios pre-Hilbert es es que admiten una com-

pletación, de manera que, es muy natural preguntarse si este fenómeno también ocurre en

relación a los A-módulos pre-Hilbert. La respuesta a esta pregunta es afirmativa y esta sec-

ción está dedicada a dar de forma detallada la completación de estos espacios, cabe destacar

que dicha propiedad está estrechamente relacionada con el hecho que A es un espacio de

Banach.

Lema 2.11. Si E es un módulo pre-Hilbert entonces

(a) Para todo x, x′, y, y′ ∈ E

‖〈x, y〉E − 〈x′, y′〉E‖A ≤ ‖x− x′‖E‖y‖E + ‖x‖E‖y − y′‖E.

(b) Si (xn), (yn) son sucesiones de Cauchy en E, entonces {〈xn, yn〉} converge en A.

Demostración.

(a) Estas parte resulta de la desigualdad (2.3) y de la identidad

〈x, y〉E − 〈x′, y′〉E = 〈x− x′, y〉E + 〈x′, y − y′〉E.

(b) Si (xn), (yn) son sucesiones de Cauchy en E, entonces las sucesiones numéricas

{‖xn‖E}, {‖yn‖}E convergen y son acotadas. Aśı por (a), se obtiene

‖〈xn, yn〉E − 〈xm, ym〉E‖A ≤ ‖xn − xm‖E‖yn‖E + ‖xm‖E‖yn − ym‖E → 0,

cuando n,m tienden a infinito, es decir, {〈xn, yn〉} es una sucesión de Cauchy en A.

Como A es una álgebra de Banach, se tiene que {〈xn, yn〉} converge en A.

¤
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A continuación demostraremos un resultado de espacios métricos que permitirá demostrar

la completación de un módulo pre-Hilbert.

Lema 2.12. Si S es un subconjunto denso de un espacio métrico (X, d) tal que toda

sucesión de Cauchy en S converge a un punto de X, entonces X es completo.

Demostración.

Sea (xn) sucesión de Cauchy en X, y sea ε > 0, como S es denso en X para cada n existe

sn ∈ S tal que

d(xn, sn) <
ε

n
,

de donde

d(sn, sm) ≤ d(sn, xn) + d(sm, xm) + d(xm, xn) → 0,

cuando n y m tienden a infinito. Luego (sn) es una sucesión de Cauchy en S. Por hipótesis

existe s ∈ X tal que sn → s. Además

d(xn, s) ≤ d(xn, sn) + d(sn, s) → 0,

cuando n tiende al infinito, es decir, xn → s. Se ha probado que X es completo. ¤

Al igual que ocurre para los espacios pre-Hilbert usuales todo módulo pre-Hilbert admite

una completación, más precisamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.13 (Completación de un módulo pre-Hilbert). Todo módulo pre-Hilbert

(E, 〈·, ·〉) admite una completación.

Demostración.

El esquema de la demostración es el siguiente.

(a) Sea C[E] el conjunto formado por las sucesiones de Cauchy de E, sobre este conjunto

definimos la siguiente relación de equivalencia

(xn) ∼ (yn) ⇐⇒ ĺım
n→∞

‖xn − yn‖E = 0.

(b) Definamos Ẽ como el conjunto de las clases de equivalencias obtenidos de la relación

∼, es decir,

Ẽ = {[(xn)] : (xn) es de Cauchy en E}.
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Entonces Ẽ es un A-módulo con las siguientes operaciones

[(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)],

λ[(xn)] = [(λxn)], λ ∈ C,

a · [(xn)] = [(a · xn)], a ∈ A.

Se puede probar que estas operaciones están bien definidas, ya que no dependen de

los representantes de las clases.

(c) Para x ∈ E denotemos por x∞ = [(x, x, x, . . .)], y sea

W = {x∞ : x ∈ E}.

Definamos φ : E → W , por

φ(x) = x∞.

Entonces, φ satisface

φ(λx + y) = λφ(x) + φ(y), (x, y ∈ E, λ ∈ C),

φ(ax) = aφ(x), (a ∈ A).

(d) Para x̃ = [(xn)], ỹ = [(yn)] ∈ Ẽ, sea

〈x̃, ỹ〉Ẽ = ĺım
n→∞

〈xn, yn〉E.

Por el Lema (2.11), el ĺımite de la derecha siempre existe y no depende de los

representantes de las clases. Por otro lado si 〈x̃, x̃〉Ẽ = 0, entonces

ĺım
n→∞

‖xn‖E = ĺım
n→∞

‖〈xn, xn〉E‖1/2
A = 0.

Luego (xn) ∼ (0). De donde [(xn)] = [(0)], esto es x̃ = 0, por lo tanto 〈·, ·〉Ẽ
define un producto interno en Ẽ.

Además si denotamos por ‖ · ‖Ẽ la norma generada por éste, entonces

‖x̃‖Ẽ = ‖〈x̃, x̃〉Ẽ‖1/2
A = ĺım

n→∞
‖〈xn, xn〉E‖1/2

A = ĺım
n→∞

‖xn‖E. (2.5)

Con esta norma, para todo x ∈ E se tiene que

‖φ(x)‖Ẽ = ‖x∞‖Ẽ = ĺım
n→∞

‖x‖E = ‖x‖E.
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Es decir φ es isometŕıa.

(e) Afirmamos que (Ẽ, 〈·, ·〉Ẽ) es módulo de Hilbert. Por Lema (2.12) es suficiente probar

que W es denso y que toda sucesión de Cauchy en W converge en Ẽ.

Si x̃ = [(xn)] ∈ Ẽ, entonces para todo m

‖x̃− x∞m‖Ẽ = ‖[(xn − xm)n]‖Ẽ = ĺım
n→∞

‖xn − xm‖E,

aśı

ĺım
m→∞

‖x̃− x∞m‖Ẽ = ĺım
n,m→∞

‖xn − xm‖E = 0,

es decir, x∞m → x̃, de donde W es denso en Ẽ.

Tomemos ahora una sucesión de Cauchy en (x∞n ) en W . Como φ es isometŕıa

‖xn − xm‖E = ‖φ(xn − xm)‖Ẽ = ‖x∞n − x∞m‖Ẽ −→ 0,

cuando n y m tienden a infinito. Luego (xn) es una sucesión de Cauchy en E.

Tomemos x̃ = [(xn)] entonces x̃ ∈ Ẽ y

ĺım
m→∞

‖x̃− x∞m‖Ẽ = ĺım
n,m→∞

‖xn − xm‖E = 0,

de manera que (x∞n ) converge a x̃.

¤

3. Submódulos y complemento ortogonal.

Definición 2.14. Sea S un subcojunto no vaćıo de E, decimos que S es un submódulo

de E, si S es subespacio vectorial de E y as ∈ S para todo a ∈ A. Si además S es cerrado

respecto a la norma ‖ · ‖E decimos que S es un submódulo cerrado de E.

Ejemplo 2.15 (Complemento Ortogonal). Sea S un submódulo cerrado de un A-módulo

E, definimos el complemento ortogonal S⊥ por

S⊥ = {x ∈ E : 〈x, y〉E = 0, para todo y ∈ E}.

Se tiene que S⊥ es un submódulo cerrado de E.

Una de las grandes diferencias entre los módulos y los espacios de Hilbert es que la

igualdad E = S⊥ ⊕ S no se cumple en general, como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.16. Sea A = C([a, b]) el álgebra C∗ de las funciones a valores complejos

continuas en [a, b] y el producto interno definido por

〈f, g〉 = fg

para f, g ∈ C([a, b]).

Tomemos E = A, y

S = {f ∈ E : f(a) = f(b) = 0}.

Entonces S⊥ = {0}. En efecto, sea f ∈ S tal que f(x) 6= 0 si x ∈ (a, b). Si g ∈ S⊥ entonces

〈f, g〉 = fg ≡ 0

Luego

f(x)g(x) = 0,∀x ∈ [a, b].

La igualdad anterior implica

g(x) = 0, para todo x ∈ (a, b).

Por continuidad de g, se obtiene

g(a) = ĺım
x→0+

g(x + a) = 0,

análogamente g(b) = 0, aśı que S⊥ = {0}, y por lo tanto

S ⊕ S⊥ = S 6= E.

4. Operadores lineales entre módulos de Hilbert.

Definición 2.17. Sean (E1, 〈·, ·〉2), (E2, 〈·, ·〉2) dos A-módulos de Hilbert sobre el mismo

cuerpo de escalares, tenemos las siguientes definiciones

(a) Sea T : E1 → E2, decimos que T es un operador A-lineal si

(i) T (ax) = aTx, para todo a ∈ A y x ∈ E1.

(ii) T (λx + y) = λTx + Ty, para todo x, y ∈ E1 y todo escalar λ.

(b) Sea T : E1 → E2 un operador lineal. Decimos que que T es un operador acotado

cuando existe M > 0, tal que

‖Tx‖2 ≤ M‖x‖1.
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Definición 2.18. Sea

BA(E1, E2) = {T : E1 → E2, tales que T es operador lineal y acotado}.

Tenemos que BA(E1, E2) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

(T1 + T2)(x) = T1x + T2x,

T (λx) = (λT )x.

Adicionalmente BA(E1, E2) es un A-módulo con la operación

(aT )(x) = aTx, para todo a ∈ A.

La norma en este espacio viene dada de la siguiente manera

‖T‖ = sup
‖x‖1=1

‖Tx‖2.

Al ser E2 espacio de Banach, tenemos que BA(E1, E2) es un álgebra de Banach.

Denotaremos por BA(E) al conjunto al conjunto BA(E,E), es decir,

BA(E) = BA(E,E).

Ejemplo 2.19. Sean A = l∞(C), an = (0, 0, . . . , 0, 0, 1, 0, 0, . . .) con 1 en la posición n,

entonces an ∈ A, la serie
∑

n∈N an no converge, ya que no converge absolutamente, además

está acotada por 1 pues ∥∥∥∥∥
N∑

n=1

an

∥∥∥∥∥
A
≤ 1, para todo N.

Sean E = l2(A) (ver Observación 2.10), e el elemento unidad de A y en ∈ E la sucesión

dada por

en = (0, 0, . . . , 0, 0, e, 0, 0, . . .),

donde e ocupa la posición n. El conjunto {en} es un conjunto ortonormal, es decir,

〈en, ek〉E = δn,ke.

Definamos T : E → E, como

Tx =
∑

n∈N
xnan · e1

donde x = (xn) ∈ E.
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Veamos que T está bien definido.

Como {en} es un conjunto ortonormal se tiene que cada x = (xn) ∈ E admite la repre-

sentación

x = (xn) =
∑

n∈N
xn · en.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en E, tenemos

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N

xnan

∥∥∥∥∥
A

≤
∥∥∥∥∥

∞∑
n=N

xnx
∗
n

∥∥∥∥∥

1/2

A

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N

ana
∗
n

∥∥∥∥∥

1/2

A

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N

xnx
∗
n

∥∥∥∥∥

1/2

A

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N

an

∥∥∥∥∥

1/2

A

≤
∥∥∥∥∥

∞∑
n=N

xnx
∗
n

∥∥∥∥∥

1/2

A

N→∞−→ 0,

de manera que la serie
∑

n∈N anxn converge en A. De hecho T es acotado, ya que, para todo

x = (xn) ∈ E

‖T (x)‖E = ‖〈T (x), T (x)〉E‖1/2
A =

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
anxn

∥∥∥∥∥
A
≤

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
xnx∗n

∥∥∥∥∥

1/2

A
= ‖x‖E.

Definición 2.20. Al conjunto BA(E,A) se le llama conjunto de funcionales lineales de

E en A, y se le denota por E∗A. Esto es

E∗A = BA(E,A).

Ejemplo 2.21. A cada x ∈ E le podemos asociar el funcional x̂ ∈ E∗A definido por

x̂(y) = 〈y, x〉E

para todo y ∈ E.

Usaremos la siguiente notación

Ê = {x̂ : x ∈ E}.

Definición 2.22. Un módulo de Hilbert E se llama autodual si

E∗A = Ê.
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Es decir si a todo funcional lineal f : E → A le corresponde único y ∈ E tal que

f(x) = 〈x, y〉E,

para todo x ∈ E.

Definición 2.23. Sea T ∈ BA(E1, E2). Decimos que T es adjuntable si existe un opera-

dor T ∗ ∈ BA(E2, E1), tal que para todo x ∈ E1, y ∈ E2

〈Tx, y〉2 = 〈x, T ∗y〉1.

Se puede probar que, si tal operador T ∗ existe es único, a este operador se le llama adjunto

del operador T.

Otra de las diferencias más marcadas entre los espacios de Hilbert y los módulos de

Hilbert es que no todo operador lineal y acotado es adjuntable, tal y como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.24. Sea T como en el Ejemplo (2.19), supongamos que T es adjuntable, y

escribamos T ∗(e1) como

T ∗(e1) =
∑

n∈N
yn · en,

entonces por linealidad

yn = 〈T ∗(e1), en〉 = 〈e1, T (en)〉 = a∗n = an,

luego

T ∗(e1) =
∑

n∈N
an · en = (an),

sin embargo

‖T ∗(e1)‖E =

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
ana

∗
n

∥∥∥∥∥

1/2

=

∥∥∥∥∥
∑

n∈N
an

∥∥∥∥∥

1/2

,

esto implica que T ∗(e1) /∈ E, ya que
∑

n∈N an no converge en A, por lo tanto T ∗ no puede

existir.

Proposición 2.25. Sea

B∗
A(E) = {T ∈ BA(E), tales que T ∗ existe }.

Entonces B∗
A(E) es un álgebra C∗ con involución T → T ∗.
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Demostración.

Sean (Tn) una sucesión en B∗
A(E) y T = ĺımn→∞ Tn, entonces

〈Tx, y〉E = ĺım
n→∞

〈Tnx, y〉E = ĺım
n→∞

〈x, T ∗
ny〉E = 〈x, ĺım

n→∞
T ∗

ny〉E,

luego

T ∗ = ĺım
n→∞

T ∗
n .

Esto implica que B∗
A(E) es una subálgebra cerrada de BA(E), y por lo tanto es un álgebra

de Banach.

Veamos que la función T → T ∗ es una involución. Sean T1, T2 ∈ B∗
A(E) y λ un escalar,

para todo x, y ∈ E

〈x, (T ∗
1 )∗y〉E = 〈T ∗

1 x, y〉E = 〈T1y, x〉∗E = 〈x, T1y〉E,

aśı que (T ∗
1 )∗ = T1.

Análogamente se prueba que

(T1T2)
∗ = T ∗

2 T ∗
1

y

(λT1 + T2)
∗ = λT ∗

1 + T ∗
2 .

Por otra parte

‖〈Tx, Tx〉E‖A = ‖〈T ∗Tx, x〉E‖A
≤ ‖T ∗Tx‖E‖x‖E

≤ ‖T ∗T‖‖x‖2
E ≤ ‖T ∗‖‖T‖‖x‖2

E.

De donde

‖T‖2 = sup
‖x‖E=1

‖〈Tx, Tx〉E‖A ≤ ‖T ∗‖‖T‖.

Esta última desigualdad implica que

‖T‖ ≤ ‖T ∗‖.
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Ademas, cambiando T por T ∗ y usando que (T ∗)∗ = T se obtiene que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Por lo

tanto

‖T‖ = ‖T ∗‖.
¤

La siguiente proposición caracteriza los elementos positivos de B∗
A(E).

Proposición 2.26. Para un operador T ∈ B(E), las siguientes condiciones son equiva-

lentes

(a) T es un elemento positivo de B∗
A(E).

(b) 〈Tx, x〉E ≥ 0, para todo x ∈ E.

Demostración.

(a → b)

Como T es un elemento positivo de B∗
A(E), entonces existe S ∈ B∗

A(E) tal que T = SS∗,

por lo tanto, para todo x ∈ E

〈Tx, x〉E = 〈Sx, Sx〉E ≥ 0.

(b → a)

Supongamos ahora que 〈Tx, x〉E ≥ 0 para todo x ∈ E, entonces

〈Tx, x〉E = 〈Tx, x〉∗E = 〈x, Tx〉E.

Como la aplicación (x, y) → 〈Tx, y〉E, define un producto interno en E, por la identidad de

polarización (2.1) se tiene que

〈Tx, y〉E = 〈x, Ty〉E,

para todo x, y ∈ E, de donde T es autoadjunto. Luego T ∈ B∗
A(E).

Por la Proposición 1.15 existen operadores positivos T+, T− ∈ B∗
A(E) tales que

T+T− = T−T+ = 0 y T = T+ − T−.

Por lo tanto,

〈(T+ − T−)x, x〉E ≥ 0

para todo x ∈ E. De donde

〈T−x, x〉E ≤ 〈T+x, x〉E
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para todo x ∈ E. Lo cual a su vez implica

〈T 3
−x, x〉E = 〈T 2

−x, T−x〉E ≤ 〈T+T−x, T−x〉E = 0.

Por otro lado, como T 3
− es positivo por el mismo argumento de la implicación anterior

〈T 3
−x, x〉E ≥ 0,

de donde

〈T 3
−x, x〉E = 0,

para todo x ∈ E. El mismo argumento de la identidad de polarización nos dice

〈T 3
−x, y〉E = 0,

para todo x, y ∈ E, por lo tanto

T 3
− = 0.

De donde T− = 0 y T = T+ ≥ 0. ¤

Definición 2.27. Un operador U ∈ B∗(E) es unitario si y sólo si es sobreyectivo y

〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉,

para todo x, y ∈ E.

Finalizamos el caṕıtulo presentando un el siguiente resultado debido a W.L Paschke, cuya

demostración puede verse en [32].

Teorema 2.28. Sea E un A-módulo de Hilbert. Entonces E∗ es un A-módulo de Hilbert

autodual que contiene a E como submódulo (identificando E con Ê). Además, cada operador

en BA(E) puede ser extendido de manera única a un operador en B∗
A(E).

*** ¿En qué se basa la demostración? Seŕıa bueno hacer referencia al resultado principal

que se use en la prueba.



CAṔıTULO 3

Funciones definidas positivas a valores en álgebras de Von

Neumann

En este caṕıtulo se estudian algunos aspectos generales de la teoŕıa de funciones definidas

positivas a valores en un álgebra de Von Neunamn, aśı como las técnicas usadas por Kakihara

[22] para obtener la representación integral de esta clase de funciones.

1. Núcleos definidos positivos.

Definición 3.1. Sea Ω un conjunto no vaćıo, una función Γ : Ω × Ω → A se llama

A-núcleo definido positivo o más brevemente núcleo definido positivo si

∑
i,j

aia
∗
jΓ(wi, wj) ≥ 0. (3.1)

para todo número natural n, a1, a2, . . . , an ∈ A, ω1, ω2, . . . , ωn ∈ Ω.

1.1. Módulo de Hilbert asociado a un núcleo definido positivo.

Sea Γ un núcleo definido positivo entonces le podemos asociar un módulo de Hilbert de

la siguiente manera. Tomemos

F(Ω,A) = {f : Ω → A, con soporte finito},

este conjunto es un A-módulo con la acción φ : A×F(Ω,A) → F(Ω,A) dada por

φ(a, f) = af,

donde a(f)(w) = (af)(w) para todo w ∈ Ω.

Definamos el producto

〈f, g〉Γ =
∑

w,w′
Γ(w, w′)f(w)g(w′)∗.

Se tiene que 〈·, ·〉Γ cumple todas las propiedades de producto interno, salvo quizás la

condición 〈f, f〉Γ = 0 implica f = 0. Aśı la aplicación ||f ||Γ = 〈f, f〉Γ, es una seminorma.

30
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Tomando

NΓ = {f ∈ F(Ω,A) : 〈f, f〉Γ = 0},
la desigualdad Cauchy-Schwarz generalizada (2.4), implica que NΓ es un submódulo de

F(Ω,A), por lo tanto podemos formar de manera usual el cociente

F(Ω,A)/NΓ = {f + NΓ : f ∈ F (Ω,A)}.

A este espacio se le puede dotar de estructura de módulo pre-Hilbert con las operaciones

a(f + NΓ) = af + NΓ,

〈f + NΓ, g + NΓ〉 = 〈f, g〉Γ.

Por lo tanto su completación es un A-módulo de Hilbert.

1.2. Núcleos reproductivos en módulos de Hilbert.

Definición 3.2. Sean Γ : Ω × Ω → A un núcleo definido positivo, E un A-módulo

de Hilbert cuyos elementos son funciones definidas en Ω a valores en A. Diremos que E es

módulo de Hilbert con núcleo reproductivo Γ, si se satisfacen las siguientes propiedades

(i) Para cada w ∈ Ω, Γ(w, ·) ∈ E.

(ii) Para cada w ∈ Ω y x ∈ E, x(w) = 〈x, Γ(w, ·)〉.
El núcleo Γ es llamado núcleo reproductivo de E.

Lema 3.3. Sea X módulo de Hilbert con núcleo reproductivo Γ : Ω × Ω → A , entonces

para w, w′ ∈ Ω se tiene

(a) Γ(w, w) ≥ 0.

(b) Γ(w, w′) = Γ(w′, w)∗.

(c) ||Γ(w, w′)||A ≤ ||Γ(w,w)||1/2
A ||Γ(w′, w′)||1/2

A .

Demostración.

(a), (b) se siguen de la definición. (c) Por la desigualdad Cauchy-Schwarz

||Γ(w, w′)||A = ||〈Γ(w, ·), Γ(w′, ·)〉||A
≤ ||〈Γ(w, ·), Γ(w, ·)〉||1/2

A ||〈Γ(w′, ·), Γ(w′, ·)〉||1/2
A

= ||Γ(w, w)||1/2
A ||Γ(w′, w′)||1/2

A .
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¤

Proposición 3.4. Para cada núcleo definido positivo Γ : Ω → A existe un único (salvo

isomorfismos) A-módulo de Hilbert EΓ que admite a Γ como núcleo reproductivo.

Demostración.

Sea Eo el conjunto de las funciones f : Ω → A de la forma

f(·) =
n∑

i=1

aiΓ(wi, ·),

donde ai ∈ A, wi ∈ Ω.

Eo tiene estructura de A-módulo con el producto (af)(w) = af(w), para

f(·) =
n∑

i=1

aiΓ(wi, ·), g(·) =
m∑

j=i

bjΓ(w′
j, ·)

definimos

〈f, g〉o =
∑
i,j

aib
∗
jΓ(wi, w

′
j). (3.2)

Para probar que esto es un producto interno basta verificar que 〈f, f〉o = 0 implica f = 0.

Antes de chequear esta propiedad, nótese que Γ(w, ·) ∈ Eo para cualquier w ∈ Ω, y además

〈f, Γ(w, ·)〉o =
n∑

i=1

aiΓ(wi, w) = f(w),

de manera que si 〈f, f〉o = 0, entonces para w ∈ Ω

||f(w)||A = ||〈f, Γ(w, ·)〉o||A ≤ ||〈f, f〉o||1/2
A ||Γ(w, w)||1/2

A = 0. (3.3)

Por lo tanto Eo es un A-módulo pre-Hilbert. Denotemos por || · |o la norma asociada a

este espacio.

Sean {fn} una sucesión de Cauchy en Eo y w ∈ Ω, entonces

||fn(w)− fm(w)||A = ||〈fn − fm, Γ(w, ·)〉o||A ≤ ||fn − fm||o||Γ(w, w)||o,

aśı {fn(w)} es una sucesión de Cauchy en A, por lo tanto existe aw ∈ A tal que

ĺım
n→∞

fn(w) = aw.
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Denotamos por C[Eo] la colección de sucesiones de Cauchy en Eo, lo anterior nos permite

definir una función ϕ tal que a cada {fn} ∈ C[Xo] le asigna la función

ϕ(fn)(·) : Ω → A,

ϕ(fn)(ω) = ĺım
n→∞

fn(ω), para todo ω ∈ Ω.

Sea XΓ = ϕ(C[Eo]), sobre éste conjunto podemos definir el producto interno como

〈ϕ(fn), ϕ(gn)〉Γ = ĺım
n→∞

〈fn, gn〉o,

La norma ‖ · ‖Γ para este espacio viene dada como sigue

‖ϕ(fn)‖Γ = ‖〈ϕ(fn), ϕ(fn)〉Γ‖1/2
A = ĺım

n→∞
‖〈fn, fn〉o‖1/2

A = ĺım
n→∞

‖fn‖o. (3.4)

Por otro lado, observemos que Γ(w, ·) ∈ EΓ para todo w ∈ Ω, esto implica que el conjunto

Eo ⊂ EΓ, además Γ es núcleo reproductivo del conjunto EΓ, pues

〈ϕ(fn), Γ(w, ·)〉Γ = ĺım
n→∞

〈fn, Γ(w, ·)〉o = ĺım
n→∞

fn(w) = ϕ(fn)(w).

Ahora tomemos ϕ(fn) ∈ EΓ, entonces para cada m la sucesión {fn − fm}n es de Cauchy en

Eo y

ĺım
n→∞

fn(ω)− fm(ω) = ϕ(fn)(ω)− fm(ω) = ϕ(fn − fm)(ω),

de donde por (3.4)

‖ϕ(fn)− fm‖Γ = ‖ϕ(fn − fm)‖Γ = ĺım
n→∞

‖fn − fm‖o
m→∞−→ 0.

Es decir fm → ϕ(fn) y Eo es denso en EΓ.

Tomemos ahora (fn) sucesión de Cauchy en Eo, veamos que esta sucesión converge a un

elemento de EΓ. Definamos F : Ω → A como

F (·) = ϕ(fn)(·),

de esta manera F ∈ EΓ, y

‖F − fm‖Γ = ĺım
n→∞

‖fn − fm‖o
m→∞−→ 0,

se sigue que fn → F , luego por el Lemma (2.12) resulta la completitud de EΓ. ¤
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2. Funciones definidas positivas en grupos abelianos localmente compactos

En lo que sigue salvo que se indique lo contario E denota un A-módulo de Hilbert y G

un grupo abeliano localmente compacto.

Para un subconjunto M de E, linA(M) denotará el submódulo generado por M , es decir,

linA(M) = {a1m1 + · · ·+ anmn : ai ∈ A,mi ∈ M, n ∈ N}.

Definición 3.5. Una función U : G → B(E)

(a) Se dice una representación unitaria de G en E si

(i) U(s) es un operador unitario para todo s ∈ G.

(ii) U(st) = U(s)U(t) para todos s, t ∈ G.

(iii) U(e) = I, el operador identidad.

Es usual escribir Us, en lugar de U(s), y referirse a (Us)s∈G como la representación

unitaria.

(b) La representación es continua si para cada x ∈ E la función s → Usx es continua,

es decir, si sn → s en G implica ‖Usnx− Usx‖E → 0.

(c) Un vector xo ∈ E se dice ćıclico para una representación (Us) si

linA{Us(xo) : s ∈ G} = E.

Definición 3.6. Una función Υ : G → A se llama definida positiva si

∑
i,j

aia
∗
jΥ(sis

−1
j ) ≥ 0,

para todo número natural n, a1, . . . , an ∈ A, s1, . . . sn ∈ G.

Ejemplo 3.7. Sea (Us) una representación unitaria de G sobre E. Para todo x ∈ E la

función

fx(s) = 〈x, Usx〉E, s ∈ G
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es definida positiva. En efecto

n∑
i,j=1

aia
∗
jfx(s

−1
i sj) =

n∑
i,j=1

aia
∗
j〈x, Us−1

j si
x〉E

=
n∑

i,j=1

aia
∗
j〈x, U∗

sj
Usi

x〉E

=

〈
n∑

i=1

aiUsi
x,

n∑
i=1

aiUsi
x

〉

E

≥ 0.

Proposición 3.8. Sea Υ : G → A una función definida positiva. Entonces

(i) ‖Υ(s)‖A ≤ ‖Υ(e)‖A, para todo s ∈ G;

(ii) ‖Υ(s)−Υ(t)‖2
A ≤ 2‖Υ(e)−Υ(t−1s)‖A‖Υ(e)‖A, para todo s, t ∈ G;

(iii) Υ es continua si y sólo si es continua en s = e.

Demostración.

Para s, t ∈ G sea

Γ(s, t) = Υ(t−1s),

entonces Γ es un núcleo definido positivo, sea E el módulo de Hilbert que admite a Γ como

núcleo reproductivo, entonces para todo s ∈ G

Υ(s) = Γ(s, e) = 〈Γ(s, ·), Γ(e, ·)〉E.

Como Γ(s, s) = Υ(s−1s) = Υ(e) se tiene que

‖Υ(s)‖A = ‖Γ(s, e)‖A
≤ ‖〈Γ(s, ·), Γ(s, ·)〉‖1/2

A ‖〈Γ(e, ·), Γ(e, ·)〉‖1/2
A

= ‖Γ(s, s)‖1/2
A ‖Γ(e, e)‖1/2

A

= ‖Υ(e)‖A.

Por otro lado

‖Υ(s)−Υ(t)‖2
A = ‖〈Γ(s, ·)− Γ(t, ·), Γ(e, ·)〉E‖2

A

≤ ‖2Υ(e)− Γ(t, s)− Γ(s, t)‖A‖Υ(e)‖A
≤ 2‖Υ(e)− Γ(s, t)‖A‖Υ(e)‖A
= 2‖Υ(e)−Υ(t−1s)‖A‖Υ(e)‖A.
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De esto es inmediato que si Υ es continua en e, entonces Υ es continua. ¤

Proposición 3.9. Sea Υ : G → A una función definida positiva, entonces existe un

módulo de Hilbert E, una representación unitaria (Us) de G sobre E, y un vector ćıclico

xo ∈ E tal que

Υ(s) = 〈Usxo, xo〉E
para todo s ∈ G. Además Υ es continua si y sólo si (Us) es continua.

Demostración.

Sean Γ(s, t) = Υ(st−1) y E su módulo de Hilbert asociado. Consideremos Eo el conjunto

de funciones de la forma

f(·) =
m∑

i=1

aiΓ(si, ·),

para cada s ∈ G, definamos Us : Eo → Eo por

Us

(
m∑

i=1

Γ(si, ·)
)

=
m∑

i=1

Γ(ssi, ·).

Claramente se tiene que Us es un operador lineal sobreyectivo. Además

〈Us(f), Us(f)〉o =

〈
m∑

i=1

aiΓ(ssi, ·),
m∑

j=1

ajΓ(ssj, ·)
〉

o

=
∑
i,j

aia
∗
jΓ(ssi, ssj)

=
∑
i,j

aia
∗
jΓ(si, sj) = 〈f, f〉o.

De donde Us es unitario.

Como Eo es denso en E, para cada s ∈ G podemos extender Us a todo E. Si seguimos

llamando Us a dicha extensión, se sigue que (Us) es una representación unitaria de G sobre

E.

Sea xo = Γ(e, ·), entonces xo ∈ E, y para s ∈ G

Υ(s) = 〈Γ(s, ·), Γ(e, ·)〉 = 〈Us(xo), xo〉,

de nuevo como Eo es denso en E se tiene

linA{Us(xo) : s ∈ G} = linA{Γ(s, ·) : s ∈ G} = Eo = E.



3. ALGUNOS HECHOS SOBRE ALGEBRAS DE VON NEUMANN. 37

Por lo tanto xo es vector ćıclico para la representación (Us).

Veamos que la continuidad de Υ implica la continuidad de la representación (Us). Para

todo x ∈ E se cumple

‖Usx− Us′x‖ = 2〈x, x〉 − 〈x, Us′s−1x〉 − 〈Us′s−1x, x〉,

aśı pues basta probar que (Us) es débilmente continua. Sea x ∈ E, tal que

x =
n∑

k=0

λkUγk
xo,

entonces

‖〈Usx, x〉 − 〈Us′x, x〉‖ ≤
n∑

k,j=1

λkλj‖〈Usxo, xo〉 − 〈Us′xo, xo〉‖ → 0,

cuando s → s′, esto es suficiente para probar que (Us) es debilmente continua ya que xo es

ćıclico. ¤

3. Algunos hechos sobre algebras de Von Neumann.

En esta sección se exponen de manera introductoria algunas pocas propiedades sobre

álgebras de Von Neumann, para ver las demostraciones de estos enunciados ver [36].

Definición 3.10. Se dice de A es un álgebra de Von Neumann si A es el dual de algún

espacio de Banach, es decir, A = F∗ para algún espacio de Banach F .

Sakai demuestra en [37] que si existe tal F es único salvo isomorfismos. Dicho espacio es

llamado predual de A, usualmente se denota por A∗.

Se dice que una función f : A → C es normal cuando

f

(
sup
α∈∆

aα

)
= sup

α∈∆
f(aα),

para toda red creciente (aα)α∈∆ de elementos de A.

Se tiene que

A∗ = {f : A → C, tales que f es normal }.

Si denotamos por A+
∗ la colección de funcionales positivos de A∗, es decir,

A+
∗ = {f ∈ A∗ : f(a) ≥ 0 siempre que a ≥ 0},
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tenemos la siguiente caracterización

A∗ = linC{f : f ∈ A+
∗ }.

El ejemplo clásico en el caso no conmutativo, y de hecho, el más importante son los

espacios L(H), donde H es un espacio de Hilbert. De hecho se puede dar una definición de

álgebra de Von Neumann en relación a L(H).

En adelante salvo se indique lo contrario A siempre será un álgebra de Von Neumann

conmutativa con unidad.

4. Topoloǵıa σ-débil en álgebra de Von Neumann y topoloǵıa gramiana

en B(E).

En vista de que el predual de A es un subconjunto de funcionales lineales, dicho conjunto

induce una topoloǵıa en A, tal topoloǵıa se llama topoloǵıa σ-débil, y la denotaremos por

σ(A,A∗).

Por otro lado, sean ρ ∈ A+
∗ y x, y ∈ E, para T ∈ BA(E) se define la seminorma

N ρ
x,y(T ) = |ρ(〈Tx, y〉E)|.

Se define la topoloǵıa gramiana en BA(E) como la topoloǵıa generada por la familia de

seminormas

{N ρ
x,y(·) : x, y ∈ E, ρ ∈ A+

∗ },

esta topoloǵıa la denotaremos por τG.

Sean (Tn) sucesión en BA(E) y T ∈ BA(E), entonces Tn → T respecto a la topoloǵıa τG,

si para todo x, y ∈ E y ρ ∈ A+
∗

|ρ〈(Tn − T )x, y〉E| → 0.

Esta topoloǵıa nos permite definir un sentido de continuidad para funciones f : G → BA(E),

más precisamente, diremos que f es τG-continua, si gn → g en G implica fsn → fs en τG.

Definición 3.11. Dada una función µ definida sobre B(Ĝ) a valores en un espacio

vectorial topológico (X, τ), diremos que µ es una medida τ -contablemente aditiva si satisface

cada una de las siguientes condiciones
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(a) µ(∅) = 0.

(b) µ es aditiva, es decir, µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B), para A,B borelianos disjuntos.

(c)
∑+∞

k=1 µ(Bk) converge a µ(
⋃∞

k=1 Bk) en la topoloǵıa τ , para toda suceción de bore-

lianos disjuntos.

5. Representación integral de funciones definidas positivas a valores en un

álgebra de Von Neumann.

En el art́ıculo de Kakihara se encuentra el siguiente resultado [22, pag. 295].

Teorema 3.12. Sean ρ ∈ A+
∗ , (Us)s∈G una representación unitaria τG-continua de G

sobre E. Entonces existe un espacio de Hilbert Hρ, una representación unitaria (Uρ,s)s∈G

débilmente continua de G sobre Hρ, y una medida espectral Pρ definida B(Ĝ) tal que

Uρ,s =

∫

Ĝ

(s, γ) dPρ(γ), (3.5)

donde la igualdad anterior se debe interpretar de la siguiente manera

〈Uρ,s(h1), h2〉Hρ =

∫

Ĝ

(s, γ) d〈Pρ(γ)h1, h2〉Hρ , h1, h2 ∈ Hρ.

Demostración.

Para x, y ∈ E definimos el producto

〈x, y〉ρ = ρ(〈x, y〉E).

Sean

Nρ = {x ∈ E : 〈x, x〉ρ = 0},

Eρ = E/Nρ.

Como es usual Eρ es un espacio pre-Hilbert con el producto interno

〈x + Nρ, y + Nρ〉Eρ = 〈x, y〉ρ.

Tomemos Hρ como el espacio de Hilbert obtenido de la completación de Eρ respecto a

este último producto interno.

Para s ∈ G definamos Uρ,s : Eρ → Eρ por

Uρ,s(x + Nρ) = Us(x) + Nρ.
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Como Us es sobreyectiva entonces Uρ,s también lo es.

Además

〈Uρ,s(x + Nρ), Uρ,s(y + Nρ)〉Eρ = 〈Us(x) + Nρ, Us(y) + Nρ〉Eρ

= ρ(〈Us(x), Us(y)〉E)

= ρ(〈x, y〉E)

= 〈x, y〉ρ = 〈x + Nρ, y + Nρ〉Eρ

De donde (Uρ,s) es representación unitaria. Como Eρ es un subconjunto denso de Hρ

(identificando Eρ con un subconjunto denso de Hρ) entonces podemos extender Uρ,s a todo

Hρ, tal extensión la seguiremos denotando por Uρ,s.

Por otra parte afirmamos que la representación (Uρ,s) es débilmente continua. En efecto,

tomando en cuenta que los productos 〈·, ·〉Hρ y 〈·, ·〉Eρ coinciden en Eρ, si sn → s, entonces

para todo x, y ∈ E tenemos

|〈(Uρ,sn − Uρ,s)(x + Nρ), y + Nρ〉Eρ| = |〈(Usn − Us)x + Nρ, y + Nρ〉Eρ|

= |〈(Usn − Us)x, y〉ρ|

= |ρ(〈Usnx− Usx, y〉E)| → 0

cuando n tiende al infinito, ya que (Us) es τG-continua. Aśı, por el teorema de Stone existe

una medida espectral Pρ en B(Ĝ) tal que

Uρ,s =

∫

Ĝ

(s, γ)dPρ(γ).

¤

La demostración del siguiente resultado puede verse en [22, pag. 295] y se basa en el uso

de un subespacio denso en L1(Ĝ,m) donde m es una medida regular, finita y positiva en Ĝ

que se construye convenientemente.

Lema 3.13. Para x, y ∈ E y B ∈ B(Ĝ) fijos, definimos ∆(ρ) : A+
∗ → C por

∆(ρ) = 〈Pρ(B)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ ,
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entonces ∆ puede ser extendido de forma única a un funcional lineal y acotado en todo A∗,

más precisamente existe un único elemento Px,y(B) ∈ A tal que

∆(ρ) = ρ(Px,y(B)), ρ ∈ A∗.

En particular,

ρ(Px,y(B)) = 〈Pρ(B)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ , ρ ∈ A+
∗ .

Sea ρ ∈ A+
∗ , como Pρ : B(Ĝ) → B(Hρ), es una medida espectral, para todo h, k ∈ Hρ la

función µh,k : B(Ĝ) → C, dada por

µh,k(B) = 〈Pρ(B)h, k〉Hρ ,

es una medida compleja regular. En particular si x, y ∈ E, entonces x + Nρ, y + Nρ ∈ Hρ y

µx,y(B) = 〈Pρ(B)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ ,

es una medida compleja regular, aśı por definición de Px,y(B) tenemos

ρ(Px,y(B)) = 〈Pρ(B)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ = µx,y(B),

esto nos dice que ρPx,y(·) es una medida compleja regular para todo x, y ∈ E, ρ ∈ A+
∗ .

En general si ρ ∈ A∗ es arbitrario, existen escalares λ1, . . . , λn, y ρ1, . . . , ρn ∈ A+
∗ tales

que

ρ = λ1ρ1 + · · ·+ λnρn.

Entonces

ρ(Px,y(B)) =
n∑

k=1

λkρk(Px,y(B)),

ya que ρk(P (·)) es medida compleja regular lo mismo vale para ρ(Px,y(·)). Hemos probado

el siguiente resultado.

Proposición 3.14. Para cada x, y ∈ E fijos, la función B → Px,y(B) definida sobre

B(Ĝ) a valores en A, es una medida contablemente σ(A,A∗)-aditiva. Además para cada

x, y ∈ E y ρ ∈ A∗, ρPx,y(·) es una medida compleja regular.

Lema 3.15. Sean ρ ∈ A+
∗ , (Us)s∈G una representación unitaria τG-continua de G sobre

E. Entonces
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(i) Para cada x, y ∈ E se cumple

〈Usx, y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ) dPx,y(γ), (3.6)

para todo s ∈ G.

(ii) Para x, y, z ∈ E y a ∈ A, se tiene Pax+z,y(·) = aPx,y(·) + Pz,y(·) y Px,y(·) = Py,x(·)∗.
(iii) Para cada B ∈ B(Ĝ), y ∈ E fijos, la función x → Px,y(B) definida de E a valores

en A es un funcional lineal y acotado, es decir pertenece a E∗.

Demostración.

(i) Debemos probar que para todo ρ ∈ A∗ y para todo s ∈ G

ρ(〈Us(x), y〉E) = ρ

(∫

Ĝ

(s, γ)dPx,y(γ)

)
.

En primer lugar probaremos el resultado para el caso en que ρ ∈ A+
∗ . En ese caso

ρ(〈Us(x), y〉E) = 〈Us(x) + Nρ, y + Nρ〉Hρ

= 〈Uρ,s(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ

=

∫

Ĝ

(s, γ) d〈Pρ(γ)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ

=

∫

Ĝ

(s, γ) d(ρ(Px,y(γ)))

= ρ

(∫

Ĝ

(s, γ)dPx,y(γ)

)
.

Con esto se ha obtenido el resultado para funcionales en A+
∗ .

Sea ρ ∈ A∗ arbitrario, sean ρ1, . . . , ρn ∈ A+
∗ , λ1, . . . , λn escalares tales que

ρ =
n∑

k=1

λkρk,

entonces para cada 1 ≤ k ≤ n, tenemos

Uρk,s =

∫

Ĝ

(s, γ)dPρk
(γ)
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Aplicando el resultado obtenido para funcionales en A+
∗ , tenemos

ρ(〈Usx, y〉E) =
n∑

k=1

λkρk(〈Usx, y〉E)

=
n∑

k=1

λkρk

(∫

Ĝ

(s, γ)dPx,y(γ)

)

=
n∑

k=1

λk

(∫

Ĝ

(s, γ)d(ρkPx,y(γ))

)

=

∫

Ĝ

(s, γ)d

(
n∑

k=1

λkρk(Px,y(γ))

)
= ρ

(∫

Ĝ

(s, γ)dPx,y(γ)

)
.

Por lo tanto

〈Us(x), y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ) dPx,y(γ), s ∈ G.

(ii) Veamos la linealidad. Sean x, z ∈ E, a ∈ A, entonces para ρ ∈ A∗, por la parte

anterior

∫

Ĝ

(s, γ)dPax,y(γ) = 〈Us(ax), y〉E
= a〈Usx, y〉E
=

∫

Ĝ

(s, γ)d(aPx,y(γ)),

aplicando ρ a ambos lados se obtiene

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(Pax,y(γ))) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(aPx,y(γ))).

Como ρ(Pax,y(·)) y ρ(a(Px,y(·))) son medidas regulares entonces

ρ(Pax,y(·)) = ρ(aPx,y(·)),

como ρ es arbitrario, entonces Pax,y(·) = aPx,y(·).
Con un razonamiento análogo se prueba que Px+z,y(·) = Px,y(·) + Pz,x(·), esto hace uso

de la regularidad de las medidas ρ(Px,y(·) + ρ(Pz,y)), ρ(Pz,y(·)) y de la identidad

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(Px,y(γ)) + ρ(Pz,y(γ))) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(Px+z,y(γ))).

Veamos la igualdad Px,y(·) = Py,x(·)∗, tomemos ρ ∈ A+
∗ , como ρ es un funcional lineal po-

sitivo se cumple que ρ(Px,y(B)∗) = ρ(Px,y(B)), usando este hecho y que Pρ(B) es autoadjunto
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tenemos

ρ(Px,y(B)∗) = ρ(Px,y(B)) = 〈y + Nρ, Pρ(B)(x + Nρ)〉Hρ

= 〈Pρ(B)(y + Nρ), x + Nρ〉Hρ

= ρ(Py,x(B)).

Con un razonamiento similar a lo anterior se verifica que esta igualdad se cumple en todo

A∗, esto unido a la regularidad de las medidas nos dice que Px,y(·)∗ = Py,x(·).
(iii) La parte (ii) nos dice que P·,y(B) es lineal, veamos que es acotada, notemos primero

lo siguiente

‖x + Nρ‖Hρ = ‖〈x, x〉ρ‖1/2
A

= ‖ρ(〈x, x〉)‖1/2
A

≤ ‖ρ‖1/2‖〈x, x〉E‖1/2
A = ‖ρ‖1/2‖x‖E.

Usando esto se obtiene

|ρ(Px,y(B))| = |〈Pρ(B)(x + Nρ), y + Nρ〉Hρ|

≤ ‖Pρ(B)‖‖x + Nρ‖Hρ‖y + Nρ‖Hρ

≤ ‖ρ‖‖x‖‖y‖,

por lo tanto ‖Px,y(B)‖ ≤ ‖x‖‖y‖, es decir, P·,y(B) es funcional lineal acotado independiente

de la escogencia de B. ¤

Definición 3.16. Una función µ : B(Ĝ) → B∗(E) es una medida espectral gramiana si

se cumple

(a) Para todo B ∈ B(Ĝ), µ(B) es proyección ortogonal, estos es, µ(B) = µ(B)2 = µ(B)∗.

(b) Para cada ρ ∈ A+
∗ , y x, y ∈ E la función µρ

x,y : B(Ĝ) → C, dada por

µρ
x,y(B) = ρ(〈µ(B)x, y〉E).

es una medida compleja regular.
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Teorema 3.17. Sean E un módulo de Hilbert autodual, s → Us un representación unita-

ria de G sobre E, τG-continua. Entonces existe una medida gramiana P definida sobre B(Ĝ)

a valores operadores tal que

Us =

∫

Ĝ

(s, γ)dP (γ), s ∈ G. (3.7)

donde la integral es en la topoloǵıa gramiana, es decir,

〈Usx, y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)d〈P (γ)x, y〉E, s ∈ G, x, y ∈ E.

Demostración.

La demostración se realiza en varios pasos.

Paso 1: Construcción de la medida P (·).
Fijemos B ∈ B(Ĝ), entonces por Lema (3.15) para cada y ∈ E P(·),y(B) ∈ E∗, por lo

tanto existe un único z = z(y,B) ∈ E tal que

Px,y(B) = 〈x, z〉E, x ∈ E.

Aśı pues a cada B ∈ B(Ĝ) le podemos asociar la función P (B) : E → E dada por

P (B)y = z. (3.8)

Esto nos permite escribir

Px,y(B) = 〈x, P (B)y〉E. (3.9)

La linealidad de P (B) es consecuencia inmediata de la linealidad de P(·),y(B), supongamos

que P (B) no es acotado, entonces existe xo ∈ E tal que ‖xo‖E < 1 tal que

‖P (B)xo‖E > M,

para todo número real positivo. Si tomamos zo = P (B)xo entonces

‖Pzo,xo(B)‖2
A = ‖P (B)xo‖E > M,

de donde P(·),xo(B) seŕıa no acotado, por lo tanto P (B) es un operador lineal y acotado.

Paso 2: P (·) : B(Ĝ) → B(E) es es una medida σ-aditiva en respecto a la topoloǵıa τG.
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Sean ρ ∈ A+
∗ , x, y ∈ E y {Bn} una sucesión de conjuntos medibles disjuntos, entonces

∣∣∣∣∣ρ
〈

P

( ∞⋃

k=1

Bk

)
x−

n∑

k=1

P (Bk)x, y

〉

E

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ρ
〈

P

( ∞⋃

k=1

Bk

)
x, y

〉

E

−
n∑

k=1

ρ 〈P (Bk)x, y〉E
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ρPx,y

( ∞⋃

k=1

Bk

)
−

n∑

k=1

ρPx,y(Bk)

∣∣∣∣∣ −→ 0,

ya que ρPx,y(·) es una medida compleja σ-aditiva, por lo tanto P (·) es σ-aditiva respecto a

τG.

Paso 3: P (·) es medida espectral Gramiana.

Sean x, y ∈ E y B ∈ B(Ĝ), por definición de Px,y(·) y por el Lema 3.15

〈P (B)x, y〉E = Px,y(B) = Py,x(B)∗ = 〈P (B)y, x〉E = 〈x, P (B)y〉E,

aśı que P (B) es autoadjunto.

Sea ρ ∈ A+
∗ , como Pρ(B) es autoadjunto entonces

〈x + Nρ, P (B)(y + Nρ)〉Hρ = 〈x, P (B)y〉ρ
= ρ(Px,y(B))

= 〈x + Nρ, Pρ(y + Nρ)〉Hρ ,

de donde P (B)y + Nρ = Pρ(y + Nρ). Aplicando esta identidad dos veces y usando que

Pρ(B) = Pρ(B)2, se obtiene

P (B)y + Nρ = Pρ(B)2(y + Nρ) = Pρ(B)(P (B)y + Nρ) = P 2(B)y + Nρ,

esto implica

ρ(〈x, P (B)y〉E) = 〈x + Nρ, P (B)y + Nρ〉Hρ

= 〈x + Nρ, P (B)2y + Nρ〉Hρ

= 〈x, P (B)2y〉ρ = ρ(〈x, P (B)2y〉E),

como ρ es arbitrario, se sigue que 〈x, P (B)y〉E = 〈x, P (B)2y〉E, de donde P 2(B) = P (B).

Por otro lado ρ(〈P (·)x, y〉E) es una medida regular compleja ya que

ρ(〈P (·)x, y〉E) = ρ(〈x, P (·)y〉E) = ρ(Px,y(·)), (3.10)

y ρ(Px,y(·)) es una medida regular compleja.
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Paso 4: P (·) satisface la representación integral.

Esto sigue directamente de la identidad

Px,y(B) = Py,x(B)∗ = 〈y, P (B)x〉∗E = 〈P (B)x, y〉E, (3.11)

de donde

〈Usx, y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)dPx,y(γ) =

∫

Ĝ

〈s, γ〉d〈P (γ)x, y〉E, (3.12)

¤

5.1. Teorema de Kakihara.

En esta sección se usará la topoloǵıa σ-débil, que hemos denotado por σ(A,A∗) (ver 4).

Definición 3.18. Sea ξ una medida sobre B(Ĝ) a valores en A y σ(A,A∗)-aditiva,

diremos que ξ es positiva y regular si cumple las siguientes condiciones

(a) ξ(B) es un elemento positivo de A para todo B ∈ B(Ĝ).

(b) ρξ(·) es una medida compleja regular para todo ρ ∈ A+
∗ .

Nótese que, ambas condiciones implican que ρ(ξ(·)) es medida a valores reales positiva y

regular, para todo ρ elemento positivo del predual. Denotaremos por M∗(Ĝ,A)+ al conjunto

de las medidas positivas y regulares, es decir,

M∗(Ĝ,A)+ = {ξ : B(Ĝ) → A, tales que ξ es regular y positiva }. (3.13)

Proposición 3.19. Sea ξ ∈M∗(Ĝ,A)+, entonces la función Υ : G → A dada por

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dξ(γ), s ∈ G. (3.14)

Es definida positiva y σ(A,A∗)-continua.

Demostración.

Sean a1, . . . , an ∈ A y 1, . . . , sn ∈ G, entonces

n∑
i,j=1

aia
∗
jΥ(sis

−
j 1) =

n∑
i,j=1

∫

Ĝ

(sis
−1
j , γ)aia

∗
jdξ(γ)

=

∫

Ĝ

(
n∑

i=1

(si, γ)ai

)(
n∑

i=1

(si, γ)ai

)∗

dξ(γ) ≥ 0.
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Sea ρ ∈ A+
∗ , la σ(A,A∗)-continuidad de la función es consecuencia inmediata de la identidad

ρ(Υ(s)) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(ξ(γ)),

y del teorema de Bochner aplicado a la medida regular ρ(ξ(·)), que toma valores complejos,

y la función ρ(Υ(·)). ¤

Teorema 3.20 (Kakihara). Sean Υ : G → A una función definida positiva y σ(A,A∗)-

continua entonces, existe una única medida ξ ∈M+
∗ (Ĝ,A) tal que

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dξ(γ). (3.15)

Demostración.

Por la Proposición 3.9 existen un módulo de Hilbert EΥ, una representación unitaria

s → Θs, de G sobre EΥ y un vector ćıclico xo ∈ EΥ tal que

Υ(s) = 〈Θsxo, xo〉EΥ
, s ∈ G.

Como Υ es σ(A,A∗)-continua, entonces s → Θs es τG-continua, por el Teorema 2.28, esta re-

presentación puede ser extendida de manera única a una representación unitaria τG-continua

s → Us de G sobre el E∗
Υ, como E∗

Υ es modulo de Hilbert autodual por el Teorema 3.17

existe una medida espectral gramiana P sobre B(Ĝ) tal que

Us =

∫

Ĝ

(s, γ)dP (γ), s ∈ G.

Definamos ξ : B(Ĝ) → A, por

ξ(B) = 〈P (B)xo, xo〉E∗Υ .

Sean B ∈ B(Ĝ), ρ ∈ A+
∗ , como P (·) es una medida espectral tenemos

ξ(B) = 〈P (B)xo, xo〉E∗Υ = 〈P (B)xo, P (B)xo〉E∗Υ ≥ 0,

es decir, ξ(B) es un elemento positivo en el álgebra, por otra parte

ρ(ξ(B)) = ρ(〈P (B)xo, xo〉E∗Υ),
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de donde ρξ(·) es una medida regular, por lo tanto ξ ∈ M+
∗ (Ĝ,A). Por último haciendo la

identificación de E con Ê, se obtiene

Υ(s) = 〈Usxo, xo〉E∗Υ
=

∫

G

(s, γ)d〈P (γ)xo, xo〉E∗Υ =

∫

Ĝ

(s, γ)dξ(γ).

Para ver la unicidad, supongamos que existe otra medida µ ∈M+
∗ (Ĝ,A) tal que

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dµ(γ).

Entonces para ρ ∈ A+
∗ ∫

Ĝ

(s, γ)d(ρµ(γ)) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρξ(γ)),

como ρξ(·), ρµ(·) son medidas complejas regulares entonces ρξ(·) = ρµ(·), y esto es suficiente

para probar que ξ(·) = µ(·). ¤

Observación 3.21. La medida ξ del teorema previo satisface la condición de que aξ(·)
es regular para todo a ∈ A, lo cual es consecuencia de la identidad

ρ(aξ(·)) = ρ(〈P (·)(axo), xo〉E),

y de que P es medida espectral gramiana. Esta propiedad jugará un papel muy importante

en el próximo caṕıtulo.



CAṔıTULO 4

Funciones definidas positivas a valores operadores sobre un

módulo de Hilbert autodual

En este caṕıtulo se define la noción de función definida positiva definida sobre un grupo

abeliano localmente compacto a valores operadores en un A-módulo de Hilbert autodual, a

partir del teorema de Kakihara [22] se da una representación integral de tipo Bochner para

este tipo de funciones, dicha representación es análoga a la obtenida por Falb en [18], la

cual corresponde al caso en el que las funciones toman valores operadores sobre un espacio

de Hilbert.

1. Representación integral de funciones definidas positivas a valores operadores

sobre un módulo de Hilbert autodual.

A lo largo de este caṕıtulo E es un módulo de Hilbert autodual. Sea T un operador lineal

y acotado en E, sabemos por la Proposición 2.26 que T es positivo en B∗
A(E) si

〈Tx, x〉E ≥ 0,

para todo x ∈ E.

Sea Υ un función definida sobre G a valores en BA(E), para cada x ∈ E definamos la

función Υx : G → A dada por

Υx(s) = 〈Υ(s)x, x〉E, s ∈ G. (4.1)

Supongamos que Υx es definida positiva, entonces

∑
i,j

aia
∗
jΥx(sis

−1
j ) ≥ 0,

para cualesquiera a1, . . . , an ∈ A y s1, . . . , sn ∈ G. Pero

∑
i,j

aia
∗
jΥx(sis

−1
j ) =

〈∑
i,j

aia
∗
jΥ(sis

−1
j )x, x

〉

E

.

50
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Por lo tanto Υx es definida positiva para todo x ∈ E si, y sólo si, el operador

T =
∑
i,j

aia
∗
jΥ(sis

−1
j ),

es positivo, para cada a1, . . . , an ∈ A y s1, . . . , sn ∈ G.

Estas observaciones motivan la siguiente definición.

Definición 4.1. Sea Υ : G → BA(E) una función, diremos que Υ es definida positiva si

para cada x ∈ E la función

Υx(s) = 〈Υ(s)x, x〉E,

es definida positiva.

Lema 4.2. Sea B : E×E → A, una forma sesquilineal acotada, entonces existe un único

operador T ∈ B∗
A(E) tal que

(a) B(x, y) = 〈Tx, y〉E.

(b) ‖B‖ = ‖T‖.

Demostración.

Fijemos x ∈ E, es claro B(x, ·)∗ es lineal y acotado es decir, B(x, ·)∗ ∈ E∗A, como E es

autodual existe un único z = z(x) ∈ E que satisface

B(x, y)∗ = 〈y, z〉E,

para todo y ∈ E, de donde

B(x, y) = 〈z, y〉E, y ∈ E.

Definamos T : E → E por

Tx = z.

Entonces B se escribe como

B(x, y) = 〈Tx, y〉E.

La linealidad de T es consecuencia de la linealidad de B en la primera variable, ahora la

igualdad

〈Tx, y〉E = B(x, y) = B∗(y, x) = 〈Ty, x〉∗E = 〈x, Ty〉E,
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válida para todo x, y ∈ E, implica que T es autoadjunto. Por otra parte, por la desigualdad

de Cauchy-Schwarz (2.3)

‖B‖ = sup
x,y 6=0

‖B(x, y)‖A
‖x‖E‖y‖E

≤ sup
x,y 6=0

‖T‖‖x‖E‖y‖E

‖x‖E‖y‖E

= ‖T‖.

Por definición

‖B‖ = sup
x 6=0,y 6=0

‖B(x, y)‖A
‖x‖E‖y‖E

≥ sup
x6=0,Tx6=0

‖〈Tx, Tx〉E‖A
‖x‖E‖Tx‖E

= sup
x6=0

‖Tx‖E

‖x‖E

= ‖T‖.

Por lo tanto T ∈ B∗
A(E) y ‖B‖ = ‖T‖.

¤

Lema 4.3. Si Υ : G → BA(E) es definida positiva y τG-continua entonces la función

Υx(s) = 〈Υ(s)x, x〉E,

es definida positiva y σ(A,A∗)-continua, para cada x ∈ E.

Demostración.

Sean ρ ∈ A+
∗ , x, y ∈ E y (sn) sucesión de elementos de G tal que sn → s. Por hipótesis

ρ〈EΥ(sn)x, y〉E → ρ〈Υ(s)x, y〉E,

En particular cuando x = y tenemos que

ρΥx(sn) = ρ〈Υ(sn)x, x〉E → ρ〈Υ(s)x, y〉E = ρΥx(s).

Esto es suficente para probar que Υx es σ(A,A∗)-continua. Además, para cada x ∈ E la

función Υx es definida positiva por la Definición 4.1.

¤

Definición 4.4. Sea Σ : B(Ĝ) → B∗
A(E) una medida contablemente aditiva en la topo-

loǵıa τG, diremos que Σ es medida regular positiva si cumple las siguientes condiciones

(a) Σ(B) es un operador positivo para todo B ∈ B(Ĝ).

(b) ρ(〈Σ(·)x, y〉E) es una medida compleja regular para todo ρ ∈ A+
∗ .

Proposición 4.5. Sea Σ una medida definida sobre los borelianos de Ĝ a valores en

B∗
A(E) regular y positiva, entonces la función

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dΣ(γ), s ∈ G.
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es definida positiva y τG-continua.

Demostración.

Sean x ∈ E, a1, . . . , an ∈ A y s1, . . . , sn ∈ G, entonces

n∑
i,j=1

aia
∗
jΥx(sis

−
j 1) =

n∑
i,j=1

∫

Ĝ

(sis
−1
j , γ)aia

∗
jd〈Σ(γ)x, x〉E

=

∫

Ĝ

(
n∑

i=1

(si, γ)ai

) (
n∑

i=1

(si, γ)ai

)∗

d〈Σ(γ)x, x〉E ≥ 0,

de donde Υ es definida positiva.

Para probar la continuidad basta notar que

ρ〈Υ(s)x, x〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ〈Σ(γ)x, x〉E), ρ ∈ A+
∗ , s ∈ G,

y usar que ρ〈Σ(·)x, x〉 es medida regular positiva junto con la Proposición 3.19. ¤

Teorema 4.6. Sea Υ : G → BA(E) una función τG-continua y definida positiva, enton-

ces existe una única medida positiva y regular Σ : B(Ĝ) → B∗
A(E) tal que

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ) dΣ(γ), s ∈ G. (4.2)

Donde esta última integral debe entenderse en el sentido débil, es decir,

〈Υ(s)x, y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)d〈Σ(γ)x, y〉E, s ∈ G, x, y ∈ E.

Demostración.

Sea x ∈ E, y consideremos la función Υx, por hipótesis Υx : G → A y por el Lema 4.3 es

definida positiva y τG-continua, de donde por el teorema de Kakihara 3.20 existe una única

medida ξx ∈M+
∗ (Ĝ,A) tal que

〈Υ(s)x, x〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)dξx(γ), s ∈ G. (4.3)

Para cada boreliano ∆ de Ĝ, definamos

B∆ : E × E → A,

por

B∆(x, y) = ξx+y
2

(∆)− ξx−y
2

(∆) + iξx+iy
2

(∆)− iξx−iy
2

(∆) =
3∑

k=0

ikξx+iky
2

(∆). (4.4)
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Por otro lado para x, y ∈ E, definamos µx,y : B(Ĝ) → A como la medida inducida por

B∆(x, y) cuando variamos ∆ en los borelianos de Ĝ, es decir

µx,y(∆) = B∆(x, y). (4.5)

La regularidad de ξx para todo x ∈ E junto con la Observación 3.21, implican la regula-

ridad de aµx,y para todo a ∈ A.

Veamos que B∆(·, ·) es una forma sesquilineal. En efecto, para cada s ∈ G fijo la aplicación

(x, y) → 〈Υ(s)x, y〉E es una forma sesquilineal, entonces por la identidad de polarización (2.1)

〈Υ(s)x, y〉E =
1

4

3∑

k=0

ik〈Υ(s)(x + iky), x + iky〉E,

para todo x, y ∈ E.

Combinando esto último con (4.3), se obtiene

〈Υ(s)x, y〉E =
1

4

3∑

k=0

ik〈Υ(s)(x + iky), x + iky〉E

=
3∑

k=0

ik
∫

Ĝ

(s, γ)dξx+iky
2

(γ)

=

∫

Ĝ

(s, γ)dµx,y(γ),

válido para todo x, y ∈ E, s ∈ G.

De esta identidad y la linealidad del producto interno resulta
∫

Ĝ

(s, γ)dµax+y,z(γ) =

∫

Ĝ

(s, γ)dµx,z(γ) +

∫

Ĝ

(s, γ)dµy,z(γ)

=

∫

Ĝ

(s, γ)d(aµx,z + µy,z)(γ).

de donde ∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(µax+y,z(γ))) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(ρ(aµx,z(γ) + µy,z(γ)),

para todo ρ ∈ A+
∗ . De la regularidad de las medidas µx+z,y, aµx,z + µy,z, se deduce que

µax+z,y = aµx,z + µy,z,

y por lo tanto B∆(·, ·) es lineal en la primera componente para todo ∆ ∈ B(Ĝ).

Para todo λ ∈ C y x ∈ E se cumple

〈Υ(s)(λx), λx〉E = |λ|2〈Υ(s)x, x〉E.
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De donde ∫

Ĝ

(s, γ)dξλx(γ) =

∫

Ĝ

(s, γ)d(|λ|2ξx(γ)).

Como |λ|2ξx es una medida regular positiva a valores en A, la unicidad de la medida ξλx

implica que

ξλx(·) = |λ|2ξx(·).
Usando este hecho, para todo ∆ ∈ B(Ĝ) resulta

(a) ξ0(∆) = 0.

(b) ξx−y
2

(∆) = ξ−( y−x
2 )(∆) = ξ y−x

2
(∆).

(c) ξx−iy
2

(∆) = ξ−i( y+ix
2 )(∆) = ξ y+ix

2
(∆).

(d) ξx+iy
2

(∆) = ξi( y−ix
2 )(∆) = ξ y−ix

2
(∆).

De donde

B∆(x, y)∗ = (ξx+y
2

(∆)− ξx−y
2

(∆) + iξx+iy
2

(∆)− iξx−iy
2

(∆))∗

= ξx+y
2

(∆)− ξx−y
2

(∆)− iξx+iy
2

(∆) + iξx−iy
2

(∆)

= ξ y+x
2

(∆)− ξ y−x
2

(∆) + iξ y+ix
2

(∆)− iξ y−ix
2

(∆)

= B∆(y, x).

Veamos ahora B∆ es acotado. Como B∆ es forma sesquilineal satisface

B∆(x, y) =
1

4

4∑

k=0

ikB(x + iky, x + iky),

de manera que, basta con probar que B∆ es continua en la diagonal. De la definición de B∆

se tiene

B∆(x, x) = ξx(∆)− ξ0(∆) + iξx+ix
2

(∆)− iξx−ix
2

(∆)

= ξx(∆) +
i

2
ξx(∆)− i

2
ξx(∆)

= ξx(∆).

Aśı que

‖B∆(x, x)‖A = ‖ξx(∆)‖A.

Por otra parte, como ξx es medida positiva y aditiva entonces

ξx(Ĝ)− ξx(∆) = ξx(Ĝ \∆) ≥ 0,



1. REPRESENTACIÓN INTEGRAL PARA MÓDULOS DE HILBERT 56

por la Proposición 1.16, tenemos

‖ξx(∆)‖A ≤ ‖ξx(Ĝ)‖A,

de donde

‖B∆(x, x)‖A = ‖ξx(∆)‖A
≤ ‖ξx(Ĝ)‖A
=

∥∥∥∥
∫

Ĝ

(e, γ)dξx(γ)

∥∥∥∥
A

= ‖〈Υ(e)x, x〉E‖A ≤ ‖Υ(e)‖‖x‖2
E.

Esta identidad implica que B∆ es acotado, más aún es acotado independientemente de la

escogencia de ∆.

Por el Lema 4.2 a cada Boreliano ∆ le corresponde un único operador T∆ ∈ B∗
A(E) tal

que

B∆(x, y) = 〈T∆x, y〉E, x, y ∈ E.

Estas observaciones implican que la función Σ : B(Ĝ) → B∗
A(E) dada por

Σ(∆) = T∆,

está bien definida, y satisface

〈Σ(∆)x, y〉E = 〈T∆x, y〉E = B∆(x, y) = µx,y(∆). (4.6)

Además para cada ρ ∈ A+
∗ tenemos

ρ(〈Σ(∆)x, y〉E) = ρ(µx,y(∆))

De esta igualdad se deduce que Σ(·) es una medida regular y positiva en el sentido de la

topoloǵıa gramiana, ya que µx,y(·) una medida regular y positiva en el sentido de la topoloǵıa

σ(A,A+
∗ ). Adicionalmente (4.6) implica que

〈Υ(s)x, y〉E =

∫

Ĝ

(s, γ)dµx,y(γ)

=

∫

Ĝ

(s, γ)d(〈Σ(γ)x, y〉E),
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para todo s ∈ G y x, y ∈ E. Por lo tanto

Υ(s) =

∫

Ĝ

(s, γ)dΣ(γ), s ∈ G.

¤
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[10] I. Dobrakov. On integration in Banach spaces I. Czech. Math. J. 20 (1970), 511-536.

[11] I. Dobrakov. On integration in Banach spaces II. Czech. Math. J. 20 (1970), 681-695.

[12] N. Dunford and J. Schwartz. Linear Operators, volume I, Interscience, New York (1958).

[13] K. Davidson. C∗-algebras by Example. Fields Institute Monographs, Amer. Math. Soc. (1996).

[14] J. Diestel and J.J. Uhl, Jr. Vector Measures. Amer. Math. Soc. Surveys 15, Providence, R. I., 1977.

[15] J. Dixmier. C∗-algebras. Translated by Francis Jellett. North-Holland Mathematical Library. Vol. 15.

Amsterdam - New York - Oxford: North-Holland Publishing Company. XIII, (1977).
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