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Resumen

El conocido teorema de Bochner para funciones definidas positivas da una representacion
integral de este tipo de funciones. Usando técnicas de modulos de Hilbert Kakihara da una
extension de este teorema para el caso de funciones a valores en un algebra de Von Neumann.

En este trabajo se considera una funciéon definida positiva a valores operadores en un
modulo de Hilbert autodual, y se utilizan las técnicas de Kakihara y Falb para dar un a
representacion integral tipo Bochner para funciones definidas positivas continuas respecto a

la topologia gramiana.
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Introducciéon

Sea GG un grupo abeliano localmente compacto y ¢ : G — C una funcion, se dice que

¢ es definida positiva en G si para cualquier elecciéon de zq,...,xxy en Gy para cualquier
seleccion Ay, ..., Ay € C tenemos que
N
Z A Am®(Tn — ) > 0.
n,m=1

Las funciones definidas positivas surgen naturalmente en la teoria de la transformada de
Fourier, ya que, la transformada de Fourier de una medida positiva en un grupo tiene la
propiedad de ser definida positiva. En 1938 Weil demostrd el reciproco de este resultado,
estableciendo que una funcién definida positiva es la transformada de Fourier de un medida
positiva, c.f. [42]. Anteriormente Herglotz habia probado el resultado para el caso G = Z y
Bochner lo habia probado para el caso G = R. Estos resultados fueron extendidos a un grupo
G abeliano localmente compacto, en lo que hoy ampliamente conocido como el teorema de
Bochner c.f. [33].

Al reemplazar el conjunto de llegada C de la funcién ¢ por un conjunto de operadores
lineales y acotados en un espacio de Hilbert y cambiando los escalares A\q,..., Ay € C por
vectores, se logran otro tipo de generalizaciones. Una de estas fue estudiada por P. Falb
en su articulo [18] , donde establece un teorema tipo Bochner para este tipo de funciones.
Cuando ademsds se reemplaza C por un algebra C* esto da origen a problemas interesantes.
Los modulos de Hilbert se encuentran en esta linea de investigacion y fueron introducidos
por Kaplansky en [23] bajo el nombre de C*-médulos o médulos C*.

La nociéon de modulo de Hilbert es una generalizacion de los espacios de Hilbert. La
definicion es idéntica, se tiene una suma, un producto por escalares y un producto interno.
La diferencia es que los escalares en vez de ser nimeros complejos son elementos de un

algebra C*. En una algebra C*, ademéds de las operaciones usuales de un &lgebra, se tiene
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una norma que es compatible con la estructura del algebra. Con el producto interno y la
norma del algebra se construye una norma para el moédulo de Hilbert.

Sea A un algebra C*, para médulos a derecha sobre A, o mas brevemente A-moédulo. Un
A-médulo E se dice que es un A-médulo de Hilbert si tiene un producto interno a valores
en A, que es estable respecto de la accién del médulo y que es completo con respecto a la
norma

lallz = Ia, )] 4"
para a € A.

En 1983, Kakihara [22] dié varios resultados de andalisis arménico entre los cuales se
encuentra el siguiente: Si A es un &lgebra de Von Neuman, T : G — A es una funcion
definida positiva, débilmente continua, entonces existe una medida p en G con valores en A
tal que

1) = [ Gaut)
para v € (G, donde la integral se toma con respecto a la topologia débil de A.

En este trabajo nos interesa estudiar funciones definidas positivas a valores operadores
sobre un médulo de Hilbert autodual, y usar las técnicas de Y. Kakihara y P. Falb, para
obtener un reresentacion integral tipo Bochner para este tipo de funciones.

Actualmente existen libros y articulos que contienen excelentes introducciones para estu-
diantes y mateméticos no especialistas en el tema a la teorfa basica de médulos C* |24, 27].
El material esta presentado de una manera clara presentando las definiciones y conceptos

basicos a la teoria elemental de mdédulos C* de Hilbert.



CAP{TULO 1

Resultados de teoria espectral

En este capitulo se presentan algunas definiciones, teoremas y proposiciones relativas a la
teoria de algebras C* que nos serdn de utilidad para el desarrollo de los capitulos siguientes,

especialmente el del Capitulo 2 sobre médulos de Hilbert.

1. Conceptos y resultados basicos.

DEFINICION 1.1. Un 4dlgebra A se dice de Banach, si sobre ella estd definida una norma

| - ||, que verifica la desigualdad

lablla < llall.allb]l4

para a,b € A, y A es un espacio completo con respecto a dicha norma.

DEFINICION 1.2. Sea A un 4lgebra de Banach, si ademds existe una funcién * : A — A,
que cumple para todo a,b € A, X € C
i. (a*)* =aq,
ii. (a4 \b)* = a* + \b*,
iii. (ab)* = b*a’,
iv. [la*]la = llalla

entonces diremos que A es un dlgebra C*.

EJeEmMPLO 1.3. Sea A = [(C) con las operaciones usuales y la norma || - ||, la involucién

en este espacio viene dada como

(zn)" = (Tn)-
En lo que sigue A denotara un algebra C* conmutativa con unidad e.

DEFINICION 1.4. Sea A un algebra C*. Si a € A es tal que a = a* decimos que a es
autoadjunto, diremos que a es normal si aa® = a*a, se dice que a es unitario si a es invertible

y a~! = a*, y finalmente decimos que a es una proyeccidén si a es autoadjunto y a* = a.
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Dado a € A el espectro de a se define como el conjunto
o(a) = {X € C:a — Ae no es invertible }.

Al complemento de este conjunto se le llama el conjunto resolvente de a y se denota por
pla).
Denotemos por G4 el conjunto de los elementos invertibles de a.

Tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.5. Sea a € A, tal que ||a|]|4 < 1 entonces, e —a € G4 y

1
(e —a)la < —
1 —la]]a

DEMOSTRACION.

Como
o0 o0
> llala <D llallh = (1= lalla)
n=0 n=0

tenemos que la serie Y~ a” converge en A. Sea sea b € A tal que b=  a". Ya que

(e—a)e+a+---+a")=e—a",

haciendo n — oo en esta expresién resulta (e — a)b = e. De donde b= (e —a)™'. O

PROPOSICION 1.6. El conjunto G 4 es un conjunto abierto en A, y la funcion b — b1,

definida para b € G4, es continua.

DEMOSTRACION.
Veamos que G4 es abierto. Sean a € G 4, tomemos b € A tal que |ja — b||4 < ||al|4"-

Como
a—b=ale—a'b),

se tiene que
[la — bl

— < L.
lalla

le —a™"bll.a =

Por la proposicién anterior e — (e — a~'b) = a~'b es invertible, de donde b = a(a'b) € G 4.

Hemos probado que B(a,1/||al|;') C G. Esto demuestra que G 4 es abierto.



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS. 5

1
Veamos que la inversién es continua. Fijemos a € G4, para ||h]|4 < m, tenemos
que || —a"th||4 = ||a7th||4 < 1, por la Proposicién (1.5) tenemos que e+ a~1h es invertible
y
e +a™ ) la < =g
1—la=th[|4
Por otro lado
(a+h) " —at=(e+ah)at —a!
=[e+ath) ' —ela?
=(e+a'h) He—(e+ath))a?
=—(e+a'h)ra tha™!
Por lo tanto bajo la condicién de que ||h||4 < m tenemos
l(a+hm)~" —a " la = ll(e+a™h) " allPllalla™" ]I
—12
[1Pllalle1Z
1—Ja=th[|a
cuando h — 0. U

PROPOSICION 1.7. El conjunto o(a) es un subconjunto compacto y no vacio de C.

DEMOSTRACION.

Veamos que o(a) es compacto. Consideremos la funcién ¢ : C — A, dada por
d(A) =a — Ae,

es claro que ¢ es una funcién continua.

Ademés
d G ={AEC:pN) eG4} ={N€C:a—rec Gy} =C\ola),

como G4 es abierto y ¢ es continua entonces ¢~ (G 4) es abierto. Asi que o(a) es cerrado.
Veamos que G4 es acotado. Sea A tal que |A| > [|a||4, entonces ||a/A||4 < 1. Por la

Proposicion (1.5) e —a/\ € G4, y esto implica que a — Ae € G 4, es decir, A € o(a). Asi que

o(a) C{A e C:|A < lalla}-
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Veamos por dltimo que o(a) # (). Consideremos la funcién R : p(a) — A, definida por
R()\) = (a—Xe) .

Para a, A € p(a) no es dificil ver que

De la identidad anterior y la continuidad de la inversion, resulta que R es una funcién
analitica sobre p(a), y para A € p(a)

R'(\) = lim BN = Rl@) _ g, R(\)R(a) = (R(\)2

a—\ A — a—\

Fijemos f € A*, donde A* denota el dual topoldgico de A. Definamos F': p(a) — C, por

Entonces F' es analitica en p(a), ya que para A\, € p(a) se tiene que

FQ) = Flo) _ f(ROV) — f(R(a))

A — A —«

-1 (B2 — rro

cuando « tiende a .

Por otro lado para |\| > ||al|4, tenemos

o0

RN =(a—Xe) ==Xl e—Ata) =21 nZ:O Ga>n

asi
13 (lalla)" |
1RO < — (— __ 1
|A|; B N~ Jlalla

Esto implica que
T [[RO)ILa=0
y por continuidad de f
lim F(A)=0.

[Al—o0

Para |A| > 2||a||4 > ||a]| 4 tenemos que

/1]

[E) < IR < A = [lal|4

<If1lall 4"
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Si o(a) = ), entonces F es una funcién analitica y acotada en todo C. Por el teorema de
Lioville F' = f(R) = 0 por lo tanto R(\) = 0, lo cual es una contradiccién ya que, R(\) € G4
para cada \. Esto implica o(a) # 0. O

DEFINICION 1.8. Para a € A definimos el radio espectral de a como

r(a) = Jndx Al

TEOREMA 1.9. Sea a € A, entonces se cumple la siguiente relacion
/. n 1/n . n 1/?’L
r(a) = lim [la"[|;" = lim [[a"]| " (1.1)
n—oo nZl

TEOREMA 1.10 (Teorema espectral, forma elemental). Sea a € A

a. Si p es un polinomio, entonces

donde
p(o(a)) ={p(A) : A € o(a)}.

b. Si0 € o(a) ya € G4 entonces
9 1
ola™) = X:)\Ea(a) :

DEMOSTRACION.

a. Sea A € o(p(a)), entonces p(a) — Ae no es invertible. Sean ry,...,r, las raices del

polinomio p(z) — A, entonces
p(z) = A= Xo(z—11) - (2 — 1),
De donde
pla) — Xe = No(a —rie) -+ (a — rpe).

Por otra parte como p(a)—Ae no es invertible, debe existir k, € {1,...,n} tal que
a—ry,e no es invertible, es decir 1, € o(a). Ademds 1y, satisface que p(ry, ) —A =0,

entonces A = p(rg, ), y por lo tanto \ € p(o(a)).
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Para ver la otra contencién, tomemos A € p(c(a)). Entonces existe r € o(a) tal
que A = p(r), notemos que z = r es raiz del polinomio p(z) —p(r). Sean 9,73, ..., 7,

las demas raices, entonces podemos escribir

p(2) = p(r) = co(z —7)(z = 12) -+ (2 = 10),
asi que
pla) — p(r)e = co(a —re)(a —rye) - - - (a — rpe).
Como r € o(a), entonces a — re no es invertible, por lo que tampoco lo es

p(a) — p(r), por lo tanto A € o(p(a)).

b. Esta parte es inmediata, usando la relacion

1 1
-1 —_ — = — — -1 —_
a 3¢ e (a — Xe).

Mas generalmente tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 1.11 (Aplicacion espectral.). Sea a € A, un elemento normal, f € C(c(a),C),

entonces

Para una demostracion de este teorema (véase [29]).

PROPOSICION 1.12. Sean a un elemento de A entonces
a. o(a) = o(a*).
b. Si a es unitario entonces o(a) C T.

c. Sia es autoadjunto entonces o(a) C R.

DEMOSTRACION.

a. Como e* = e, xy = e si y solamente si z*y* = e, es decir, un elemento z € A es
invertible si y solo si lo es z*. De manera que (a — Ae) es invertible, si y solo si,
(a — Xe)* = a* — Ae es invertible.

b. Si a es unitario, entonces

llall% = llaa™[l.a = [lell% = 1.
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Por lo tanto, si A € o(a) entonces |A| < 1, como a* también es unitario, y A € o(a)
entonces 1/\ € o(a*) = o(a™!), asf que
/AL < [la*[la = [lalla = 1,

es decir, |A| > 1, por lo tanto [A| = 1.

. Sea a € A un elemento auto adjunto. Tomemos

n=0

Entonces por ser a autoadjunto y por continuidad de la involuciéon tenemos que

u%«2y3>:§fj?:€@

Adems3s

wu® = e = utu.

De donde u es unitario. Usando el item previo tenemos que
o(u) CT.
Por otra parte, por el teorema Espectral
o(u) = () = exp(io(a)).

De manera que si A € o(a) entonces ¢ € o(u), y como o(u) C T se tiene que
le| = 1, de donde
Re(i\) = 0.

Lo cual ocurre si, y solo si, A es un nimero real.

U
COROLARIO 1.13. Sia € A y a es normal entonces ||a||4 = 7(a).
DEMOSTRACION.
Si b es autoadjunto, entonces de la igualdad [[b?]|4 = [|b]|%, al iterar el argumento obte-
nemos que |[b*"]| 4 = |[b]|%". Por la férmula del radio espectral tenemos

[1blla = lim [[6>"]]{*" = r(b).
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Ahora para a normal tenemos,

lall% = llaa”l4 = r(aa®) = lim ||(aa®)"||{"

. 1 1
< i o[ {l@)" 14" = () < flall

2. Elementos positivos y orden en un algebra C*

DEFINICION 1.14. Dado un elemento a € A, diremos que a es positivo si, a es autoadjunto
y o(a) C [0,+00). Si a es positivo escribiremos a > 0. De igual forma escribiremos a > b

para indicar que a — b > 0.

Se puede probar que un elemento a es positivo en A si y solo si existe un b € A, tal que
a = bb*. Es decir si denotamos por A™ el conjunto de todos lo elementos positivos de A,

entonces

AT = (00" b e A}

PROPOSICION 1.15. Si a es un elemento autoadjunto de A, entonces
(a) —llalle < a <{lalle.

(b) Ezisten b, c elementos positivos de A tales que bc =cb =0, ya=0b— c.

DEMOSTRACION.

(a) Debemos probar que a + ||a||a¢ > 0y ||a||4ae —a > 0. Para la primera desigualdad
definamos ¢ : 0(a) — R por g(A) = ||a||4 + A. Entonces g es una funcién continua,

por lo tanto

o(llallae + a) = a(g(a)) = g(o(a)) C [0,2]]al|4],

va que o(a) C {A e R: |\ < |la||a} = [~I|lal| 4, ||al|4], de donde ||a|| 4 + a > 0.
La otra desigualdad se prueba de manera andloga, al considerar g(\) = ||a||4— .

(b) Sean f,g: o(a) — R, definidas como

_ A+

INEE

= max{\,0}, g(A) = f(=\) = max{—A,0}.
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Entonces f y ¢ son continuas. Pongamos b = f(a) y ¢ = b — a, como fg = gf =0,
entonces

cb =be = f(a)g(a) = (fg)(a) = 0.
Ademas, como f, g son positivas por el teorema de la aplicacién espectral también

lo son b, c.

Se usard la notacién a'/? para indicar al elemento b € A tal que b* = a.

PROPOSICION 1.16. Sean a,b elementos de A, con a > 0.

(a) Sia <b, entonces

lalla < [blla;

all? < pl/2,

(b) Para cualquier b € A
b*ba < ||a|| 40%b.

Sia€ Ay a >0 seusard |a| para denotar al elemento de A dado por (aa*)'/?. Es decir,

jaf = (aa”)'/.

3. Teorema de Stone.

DEFINICION 1.17. Sean G un grupo abeliano localmente compacto, H un espacio de

Hilbert. Una funcién U : G — B(H)

(a) Se dice que es una representacion unitaria de G en H si
(7) U(s) es un operador unitario para todo s € G.
(i) U(st) = U(s)U(t) para todos s,t € G.
(ii) U(e) = I, el operador identidad. Es usual escribir Uy, en lugar de U(s), y
referirse a (Us)see como la representacién unitaria.
(b) La representacion es continua si para cada x € H, la funcién s — Uz es continua,
es decir, si s, — s en G implica ||Us,z — Usx|y — 0.
(c) Larepresentacién es débilmente continua si para cada x € H, la funcién s — (U,z, )

es continua, es decir, si s, — s en G implica |(Us,z, x)y — (Usz, x)5| — 0.
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Finalizamos este capitulo haciendo referencia al siguiente resultado, cuya demostracion

en detalle puede ser consultada en [35].

TEOREMA 1.18 (Versién espectral del teorema de Stone). Sea (Us)seq una representacion

unitaria continua de un grupo abeliano localmente compacto G sobre un espacio de Hilbert

~

H, entonces existe una medida espectral P sobre B(G) tal que

U, = /AmdP(a), seq. (1.2)

a
Es decir,

(Usz,y)p = /@(Ta)d(P(a)x,y}H, z,y € H,s €aq,
donde por IB%(@) hemos denotado el conjunto de los borelianos del grupo dual de G.
OBSERVACION 1.19. Si la representacion (U,) es débilmente continua, la identidad
|Usz = Una|* = 2||2]|* = (U152, 2) — (Upr-12, 2),

implica que (Us) es continua, por lo tanto el teorema sigue siendo vélido en este caso.
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Introduccion a los moédulos de Hilbert.

En este capitulo se expone a manera introductoria los aspectos basicos de la teoria de
los médulos de Hilbert definido sobre un dlgebra C* conmutativa, la teoria general puede ser
consultada en [24], [28].

Sean E un espacio vectorial y A un algebra C* conmutativa y con unidad e.

DEFINICION 2.1. Decimos que E tiene estructura de mddulo a izquierda sobre A, o més

brevemente A-mddulo, si existe una funcién ¢ : Ax E — E, tal que paratodox € E, a € A,

AeC
() Aa-2) =a- (\z),
(i) a-(r+y)=a-x+a-vy, (a+b)-z=a-x+b-x,
(iii) Si.A es unital entonces e -z = z.

Donde hemos denotado

¢la,x) =a-z.

DEFINICION 2.2. Sea E un A-mddulo, diremos que E es un mddulo pre-Hilbert, si existe
una una aplicacién (-,-)p: E X E — A, tal que

T,V p r ek,

Ye= Y0 (1Y€ E),
a-x,y >E_a <xay>E (m,yeE,aEA).

1il.

8

i

ii. (x,x)E—O si y sélo si, x =0,
{

iv. (

A esta aplicacién la llamaremos producto interno a valores en el dlgebra A.

Algunos ejemplos son los siguientes:

(1) Sea I C A un ideal a izquierda de A. Podemos dotar a I de una estructura de

modulo pre-Hilbert, definiendo

(z,y)1 = zy”

13
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para x,y € 1.
(2) Todo espacio pre-Hilbert H en el sentido usual, tiene estructura de A-médulo pre-
Hilbert tomando A = K, donde K = R 6 K = C segtin sea H un espacio vectorial

real o complejo.

Para finalizar esta secciéon enunciamos un resultado cldsico y muy util.

PROPOSICION 2.3 (Identidad de polarizacién). Sea E un A-mddulo pre-Hilbert con pro-

ducto interno (-, -) g, entonces para todo x,y se satisface la siguiente identidad de polarizacion

3
S i+ ity x + iy, (2.1)
k=0

AN,

<xay>E =

1. Desigualdad generalizada de Cauchy-Schwarz y consecuencias.

PROPOSICION 2.4 (Desigualdad Cauchy-Schwarz generalizada). Sea E un A-mddulo pre-

Hilbert, entonces

(v, 2)e(z,y) e < |{z,2)E|laly, y) £ (2.2)

DEMOSTRACION. Prueba tomada de [24].

Sean z,y € E'y a € A, sin pérdida de generalidad supongamos x # 0, entonces
0<(y—wa,y—za)g = (Y, y)r —a(x,y)r — aly, 2)p + a"a{z, v)p.
Como (z,x)g es un elemento positivo de A4, tenemos
a‘a(z,z)p < |[{(z,z)p|aa"q,
usando esto resulta

(v, y)p —a™{z,y)g — aly,x)p + ||(z,2) p||aa"a > 0.

Haciendo
L)
G= 77—V \U,Y)E,
[{z, z) 5|4
se obtiene
* * 1
<yay>E —a <$7y>E - a<y7x>E + ||<x>$>EHAa a = <y7y>E - —<y7x>E<xay>E
(%, ) 5|4

Y por lo tanto

(v, 2) ez, )6 < (2, 2) 2l 4y, y) -
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O

PROPOSICION 2.5. Sea E un mddulo C* pre-Hilbert sobre A, para x € E pongamos

|z||le € R y |z| € A dados por

1/2

1/2
4 y o el = a)g

lzllz = [{z, 2) el
entonces

iz y)ela < lzllellyle  (z,y € E),

ii. |- |lg es una norma sobre E,
iii. ||ax||g < |lallallz| & (xe E,ae A),

w. [(z,y)el < lzllelyl, (=, v)el < lyllelel  (z,y € E),
v. laz| < ||z||gla| para x € E, a € A.

Tal como se indicd antes, para a € A estamos considerando |a| = (a*a)*/?.

DEMOSTRACION. La siguiente demostracién fue tomada de [24].
1. Como
(v, 2)p(r,y) e = (2, y)p(2, y) 5,
tenemos que
(y,2)p(z,y)p >0
en A, de manera que al tomar norma a ambos lados de (2.2) la desigualdad se
mantiene, es decir,

Iy, 2) ez, y)plla < |z, )6l all(y, v)£llas

ademas,
Iy, 2) s (2, ) slla = ({2, 9) iz, v)ella = (2, v) 2l
sustituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

1z, y)ella < llzllellyls- (2.3)

1. No es dificil ver que
(a) si ||z||lg = 0 implica x =0, y

(b) [[Az||g = |Al||z||g para A € C, z € E.
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Veamos la desigualdad triangular. Usando la parte ., tenemos

lz+ylE = Ke+y.z+y)ela

(z,2)e + (z,¥)e + (Y, 2)E + (¥, Y) £l

IN

1z, 2)plla + [z, y) ella+ 1z, ) Ela + 11y, v)ella

< Kz, 2)ella+ 2lzlellylle + 1Ky v)ela = (zlle + lyle)?*
Paraa € A,z € E,
0 <{ax,az)p = a*al{z,x)p < ||{z,x)p||4a"a,
esto implica que

l{az, az)plla < (2, 2)pllallaalla = [[{z, 2) pll allall%.
Tomando raiz cuadrada a ambos lados se obtiene lo requerido.
Como (y,z)p(z,y)r es positivo en A, tomando raiz cuadrada en (2.2) queda

(. ) sz, ) < | 2) |42 Gy ) i

Como
(. 2)p(z,9)e)"* = (@, 9) e, y)p)"? = (2, 9)5],

el resultado se sigue.

Se tiene que
(az,ax)p = a*a(x,z)p < |{z,z)p|laa”a.

De donde

1/2 1/2, «
laz| = (az,az)* < |(z,2)p){*(a"a)/* = ||z]| plal.

2. Mddulos de Hilbert.

DEFINICION 2.6. Sea E un médulo C* pre-Hilbert, diremos que E es un mddulo C* de

Hilbert si es completo con respecto a la norma || - || .
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2.1. Ejemplos de médulos de Hilbert.

EJEMPLO 2.7. Sea I un ideal a derecha de A y cerrado, entonces I es un modulo de

Hilbert bajo el producto
(z,y)r = zy".

Note que si tomamos I = A, entonces A es ella misma un A-mdédulo de Hilbert, y las normas

como modulo de Hilbert y como élgebra de Banach coinciden.

EJEmpPLO 2.8. Consideremos un conjunto finito Ey, Es, ..., E, de modulos de Hilbert

todos sobre la misma algebra A, al tomar
E = {(331) X € EZ,Z = 1,2...,71,},

para x,y € E, definimos

n

(z,y)p = Z@u%ﬁ

i=1
donde (-, ), es el producto interno en E;.

Esta férmula define un producto interno en E a valores en Ay E es un médulo de Hilbert.

EJEMPLO 2.9. Sea A un élgebra C* y sean {F;,i € N} una familia de médulos C* de
Hilbert sobre A. Tomemos E como el conjunto de las sucesiones (z;) con x; € E;, tales que
la suma Z<:L‘“ x;) g, converge con respecto a la norma de A, definamos

ieN
(z,y)p = Z(xza Yi) Ey
ieN
esto define un producto interno sobre E a valores en A.

Veamos que este producto interno esta bien definido. Se debe probar que la serie de la

derecha converge en A. Tomemos x,y € E, y sea € > 0, por el criterio de Cauchy existen

Ny, Ny, tales que

< e paran >m > Ny,

i=m A

n
Z(yiv?/i>Ei < e paran >m > Ns.
=m A
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Fijemos N = max{ Ny, N2}, si consideramos E' = {(z) : k = m,m+1,...,n}, el ejemplo

anterior nos dice que
n

((@r)Rzm: (Yr)h=m) B = Z(ﬂfk,ykﬁk,

k=m
es un producto interno, asi por la desigualdad de Cauchy-Schwarz generalizada para n >
m > N, tenemos

n 1/2 1/2

i=m

n

Z@i, Yi) E,

i=m

n

Z@/i, Yi) F;

i=m

<
A

< €.

A A

De donde la serie
Z <'Tia yl>Em
ieN
converge en A. Esto demuestra que el producto esta bien definido.
Veamos que E es completo. Sea {x(”)}neN una sucesion de Cauchy en E. Dado € > 0
existe IV, tal que, si n,m > N,
1/2

2 = a5 =

CcOo1mo

" — ™|, < [lz™ — 20|

para cada 7, tenemos que {xgn)}neN es una sucesion de Cauchy en FE;. Sean, x; en E tal que

xgn) — g; cuando n — 00, v i = {¥; }ien. Veamos que y € E'y 2™ — y cuando n — oo.

Por (2.4)), para todo N € N se tiene

N
Sl ) i)

i=1

< [l — 23 <,
A

para n,m > N,. Haciendo tender m al infinito obtenemos

N

Z@Sn) — Yi, 902(-”) — Yi)E;

i=1

<e,
A

siempre que n > N,. De donde haciendo N — oo
||x(n) - yHE <eg nz No.

Esto demuestra que (V) — y pertenece a E, y por lo tanto y € E, asi mismo establece que

{2} converge a y en E.
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OBSERVACION 2.10. Si cada E; = A, en la construccién anterior obtenemos un médulo

de Hilbert sobre A, el cual consiste de todas las sucesiones (z;) con z; € A tal que la serie
2wt
ieN

es convergente en A. Este espacio se denota frecuentemente por 1?(A) 6 H(A). Si ademds se

toma A = C, entonces [?(A) es el espacio de Hilbert usual /2.

2.2. Completacion de un Mdédulo pre-Hilbert.

Una de las principales ventajas de los espacios pre-Hilbert es es que admiten una com-
pletacion, de manera que, es muy natural preguntarse si este fenomeno también ocurre en
relacion a los A-modulos pre-Hilbert. La respuesta a esta pregunta es afirmativa y esta sec-
cion esta dedicada a dar de forma detallada la completacion de estos espacios, cabe destacar
que dicha propiedad estd estrechamente relacionada con el hecho que A es un espacio de

Banach.

LEMA 2.11. St E es un modulo pre-Hilbert entonces

(a) Para todo x, 2’ y,y € E
Iz, y)e — (&' y ) ella < llz = 2'llellyle + lzllely — y'lle-
(b) Si (xy), (yn) son sucesiones de Cauchy en E, entonces {{x,,yn)} converge en A.

DEMOSTRACION.

(a) Estas parte resulta de la desigualdad (2.3)) y de la identidad

(x,)g— @ y)e=@@ -2 e+ y—9)e

(b) Si (z,), (yn) son sucesiones de Cauchy en F, entonces las sucesiones numéricas

{llznlle}, {llynll } £ convergen y son acotadas. Asi por (a), se obtiene

1z, yn) 2 = (s Ym) plla < llon = 2wl 2llynlle + [[2mllEllyn = ymlle = 0,

cuando n, m tienden a infinito, es decir, {(z,, y,)} es una sucesién de Cauchy en .A.

Como A es una algebra de Banach, se tiene que {(x,,y,)} converge en A.
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A continuacién demostraremos un resultado de espacios métricos que permitira demostrar

la completacion de un modulo pre-Hilbert.

LEMA 2.12. Si S es un subconjunto denso de un espacio métrico (X,d) tal que toda

sucesion de Cauchy en S converge a un punto de X, entonces X es completo.

DEMOSTRACION.
Sea (z,) sucesién de Cauchy en X, y sea € > 0, como S es denso en X para cada n existe
s, € S tal que
€
(T, sp) < e
de donde
d(Sny Sm) < d(Sn, Tn) + d(Sm, i) + (T, ) — 0,
cuando n y m tienden a infinito. Luego (s,) es una sucesién de Cauchy en S. Por hipdtesis

existe s € X tal que s, — s. Ademas
d(zn, s) < d(zn, $p) + d(Sn, s) — 0,
cuando n tiende al infinito, es decir, x,, — s. Se ha probado que X es completo. 0

Al igual que ocurre para los espacios pre-Hilbert usuales todo médulo pre-Hilbert admite

una completacién, mas precisamente tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.13 (Completacién de un médulo pre-Hilbert). Todo mddulo pre-Hilbert

(E,(-,-)) admite una completacion.

DEMOSTRACION.

El esquema de la demostracion es el siguiente.

(a) Sea C[E] el conjunto formado por las sucesiones de Cauchy de E, sobre este conjunto

definimos la siguiente relacion de equivalencia
($n> ~ (yn) <~ lim Hxn - ynHE = 0.
n—oo

(b) Definamos E como el conjunto de las clases de equivalencias obtenidos de la relacion

~, es decir,

E ={[(z,)] : () es de Cauchy en E}.
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Entonces F es un A-modulo con las siguientes operaciones

[(zn)] + [(yn)] = [(@n + yn)],
A(zn)] = [(Azn)], A €C,
a-[(zn)] = [(a-2,)], a€A

Se puede probar que estas operaciones estan bien definidas, ya que no dependen de
los representantes de las clases.

Para z € E denotemos por 2 = [(z,z,x,...)], y sea
W ={z*:2¢€ L}
Definamos ¢ : E — W, por
o(z) =z,
Entonces, ¢ satisface

p(Ar +y) = Ap(z) + ¢(y), (z,y€ E,AeC),

Por el Lema (2.11)), el limite de la derecha siempre existe y no depende de los
representantes de las clases. Por otro lado si (z, )z = 0, entonces

lim [|z,]e = Mm [|[(20, 2.) 6] 4 =
n—oo n—oo

Luego (z,) ~ (0). De donde [(z,)] = [(0)], esto es Z = 0, por lo tanto (-,-)z

define un producto interno en E.

Ademas si denotamos por || - ||z la norma generada por éste, entonces
170z = 1E 26l = i [, 2 4” = lim [lzn]o. (2.5)
n—oo

Con esta norma, para todo x € E se tiene que

16(2)15 = 117 = lim |lz]ls = |12l
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Es decir ¢ es isometria.
(e) Afirmamos que (E, (-, -) ) es médulo de Hilbert. Por Lema (2.12) es suficiente probar
que W es denso y que toda sucesiéon de Cauchy en W converge en E.

Si ¥ = [(z,)] € E, entonces para todo m

17 = 25l = M — emallz = Jim 70 = ol
asi
lim ||z -z ||z = Um ||z, —2zn|e =0,
m—o0 o

)

es decir, 20° — x, de donde W es denso en F.

o0

Tomemos ahora una sucesién de Cauchy en (2

) en W. Como ¢ es isometria
l#n = zmlle = [|0(2n = 2m)ll 5 = [l27° = 2315 — 0,

cuando n y m tienden a infinito. Luego (z,) es una sucesién de Cauchy en E.

Tomemos % = [(z,)] entonces T € E y
lm ||z — 2|z = lm |z, — 2,/ =0,
m—o00 n,m— 00

- -
de manera que (z2°) converge a .

3. Submdédulos y complemento ortogonal.

DEFINICION 2.14. Sea S un subcojunto no vacio de E, decimos que S es un submddulo
de E, si S es subespacio vectorial de E'y as € S para todo a € A. Si ademas S es cerrado

respecto a la norma || - ||z decimos que S es un submddulo cerrado de E.

EJEMPLO 2.15 (Complemento Ortogonal). Sea S un submédulo cerrado de un A-médulo

E, definimos el complemento ortogonal S+ por
St={x € FE:(x,y)p =0, para todo y € E}.
Se tiene que S+ es un submddulo cerrado de E.

Una de las grandes diferencias entre los moédulos y los espacios de Hilbert es que la

igualdad £ = S+ @ S no se cumple en general, como muestra el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 2.16. Sea A = C([a,b]) el dlgebra C* de las funciones a valores complejos

continuas en [a, b] y el producto interno definido por

(fr9)=fg

para f, g € C([a,b]).
Tomemos E = A, y

S=A{feE: f(a) = f(b) =0},

Entonces St = {0}. En efecto, sea f € S tal que f(x) # 0 si z € (a,b). Si g € St entonces

(f,9)=1fg=0
Luego
f(2)g(z) =0,Yx € [a,b].

La igualdad anterior implica
g(x) =0, para todo z € (a,b).
Por continuidad de g, se obtiene

g(a) = lim g(xz +a) =0,

z—0t

andlogamente g(b) = 0, asi que S+ = {0}, y por lo tanto
S@St=85+E.

4. Operadores lineales entre médulos de Hilbert.

DEFINICION 2.17. Sean (E, (-, -)2), (F2, (-, -)2) dos A-mddulos de Hilbert sobre el mismo
cuerpo de escalares, tenemos las siguientes definiciones
(a) Sea T : Fy — FE,, decimos que T es un operador A-lineal si
(i) T(ax) = aTz, paratodoa € Ay x € Ej.
(ii) T(A\x +y) = AXTx + Ty, para todo z,y € F; y todo escalar A.
(b) Sea T' : E; — Es un operador lineal. Decimos que que T es un operador acotado

cuando existe M > 0, tal que

[Tz]]y < M.
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DEFINICION 2.18. Sea
Bu(FE1, Ey) = {T : E; — Es, tales que T es operador lineal y acotado}.
Tenemos que B4(FE4, Es) es un espacio vectorial con las operaciones usuales
(Th + ) (z) = Thz + Do,

T(A\x) = (\T)z.
Adicionalmente B4(F1, Es) es un A-mdédulo con la operacién
(aT)(z) = aT'z, para todo a € A.
La norma en este espacio viene dada de la siguiente manera
1T = s T2

Al ser E5 espacio de Banach, tenemos que B4(FE1, F») es un algebra de Banach.

Denotaremos por B4(FE) al conjunto al conjunto B4(F, E), es decir,
Bu(E) = Ba(E, E).

EJEMPLO 2.19. Sean A = [*°(C), a,, = (0,0,...,0,0,1,0,0,...) con 1 en la posicién n,

entonces a, € A, la serie Y _a, no converge, ya que no converge absolutamente, ademés

neN

estd acotada por 1 pues
N

>

n=1

<1, para todo N.
A
Sean F = [*(A) (ver Observacién 2.10), e el elemento unidad de A y ¢, € E la sucesién

dada por
en =(0,0,...,0,0,e,0,0,...),

donde e ocupa la posicién n. El conjunto {e,} es un conjunto ortonormal, es decir,
(enser)E = On, k€.

Definamos T : £ — E, como

Ty = E TpQy, * €1

neN

donde z = (z,) € E.
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Veamos que T esta bien definido.
Como {e,} es un conjunto ortonormal se tiene que cada x = (x,) € E admite la repre-

sentaciéon
r=(x,) = an €.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en E, tenemos

o - 121 oo 1/2
Z TG, < Z T, Z ana,,
n=N A n=N A lIn=N A

~ 121 o 1/2
= Z Tny, Z .
n=N A n=N A
~ 1/2
< Z Ty Nooe 0,
A

de manera que la serie ) . anx, converge en A. De hecho T' es acotado, ya que, para todo
r=(z,) €F

1/2

IT@)]le = I(T(@), T(@)sl 4 = = [lz]|e.

E Tnxy

neN

E AnTp

neN

A A

DEFINICION 2.20. Al conjunto B4(F,.A) se le llama conjunto de funcionales lineales de

E en A, y se le denota por E*A. Esto es
E*A = Bu(E, A).

EJEMPLO 2.21. A cada = € F le podemos asociar el funcional 7 € E*4 definido por

para todo y € E.
Usaremos la siguiente notacion
E={3:z€E}.
DEFINICION 2.22. Un mddulo de Hilbert E se llama autodual si

EA—=E.
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Es decir si a todo funcional lineal f : E — A le corresponde tnico y € E tal que

f(x) = (z,9)E,

para todo x € E.

DEFINICION 2.23. Sea T € B4(FE1, E3). Decimos que T' es adjuntable si existe un opera-

dor T* € B4(FE», Ey), tal que para todo =z € Ey,y € E,
<T$,y>2 = <.§L’,T*y>1

Se puede probar que, si tal operador T* existe es Unico, a este operador se le llama adjunto

del operador T

Otra de las diferencias mas marcadas entre los espacios de Hilbert y los médulos de
Hilbert es que no todo operador lineal y acotado es adjuntable, tal y como se muestra en el

siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.24. Sea T' como en el Ejemplo (2.19), supongamos que T es adjuntable, y

escribamos T*(e1) como

T*(e1) = > Yn - €n,
neN
entonces por linealidad

yn = (T"(e1), €n) = (1, T(en)) = a;, = an,

luego

T*(e1) = Zan cen = (an),

sin embargo

1/2 1/2

17" (e)) e = =

E ana;,

neN
esto implica que T*(e;) ¢ E, ya que Y

>

neN

Y

%
nen @n 1O converge en A, por lo tanto 7™ no puede

existir.

PROPOSICION 2.25. Sea
By(E) ={T € B4(E), tales que T™ existe }.

Entonces BY(E) es un dlgebra C* con involucion T — T™.
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DEMOSTRACION.

Sean (7},) una sucesiéon en B%(E) y T = lim,,_.« T},, entonces
(Tz,y)p = lim (T2, y)p = lim (2, T7y)p = (z, lim Ty)p,

luego

T" = lim 7).

Esto implica que B%(E) es una subdalgebra cerrada de B4(E), y por lo tanto es un algebra
de Banach.
Veamos que la funciéon 7' — T es una involucién. Sean 77,75 € B%(E) y A un escalar,

para todo z,y € K

<[E, (Tl*)*y>E = <T1*x’y>E = <T1y7x>*E = <$,T1y>E,

asi que (T7)* =T;.

Andlogamente se prueba que

(WTy)" = TyTY

y
(AT + Tp)* = \Ty + Ty
Por otra parte
Tz, Tx)ella = [KT"Tz,2)6lla
< [TTx|glz|e
< T Tl2lE < 17T )
De donde

ITI* = sup [Tz, Tz)glla < ITIT].

|zl z=1

Esta tltima desigualdad implica que

1T < (|77
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Ademas, cambiando T por T* y usando que (7*)* = T se obtiene que ||| < ||T||. Por lo
tanto

171 = (1T

La siguiente proposicién caracteriza los elementos positivos de B (E).

PROPOSICION 2.26. Para un operador T € B(FE), las siguientes condiciones son equiva-

lentes

(a) T es un elemento positivo de B (FE).
(b) (Tx,z)p > 0, para todo x € E.

DEMOSTRACION.

(@ —b)

Como T es un elemento positivo de B (E), entonces existe S € B%(E) tal que T = SS*,
por lo tanto, para todo z € F

(Tx,x)g = (Sz,Sz)p > 0.
(b—a)
Supongamos ahora que (T'z,z)g > 0 para todo = € E, entonces
(Tz,z2)p = (Tz,z)y = (x,Tr)p.

Como la aplicacién (z,y) — (T'z,y) g, define un producto interno en E, por la identidad de

polarizacion (2.1) se tiene que
(Tz,y)p = (z, Ty)E,
para todo z,y € E, de donde 7' es autoadjunto. Luego T" € BY(E).

Por la Proposicién 1.15] existen operadores positivos 1%, T € B%(E) tales que
T =T.T,=0 y T=T,—T.
Por lo tanto,
<(T+ - T—)x7$>E >0

para todo x € E. De donde
(T-z,2)p < (Tyz,2)E
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para todo x € E. Lo cual a su vez implica
(T3z,0)p = (T?2, T_2)p < (T, T_2,T_z)g = 0.
Por otro lado, como T2 es positivo por el mismo argumento de la implicacién anterior
(T*x,2)p >0,
de donde
(T?z,2)p =0,
para todo x € E. El mismo argumento de la identidad de polarizacion nos dice
(T3x,y)p =0,
para todo x,y € E, por lo tanto
T3 =0.

Dedonde T =0y T =T, > 0. U

DEFINICION 2.27. Un operador U € B*(E) es unitario si y sélo si es sobreyectivo y

(Uz,Uy) = (,y),

para todo x,y € E.

Finalizamos el capitulo presentando un el siguiente resultado debido a W.L Paschke, cuya

demostracién puede verse en [32].

TEOREMA 2.28. Sea E un A-modulo de Hilbert. Entonces E* es un A-mddulo de Hilbert
autodual que contiene a E como submddulo (identificando E con E) Ademds, cada operador

en Ba(E) puede ser extendido de manera inica a un operador en BY(E).

*x* En qué se basa la demostracién? Serfa bueno hacer referencia al resultado principal

que se use en la prueba.



CAPITULO 3

Funciones definidas positivas a valores en algebras de Von
Neumann
En este capitulo se estudian algunos aspectos generales de la teoria de funciones definidas
positivas a valores en un algebra de Von Neunamn, asi como las técnicas usadas por Kakihara
[22] para obtener la representacién integral de esta clase de funciones.
1. Nicleos definidos positivos.

DEFINICION 3.1. Sea € un conjunto no vacio, una funcién I' : Q x Q — A se llama

A-niicleo definido positivo o mas brevemente nicleo definido positivo si

Zaia;T(wi,wj) > 0. (3.1)

4,J

para todo numero natural n, ay, as, ..., a, € A, wi,ws,...,w, € Q.

1.1. Médulo de Hilbert asociado a un nicleo definido positivo.
Sea I' un nicleo definido positivo entonces le podemos asociar un moédulo de Hilbert de

la siguiente manera. Tomemos
F(,A) ={f:Q— A, con soporte finito},
este conjunto es un A-médulo con la accién ¢ : A x F(2, A) — F(Q, A) dada por
¢(a, f) = af,

donde a(f)(w) = (af)(w) para todo w € €.

Definamos el producto
(f9)r = T(w,w) fw)g(w').

Se tiene que (-,-)r cumple todas las propiedades de producto interno, salvo quizés la

condicién (f, f)r = 0 implica f = 0. Asi la aplicacién ||f||r = (f, f)r, es una seminorma.

30
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Tomando
Ne={f e F(Q,A): (f, f)r =0},
la desigualdad Cauchy-Schwarz generalizada (2.4), implica que Nr es un submédulo de
F(Q,A), por lo tanto podemos formar de manera usual el cociente
F(A)/Nr={f+Nr:feF(Q A}
A este espacio se le puede dotar de estructura de médulo pre-Hilbert con las operaciones

a(f + NF) = af + NF7

(f+ Nr,g+ Nr) = (f.9)r.

Por lo tanto su completacién es un A-médulo de Hilbert.

1.2. Nucleos reproductivos en médulos de Hilbert.

DEFINICION 3.2. Sean I' :  x Q — A un ntcleo definido positivo, £ un A-mddulo
de Hilbert cuyos elementos son funciones definidas en €2 a valores en A. Diremos que E es

modulo de Hilbert con nicleo reproductivo T, si se satisfacen las siguientes propiedades
(i) Para cada w € Q, I'(w,-) € E.
(i) Paracadaw e Qy z € E, z(w) = (z,['(w,-)).

El ntcleo I' es llamado nicleo reproductivo de E.

LEMA 3.3. Sea X mddulo de Hilbert con nicleo reproductivo I' : Q x Q — A, entonces

para w,w' € Q se tiene

(a) I'(w,w) > 0.

(b)) T'(w,w") =T(w',w)*.

(e) 117 (w1 L < [T (w0471 () 1
DEMOSTRACION.
(a), (b) se siguen de la definicién. (c) Por la desigualdad Cauchy-Schwarz

||F(w7 w/)HA - ||<F(w7 ')a F(w/a )>||A
< (0w, ), P, DI, ), T’ )1

1/2 1/2
= |IT(w, w)| [T (', )|,
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O

PROPOSICION 3.4. Para cada nicleo definido positivo T' : Q@ — A existe un unico (salvo

isomorfismos) A-mddulo de Hilbert Er que admite a I' como nicleo reproductivo.

DEMOSTRACION.

Sea F, el conjunto de las funciones f : Q2 — A de la forma
f() = Zair(wiv ')7
i=1

donde a; € A, w; € €.

E, tiene estructura de A-médulo con el producto (af)(w) = af(w), para
i=1 j=i

definimos

o gho =3 abD(uws, ul). (3.2)

Para probar que esto es un producto interno basta verificar que (f, f), = 0 implica f = 0.

Antes de chequear esta propiedad, nétese que I'(w, ) € E, para cualquier w € ), y ademads
<f7 F(wa ')>0 = Z (ZZ'F('LUZ', w) = f(w)a
i=1

de manera que si (f, f), = 0, entonces para w € 2

1/2 1/2
1 @)l = 1KF T, Dolla < I Dol N (w, w) I = 0. (3-3)
Por lo tanto E, es un A-mdédulo pre-Hilbert. Denotemos por || - |, la norma asociada a

este espacio.

Sean {f,} una sucesién de Cauchy en E, y w € ), entonces
[ fn(w) = fn(w)lla = [[{fa = fom; T(w, - ))ol|a < [[fn = Fnllol T (w, w)][o,
as{ {fn(w)} es una sucesién de Cauchy en A, por lo tanto existe a,, € A tal que

lim f,(w) = ay.

n—oo
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Denotamos por C[FE,] la coleccién de sucesiones de Cauchy en E,, lo anterior nos permite

definir una funcién ¢ tal que a cada {f,} € C[X,] le asigna la funcién
Qo(fn)() 1= A,

o(fn)(w) = lim f,(w), para todo w € .

Sea X1 = ¢(C[E,]), sobre éste conjunto podemos definir el producto interno como

(o(fn), 0(gn))r = nh;lgo<fm In)os

La norma || - || para este espacio viene dada como sigue
/2 _ 4 12 _ o
leClle = () e Gl = i [ fdoll = lim Il (34)

Por otro lado, observemos que I'(w,-) € Er para todo w € €, esto implica que el conjunto

E, C Er, ademas I' es nicleo reproductivo del conjunto Er, pues

<30(fn>7 F<w7 )>F = nlir{.lo<fm F(wv ')>o = nlirgo fn<w) = (P(fn)<w)

Ahora tomemos ¢(f,,) € Er, entonces para cada m la sucesién {f, — fi}n es de Cauchy en

E,y
i fo(@) = (@) = @Ufa)(@) = @) = @(fn = fr) @),

de donde por (3.4)

||90(fn) - fm”F = ||90(fn - fm)HF = nlililo ||fn — fm”o mno 0.

Es decir f,, — ©(fn) v E, es denso en Er.
Tomemos ahora (f,,) sucesiéon de Cauchy en E,, veamos que esta sucesion converge a un

elemento de Er. Definamos F':  — A como

de esta manera F' € Er, y
|F = fulle = Mo [1fo = fllo =570,

se sigue que f,, — F, luego por el Lemma (2.12) resulta la completitud de Er. [l
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2. Funciones definidas positivas en grupos abelianos localmente compactos
En lo que sigue salvo que se indique lo contario E denota un A-moédulo de Hilbert y G
un grupo abeliano localmente compacto.

Para un subconjunto M de E, ling (M) denotara el submédulo generado por M, es decir,

ling(M) ={aymi + -+ a,m, :a; € A,m; € M,n € N}.

DEFINICION 3.5. Una funcién U : G — B(E)

(a) Se dice una representacion unitaria de G en E si
(7) U(s) es un operador unitario para todo s € G.
(i) U(st) = U(s)U(t) para todos s,t € G.
(73) U(e) = I, el operador identidad.

Es usual escribir Us, en lugar de U(s), y referirse a (Us)see como la representacion

unitaria.

(b) La representacién es continua si para cada x € F la funcién s — U,z es continua,
es decir, si s, — s en G implica ||Us, x — Usz||g — 0.

(c¢) Un vector z, € E se dice ciclico para una representacion (Us) si

ling{Us(z,) : s € G} = E.

DEFINICION 3.6. Una funcién T : G — A se llama definida positiva si

Z CLiCL;T(SiS;l> Z O,

i?j

para todo nuimero natural n, a{,...,a, € A, s1,...s, € G.

EJEMPLO 3.7. Sea (Us) una representacién unitaria de G sobre E. Para todo z € E la

funcion

fz(s) = (z,Usx)p,s € G
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es definida positiva. En efecto

n n
Z Gia;fx(3;15j> = Z a;a (i, Us;15¢x>E
i,j=1 tj=1

n

= Z a;a;(z, U Us,x) E

1,j=1

= <iaiUsi$,iaiUsix> > 0.
i=1 i=1 E

PROPOSICION 3.8. Sea T : G — A una funcidén definida positiva. Entonces

(@) [|C(s)||a < |T(€)||la, para todo s € G;
(i) |T(s) = Y|4 <2/ T(e) — Y 1s) ||l Y (e)||l4, para todo s,t € G;

(7i) Y es continua si y sdlo si es continua en s = e.

DEMOSTRACION.
Para s,t € G sea
[(s,t) =Yt 's),

entonces I' es un nicleo definido positivo, sea E el médulo de Hilbert que admite a I' como

nicleo reproductivo, entonces para todo s € GG
T(s) =TI(s,e) =(I'(s,-),I'(e,")) .
Como T'(s,s) = T(s7s) = T(e) se tiene que
[T (s)lla = IT(s, €)la

< {D(s, ), D(s, NI (e, ) Dle, DI

1/2 1/2
— |IT(s, )17 (e, €)1

= [IT(e)]].a-
Por otro lado
IT(s) =T@I% = [KC(s,) = T(t,-), Tle, ) el
< [127(e) = I'(¢,5) = (s, )] allT(e)]|.4

< 2|T(e) = I(s, )[4l T ()4

2/ (e) = Tt s) ]l Y (e)]l.a-
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De esto es inmediato que si T es continua en e, entonces Y es continua. 0]

PROPOSICION 3.9. Sea T : G — A una funcién definida positiva, entonces existe un
mddulo de Hilbert E, una representacion unitaria (Us) de G sobre E, y un vector ciclico

x, € F tal que
T(S> - <st07xo>E

para todo s € G. Ademds Y es continua si y solo si (Us) es continua.

DEMOSTRACION.
Sean I'(s,t) = T(st™!) y E su médulo de Hilbert asociado. Consideremos E, el conjunto

de funciones de la forma

<U8(f>7Us(f)>0 = <Zaif(ssi7')7Zajf(55j7‘)>
= Z aiaj*f(ssi, 55;)
= Zaia;f(si,sj) ={f, o

De donde U, es unitario.
Como FE, es denso en FE, para cada s € G podemos extender Ug a todo E. Si seguimos

llamando Us a dicha extension, se sigue que (Us) es una representacién unitaria de G' sobre
E.

Sea z, = I['(e, ), entonces z, € E, y para s € G
Y(s) = (T(s,-), T(e, ")) = (Us(wo), zo),

de nuevo como E, es denso en E se tiene

ling{Us(z,) : s € G} =ling{I['(s,") : s € G} = E, = E.
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Por lo tanto z, es vector ciclico para la representacién (Us).
Veamos que la continuidad de T implica la continuidad de la representacién (Uy). Para

todo x € E se cumple
|Usx — Ugzx| = 2(z,x) — (x,Ugg—12) — (Ugs—r12, ),

asi pues basta probar que (Uy) es débilmente continua. Sea z € E, tal que

n
T = E MU, 2o,
k=0

entonces

{Usz, @) = (Usa, )| < Y NeAjIH{Uso, o) = {Usto, o) — 0,

kj=1
cuando s — §', esto es suficiente para probar que (Us) es debilmente continua ya que z, es

ciclico. O

3. Algunos hechos sobre algebras de Von Neumann.

En esta secciéon se exponen de manera introductoria algunas pocas propiedades sobre

algebras de Von Neumann, para ver las demostraciones de estos enunciados ver [36].

DEFINICION 3.10. Se dice de A es un algebra de Von Neumann si A es el dual de algin
espacio de Banach, es decir, A = F* para algun espacio de Banach F.
Sakai demuestra en [37] que si existe tal F es tnico salvo isomorfismos. Dicho espacio es
llamado predual de A, usualmente se denota por A,.
Se dice que una funcién f : A — C es normal cuando
(o) = e
aEA a€A

para toda red creciente (G, )aea de elementos de A.

Se tiene que

A, ={f: A— C, tales que f es normal }.

Si denotamos por A la coleccién de funcionales positivos de A,, es decir,

AF ={f € A, : f(a) > 0 siempre que a > 0},
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tenemos la siguiente caracterizacion
A, =linc{f: fe Al}.

El ejemplo clasico en el caso no conmutativo, y de hecho, el més importante son los
espacios L(H), donde H es un espacio de Hilbert. De hecho se puede dar una definicién de
algebra de Von Neumann en relacién a L(H).

En adelante salvo se indique lo contrario A siempre serd un algebra de Von Neumann

conmutativa con unidad.

4. Topologia 0-débil en algebra de Von Neumann y topologia gramiana

en B(FE).

En vista de que el predual de A es un subconjunto de funcionales lineales, dicho conjunto
induce una topologia en A, tal topologia se llama topologia o-débil, y la denotaremos por
o(A,A,).

Por otro lado, sean p € Al v x,y € E, para T' € B4(E) se define la seminorma

NL(T) = |p((Tz,y)E)|.

Se define la topologia gramiana en B4(FE) como la topologia generada por la familia de

seminormas
. +
{N,() i,y e E,pe A},

esta topologia la denotaremos por 7¢.
Sean (7;,) sucesion en By (E) y T € B4(F), entonces T,, — T respecto a la topologia 7¢,

si para todo z,y € E'y p € Af

|p{(T7, = T)z,y)B| — 0.

Esta topologia nos permite definir un sentido de continuidad para funciones f : G — By(F),
mas precisamente, diremos que f es Tg-continua, si g, — g en G implica f,, — f; en 7¢.

~

DEFINICION 3.11. Dada una funcién p definida sobre B(G) a valores en un espacio
vectorial topoldgico (X, 7), diremos que u es una medida T-contablemente aditiva si satisface

cada una de las siguientes condiciones
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(a) u(@) =0.
(b) p es aditiva, es decir, u(AU B) = u(A) + p(B), para A, B borelianos disjuntos.

(¢) 3225 u(By) converge a u(|Jse, By) en la topologia 7, para toda sucecién de bore-

lianos disjuntos.

5. Representaciéon integral de funciones definidas positivas a valores en un

algebra de Von Neumann.

En el articulo de Kakihara se encuentra el siguiente resultado [22] pag. 295].

TEOREMA 3.12. Sean p € Al, (Us)seg una representacion unitaria tg-continua de G
sobre E. Entonces existe un espacio de Hilbert H,, una representacion unitaria (U,s)sec

~

débilmente continua de G sobre H,, y una medida espectral P, definida B(G) tal que

Ups = / (5,7) dBy(7), (3.5)

G

donde la igualdad anterior se debe interpretar de la siguiente manera

(U, o () ho)re, = / G APy (Vs b bl € H,.

a
DEMOSTRACION.

Para x,y € F definimos el producto

(z,9), = p({z,Y) E)-

Sean

NP = {l’ € E: <$,$>p = 0}7
E,=E/N,.
Como es usual £, es un espacio pre-Hilbert con el producto interno
(T + Np,y + Np)g, = (T, 9)p-

Tomemos H, como el espacio de Hilbert obtenido de la completacion de £, respecto a
este ultimo producto interno.

Para s € G definamos U, : £, — E, por

Ups(x + Np) = Us(x) + N,
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Como Us es sobreyectiva entonces U, s también lo es.

Ademads

<Up,5($ + Np)a Up,S(y + Np)>Ep = (Us(x) + Ny, Us(y) + NP>Ep

= p((z,y)E)
= (z,y),=(z+ N,y + Npy)p,

De donde (U, ) es representacion unitaria. Como E, es un subconjunto denso de H,
(identificando E, con un subconjunto denso de H,) entonces podemos extender U, s a todo
H,, tal extension la seguiremos denotando por U, ;.

Por otra parte afirmamos que la representacién (U, s) es débilmente continua. En efecto,
tomando en cuenta que los productos (-, )y, ¥ (-,-)g, coinciden en E,, si s, — s, entonces

para todo x,y € E tenemos

|<(Up,8n - Up,S)(x + Np)7y + Np>Ep| = [((Us, — Us)x + Np,y + Np>Ep|

= ((Us, — Us)x,y>p|

= |p((Us,x = Usz, y) )| — 0

cuando n tiende al infinito, ya que (Uy) es 1g-continua. Asi, por el teorema de Stone existe

una medida espectral P, en B(G) tal que
Up,s = /; (Sﬁ)deW)
G
[

La demostracién del siguiente resultado puede verse en [22, pag. 295] y se basa en el uso
de un subespacio denso en Ll(@ ,m) donde m es una medida regular, finita y positiva en G

que se construye convenientemente.
LEMA 3.13. Paraz,y € E y B € B(@) fijos, definimos A(p) : Af — C por

Alp) = (Bp(B)(x + Np),y + Nopn,
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entonces A puede ser extendido de forma unica a un funcional lineal y acotado en todo A,

mds precisamente existe un unico elemento P, ,(B) € A tal que

A(p) = p<Pw,y(B))a p € A..

En particular,
p(Pry(B)) = (By(B)(x + N,),y + Np)r,, p €Al

Sea p € Af, como P, : IB%(@) — B(H,), es una medida espectral, para todo h,k € H, la

~

funcién ppy : B(G) — C, dada por
i (B) = (Pp(B)h, k), ,
es una medida compleja regular. En particular si z,y € I, entonces x + N,,y + N, € H, y
fay(B) = (Bp(B)(x + N,),y + No)n,,
es una medida compleja regular, asi por definicién de P, ,(B) tenemos

p(Pry(B)) = (Pp(B)(x + Ny),y + Np>Hp = e y(B),

esto nos dice que pP, () es una medida compleja regular para todo z,y € E, p € Af.
En general si p € A, es arbitrario, existen escalares \1,..., A\, v p1,...,pn € A tales
que
p=pi+--+ Apn-
Entonces

P(Poy(B)) =Y Mepi(Pay(B)),

ya que pi(P(-)) es medida compleja regular lo mismo vale para p(P,,(-)). Hemos probado

el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.14. Para cada x,y € E fijos, la funcion B — P, ,(B) definida sobre
B(G) a valores en A, es una medida contablemente o(A, A,)-aditiva. Ademds para cada

v,y Eype A, pP,y(-) es una medida compleja reqular.

LEMA 3.15. Sean p € Af, (Us)seq una representacion unitaria 7g-continua de G sobre

E. Entonces
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(i) Para cada x,y € E se cumple

(Usz,y)5 = /G ) APy (7). (3.6)

para todo s € G.
(i) Para x,y,z € E ya € A, setiene Py, () = aPyy(-) + Poy(-) y Poy(:) = Py ()"

~

(i11) Para cada B € B(G), y € E fijos, la funcion x — P, ,(B) definida de E a valores

en A es un funcional lineal y acotado, es decir pertenece a E*.

DEMOSTRACION.

(i) Debemos probar que para todo p € A, y para todo s € G

(0 a)0)e) = o ([ Graa)).

G

En primer lugar probaremos el resultado para el caso en que p € Af. En ese caso

p((Us(z),y)p) = (Us(z) + Np,y + No)n,
= (Ups(z+N,),y+ Np>Hp

- / (5,7) d(Py(7)(x + N,),y + N,

G

G

= ([ GAnr,m).

Con esto se ha obtenido el resultado para funcionales en A .

_ / (5.7 d(p(Pyy (7))

Sea p € A, arbitrario, sean py,...,p, € A5, A1, ..., \, escalares tales que

p= Z NPk
h=1

entonces para cada 1 < k < n, tenemos




5. REPRESENTACION INTEGRAL PARA ALGEBRAS DE VON NEUMANN 43

Aplicando el resultado obtenido para funcionales en A}, tenemos

S Mepe((Us, ) )

k=1

p((Usz, y) i)

Por lo tanto

(Us(),y)e = [ (s,7)dPuy(v),5 € G.

S

(7i) Veamos la linealidad. Sean x,z € E, a € A, entonces para p € A,, por la parte

anterior

/ GdPay() = (Uslaz).y)s

G
= a<US$a y>E

_ / (5,7)d(aP,, (7)),

G

aplicando p a ambos lados se obtiene

| APy = | ol ()

G G

Como p(Pazy(+)) v pla(Pyy(-))) son medidas regulares entonces

p(Paa:,y<')) = p(aP:L‘7y('))7

como p es arbitrario, entonces Py () = aPy4(+).
Con un razonamiento analogo se prueba que Py, ,(-) = Py ,(-) + P,.(+), esto hace uso

de la regularidad de las medidas p(Py,(-) + p(Psy)), p(P.4(+)) y de la identidad

/@md(p(ﬂm» T p(Pay(7)) = émd<p<Pm+z,y<w>>>.

Veamos la igualdad P, ,(-) = P, .(-)*, tomemos p € A, como p es un funcional lineal po-

sitivo se cumple que p(Py(B)*) = p(P,4(B)), usando este hecho y que P,(B) es autoadjunto
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tenemos

Con un razonamiento similar a lo anterior se verifica que esta igualdad se cumple en todo
A, esto unido a la regularidad de las medidas nos dice que P, ,(-)* = P, ().
(717) La parte (4) nos dice que P, ,(B) es lineal, veamos que es acotada, notemos primero

lo siguiente

1/2
2+ Nollw, = @)Y

= |p({z, )|

1/2
< ol 2)ll4” = lloll 2 el -

Usando esto se obtiene

p(Pry(B))| = [(Bp(B)(x + Np),y + Npjr,|

1P (B) |+ Npllw, Iy + Nplin,

IN

A

< el /iyl

por lo tanto || P, ,(B)|| < ||z||/|ly||, es decir, P.,(B) es funcional lineal acotado independiente

de la escogencia de B. 0

~

DEFINICION 3.16. Una funcién p : B(G) — B*(E) es una medida espectral gramiana si

se cumple

~

(a) Paratodo B € B(G), u(B) es proyeccién ortogonal, estos es, u(B) = u(B)? = u(B)*.
(b) Para cada p € Af, y v,y € E la funcién pf , B(G) — C, dada por

wy,(B) = p({e(B)z, y)B).

es una medida compleja regular.
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TEOREMA 3.17. Sean E un mddulo de Hilbert autodual, s — U, un representacion unita-

ria de G sobre E, 1g-continua. Entonces existe una medida gramiana P definida sobre B(QG)

a valores operadores tal que

U, = / (s,7)dP(7),s € G. (3.7)

a
donde la integral es en la topologia gramiana, es decir,
Uag)e = [ AIAPO)og)E s € Gy € E.
a

DEMOSTRACION.
La demostracion se realiza en varios pasos.

Paso 1: Construccién de la medida P(-).

~

Fijemos B € B(G), entonces por Lema (3.15) para cada y € E P, ,(B) € E*, por lo

tanto existe un tnico z = z(y, B) € E tal que
P,,(B)={(z,2)p,x € E.
Asf pues a cada B € B(G) le podemos asociar la funcién P(B) : E — E dada por
P(B)y = =. (3.8)

Esto nos permite escribir

Pyy(B) = (z, P(B)y) k. (3.9)

La linealidad de P(B) es consecuencia inmediata de la linealidad de P, ,(5), supongamos

que P(B) no es acotado, entonces existe x, € E tal que ||z,||g < 1 tal que
1P(B)zo|lz > M,
para todo nimero real positivo. Si tomamos z, = P(B)z, entonces
1Pz e (B) 124 = |1 P(B)ao|| 2 > M.

de donde P, (B) seria no acotado, por lo tanto P(B) es un operador lineal y acotado.

Paso 2: P(-) : B(G) — B(E) es es una medida o-aditiva en respecto a la topologfa 7.
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Sean p € Af,z,y € E'y {B,} una sucesién de conjuntos medibles disjuntos, entonces
p <P (D Bk> T - Zn: P(By)z, y> = |p <P (G Bk) z, y> - Zn:p (P(Bk)z,y) g
k=1 k=1 E k=1 B k=1
= ppm,y <D Bk) - ippx,y(Bk)
k=1

k=1

_>O’

ya que pP, () es una medida compleja o-aditiva, por lo tanto P(-) es o-aditiva respecto a

TG -

Paso 3: P(-) es medida espectral Gramiana.

~

Sean z,y € E'y B € B(G), por definicién de P, ,(-) y por el Lema 3.15
(P(B)z,y)p = Px,y(B) = Py,w(B>* = (P(B)y,z)p = (z, P(B)y)E,

asi que P(B) es autoadjunto.

Sea p € A, como P,(B) es autoadjunto entonces
(x+ N, P(B)(y+ No))w, = (x,P(B)y),
= p(Pry(B))
= (x+ N, By + Np)>Hp7

de donde P(B)y + N, = P,(y + N,). Aplicando esta identidad dos veces y usando que
P,(B) = P,(B)?, se obtiene

P(B)y+ N, = P,(B)*(y + N,) = P,(B)(P(B)y + N,) = P*(B)y + N,,
esto implica
p({z, P(B)y)p) = (z+ Ny, P(B)y+ Np)n,
= (x+N,,P(B)’y+ N,)n,
= (z,P(B)*y), = p((z, P(B)*y)n),

como p es arbitrario, se sigue que (x, P(B)y)r = (x, P(B)*y)g, de donde P*(B) = P(B).

Por otro lado p({P(:)z,y)r) es una medida regular compleja ya que

p((P()z,y)e) = p((z, P()y)e) = p(Pry(-)), (3.10)

v p(Pry(+)) es una medida regular compleja.
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Paso 4: P(-) satisface la representacién integral.

Esto sigue directamente de la identidad
Poy(B) = Pyo(B)" = (y, P(B)r) = (P(B)z,y)p, (3.11)

de donde

<st,y>E=/@(s,v)dPx,y(v)=/<s77>d<P(7)w,y>E, (3.12)

5.1. Teorema de Kakihara.

En esta seccién se usard la topologia o-débil, que hemos denotado por o(A, A,) (ver 4).

-~

DEFINICION 3.18. Sea ¢ una medida sobre B(G) a valores en A y o(A, A,)-aditiva,
diremos que £ es positiva v reqular si cumple las siguientes condiciones
(a) £(B) es un elemento positivo de A para todo B € B(G).
(b) p&(+) es una medida compleja regular para todo p € Af.
Nétese que, ambas condiciones implican que p(£(+)) es medida a valores reales positiva y
regular, para todo p elemento positivo del predual. Denotaremos por M*(@, A)T al conjunto

de las medidas positivas y regulares, es decir,
M*(@, A ={¢: IB%(@) — A, tales que £ es regular y positiva }. (3.13)
PROPOSICION 3.19. Sea £ € ./\/l*(a, A)t entonces la funcion Y : G — A dada por

T(s) = /Amdf(’y),s €q. (3.14)

G

Es definida positiva y o(A, A,)-continua.

DEMOSTRACION.
Sean aj,...,a, € Ay1,...,s, € G, entonces

Z a;a;Y(sis; 1) = Z /@ (Sz‘Sj_laV)az‘a;df(V)

ij=1 ij=1

:/é(Z(Si,’Y)az) (Z(si,fy)ai> dé(~) > 0.

i=1 i=1
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Sea p € A, la 0(A, A,)-continuidad de la funcién es consecuencia inmediata de la identidad

p(Y(5)) = / Gd(pE)).

G

y del teorema de Bochner aplicado a la medida regular p(£(+)), que toma valores complejos,

y la funcién p(7(-)). O

TEOREMA 3.20 (Kakihara). Sean Y : G — A una funcion definida positiva y o(A, A,)-

continua entonces, existe una unica medida & € Mj(@, A) tal que

T(s) = /a(sm)df(v). (3.15)

DEMOSTRACION.
Por la Proposicién 3.9 existen un médulo de Hilbert E+y, una representaciéon unitaria

s — By, de G sobre Ey y un vector ciclico x, € Ey tal que
T(s) = (OsZo, To)Ey, S € G.

Como T es o(A, A,)-continua, entonces s — O, es To-continua, por el Teorema [2.28 esta re-
) ) G ; y
presentacion puede ser extendida de manera 1inica a una representacion unitaria 7g-continua

s — Us de G sobre el £}, como EY es modulo de Hilbert autodual por el Teorema 13.17

existe una medida espectral gramiana P sobre B(G) tal que

U, = /émdP(y), seG.

Definamos ¢ : ]B%(@) — A, por
§(B) = <P(B)x07-ro>E§-
Sean B € B(G), p € AF, como P(-) es una medida espectral tenemos
§(B) = (P(B)x,, 7o) 53 = (P(B)xo, P(B)x,)p; 2 0,

es decir, £(B) es un elemento positivo en el dlgebra, por otra parte

p(&(B)) = p((P(B)xo, %o) ),
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de donde p&(+) es una medida regular, por lo tanto & € M; (G, A). Por tltimo haciendo la

identificaciéon de E con FE, se obtiene

T(S) = <st07 xo)E%‘f

=[G = [ GaaE0)
G a
Para ver la unicidad, supongamos que existe otra medida u € ./\/lj(@ ,A) tal que

T(s) = /@(Sa’Y)dM(W)-
Entonces para p € A}

/ Gd(pu(n)) = /G Gd(pE(),

G
como p&(+), pu(-) son medidas complejas regulares entonces p&(-) = pu(+), y esto es suficiente

para probar que &(+) = pu(-). O

OBSERVACION 3.21. La medida £ del teorema previo satisface la condicién de que a&(-)

es regular para todo a € A, lo cual es consecuencia de la identidad

p(ag(-)) = p((P()(azo), %0) ),

y de que P es medida espectral gramiana. Esta propiedad jugara un papel muy importante

en el proximo capitulo.



CAP{TULO 4

Funciones definidas positivas a valores operadores sobre un

modulo de Hilbert autodual

En este capitulo se define la nocion de funcion definida positiva definida sobre un grupo
abeliano localmente compacto a valores operadores en un A-moédulo de Hilbert autodual, a
partir del teorema de Kakihara [22] se da una representacién integral de tipo Bochner para
este tipo de funciones, dicha representacién es andloga a la obtenida por Falb en [18], la

cual corresponde al caso en el que las funciones toman valores operadores sobre un espacio

de Hilbert.

1. Representacion integral de funciones definidas positivas a valores operadores

sobre un mdédulo de Hilbert autodual.

A lo largo de este capitulo E es un médulo de Hilbert autodual. Sea T un operador lineal

y acotado en E, sabemos por la Proposicién 2.26/ que 1" es positivo en B%(E) si
(Tz,x)g >0,

para todo x € E.
Sea T un funcién definida sobre G a valores en B4(FE), para cada x € E definamos la

funcién T, : G — A dada por
T.(s) =(Y(s)z,x)g,s € G. (4.1)
Supongamos que Y, es definida positiva, entonces

-1
Zaia;Tz(sisj ) >0,
2%
para cualesquiera aq,...,a, € Ay s1,...,8, € G. Pero

Z aia;Tx(siSj’l) = <Z aiajT(siSj’l):c, x>
i,j (2]

E

50
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Por lo tanto T, es definida positiva para todo x € F si, y s6lo si, el operador
T= Z aia;T(sis;l),
2%

es positivo, para cada a1,...,a, € Ay $1,...,8, € G.

Estas observaciones motivan la siguiente definicién.

DEFINICION 4.1. Sea T : G — B4(E) una funcién, diremos que Y es definida positiva si

para cada x € F la funcién

es definida positiva.

LEMA 4.2. Sea B : Ex E — A, una forma sesquilineal acotada, entonces existe un unico
operador T € B%(E) tal que
(b) 1Bl = 1T1-

DEMOSTRACION.
Fijemos x € E, es claro B(z,-)* es lineal y acotado es decir, B(x,-)* € E*A, como E es

autodual existe un unico z = z(z) € E que satisface

B(l’,y)* = <y7 Z)Ea
para todo y € E/, de donde
B(z,y) = (z,y)p,y € E.

Definamos 7' : E — E por

Entonces B se escribe como
B(z,y) = (T'r,y) 5.

La linealidad de T es consecuencia de la linealidad de B en la primera variable, ahora la

igualdad

<Tx7y>E = B([L‘,y) = B*(y,ZL‘) = <Ty7x>*E = <‘TaTy>Ea
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valida para todo x,y € F, implica que T" es autoadjunto. Por otra parte, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz (2.3)
1B yllla . ITlxllyle

|B]| = sup < = || |-
ey |2llEllvlle = ayzo  lzlEllylle
Por definicién
B Tx, T T
w2020 |ZIElVE ~ srorazo TlelTx|e  2z0 |zle

Por lo tanto T' € B4 (E) y || B = ||T.

LEMA 4.3. Si Y : G — B4(F) es definida positiva y Tg-continua entonces la funcion
T.(s) = (Y(s)z,z)E,
es definida positiva y (A, Ay)-continua, para cada x € E.

DEMOSTRACION.

Sean p € Af, x,y € E'y (s,) sucesién de elementos de G tal que s,, — s. Por hipdtesis

p(eT(sn), y) e — p(T(s)2,y) i,

En particular cuando = = y tenemos que

Esto es suficente para probar que T, es o(A, A,)-continua. Ademads, para cada r € FE la

funcion T, es definida positiva por la Definicién 4.1.

O

~

DEFINICION 4.4. Sea X : B(G) — B*%(F) una medida contablemente aditiva en la topo-
logia 7¢, diremos que X es medida regular positiva si cumple las siguientes condiciones
(a) 2(B) es un operador positivo para todo B € B(G).
(b) p({3(-)x,y) k) es una medida compleja regular para todo p € Af.

PROPOSICION 4.5. Sea ¥ una medida definida sobre los borelianos de G a valores en

B%(E) regular y positiva, entonces la funcion

T(s) = / 5,745, s € G.

G
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es definida positiva y Tg-continua.

DEMOSTRACION.

Seanx € E, ay,...,a, € Ay s1,...,s, € G, entonces

n

Zaia;Tm(sisj_l) = Z/@(Sisj_l,y)aia;d(Z(y)x,@E

i,j=1 4,j=1

) (o) s

i=1 i=1
de donde T es definida positiva.

Para probar la continuidad basta notar que

P (), 7 = / G d(p(E()z, 2)5), p € AL s € G,

G

y usar que p(X(-)z, z) es medida regular positiva junto con la Proposicién 3.19. O

TEOREMA 4.6. Sea T : G — By(E) una funcion 1g-continua y definida positiva, enton-

ces existe una unica medida positiva y regular X : B(G) — B%(E) tal que

T(s) = /@WdZ(v), s€Gq. (4.2)

Donde esta ultima integral debe entenderse en el sentido débil, es decir,

(T(s)e, ) = / Go)AE()e, g, s € G,y € E.

a
DEMOSTRACION.
Sea x € F, y consideremos la funciéon Y, por hipétesis T, : G — A y por el Lema 4.3 es
definida positiva y 7g-continua, de donde por el teorema de Kakihara 3.20) existe una tnica

medida &, € M} (G, A) tal que

(T(s)2, 2) s = / G)den(7), s € G, (43)

G

Para cada boreliano A de @, definamos
Bar:E X E — A,

por
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Por otro lado para z,y € E, definamos i, : IB%(@) — A como la medida inducida por

Ba(z,y) cuando variamos A en los borelianos de G, es decir

fa(B) = Ba(a.y). (4.5)

La regularidad de &, para todo z € E junto con la Observacion [3.21, implican la regula-
ridad de afi,, para todo a € A.
Veamos que Ba(+, -) es una forma sesquilineal. En efecto, para cada s € G fijo la aplicacién

(x,y) — (Y(s)x,y) g es una forma sesquilineal, entonces por la identidad de polarizacién (2.1))

3
(Y(s) Z@k )z +i*y), v + iy g,

k=0

PMH

para todo x,y € E.

Combinando esto ultimo con (4.3), se obtiene

3
sz )z +i*y), x + i*y)p
k=0

_ Z / N, ()
_ /G (5 7) gty (7).

| =

(Y(s)r,y)p =

valido para todo x,y € E,s € G.

De esta identidad y la linealidad del producto interno resulta

/@ o)ty (7) = /G o)t (1) + /A(Sm)duy,z('y)

a
= [ G+ )0
de donde
| G010 = [ Gl + 1,00
para todo p € Af. De la regularidad de las medidas piy s, @fty . + .-, se deduce que
Maz+zy = Az, T [y 2,

y por lo tanto Ba(-,-) es lineal en la primera componente para todo A € IB%((A}')

Para todo A € Cy z € F se cumple

(Y(s)(Az), A\x) g = A2 (X(s)x, z) k.
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De donde
| Een) = [ GAaie ).
Como |A|%¢, es una medida regular positiva a valores en A, la unicidad de la medida &,,
implica que
() = ‘)"2593(')-
Usando este hecho, para todo A € B(G) resulta
a) &(A) = 0.

= Ba(y,x).

Veamos ahora Ba es acotado. Como Ba es forma sesquilineal satisface

Ba(z,y) = i ;i’“B(m + %y, 2 4 i*y),
de manera que, basta con probar que B es continua en la diagonal. De la definicion de Ba
se tiene
Ba(e,2) = &(A) — G(A) + i€ases (A) — i€ (A)
= £(8) + 16(8) — e (A)
= &(A).
Asi que

[Ba(z, 2)]la = [I&(A)].a

Por otra parte, como &, es medida positiva y aditiva entonces

£(G) = &(A) = &(G\ A) >0,
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por la Proposicién [1.16, tenemos

1€2(A)la < 1€(B) 4,

de donde

1Bate. o)l = [&(A)]a
< &(G)lla
s

G A
= Y(e)z,2)ella < 1T ()l

Esta identidad implica que Ba es acotado, mas atun es acotado independientemente de la
escogencia de A.
Por el Lema 4.2 a cada Boreliano A le corresponde un tnico operador Ta € B%(E) tal

que
Ba(z,y) = (Taz,y)g,z,y € E.
Estas observaciones implican que la funcién ¥ : B(G) — B*%(FE) dada por
5(A) =Tk,
esta bien definida, y satisface
(E(A)z,y)p = (Taz,y)p = Ba(r,y) = pray(A). (4.6)

Ademads para cada p € A tenemos

p((E(A)z,y)E) = p(pey(AD))

De esta igualdad se deduce que X(-) es una medida regular y positiva en el sentido de la
topologia gramiana, ya que fi,,(-) una medida regular y positiva en el sentido de la topologia

o(A, Af). Adicionalmente (4.6) implica que

(T(s)e,y)p = /G o) ditay(7)

— / (s, Az, y) k),

G
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para todo s € Gy x,y € E. Por lo tanto

T(s) = /émdz(’y), seGqG.
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