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Caṕıtulo 2. Funciones y medidas en espacios de Krein. 19

1. Polinomios trigonométricos y transformada de Hilbert en espacios de Krein 19

2. Funciones a valores vectores en espacios de Krein 20

3. Funciones a valores operadores en espacios de Krein 22

4. Medidas a valores operadores en espacios de Krein 24
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de Krein. 29

1. Extensión a valores operadores del teorema de Helson y Szegö en Krein. 29
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Resumen

Los espacios de Krein son una generalización de los espacios de Hilbert.

El conocido teorema de Helson - Szegö da una condición necesaria y suficiente para que el

pasado y el futuro esten en ángulo estrictamente positivo. En este trabajo se da una versión

a valores operadores en espacios de Krein del teorema de Helson - Szegö.
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Introducción

En este trabajo se presentan los espacios de Krein los cuales son una generalización de

los espacios de Hilbert.

En el caṕıtulo 1 presentamos las bases de la definición de espacios de Krein. Uno de los

resultados más importantes que se presentan en este caṕıtulo es la equivalencia de las nor-

mas asociadas a descomposiciones fundamentales distintas. Esto permite definir la topoloǵıa

fuerte en espacios de Krein. También se presenta una generalización para espacios de Krein

del teorema de representación de Riesz para funcionales lineales continuos en la topoloǵıa

fuerte.

El teorema de Helson y Szegö [10] da una condición necesaria y suficiente para que

la transformada de Hilbert sea acotada sobre L2(T, µ). La condición es que µ debe ser

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, dµ = wdx, y la densidad w

tiene la forma w = exp(u + ṽ), con u ∈ L∞(T) y ‖v‖∞ < π
2

donde ṽ denota la conjugada

armónica de v. Sean P1 y P2 las variedades lineales generadas por {eikx : k ∈ Z, k ≥ 0} y

{eikx : k ∈ Z, k ≤ −1} respectivamente, la condición de Helson y Szegö también dan una

condición necesaria y suficiente para que P1 y P2 tengan un ángulo, α0(µ), estrictamente

positivo en L2 (T, µ) .

Los caṕıtulos 2 y 3 están inspirados en el art́ıculo de Bruzual - Domı́nguez, “Operator-

valued extension of the theorem of Helson and Szegö”. En las sección 2 de este art́ıculo

se presentan resultados de funciones a valores vectores, funciones a valores operadores y

medidas a valores operadores en espacios de Hilbert. En el caṕıtulo 2 de este trabajo de

grado, se obtienen las versiones para espacios de Krein de tales resultados.

Finalmente, en el caṕıtulo 3, obtenemos el resultado principal de este trabajo el cual es

una versión del teorema de Helson - Szegö a valores operadores en espacios de Krein. La

versión para espacios de Hilbert está en el art́ıculo de Bruzual - Domı́nguez [5], sección 3.
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CAṔıTULO 1

Espacios de Krein

En este caṕıtulo, consideramos la definición de producto interno, no necesariamente semi-

definido. Definiremos descomposiciones y simetŕıas fundamentales para espacio de Krein.

También se estudiarán los funcionales lineales continuos en espacios de Krein.

1. Espacios con producto interno

Definición 1.1. Sea F un espacio vectorial. Un producto interno en F es una función

〈 , 〉 : F × F −→ C

que satisface

1) 〈α1x1 + x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ 〈x2, y〉 para todo α1 ∈ C, x1, x2, y ∈ F
2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ F .

Al par (F , 〈 , 〉) se le llama espacio con producto interno.

Si (F , 〈 , 〉) es un espacio con producto interno entonces (F ,−〈 , 〉) también es un

espacio con producto interno. Este espacio se conoce con el nombre de antiespacio de F .

Si (F , 〈 , 〉) es un espacio con producto interno, entonces se puede ver que:

〈x, y〉 = 1
4
〈x + y, x + y〉 − 1

4
〈x− y, x− y〉+ i

4
〈x + iy, x + iy〉 − i

4
〈x− iy, x− iy〉.

Es importante destacar que la fórmula anterior implica que un producto interno está dado

por sus valores en la diagonal {(x, x) : x ∈ F}.
Sea x un elemento del espacio con producto interno (F , 〈 , 〉), como

〈x, x〉 = 〈x, x〉 se tiene que 〈x, x〉 siempre es un número real.

Se dice que x es positivo en (F , 〈 , 〉), negativo en (F , 〈 , 〉) o neutro en (F , 〈 , 〉) si

〈x, x〉 > 0, 〈x, x〉 < 0 ó 〈x, x〉 = 0, respectivamente.

Si el espacio con producto interno (F , 〈 , 〉) posee tanto elementos positivos como nega-

tivos, se dice que (F , 〈 , 〉) es un espacio con producto interno indefinido. En caso contrario

se dice que el producto interno es semi-definido.
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1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 4

Lema 1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si (F , 〈 , 〉) es un espacio con producto

interno semi-definido, entonces se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 para todo x, y ∈ (F , 〈 , 〉).

La demostración es la misma que se da para espacios de Hilbert.

Lema 1.3. Todo espacio con producto interno indefinido posee elementos neutros no

nulos.

Demostración. Sean x e y tales que 〈x, x〉 > 0, 〈y, y〉 < 0. La ecuación

〈x, x〉+ 2λRe〈x, y〉+ λ2〈y, y〉 = 0,

tiene solución real λ0.

Sea z = x + λ0y, entonces

〈z, z〉 = 〈x + λ0y, x + λ0y〉 = 〈x, x〉+ 2λ0Re〈x, y〉+ λ2
0〈y, y〉 = 0.

Si se cumpliera z = 0, se tendŕıa que

〈x, x〉 = 〈−λ0y,−λ0y〉 = |λ0|2〈y, y〉,

lo que contradice la hipótesis inicial. ¤

Definición 1.4. Un producto interno semi-definido puede ser semi-definido

positivo si 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x, semi-definido negativo si 〈x, x〉 ≤ 0 para todo x o neutro

si 〈x, x〉 = 0 para todo x (en este último caso es semi-definido positivo y negativo).

Definición 1.5. Se dice que un producto interno es definido si 〈x, x〉 = 0 implica x = 0.

En vista del lema anterior todo producto interno definido es semi-definido, por lo tanto en

este caso se tiene que 〈x, x〉 > 0 para x 6= 0 (producto interno definido positivo) o 〈x, x〉 < 0

para x 6= 0 (producto interno definido negativo).

De manera natural se define variedad lineal definida positiva, definida negativa, etc. Por

ejemplo una variedad lineal A es definida positiva si para x ∈ A se cumple 〈x, x〉 > 0 para

x 6= 0.
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Ejemplo 1.6. Sea µ una medida real (signada) definida en un espacio medible (Ω, Σ).

Sea |µ| la variación total de la medida y sea

F = {f : Ω → C :

∫

Ω

|f(ω)|2d|µ|(ω) < ∞}

Se tiene que

〈f, g〉 =

∫

Ω

|f(ω)|2g(ω)dµ(ω)}

define un producto interno en F . Dependiendo de las caracteŕısticas de la medida µ se

obtendrá un producto indefinido, semi - definido , definido, etc.

Teorema 1.7 (Krein - Smulian). Si el espacio con producto interno F posee un vec-

tor positivo (negativo) entonces todo elemento de Fes suma de dos vectores positivos (dos

vectores negativos).

Demostración. Sea x ∈ F y sea x0 ∈ F tal que 〈x0, x0〉 > 0. Para α ∈ R, sea

p(α) = 〈x + αx0, x + αxo〉 = 〈x, x〉+ 2αRe(〈x, x0〉) + α2〈x0, x0〉.

Como 〈x0, x0〉 > 0 se tiene que

ĺım
α→+∞

p(α) = +∞,

luego para α grande se tiene que

〈x + αx0, x + αx0〉 > 0,

por tanto, x + αx0 es positivo en F .

Finalmente, x = (x + αx0) + (−αx0) y los elementos x + αx0 y −αx0 son positivos en F .

El otro caso (vector negativo) se obtiene a partir de éste, considerando el anti-espacio de

F , es decir, cambiándole el signo al producto interno. ¤
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Si F es un espacio con producto interno, se definen los siguientes conjuntos

B0 = {x ∈ F : 〈x, x〉 = 0}.

B00 = {x ∈ F : 〈x, x〉 = 0, x 6= 0}.

B+ = {x ∈ F : 〈x, x〉 ≥ 0}.

B++ = {x ∈ F : 〈x, x〉 > 0, x = 0}.

B− = {x ∈ F : 〈x, x〉 ≤ 0}.

B−− = {x ∈ F : 〈x, x〉 < 0, x = 0}.

Corolario 1.8 (Krein - Smulian). Si F es un espacio con producto interno indefinido

entonces ninguno de los conjuntos B+,B++,B−,B−− es una variedad lineal en F .

2. Ortogonalidad en espacios con producto interno y vectores isotrópicos.

Sea F un espacio con producto interno y sean x, y ∈ F . Se dice que x e y son ortogonales

si 〈x, y〉 = 0, esto es, x ⊥ y.

Si A y B son dos subconjuntos de F se dice que A y B son ortogonales, esto es, A ⊥ B,

si x ⊥ y para todo x ∈ A, y ∈ B.

Si A1, ...,An son subconjuntos de F , la variedad lineal generada por A1, ...,An se deno-

tará por
∨{A1, ...,An}.

Lema 1.9. Sean L1, ...,Ln variedades lineales contenidas en F , ortogonales dos a dos. Si

cada una de las variedades lineales L1, ...,Ln es semi-definida positiva entonces
∨{L1, ...,Ln}

es semi-definida positiva.

Demostración. Basta notar que si xi ∈ Li, i = 1, ...n entonces

〈x1 + ... + xn, x1 + ... + xn〉 = 〈x1, x1〉+ ... + 〈xn, xn〉.

¤

Observación: Resultados análogos al lema anterior se satisfacen en variedades lineales

semi-definidas negativas, neutras, definidas positivas y definidas negativas.
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Definición 1.10. Sea L una variedad lineal contenida en un espacio con producto interno

F . La variedad lineal L ∩ L⊥, que se denotará por L0, se llama parte isotrópica de L y sus

elementos son llamados vectores isotrópicos de L. Si L0 6= {0} se dice que L es degenerado,

o que el producto interno es degenerado en L.

Note que todo el espacio F es degenerado si su parte isotrópica es F0 = F⊥ no es igual

a la variedad lineal nula {0}.

Lema 1.11. La parte isotrópica F0 de un espacio con producto interno semi-definido F
es el conjunto de los vectores neutros de F .

Demostración. claramente todo vector isotrópico es neutro, como en F vale la des-

igualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que si x ∈ F , y 〈x, x〉 = 0 entonces 〈x, y〉 = 0 para

todo y ∈ F . ¤

Como consecuencia de este lema se tiene que un espacio con producto interno neutro, es

necesariamente trivial, es decir,

Corolario 1.12. Si F es un espacio con producto interno neutro, entonces

〈x, y〉 = 0 para todo x, y ∈ F .

3. Operadores en espacios con producto interno

Sea F un espacio con producto interno 〈 , 〉. A continuación se dan unas definiciones

que extienden a las que se suelen dar para operadores en espacios de Hilbert.

Sea D ⊆ F una variedad lineal y sea T : D → F un operador lineal. A la variedad lineal

D se le llama el dominio del operador y se suele denotar con D(T).

Definición 1.13. Se dice que T es hermitiano (o 〈 , 〉- hermitiano si se quiere ser más

espećıfico) si,

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 para todo x, y ∈ D(T ).

Definición 1.14. Se dice que el operador lineal P : F → F es una proyección si

P 2 = P .

Definición 1.15. Se dice que el operador lineal P : F → F es una proyección ortogonal

o un proyector 〈 , 〉 ortogonal si P es una proyección y P es hermitiano.
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Definición 1.16. El operador lineal T : D(T) → F es una 〈 , 〉 isometŕıa si,

〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ D(T ).

Definición 1.17. Se dice que el operador lineal T es unitario si D(T) = F , T es una

isometŕıa y Rango(T)= F .

4. Descomposición fundamental y simetŕıas fundamentales

Definición 1.18. Sea F un espacio con producto interno. Se dice que F es

descomponible si se puede escribir como suma directa ortogonal de una variedad lineal neu-

tra, una variedad lineal definida positiva y una variedad lineal definida negativa, es decir,

existen variedades lineales F0,F+ y F− tales que

F = F0(u)F+(u)F−,

F0 ⊆ B0, F+ ⊆ B++, F− ⊆ B−−.

Toda descomposición del tipo anterior se llama descomposición fundamental.

La siguiente proposición justifica la notación que utilizamos.

Lema 1.19. Si F0,F+ y F− satisfacen la definición 1.18, entonces F0 es la parte isotrópi-

ca de F .

Demostración. Se puede ve que la parte isotrópica de F es igual a la suma directa

ortogonal de las partes isotrópicas de F0,F+ y F−. Como F+ y F− son definidos, su parte

isotrópica es el espacio nulo y como F0 es neutro, su parte isotrópica es el mismo. ¤

Corolario 1.20. Toda descomposición fundamental de un espacio con producto interno

no degenerado F es de la forma

F = F+(u)F−,

F+ ⊆ B++, F− ⊆ B−−.

Sea F un espacio con producto interno no degenerado, descomponible y sea F = F+(u)F−

una descomposición fundamental de F .

Si x ∈ F , x se puede descomponer, de manera única, como

x = x+ + x− con x+ ∈ F+, x− ∈ F−.
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Se definen los proyectores fundamentales asociados a la descomposición

F = F+(u)F− por

P+x = x+, P−x = x−

El operador J : F → F definido por

J = P+ − P−,

se llama simetŕıa fundamental correspondiente a la descomposición F = F+(u)F−.

Teorema 1.21. J es un operador invertible y P+, P− están determinados por J . En

efecto, se satisface:

a) P+ =
1

2
(I + J), b) P− =

1

2
(I − J) y c) J2 = I

Demostración. Veamos parte a). La parte b) es completamente análoga. Sean I la

matriz identidad, J = P+ − P− y x tal que x = x+ + x−, entonces

1

2
(I + J)x =

1

2
[Ix + Jx]

=
1

2
[x + (P+ − P−)x]

=
1

2
[x + P+x− P−x]

=
1

2
[x + x+ − x−]

=
1

2
[x+ + x− + x+ − x−]

= P+x.

Veamos parte c), J2(x) = (P+ − P−)(x)(P+ − P−)(x) = (x+ − x−)(x+ − x−) = x. ¤

Teorema 1.22. Se satisfacen las siguientes propiedades

(1) J es una isometŕıa, es decir,

〈Jx, Jy〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ F

(2) J es hermitiano, es decir,

〈Jx, y〉 = 〈x, Jy〉 para todo x, y ∈ F
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(3) Si se define 〈 , 〉J por

〈x, y〉J = 〈Jx, y〉,

entonces 〈 , 〉J es un producto interno definido positivo en F .

Demostración.

(1) Veamos que J es una isometŕıa,

〈Jx, Jy〉 = 〈(P+ − P−)(x), (P+ − P−)(y)〉

= 〈P+x− P−x, P+y − P−y〉

= 〈x+ − x−, y+ − y−〉

= x+y+ − x−y−

= 〈x+ + x−, y+ + y−〉

= 〈x, y〉.

(2) Veamos que J es hermitiano,

〈Jx, y〉 = 〈(P+ − P−)(x), y+ + y−〉

= 〈P+x− P−x, y+ + y−〉

= 〈x+ − x−, y+ + y−〉

= 〈x+ − x−, y+ + y−〉.

Luego,

〈Jx, y〉 = x+y+ + x−y−

= 〈x+ + x−, y+ + y−〉

= 〈x+ + x−, P+y − P−y〉

= 〈x+ + x−, (P+ − P−)y〉

= 〈x, Jy〉.
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(3) Veamos que 〈 , 〉J es un producto interno definido positivo,

〈x, x〉J = 〈Jx, x〉

= 〈(P+ − P−)x, x+ + x−〉

= 〈P+x− P−x, x+ + x−〉

= 〈x+ − x−, x+ + x−〉

= x+x+ − (−x−x−)

= x+x+ + x−x−.

Entonces en efecto 〈x, x〉J > 0 para todo x 6= 0.

¤

El producto interno 〈 , 〉J se conoce con el nombre de J−producto interno. Como este

producto es definido positivo, tiene una norma cuadrática asociada (la J−norma) definida

por

‖x‖J = (〈x, x〉J)1/2.

Lema 1.23. Sea J la simetŕıa fundamental correspondiente a la descomposición

F = F+(u)F− entonces

(1) F+ y F− son 〈 , 〉J-ortogonales.

(2) El operador J es una ‖ ‖J−isometŕıa.

Demostración.

(1) Sean x ∈ F+, y ∈ F−, entonces Jx = x y por lo tanto

〈x, y〉J = 〈Jx, y〉 = 〈x, y〉 = 0.

(2) Sea x ∈ F , entonces

‖Jx‖2
J = 〈Jx, Jx〉J = 〈J2x, Jx〉 = 〈x, Jx〉 = 〈Jx, x〉 = 〈x, x〉J = ‖x‖2

J .

¤

Lema 1.24. Sea J la simetŕıa fundamental correspondiente a la descomposición

F = F+(u)F− entonces para todo x, y ∈ F ,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖J‖y‖J ,
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Demostración. |〈x, y〉| = |〈Jx, Jy〉| = |〈x, Jy〉J | ≤ ‖x‖J‖Jy‖J = ‖x‖J‖y‖J . ¤

Por Lema 1.24 podemos concluir que la topoloǵıa inducida por ‖ ‖J es una mayorante

cuadrática.

Teorema 1.25. Si P+ y P− los proyectores fundamentales asociados a la descomposición

F = F+(u)F−, entonces

‖P+x‖J ≤ ‖x‖J y ‖P−x‖J ≤ ‖x‖J para todo x ∈ F .

Demostración. Veamos la primera desigualdad, la segunda es completamente análoga.

‖P+x‖J = (〈P+x, x+〉J)1/2

= 〈JP+x, x+〉1/2

= 〈Jx+, x+〉1/2

≤ 〈Jx, x〉1/2

= (〈x, x〉J)1/2

= ‖x‖J .

¤

5. Descomposición fundamental y completitud

Lema 1.26. Sea F un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible. Sean

F = F+
1 (u)F−

1 , F+
1 ⊆ B++, F−

1 ⊆ B−−

y

F = F+
2 (u)F−

2 , F+
2 ⊆ B++, F−

2 ⊆ B−−,

dos descomposiciones fundamentales de F .

Si (F+
1 , 〈 , 〉) y (F−

1 ,−〈 , 〉) son espacios de Hilbert, para q = 1, 2 sea Jq la simetŕıa

fundamental correspondiente a la descomposición fundamental F = F+
q (u)F−

q y sea τJq la

topoloǵıa mayorante de descomposición que corresponde con la Jq-norma, ‖ ‖Jq .

a) Existe una constante c1 > 0 tal que

‖x+‖J2 ≤ c1‖x+‖J1 para todo x+ ∈ F+
1 .
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b) Existe una constante c2 > 0 tal que

‖x−‖J2 ≤ c2‖x−‖J1 para todo x− ∈ F−
1 .

Demostración. Veamos parte a), por el Lema 1.24 se tiene que

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖J2‖y‖J2 .

Para y ∈ F , sea ψy : F+
1 → C definido por

ψy(x
+) = 〈x+, y〉,

entonces para cada x+ ∈ F+
1 se tiene que

sup{|ψy(x
+)| : y ∈ F , ‖y‖J2 ≤ 1} < +∞.

Del principio de acotación uniforme se deduce que

sup{‖ψy‖L(F+
1 ,C)| : y ∈ F , ‖y‖J2 ≤ 1} < +∞,

es decir existe β > 0 tal que para todo y ∈ F tal que ‖y‖J2 ≤ 1 y para todo x+ ∈ F+ se

cumple que

|〈x+, y〉| = |ψy(x
+)| ≤ β‖x+‖J1 .

Si x+ ∈ F+ entonces

‖x+‖J2 = sup
‖y‖J2

≤1

|〈x+, y〉J2|.

Como J2 es un operador 〈 , 〉J2-unitario se tiene que

‖x+‖J2 = sup
‖y‖J2

≤1

|〈x+, y〉J2|

= sup
‖y‖J2

≤1

|〈x+, J2y〉|

= sup
‖J2y‖J2

≤1

|〈x+, J2y〉|

= sup
‖z‖J2

≤1

|〈x+, z〉| ≤ β‖x+‖J1 .

La parte b) se deduce de la parte a), cambiándole el signo al producto interno.

¤
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Teorema 1.27. Sea F un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible.

Sean

F = F+
1 (u)F−

1 , F+
1 ⊆ B++, F−

1 ⊆ B−− y

F = F+
2 (u)F−

2 , F+
2 ⊆ B++, F−

2 ⊆ B−−,

dos descomposiciones fundamentales de F .

Si (F+
1 , 〈 , 〉) y (F−

1 ,−〈 , 〉) son espacios de Hilbert, entonces (F+
2 , 〈 , 〉) y (F−

2 ,−〈 , 〉)
también son espacios de Hilbert y las normas hilbertianas inducidas por ambas descomposi-

ciones son equivalentes.

Demostración. Para q = 1, 2 sea Jq la simetŕıa fundamental correspondiente a la des-

composición fundamental F = F+
q (u)F−

q y sea τJq la topoloǵıa mayorante de descomposición

que corresponde con la Jq-norma, ‖ ‖Jq . Basta probar que las normas ‖ ‖J1 y ‖ ‖J2 son equi-

valentes.

Para esto, veremos que

(1) Existe una constante α > 0 tal que

‖x‖J2 ≤ α‖x‖J1 para todo x ∈ F .

(2) Existe una constante β > 0 tal que

‖x+‖J2 ≤ β‖x‖J2 para todo x ∈ F .

(3) Existe una constante γ > 0 tal que

‖x‖J1 ≤ γ‖x‖J2 para todo x ∈ F .

Veamos (1), para x ∈ F sea x = x+ + x− la descomposición correspondiente a la suma

F = F+
1 (u)F−

1 entonces

‖x‖2
J2
≤ (‖x+‖J2 + ‖x−‖J2)

2

≤ (c1‖x+‖J1 + c2‖x−‖J1)
2

≤ (máx{c1, c2})2(‖x+‖J1 + ‖x−‖J1)
2

≤ 2(máx{c1, c2})2(‖x+‖2
J1

+ ‖x−‖2
J1

)

= 2(máx{c1, c2})2‖x‖2
J1

.
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Veamos (2), por lo hecho en el lema anterior,

‖x+‖2
J2
≤ c2

1‖x+‖2
J1

= c2
1〈x+, x+〉 = c2

1〈x+, x〉 ≤ c2
1‖x+‖J2‖x‖J2 ,

de donde

‖x+‖J2 ≤ c2
1‖x‖J2 .

Veamos (3), para x ∈ F , sea x = x+ + x− la descomposición correspondiente a la suma

F = F+
1 (u)F−

1 , entonces

‖x‖2
J1
≤ ‖J1x‖J2‖x‖J2

= |2x+ − x‖J2‖x‖J2

≤ (2‖x‖J2 + ‖x‖J2)‖x‖J2

≤ (2β + 1)‖x‖2
J2

.

¤

6. Definición, caracterización básica y topoloǵıa fuerte en espacios de Krein

Definición 1.28. Un espacio de Krein es un espacio K con producto interno 〈 , 〉 que

admite una descomposición fundamental

K = K+(u)K−, K+ ⊆ B++, K− ⊆ B−−,

tal que (K+, 〈 , 〉) y (K−,−〈 , 〉) son espacios de Hilbert.

Notación: En los textos y trabajos recientes relacionados con el tema de espacios con

métrica indefinida es usual utilizar el śımbolo ⊕ en vez del śımbolo (+̇). De ahora en adelante

se usará esta notación, del contexto deberá siempre quedar claro con respecto a que producto

se refiere la ortogonalidad. Es importante destacar que en espacios no degenerados no hay

que distinguir entre suma directa ortogonal ⊕ ó (+̇) y suma ortogonal.

A todo espacio de Krein se le puede asociar de manera natural un espacio de Hilbert de

la siguiente manera: se consideran los espacios de Hilbert K+ y K− y se hace su suma directa

ortogonal.
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Ejemplo 1.29. Sea K = C2 con el producto interno

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = x1x2 − y1y2,

es decir si e1 = (1, 0) y e2 = (0, 1) entonces

〈e1, e1〉 = 1, 〈e1, e2〉 = 0, 〈e2, e2〉 = −1.

Si se consideran

K+
1 = {(x, 0) : x ∈ C} , K−1 = {(0, y) : y ∈ C}

entonces (K+
1 , 〈 , 〉) y (K−1 ,−〈 , 〉) son espacios de Hilbert,

〈x, y〉 = 0 si x ∈ K+
1 , y ∈ K−1 y K = K+

1 (u)K−1 .

Por lo tanto, C2 con este producto es un espacio de Krein.

Si se consideran

K+
2 = {λ(2, 1) : λ ∈ C} y K−2 = {λ(1, 2) : λ ∈ C},

entonces también tenemos que (K+
2 , 〈 , 〉) y (K−2 ,−〈 , 〉), son espacios de Hilbert,

〈x, y〉 = 0 si x ∈ K+
2 , y ∈ K−2 y K = K+

2 (u)K−2 .

Este ejemplo que viene siendo el ejemplo no trivial más sencillo que se puede construir,

ilustra que una descomposición de la forma K = K+(u)K−, no necesariamente es única.

Sin embargo se satisfacen los siguientes resultados:

Si K es un espacio de Krein y K = K+
1 (u)K−1 , y K = K+

2 (u)K−2 son dos descomposiciones

fundamentales, entonces:

dim(K+
1 ) = dim(K+

2 ) y dim(K−1 ) = dim(K−2 )

y las topoloǵıas de los espacios

K+
1 (u)|K−1 | y K+

2 (u)|K−2 |
son equivalentes.

Del Lema 1.19 y el Teorema 1.27, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.30. Un espacio de Krein es no degenerado y descomponible. Si K es un

espacio de Krein y

K = K+ ⊕K−
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es una descomposición fundamental, entonces

(K+, 〈 , 〉) y (K−,−〈 , 〉)

son espacios de Hilbert.

Si |K−| denota el anti-espacio de K− se tiene que

|K| = K+ ⊕ |K−|,

es un espacio de Hilbert. Este espacio de Hilbert tiene un producto interno 〈 , 〉|K| y una

norma ‖ ‖|K|.
Por el Teorema 1.27 dos descomposiciones fundamentales dan origen a normas equiva-

lentes y por lo tanto dan origen a la misma topoloǵıa. Esta topoloǵıa es la que se conoce

como topoloǵıa fuerte. Además se cumple

|〈x, y〉K| ≤ ‖x‖|K|‖y‖|K| para todo x, y ∈ K.

En general, los conceptos de convergencia, continuidad, etc en un espacio de Krein se

refieren a esta topoloǵıa.

Si un espacio de Krein admite una descomposición de la forma K = K+(u)K− y uno de

los espacios K+ o K− es de dimensión finita, se dice que K es un espacio de Pontryagin. Este

caso es de particular interés, muchos de los problemas que se presentan en espacios de Krein

generales son mucho más simples en espacios de Pontryagin.

7. Funcionales lineales continuos en espacios de Krein

Sea (K, 〈 , 〉) un espacio de Krein, que admite una descomposición fundamental, dada

por

K = K+(u)K−, K+ ⊆ B++, K− ⊆ B−−,

sea J la simetŕıa fundamental asociada a la descomposición y 〈 , 〉J es el producto hilbertiano

que corresponde con la descomposición.

Lema 1.31. Si M⊆ K es un subconjunto denso, x ∈ K y

〈x, y〉 = 0 para todo y ∈M,

entonces x = 0.
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Demostración. Es importante destacar que el que M sea denso, lo que quiere decir es

que M es denso en |K|. Como el producto en |K| es 〈 , 〉J , se tiene que si z ∈ K y

〈z, y〉J = 0 para todo y ∈ K,

entonces z = 0.

Como 〈x, y〉 = 〈Jx, y〉J se tiene que Jx = 0 y por lo tanto x = 0. ¤

Proposición 1.32. Dado un espacio de Krein K y y ∈ K sea f : K → C dada por

f(x) = 〈x, y〉K para todo x ∈ K

entonces f es un funcional lineal y continuo.

Demostración. Por la versión para espacios de Krein de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz

|f(x)| = |〈x, y〉K| ≤ 〈x, x〉|K|〈y, y〉|K| = ‖x‖|K|‖y‖|K|.
¤

El siguiente resultado extiende el teorema de representación de Riesz para espacios de

Hilbert a espacios de Krein.

Teorema 1.33. Sea K un espacio de Krein y sea f : K → C un funcional lineal y

continuo. Entonces existe un único vector y ∈ K tal que

f(x) = 〈x, y〉K para todo x ∈ K.

Demostración. Por la definición de la topoloǵıa en K se tiene que f : |K| → C es un

funcional lineal y continuo.

Por el teorema de representación de Riesz para espacios de Krein, existe z ∈ K tal que

f(x) = 〈x, z〉J para todo x ∈ K. Como

f(x) = 〈x, z〉J = 〈Jx, z〉 = 〈x, Jz〉,

tomando y = Jz se obtiene el resultado de existencia.

La unicidad sigue de que K es no degenerado. ¤



CAṔıTULO 2

Funciones y medidas en espacios de Krein.

Basados en [5], presentamos las funciones a valores vectores, funciones a valores opera-

dores y medidas a valores operadores en espacios de Krein. Para ello presentamos primero

los operadores, polinomios trigonométricos y transformada de Hilbert a valores en Krein.

1. Polinomios trigonométricos y transformada de Hilbert en espacios de Krein

Consideraremos a (K, 〈, 〉K) espacio de Krein, con escalares complejos, ‖ ‖K la norma

asociada.

Sea T ≈ [0, 2π) el toro unidimensional y B(T) la σ- álgebra de Borel de T.

Sea (K, 〈 , 〉) un espacio de Krein, que admite una descomposición fundamental, dada

por

K = K+(u)K−, K+ ⊆ B++, K− ⊆ B−−,

sea J la simetŕıa fundamental asociada a la descomposición y 〈 , 〉J es el producto hilbertiano

que corresponde con la descomposición.

Sea |K−| denotando el anti-espacio de K− se tiene que

|K| = K+ ⊕ |K−|,

es un espacio de Hilbert, con producto interno 〈 , 〉|K| y una norma ‖ ‖|K|.

Definición 2.1. Un polinomio trigonométrico a valores en K es una función

ϕ : T→ K tal que

ϕ(x) =
∑

n∈Z
ξnen(x),

donde {ξn}n∈Z ⊂ K tiene soporte finito.

Sea P(K) el espacio de todos los polinomios trigonométricos.

Se define ϕ̂ : Z→ K tal que

ϕ̂(n) = ξn, n ∈ Z.

19
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Definición 2.2. La transformada de Hilbert H se puede definir usando los coeficientes

de Fourier para ϕ ∈ P(K),

(Hϕ)̂(n) = −i sgn(n)ϕ̂(n),

donde

sgn(n) =





1 si n ≥ 0

0 si n < 0

2. Funciones a valores vectores en espacios de Krein

Dados f : T→ K, ζ ∈ K denotaremos por fζ a la función fζ : T→ C tal que

fζ(x) = 〈ζ, f(x)〉K.

Definición 2.3. Sea f : T→ K, f es débilmente medible si para todo ζ ∈ K, la función

fζ es medible.

Note que K es separable por hipótesis, entonces la función x → ‖f(x)‖|K| es medible.

Para 1 ≤ p < ∞, denotaremos por Lp
K(T) al conjunto de las funciones f : T → K tales que

f es débilmente medible y ∫

T
‖f(x)‖p

|K|dx < ∞.

Proposición 2.4. Si f ∈ L1
K(T) y ζ ∈ K entonces fζ ∈ L1(T).

Demostración. Si f ∈ L1
K(T) y ζ ∈ K, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

se presentó en el Caṕıtulo 1, vemos que,

∫

T
|fζ(x)|dx =

∫ 2π

0

|〈ζ, f(x)〉K|dx

≤
∫ 2π

0

‖ζ‖|K|‖f(x)‖|K|dx

= ‖ζ‖|K|
∫ 2π

0

‖f(x)‖|K|dx

< ∞

¤
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Proposición 2.5. Si f ∈ L1
K(T) y n ∈ Z existe un vector ξn ∈ K tal que

f̂ζ(n) = 〈ζ, ξn〉K

donde f̂ζ(n) denota el coeficiente de Fourier de fζ.

Demostración. Sea f ∈ L1
K(T) y ζ ∈ K, usando la proposición anterior, se tiene que

fζ ∈ L1(π) entonces existe f̂ζ(n).

Sea ln : K → C dada por

ln(ζ) = f̂ζ(n).

Entonces

ln(ζ) =

∫ 2π

0

e−inxfζ(x)dx

=

∫ 2π

0

e−inx〈ζ, f(x)〉Kdx

=

∫ 2π

0

〈ζ, einxf(x)〉Kdx.

Por lo tanto ln es un funcional lineal.

Por la versión para espacios de Krein del teorema de representación de Riesz, tenemos

que existe un vector ξn ∈ K tal que

ln(ζ) = 〈ζ, ξn〉K,

de donde,

f̂ζ(n) = 〈ζ, ξn〉K.

¤

Definición 2.6. El vector ξn de la proposición anterior se denota por f̂(n) y es llamado

el coeficiente de Fourier de f y la aplicación n → f̂(n) es llamada transformada de Fourier

de f .
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3. Funciones a valores operadores en espacios de Krein

Sea L(K) = {T : K → K, lineal y continuo (con la topoloǵıa fuerte)}.
Dada una descomposición fundamental K = K+(u)K− y |K−| denota el anti-espacio de

K− se tiene que |K| = K+ ⊕ |K−| es un espacio de Hilbert y sea J la simetŕıa fundamental

asociada a la descomposición. Sea ζ ∈ K, sea T ∈ L(K), definimos

‖T‖L(|K|) = sup
‖ζ‖J=1

‖T (ζ)‖J .

Note que para todo ζ ∈ K obtenemos,

‖Tζ‖|K| ≤ ‖T‖L(|K|)‖ζ‖|K|.

Dados F : T → L(K), ζ, ξ ∈ K, denotaremos Fζξ a la función a valores complejos

Fζξ : T→ C dada por

Fζξ(x) = 〈F (x)ζ, ξ〉K.

Definición 2.7. Sea F : T → L(K), F es débilmente medible si para todo ζ, ξ ∈ K la

función Fζξ es medible.

Sea F : T→ L(K), débilmente medible, si x ∈ T entonces

‖F (x)‖L(|K|) = sup
‖ζ‖K=‖ξ‖K=1

|〈F (x)ζ, ξ〉K|.

Note que como K es separable por hipótesis, la función

x → ‖F (x)‖L(|K|)

es medible. Para 1 ≤ p < ∞, denotaremos por Lp
L|K|(T) al conjunto de las funciones F :

T → L(K) tal que
∫
T ‖F (x)‖p

L(|K|)dx < ∞ para alguna descomposición fundamental de K y

el espacio de Hilbert asociado |K|.

Proposición 2.8. Si F ∈ L1
L(|K|)(T) y ζ, ξ ∈ K entonces Fζξ ∈ L1(T).
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Demostración. Si F ∈ L1
L(|K|)(T) y ζ, ξ ∈ K, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

vemos,
∫ 2π

0

|Fζξ(x)|dx =

∫ 2π

0

|〈F (x)ζ, ξ〉K|dx

≤
∫ 2π

0

‖F (x)ζ‖|K|‖ξ‖|K|dx

≤
∫ 2π

0

‖F (x)‖L(|K|)‖ζ‖|K|‖ξ‖|K|dx

< ∞.

¤

Proposición 2.9. Si F ∈ L1
L(|K|)(T), ζ, ξ ∈ K y n ∈ Z existe una aplicación lineal

continua F̂ (n) ∈ L(K) tal que

F̂ζξ(n) = 〈F̂ (n)ζ, ξ〉K.

Demostración. Sea F ∈ L1
L(|K|)(T) y ζ, ξ ∈ K, n ∈ Z, entonces Fζξ ∈ L1(T) por tanto

existe F̂ζξ(n).

Sea lnFζ : K → C dada por lnFζ(ξ) = F̂ζξ(n) entonces

lnFζ(ξ) =

∫ 2π

0

e−inxFζξ(x)dx

=

∫ 2π

0

e−inx〈F (x)ζ, ξ〉Kdx

=

∫ 2π

0

〈e−inxF (x)ζ, ξ〉Kdx.

Por lo tanto lnFζ es un funcional antilineal.

Por la versión del teorema de representación de Riesz para espacios de Krein, obtenemos

que existe YnFζ ∈ K tal que

lnFζ(ξ) = 〈YnFζ , ξ〉K.

Sea F̂ (n) : K → K dada por F̂ (n)ζ = YnFζ para ζ ∈ K.

Luego,

〈F̂ (n)ζ, ξ〉K = 〈YnFζ , ξ〉K = lnFζ(ξ) = F̂ζξ(n)

¤
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4. Medidas a valores operadores en espacios de Krein

Definición 2.10. Una medida a valores en L(K) es una función µ : B(T) → L(K) tal

que para cada ζ, ξ ∈ K, ∆ ∈ B(T), la función definida por

µζξ(∆) = 〈µ(∆)ζ, ξ〉K,

es una medida finita de Radon sobre T que toma valores escalares.

Un operador µ es positivo si 〈µ(∆)ξ, ξ〉K ≥ 0 para todo ξ ∈ K. Si µ(∆) es un operador

positivo para todo ∆ ∈ B(T) decimos que la medida µ es positiva.

Consideremos el conjunto:

M(K) = {µ/µ : B(T) → L(K), una medida tal que sup
∆∈B(T)

‖µ(∆)‖L(|K|) < ∞}.

Observemos que cada W ∈ L1
L(K)(T) da origen a una medida µ ∈M(K) mediante

d〈µ(x)ζ, ξ〉K = 〈W (x)ζ, ξ〉Kdx = Wζξ(x)dx.

Como es natural la medida µ asociada a W ∈ L1
L(K)(T) será denotada dµ = Wdx. En

este caso la medida µ es positiva si y sólo si 〈W (x)ζ, ξ〉K ≥ 0 para casi todo x, es decir, el

operador W (x) es no negativo para casi todo x.

Denotemos por P el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos definidos

en T a valores escalares.

Proposición 2.11. Sea µ ∈ M(K) y c = sup∆∈B(T) ‖µ(∆)‖L(|K|). Entonces existe un

único operador lineal Tµ : P → L(K) tal que

(a) Para todo p ∈ P , ζ, ξ ∈ K tenemos que

〈Tµ(p)ζ, ξ〉K =

∫ 2π

0

p(x)d〈µ(x)ζ, ξ〉K.

(b) Para todo p ∈ P tenemos que

‖Tµ(p)‖|K| ≤ 4c‖p‖∞

Demostración.
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(a) Para ζ, ξ ∈ K, sea

B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

p(x)d〈µ(x)ζ, ξ〉K.

Entonces B es sesquilineal sobre K × K. Usando la descomposición de Hahn ( en

parte real y parte imaginaria) obtenemos

‖B(ζ, ξ)‖ ≤ 4c‖p‖∞‖ζ‖K‖ξ‖K.

Para ζ fijo, sea f : K → C tal que

f(ξ) = B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

p(x)d〈µ(x)ζ, ξ〉K.

Dados ξ1, ξ2 ∈ K, λ ∈ C, tenemos que

f(λξ1 + ξ2) = λf(ξ1) + f(ξ2).

Es decir, f es antilineal. Por la versión para espacios de Krein del teorema de

representación de Riesz, existe θ ∈ K tal que

f(ξ) = 〈θ, ξ〉K.

Sea Tµ(p) : K → K tal que

Tµ(p)ζ = θ.

Entonces

〈Tµ(p)ζ, ξ〉K = 〈θ, ξ〉K = f(ξ) = B(ζ, ξ) =

∫ 2π

0

p(x)d〈µ(x)ζ, ξ〉K.

(b) Como B es sesquilineal entonces Tµ(p) es lineal. Además de

‖〈Tµ(p)ζ, ξ〉K‖ = ‖B(ζ, ξ)‖ ≤ 4c‖p‖∞‖ζ‖K‖ξ‖K

se sigue que Tµ(p) es continuo y

‖Tµ(p)‖ ≤ 4c‖p‖∞

¤

Sea µ ∈M(K), definimos µ̂ : Z→ L(K) tal que

µ̂(n) = Tµ(e−n), n ∈ Z.
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Proposición 2.12. Si ζ, ξ ∈ K y n ∈ Z entonces

〈µ̂(n)ζ, ξ〉K =

∫ 2π

0

e−inxd〈µ(x)ζ, ξ〉K = µ̂ζξ(n).

Demostración. Si ζ, ξ ∈ K, n ∈ Z,

〈µ̂(n)ζ, ξ〉K = 〈Tµ(e−n)ζ, ξ〉K

=

∫ 2π

0

e−n(x)d〈µ(x)ζ, ξ〉K

=

∫ 2π

0

e−inxdµζξ(x) = µ̂ζξ(n).

¤

Para µ ∈M(K), ϕ, ψ ∈ P(K) definimos

〈ϕ, ψ〉µ =
∑

m,n∈Z
〈µ̂(m− n)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K.

Proposición 2.13. Si µ ∈M(K), ϕ, ψ ∈ P(K) entonces

〈ϕ, ψ〉µ =
∑

m,n∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)xd〈µ(x)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K.

Demostración.

〈ϕ, ψ〉µ =
∑

m,n∈Z
〈µ̂(m− n)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K

=
∑

m,n∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)xd〈µ(x)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K.

¤

En el caso escalar K = C obtenemos que

〈p, q〉µ =

∫ 2π

0

p(x)q(x)dµ(x) con p, q ∈ P .

Proposición 2.14. Supongamos que dµ = Wdx, W ∈ L1
L(K)(T). Si ϕ, ψ ∈ P(K) enton-

ces

〈ϕ, ψ〉µ =

∫ 2π

0

〈W (x)ϕ(x), ψ(x)〉Kdx.
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Demostración. Si ϕ, ψ ∈ P(K) entonces

ϕ(x) =
∑

n∈Z
ϕ̂(n)einx, ψ(x) =

∑

m∈Z
ψ̂(m)eimx

de donde

〈ϕ, ψ〉µ =
∑

m,n∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)xd〈µ(x)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K

=
∑

m,n∈Z

∫ 2π

0

e−i(m−n)x〈W (x)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉Kdx

=
∑

m,n∈Z

∫ 2π

0

e−imxeinx〈W (x)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉Kdx

=

∫ 2π

0

〈
W (x)

∑

n∈Z
ϕ̂(n)einx,

∑

m∈Z
ψ̂(m)eimx

〉

K
dx

=

∫ 2π

0

〈W (x)ϕ(x), ψ(x)〉Kdx.

¤

Proposición 2.15. Sea µ ∈M(K) entonces

a) 〈 , 〉µ es sesquilineal en P(K).

b) 〈 , 〉µ es no negativa si y sólo si µ es una medida positiva.

Demostración. La parte a) se sigue de la definición de 〈 , 〉µ. En efecto, si ϕ, ψ y

γ ∈ P(K) entonces

〈ϕ + γ, ψ〉µ =
∑

m,n∈Z
〈µ̂(m− n)(ϕ̂(n) + γ̂(n)), ψ̂(m)〉K

=
∑

m,n∈Z
〈µ̂(m− n)ϕ̂(n), ψ̂(m)〉K +

∑

m,n∈Z
〈µ̂(m− n)γ̂(n), ψ̂(m)〉K

= 〈ϕ, ψ〉µ + 〈γ, ψ〉µ.

La parte b) es una aplicación directa del Lema 1 de [1].

¤

Si µ ∈M(K), ϕ, ψ ∈ P(K) escribimos
∫ 2π

0

〈dµ(x)ϕ(x), ψ(x)〉K = 〈ϕ, ψ〉µ.
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Proposición 2.16. Sea µ ∈M(K), ϕ, ψ ∈ P(K) y n ∈ Z entonces

〈enϕ, enψ〉µ = 〈ϕ, ψ〉µ

Demostración.

〈enϕ, enψ〉µ =
∑

m,j∈Z
〈µ̂(m− j)enϕ̂(j), enψ̂(m)〉K

=
∑

m,j∈Z
e−inxeinx〈µ̂(m− j)ϕ̂(j), ψ̂(m)〉K

=
∑

m,j∈Z
e−i(n−n)x〈µ̂(m− j)ϕ̂(j), ψ̂(m)〉K

= 〈ϕ, ψ〉µ.

¤

Si µ ∈M(K) es una medida positiva usaremos ‖ ‖µ para denotar la norma (posiblemente

degenerada) asociada a 〈 , 〉µ.

Proposición 2.17. Sea µ ∈M(K) medida positiva, ϕ ∈ P(K) y n ∈ Z entonces

‖enϕ‖µ = ‖ϕ‖µ.

Demostración.

‖enϕ‖2
µ = 〈enϕ, enϕ〉µ = 〈ϕ, ϕ〉µ = ‖ϕ‖2

µ.

De donde,

‖enϕ‖µ = ‖ϕ‖µ.

¤

Sea

M(K)+ = {µ ∈M(K) : µ̂(n) = 0 si n < 0}.
Observe que si µ ∈M(K)+ y ζ, ξ ∈ K, entonces para la medida escalar µζξ tenemos que

µ̂ζξ(n) = 0 para n < 0.

Por el teorema de F. y M. Riesz, existe hζξ ∈ H1(T) tal que

(2.1) dµζξ(x) = hζξ(x)dx.



CAṔıTULO 3

Una versión del teorema de Helson y Szegö a valores operadores

en espacios de Krein.

En este caṕıtulo se presenta el principal resultado de este trabajo, el cual es una versión

del teorema de Helson - Szegö a valores operadores para espacios de Krein.

Los resultados y las definiciones de este caṕıtulo son versiones para espacios de Krein de

los dados en [5] para espacios de Hilbert.

1. Extensión a valores operadores del teorema de Helson y Szegö en Krein.

Daremos caracterizaciones de los µ ∈ M(K), tales que dµ = Wdx donde W ∈ L1
L(K)(T)

y

〈Hϕ,Hϕ〉µ ≤ M2 〈ϕ, ϕ〉µ
para todo ϕ ∈ P(K). Es decir,

∫ 2π

0

〈W (x)Hϕ(x), Hϕ(x)〉Kdx ≤ M2

∫ 2π

0

〈W (x)ϕ(x), ϕ(x)〉Kdx

para todo ϕ ∈ P(K).

El grupo dual de T es el grupo de los enteros Z = {0,±1,±2, ...}. Consideremos los

conjuntos Z1 = {n ∈ Z : n ≥ 0} y Z2 = {n ∈ Z : n < 0}.
Sean

P1(K) = {ϕ ∈ P(K) : ϕ̂(n) = 0 si n < 0}, y

P2(K) = {ϕ ∈ P(K) : ϕ̂(n) = 0 si n ≥ 0}.

Para µ ∈M(K) positivo y n un entero no negativo, sea

ρn(µ) = sup{|〈enϕ1, ϕ2〉µ| : ϕ1 ∈ P1(K), ϕ2 ∈ P2(K), ‖ϕ1‖µ = ‖ϕ2‖µ = 1}

Sea ρn(W ) = ρn(µ) cuando dµ = Wdx, para W ∈ L1
L(K)(T).

Es claro que 0 ≤ ρn(µ) ≤ 1.

29
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Consideremos ahora la clausura de enP1(K) y P2(K) con respecto a ‖ ‖µ. Usualmente

P2(K) es llamado el pasado, P1(K) es llamado el futuro después del instante n, todos con

respecto a ‖ ‖µ.

Observemos que:

(a) Los espacios P1(K) y P2(K) son ortogonales con respecto a 〈 , 〉µ si y sólo si

ρ0(µ) = 0.

(b) Si existe un vector no nulo en P1(K) y P2(K) entonces ρ0(µ) = 1.

Recordemos: se dice que los subespacios cerrados en enP1(K) y P2(K) tienen un ángulo

positivo si ρ0(µ) < 1. El ángulo entre estos subespacios es αn(µ) = arc cos(ρn(µ)).

Proposición 3.1. Sean M ≥ 1, µ ∈ M(K), tal que dµ = Wdx para alguna

W ∈ L1
L(K)(T). Sea ϕ = enϕ1 + ϕ2 donde ϕ1 ∈ P1(K) y ϕ2 ∈ P2(K), entonces

1

M2 + 1
(M2〈ϕ, ϕ〉µ−〈Hϕ, Hϕ〉µ) = (〈enϕ1, ϕ2〉µ+〈ϕ2, enϕ1〉µ)+

M2 − 1

M2 + 1
(〈ϕ1, ϕ1〉µ+〈ϕ2, ϕ2〉µ).

Demostración. Sea ϕ = enϕ1 + ϕ2 donde ϕ1 ∈ P1(K) y ϕ2 ∈ P2(K), entonces

〈ϕ, ϕ〉µ = 〈enϕ1 + ϕ2, enϕ1 + ϕ2〉µ
= 〈enϕ1, enϕ1〉µ + 〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ
= |en|〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ
= 〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ(3.1)

Por otro lado si ϕ1 ∈ P1 entonces

ϕ1 =
N∑

k=0

ξkek,

donde

ϕ̂1(k) =





ξk si 0 ≤ k ≤ N

0 en otro caso

luego

(Hϕ1)̂(k) =




−iϕ̂1(k) = −iξk si 0 ≤ k ≤ N

0 en otro caso
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en consecuencia

Hϕ1 = −i

N∑

k=0

ξkek = −iϕ1.

En forma similar si ϕ2 ∈ P2 entonces

ϕ2 =
−1∑

k=−N

ξkek,

donde

ϕ̂2(k) =





ξk si −N ≤ k ≤ −1

0 en otro caso

luego

(Hϕ2)̂(k) =




−iϕ̂2(k) = −iξk si −N ≤ k ≤ −1

0 en otro caso

en consecuencia

Hϕ2 = −i

−1∑

k=−N

ξkek = iϕ2.

A partir de lo obtenido para Hϕ1 y Hϕ2 obtenemos

Hϕ = H(enϕ1 + ϕ2) = −ienϕ1 + iϕ2.

Por lo tanto,

〈Hϕ, Hϕ〉µ = 〈−ienϕ1 + iϕ2,−ienϕ1 + iϕ2〉µ
= 〈−ienϕ1,−ienϕ1 + iϕ2〉µ + 〈iϕ2,−ienϕ1 + iϕ2〉µ
= 〈−ienϕ1,−ienϕ1〉µ + 〈−ienϕ1, iϕ2〉µ + 〈iϕ2,−ienϕ1〉µ
= 〈ϕ1, ϕ1〉µ − 〈enϕ1, ϕ2〉µ − 〈ϕ2, enϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ.

Luego

(3.2) − 〈Hϕ,Hϕ〉µ = −〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ − 〈ϕ2, ϕ2〉µ.
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Multiplicando por M2 la ecuación (3.1) y usando la ecuación (3.2), obtenemos que:

M2〈ϕ, ϕ〉µ − 〈Hϕ, Hϕ〉µ = (M2 − 1)〈ϕ1, ϕ1〉µ + (M2 + 1)〈enϕ1, ϕ2〉µ
+ (M2 + 1)〈ϕ2, enϕ1〉µ + (M2 − 1)〈ϕ2, ϕ2〉µ
= (M2 + 1)[〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ]

+ (M2 − 1)(〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ).

De donde,

1

M2 + 1
(M2〈ϕ, ϕ〉µ−〈Hϕ, Hϕ〉µ) = (〈enϕ1, ϕ2〉µ+〈ϕ2, enϕ1〉µ)+

M2 − 1

M2 + 1
(〈ϕ1, ϕ1〉µ+〈ϕ2, ϕ2〉µ)

¤

Sea µαβ ∈M(K) para α, β = 1, 2. Usaremos la notación {µαβ}α,β=1,2 para referirnos a
 µ11 µ12

µ21 µ22




Consideraremos matrices tales que µ12 = µ∗21 está definida por

〈µ∗21(∆)ζ, ξ〉K = 〈ζ, µ21(∆)ξ〉K,

donde ∗ es el operador adjunto en el espacio de Krein.

Definición 3.2. Sea µαβ ∈ M(K) para α, β = 1, 2. Se dice que la matriz {µαβ}α,β=1,2

es positiva cuando
2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µα,β
≥ 0

para todo (ϕ1, ϕ2) ∈ P(K)× P(K).

Lema 3.3. Sea µαβ ∈M(K) para α, β = 1, 2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz {µαβ}α,β=1,2 es positiva.

(b) Para todo ∆ en B(T), para todo ζ1, ζ2 ∈ K
2∑

α,β=1

〈µαβ(∆)ζα, ζβ〉K ≥ 0

(c) Para todo ∆ en B(T), para todo ζ, ξ ∈ K : 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K ≥ 0, 〈µ22(∆)ξ, ξ〉K ≥ 0 y

|〈µ12(∆)ζ, ξ〉K|2 ≤ 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K〈µ22(∆)ξ, ξ〉K
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(d) Para todo ∆ en B(T), para todo ζ, ξ ∈ K : 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K ≥ 0, 〈µ22(∆)ξ, ξ〉K ≥ 0 y

2|〈µ12(∆)ζ, ξ〉K| ≤ 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K + 〈µ22(∆)ξ, ξ〉K

Para la demostración ver [2], Lema 3.

Definición 3.4. Sea µαβ ∈ M(K) para α, β = 1, 2. Se dice que la matriz {µαβ}α,β=1,2

es débilmente positiva cuando
2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µαβ
≥ 0

para todo (ϕ1, ϕ2) ∈ P1(K)×P2(K).

Cuando se trata de medidas absolutamente continuas con respecto de la medida de Le-

besgue, estas condiciones se pueden expresar en términos de las densidades.

Para µαβ = zαβ(x)dx la expresión “{zαβ}α,β=1,2 es una matriz positiva”quiere decir

{µαβ}α,β=1,2 es una matriz positiva. Análogamente para matrices débilmente positivas.

Lema 3.5. Sea µαβ ∈M(K) para α, β = 1, 2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Las medidas µ11 y µ22 son positivas y

|〈ϕ1, ϕ2〉µ12|2 ≤ 〈ϕ1, ϕ1〉µ11〈ϕ2, ϕ2〉µ22

para todo (ϕ1, ϕ2) ∈ P1(K)×P2(K).

(b) La matriz {µαβ}α,β=1,2 es débilmente positiva.

Demostración. Cambiando ϕ1 por λ1ϕ1 y ϕ2 por λ2ϕ2 la desigualdad de la Definición

3.4 se transforma en
2∑

α,β=1

ϕαϕβ〈ϕα, ϕβ〉µαβ
≥ 0

para todo (ϕ1, ϕ2) ∈ P1(K) × P2(K), es decir, la forma cuadrática en λ1 y λ2, dada por la

expresión anterior, es definida positiva. Esto es equivalente a la condición (a). ¤

Los siguientes teoremas son los principales resultados de este trabajo. Son versiones para

espacios de Krein del teorema 3.1 de [5]. En el caso n = 0 estos resultados son generalizaciones

del teorema de Helson - Szegö.
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Teorema 3.6. Sean µ ∈M(K) y M ≥ 1. Para ∆ ∈ B(T) sean

µ11(∆) = µ22(∆) =
M2 − 1

M2 + 1
µ(∆)

µ12(∆) =

∫

∆

en(x)dµ(x)

µ21(∆) =

∫

∆

e−n(x)dµ(x).

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo ϕ ∈ enP1(K) + P2(K)

〈Hϕ, Hϕ〉µ ≤ M2 〈ϕ, ϕ〉µ.

(b) Existe una medida ν ∈M(K)+ tal que

2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µαβ
+ 〈ϕ1, ϕ2〉ν + 〈ϕ2, ϕ1〉ν∗ ≥ 0

para toda ϕ1, ϕ2 ∈ P(K).

Demostración.

Sean ϕ1, ϕ2 ∈ P(K) se puede probar que

〈enϕ1, ϕ2〉µ = 〈ϕ1, ϕ2〉µ12 .

Análogamente,

〈ϕ2, enϕ1〉µ = 〈ϕ2, ϕ1〉µ21 .

Para α = 1, 2, también se puede ver que

M2 − 1

M2 + 1
〈ϕα, ϕα〉µ = 〈ϕα, ϕα〉µαα .

(a) ⇒ (b) Sea ϕ = enϕ1 + ϕ2 donde ϕ1 ∈ P1(K) y ϕ2 ∈ P2(K) tal que

〈Hϕ, Hϕ〉µ ≤ M2 〈ϕ, ϕ〉µ.

De la Proposición 3.1 se sigue que

(3.3) (〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ +
M2 − 1

M2 + 1
(〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ) ≥ 0

De la desigualdad (3.3) tenemos que:

〈ϕ1, ϕ2〉µ12 + 〈ϕ2, ϕ1〉µ21 +
M2 − 1

M2 + 1
(〈ϕ1, ϕ1〉µ + 〈ϕ2, ϕ2〉µ) ≥ 0
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De donde

〈ϕ1, ϕ2〉µ12 + 〈ϕ2, ϕ1〉µ21 + 〈ϕ1, ϕ1〉µ11 + 〈ϕ2, ϕ2〉µ22 ≥ 0.

Es decir,

2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µαβ
≥ 0

para todo (ϕ1, ϕ2) ∈ P1(K) × P2(K). Por lo tanto la matriz {µαβ}α,β=1,2 es una matriz

débilmente positiva.

Una aplicación directa del Teorema II de [2] proporciona una medida ν ∈ M(K)+ tal

que

2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µαβ
+ 〈ϕ1, ϕ2〉ν + 〈ϕ2, ϕ1〉ν∗ ≥ 0

para ϕ1, ϕ2 ∈ P(K).

(b)⇒ (a) Para completar la demostración, notemos que en los pasos de la demostración de

(a) ⇒ (b) tenemos condiciones equivalentes. ¤

Teorema 3.7. Sea µ ∈M(K) positivo, supongamos que dµ = Wdx donde W ∈ L1
L(K)(T)

y sea M ≥ 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) 0 < ρn(W ) ≤ M2−1
M2+1

.

(b) Para todo ϕ ∈ enP1(K) + P2(K)

‖Hϕ‖µ ≤ M‖ϕ‖µ.

(c) Existe ν ∈M(K)+ tal que para cada ζ, ξ ∈ K

dνζξ(x) = hζξ(x)dx,

donde hζξ ∈ H1(T) y

(M2 + 1)2|en(x)Wζξ(x)− hζξ(x)|2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x)Wξξ(x) c.s

Demostración. (b) ⇒ (a) Supongamos que

‖Hϕ‖µ ≤ M‖ϕ‖µ,
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para todo ϕ ∈ enP1(K) + P2(K). Usando la Proposición 3.1 se obtiene que

0 ≤ 1

M2 + 1
(M2‖ϕ‖2

µ − ‖Hϕ‖2
µ)

= (〈enϕ1, ϕ2〉µ + 〈ϕ2, enϕ1〉µ) +

(
M2 − 1

M2 + 1

)
(‖ϕ1‖2

µ + ‖ϕ2‖2
µ)

= 2Re〈enϕ1, ϕ2〉µ +

(
M2 − 1

M2 + 1

)
(‖ϕ1‖2

µ + ‖ϕ2‖2
µ)

Si consideramos λ ∈ C y s ∈ R, con |λ| = 1, se cumple que λsϕ1 ∈ P1(K) y además
(

M2 − 1

M2 + 1

)
‖ϕ1‖2

µs
2 + (2Re(λ〈enϕ1, ϕ2〉µ))s +

(
M2 − 1

M2 + 1

)
‖ϕ2‖2

µ =

2Re(λ〈ensϕ1, ϕ2〉µ) +

(
M2 − 1

M2 + 1

)
(‖sϕ1‖2

µ + ‖ϕ2‖2
µ) ≥ 0.

Esta es una inecuación de segundo grado en la variable s. Sea D el discriminante,

D = 4[λ〈enϕ1, ϕ2〉µ + λ〈ϕ2, enϕ1〉µ]2 − 4

(
M2 − 1

M2 + 1

)2

‖ϕ1‖2
µ‖ϕ2‖2

µ ≤ 0.

Esto equivale a

[λ〈enϕ1, ϕ2〉µ + λ〈ϕ2, enϕ1〉µ]2 ≤
(

M2 − 1

M2 + 1

)2

‖ϕ1‖2
µ‖ϕ2‖2

µ.

Si ‖ϕ1‖µ = ‖ϕ2‖µ = 1 entonces

λ〈enϕ1, ϕ2〉µ + λ〈ϕ2, enϕ1〉µ ≤
(

M2 − 1

M2 + 1

)
.

En particular para λ = e−iarg(〈enϕ1,ϕ2〉µ), se tiene que

λ〈enϕ1, ϕ2〉µ = |〈ϕ2, enϕ1〉µ| = λ〈ϕ2, enϕ1〉µ

Por tanto

|〈enϕ1, ϕ2〉µ| ≤ M2 − 1

M2 + 1
.

Tomando supremo a ambos lados y considerando que el cociente anterior es una constante,

se obtiene el resultado deseado

ρn(µ) ≤ M2 − 1

M2 + 1
.

(a) ⇒ (b) Esta implicación también se obtiene usando el discriminante de una ecuación

de segundo grado.
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(b) ⇒ (c) Sea ∆ ∈ B(T). Consideremos las cuatro medidas absolutamente continuas con

respecto a µ dadas por:

µ11(∆) = µ22(∆) =
M2 − 1

M2 + 1
µ(∆)

µ12(∆) =

∫

∆

en(x)dµ(x)

µ21(∆) =

∫

∆

e−n(x)dµ(x)

Como

dµ12

dµ
= en

dµ

dx
= W

tenemos que

dµ12

dx
= enW.

Sea ϕ = enϕ1 + ϕ2 donde ϕ1 ∈ P1(K) y ϕ2 ∈ P2(K) tal que

‖Hϕ‖µ ≤ M‖ϕ‖µ.

Por el teorema anterior existe una medida ν ∈M(K)+ tal que

2∑

α,β=1

〈ϕα, ϕβ〉µαβ
+ 〈ϕ1, ϕ2〉ν + 〈ϕ2, ϕ1〉ν∗ ≥ 0

para ϕ1, ϕ2 ∈ P(K).

Tomando ζ, ξ ∈ K y sea ∆ ⊂ T un conjunto Borel. Por el Lema 3.3

(3.4) |〈µ12(∆)ζ, ξ〉K − 〈ν(∆)ζ, ξ〉K|2 ≤ 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K〈µ22(∆)ξ, ξ〉K

Sea m(∆) la medida de Lebesgue de ∆, entonces,

(3.5)

∣∣∣∣
〈µ12(∆)ζ, ξ〉K − 〈ν(∆)ζ, ξ〉K

m(∆)

∣∣∣∣
2

≤ 〈µ11(∆)ζ, ζ〉K
m(∆)

〈µ22(∆)ξ, ξ〉K
m(∆)

.

Por otro lado puesto que ν ∈M(K)+ para cada ζ, ξ ∈ K existe hζξ ∈ H1(T) tal que

dνζξ(x) = hζξ(x)dx.

De donde,
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|〈µ12(∆)ζ, ξ〉K − 〈ν(∆)ζ, ξ〉K|2 =

∣∣∣∣
∫

∆

〈dµ12(x)ζ, ξ〉K −
∫

∆

〈dν(x)ζ, ξ〉K
∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

∆

〈endµζ, ξ〉K −
∫

∆

〈hζξ(x)ζ, ξ〉Kdx

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

∆

(〈enW (x)ζ, ξ〉K − 〈hζξ(x)ζ, ξ〉K)dx

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

∆

〈enW (x)ζ − hζξ(x), ξ〉K
∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

∆

(enWζξ − hζξ)(x)dx

∣∣∣∣
2

y

〈µ11(∆)ζ, ζ〉K〈µ22(∆)ξ, ξ〉K =

∫

∆

〈dµ11(x)ζ, ζ〉K
∫

∆

〈dµ22(x)ξ, ξ〉K

=

∫

∆

〈(
M2 − 1

M2 + 1

)
W (x)ζ, ζ

〉

K
dx

∫

∆

〈(
M2 − 1

M2 + 1

)
W (x)ξ, ξ

〉

K
dx

=

(∫

∆

(
M2 − 1

M2 + 1

)
Wζζ(x)dx

)(∫

∆

(
M2 − 1

M2 + 1

)
Wξξ(x)dx

)

=

(
M2 − 1

M2 + 1

)2 (∫

∆

Wζζ(x)dx

)(∫

∆

Wξξ(x)dx.

)

Usando estas igualdades y la desigualdad (3.5), obtenemos

∣∣∣∣
1

m(∆)

∫

∆

(enWζξ − hζξ)(x)dx

∣∣∣∣
2

≤
(

M2 − 1

M2 + 1

)2 (
1

m(∆)

∫

∆

Wζζ(x)dx

) (
1

m(∆)

∫

∆

Wξξ(x)dx

)

Tomando ĺımite cuando m(∆) → 0 y usando el teorema fundamental del cálculo para la

integral de Lebesgue, obtenemos

(M2 + 1)2|enWζξ(x)− hζξ(x)|2 ≤ (M2 − 1)2Wζζ(x)Wξξ(x)

para casi todo x ∈ T.

(c) ⇒ (b) Por hipótesis tenemos que

(M2 + 1)|enWζξ(x)− hζξ(x)| ≤ (M2 − 1)(Wζζ(x))1/2(Wξξ(x))1/2

para casi todo x ∈ T.
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Sea ∆ ⊂ T un conjunto Borel, usando la desigualdad anterior y la de Cauchy - Schwarz

obtenemos

(M2 + 1)

∫

∆

|enWζξ(x)− hζξ(x)|dx ≤ (M2 − 1)

∫

∆

(Wζζ(x))1/2(Wξξ(x))1/2dx

≤ (M2 − 1)

(∫

∆

Wζζ(x)dx

)1/2 (∫

∆

Wξξ(x)dx

)1/2

Para completar la demostración, notemos que en el resto de los pasos de la demostración

de (b) ⇒ (c) tenemos condiciones equivalentes. ¤
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