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Resumen

Los espacios de Krein son una generalizacion de los espacios de Hilbert.

El conocido teorema de Helson - Szeg6 da una condicién necesaria y suficiente para que el
pasado y el futuro esten en dngulo estrictamente positivo. En este trabajo se da una version

a valores operadores en espacios de Krein del teorema de Helson - Szego.



Introducciéon

En este trabajo se presentan los espacios de Krein los cuales son una generalizacion de
los espacios de Hilbert.

En el capitulo 1 presentamos las bases de la definicién de espacios de Krein. Uno de los
resultados méas importantes que se presentan en este capitulo es la equivalencia de las nor-
mas asociadas a descomposiciones fundamentales distintas. Esto permite definir la topologia
fuerte en espacios de Krein. También se presenta una generalizacién para espacios de Krein
del teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales continuos en la topologia
fuerte.

El teorema de Helson y Szegé [10] da una condicién necesaria y suficiente para que
la transformada de Hilbert sea acotada sobre L?(T,u). La condicién es que p debe ser
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, dy = wdz, y la densidad w
tiene la forma w = exp(u 4 v), con u € L*(T) y |lv||, < § donde ¥ denota la conjugada
armoénica de v. Sean P; y P, las variedades lineales generadas por {e** : k € Z,k > 0} y
{etk . |k € Z,k < —1} respectivamente, la condicién de Helson y Szego también dan una
condicién necesaria y suficiente para que P; y P, tengan un dngulo, ap(u), estrictamente
positivo en L? (T, i) .

Los capitulos 2 y 3 estan inspirados en el articulo de Bruzual - Dominguez, “Operator-
valued extension of the theorem of Helson and Szego”. En las seccién 2 de este articulo
se presentan resultados de funciones a valores vectores, funciones a valores operadores y
medidas a valores operadores en espacios de Hilbert. En el capitulo 2 de este trabajo de
grado, se obtienen las versiones para espacios de Krein de tales resultados.

Finalmente, en el capitulo 3, obtenemos el resultado principal de este trabajo el cual es
una versién del teorema de Helson - Szego a valores operadores en espacios de Krein. La

versién para espacios de Hilbert estd en el articulo de Bruzual - Dominguez [5], seccién 3.



CAP{TULO 1

Espacios de Krein

En este capitulo, consideramos la definicién de producto interno, no necesariamente semi-
definido. Definiremos descomposiciones y simetrias fundamentales para espacio de Krein.
También se estudiaran los funcionales lineales continuos en espacios de Krein.

1. Espacios con producto interno

DEFINICION 1.1. Sea F un espacio vectorial. Un producto interno en F es una funcién
(,): FxF—C

que satisface

1) (121 + 22,y) = a1 (z1,y) + (22, y) para todo aq € C, 21,20,y € F

2) (x,y) = (y,x) para todo z,y € F.

Al par (F,( , )) sele llama espacio con producto interno.

Si (F,(, )) es un espacio con producto interno entonces (F,—( , )) también es un
espacio con producto interno. Este espacio se conoce con el nombre de antiespacio de F.

Si (F,(, )) es un espacio con producto interno, entonces se puede ver que:

(xy) =He+y,z+y) — e —y,x—y) + Hz+iy, o+ iy) — L{z — iy, x — iy).

Es importante destacar que la féormula anterior implica que un producto interno esta dado
por sus valores en la diagonal {(z,x) : x € F}.

Sea = un elemento del espacio con producto interno (F,{, )), como
(z,z) = (x, ) se tiene que (z,z) siempre es un nimero real.

Se dice que x es positivo en (F,( , )), negativo en (F,( , )) o neutro en (F,( , )) si
(x,x) > 0,(x,z) <06 (x,z) = 0, respectivamente.

Si el espacio con producto interno (F,{ , )) posee tanto elementos positivos como nega-
tivos, se dice que (F,{ , )) es un espacio con producto interno indefinido. En caso contrario

se dice que el producto interno es semi-definido.
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LEMA 1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si (F,( , )) es un espacio con producto

interno semi-definido, entonces se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[z, 9)? < (2, 2){y,y) para todo x,y € (F,(, )).

La demostracion es la misma que se da para espacios de Hilbert.

LEMA 1.3. Todo espacio con producto interno indefinido posee elementos neutros no

nulos.

DEMOSTRACION. Sean z e y tales que (z,z) > 0, (y,y) < 0. La ecuacién
(x,2) + 2ARe(w, y) + N(y,y) =0,

tiene solucién real \g.

Sea z = x + Aoy, entonces
<27 Z> - <$ + Aoyvx + /\0y> - <ZE,(L’> + 2>\0R6<$7y> + )\g<y7y> = 0.

Si se cumpliera z = 0, se tendria que

<ZL‘,ZL’> = <_/\0y’ _)‘0y> = |/\0|2<y7y>7

lo que contradice la hipdtesis inicial. O

DEFINICION 1.4. Un producto interno semi-definido puede ser semi-definido
positivo si (z,x) > 0 para todo z, semi-definido negativo si (x,x) < 0 para todo x o neutro

si (x,x) = 0 para todo x (en este ultimo caso es semi-definido positivo y negativo).
DEFINICION 1.5. Se dice que un producto interno es definido si (x,z) = 0 implica z = 0.

En vista del lema anterior todo producto interno definido es semi-definido, por lo tanto en
este caso se tiene que (x,z) > 0 para z # 0 (producto interno definido positivo) o (z,x) < 0
para x # 0 (producto interno definido negativo).

De manera natural se define variedad lineal definida positiva, definida negativa, etc. Por

ejemplo una variedad lineal A es definida positiva si para x € A se cumple (x,z) > 0 para

x # 0.
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EJEMPLO 1.6. Sea p una medida real (signada) definida en un espacio medible (£2,3).

Sea |p| la variacién total de la medida y sea

F={f:Q-C. / | (@)[2d]u] () < o0}
Se tiene que
(f.g) = / (@) Pg@)du(w)}

define un producto interno en F. Dependiendo de las caracteristicas de la medida u se

obtendra un producto indefinido, semi - definido , definido, etc.

TEOREMA 1.7 (Krein - Smulian). Si el espacio con producto interno F posee un vec-
tor positivo (negativo) entonces todo elemento de Fes suma de dos vectores positivos (dos

vectores negativos).

DEMOSTRACION. Sea x € F y sea xg € F tal que (xg,zo) > 0. Para o € R, sea
p(a) = (z + axg, z + ax,) = (x,2) + 2aRe((x, 20)) + o (w0, o).

Como (xg, o) > 0 se tiene que

lim p(a) = 400,

a——+00

luego para « grande se tiene que
(x 4+ axg, x + axg) > 0,

por tanto, x + ax( es positivo en F.
Finalmente, x = (x 4+ axg) + (—axg) y los elementos x + axg y —axg son positivos en F.
El otro caso (vector negativo) se obtiene a partir de éste, considerando el anti-espacio de

F, es decir, cambiandole el signo al producto interno. O
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Si F es un espacio con producto interno, se definen los siguientes conjuntos
B’ ={z € F:(x,z) =0}.
BY ={x € F:(x,r) =0,z #0}.
Bt ={x e F:(x,z) >0}
B ={zreF:(x,z) >0,z =0}
B~ ={zeF:(z,z) <0}
B~ ={zeF:(r,z) <0,z =0}

COROLARIO 1.8 (Krein - Smulian). Si F es un espacio con producto interno indefinido

entonces ninguno de los conjuntos BT, BT B~ B~ es una variedad lineal en F.

2. Ortogonalidad en espacios con producto interno y vectores isotrépicos.

Sea F un espacio con producto interno y sean x,y € F . Se dice que z e y son ortogonales
si (x,y) =0, estoes, z L y.

Si A y B son dos subconjuntos de F se dice que A y B son ortogonales, esto es, A 1L B,
siz | yparatodox € A, y € B.

Si Ay, ..., A, son subconjuntos de F, la variedad lineal generada por Aq, ..., A, se deno-

tard por

V{AL, .. ALl

LEMA 1.9. Sean L+, ..., L,, variedades lineales contenidas en JF, ortogonales dos a dos. Si
cada una de las variedades lineales L1, ..., L,, es semi-definida positiva entonces \/{L1, ..., L, }
es semi-definida positiva.

DEMOSTRACION. Basta notar que si 2; € £;,7 = 1, ...n entonces

(x1 4 o+ X, 21+ oo+ x) = (21, 21) + oo+ (T, 2.

O

Observacion: Resultados andlogos al lema anterior se satisfacen en variedades lineales

semi-definidas negativas, neutras, definidas positivas y definidas negativas.
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DEFINICION 1.10. Sea £ una variedad lineal contenida en un espacio con producto interno
F. La variedad lineal £ N L+, que se denotard por £°, se llama parte isotrépica de L y sus
elementos son llamados vectores isotrépicos de L. Si L° # {0} se dice que L es degenerado,

o que el producto interno es degenerado en L.

Note que todo el espacio F es degenerado si su parte isotrépica es F° = F+ no es igual

a la variedad lineal nula {0}.

LEMA 1.11. La parte isotrépica F° de un espacio con producto interno semi-definido F

es el conjunto de los vectores neutros de F.

DEMOSTRACION. claramente todo vector isotrdpico es neutro, como en F vale la des-
igualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que si x € F, y (x,x) = 0 entonces (z,y) = 0 para

todo y € F. O

Como consecuencia de este lema se tiene que un espacio con producto interno neutro, es

necesariamente trivial, es decir,

COROLARIO 1.12. Si F es wun espacio con producto interno mneutro, entonces

(x,y) =0 para todo =,y € F.
3. Operadores en espacios con producto interno

Sea F un espacio con producto interno ( , ). A continuacién se dan unas definiciones
que extienden a las que se suelen dar para operadores en espacios de Hilbert.
Sea D C F una variedad lineal y sea T : D — JF un operador lineal. A la variedad lineal

D se le llama el dominio del operador y se suele denotar con D(T).

DEFINICION 1.13. Se dice que T es hermitiano (o { , )- hermitiano si se quiere ser mas
especifico) si,

(Tx,y) = (z,Ty) paratodo z,y¢€ D(T).

DEFINICION 1.14. Se dice que el operador lineal P : F — F es una proyeccion si

P?=P.

DEFINICION 1.15. Se dice que el operador lineal P : F — F es una proyeccién ortogonal

o un proyector { , ) ortogonal si P es una proyecciéon y P es hermitiano.
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DEFINICION 1.16. El operador lineal T : D(T) — F es una ( , ) isometria si,

(Tx, Ty) = (z,y) paratodo x,y¢€ D(T).

DEFINICION 1.17. Se dice que el operador lineal T es unitario si D(T) = F, T es una

isometria y Rango(T)= F.

4. Descomposicion fundamental y simetrias fundamentales

DEFINICION 1.18. Sea F un espacio con producto interno. Se dice que F es
descomponible si se puede escribir como suma directa ortogonal de una variedad lineal neu-
tra, una variedad lineal definida positiva y una variedad lineal definida negativa, es decir,
existen variedades lineales F°, F* y F~ tales que

F = FUH)FHHF,
FoCcB, FrCBtt, FCB .

Toda descomposicién del tipo anterior se llama descomposicion fundamental.

La siguiente proposicion justifica la notacién que utilizamos.

LEMA 1.19. Si FO, F* y F~ satisfacen la definicion!1.18, entonces F° es la parte isotrdpi-
ca de F.

DEMOSTRACION. Se puede ve que la parte isotrépica de F es igual a la suma directa
ortogonal de las partes isotrépicas de F°, F* y F~. Como F' y F~ son definidos, su parte

isotrépica es el espacio nulo y como F° es neutro, su parte isotrépica es el mismo. 0

COROLARIO 1.20. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto interno
no degenerado F es de la forma
F=FHHF
FrCoBtt, F-CB .

Sea F un espacio con producto interno no degenerado, descomponible y sea F = F*(4)F
una descomposicién fundamental de F.

Six € F, x se puede descomponer, de manera unica, como

r=x"+2~ con ateFt axeF.
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Se definen los proyectores fundamentales asociados a la descomposicién

F =F"(+)F por

El operador J : F — F definido por

J=pPt—p,

se llama simetria fundamental correspondiente a la descomposiciéon F = Ft(+)F .

TEOREMA 1.21. J es un operador invertible y Pt, P~ estdn determinados por J. En

efecto, se satisface:
1 1
a)P+:§(I+J), b)szi(I—J) y ¢) JE=1

DEMOSTRACION. Veamos parte a). La parte b) es completamente andloga. Sean I la

matriz identidad, J = P™ — P~ y x tal que x = 2™ + 2™, entonces

%(I + J)x = %[[.’E—F J x|
= Sl + (PF = )

1
= 5[93 + Pty — P 1]

1
= §[x+x+ — x|

= %[:fr +a” +at — 2]
= Pt
Veamos parte c), J*(z) = (PT — P7)(z)(PT — P )(z) = (2" —27) (2T —27) = z. d
TEOREMA 1.22. Se satisfacen las siguientes propiedades
(1) J es una isometria, es decir,
(Jx, Jy) = (x,y) para todo xz,y € F

(2) J es hermitiano, es decir,

(Jz,y) = (x,Jy) para todo x,y€ F
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(3) Si se define ( , )j por
(,y)s = (Jz,y),

entonces { , )j es un producto interno definido positivo en F.

DEMOSTRACION.

(1) Veamos que J es una isometria,

(Ju, Jy) = (PT = P7)(x), (PT = P7)(y))
= (Ptz — Pz, Pty — Py)

* _'xi?er _y7>

= <x
=o'ty a7y
=@ +a,y" +y)

= (z,y).
(2) Veamos que J es hermitiano,

(J,y) = (P* = P7)(x),y" +y)
=(Pfe—P a,yt +y")

= <[L’+ - x_7y+ + y_>

Luego,

10
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(3) Veamos que { , ); es un producto interno definido positivo,
(x,x); = (Jx,z)

=((Pt =P )z, 2" +27)
=(Ptx — P ax,x" +27)
=zt —a 2t +27)
=axtet — (—z"27)
=ztat +a 2.

Entonces en efecto (z,z); > 0 para todo = # 0.

O

El producto interno ( , ) se conoce con el nombre de J—producto interno. Como este
producto es definido positivo, tiene una norma cuadratica asociada (la J—norma) definida
por

lzlls = ({z,2)0)""2.

LEMA 1.23. Sea J la simetria fundamental correspondiente a la descomposicion

F = FH(+)F~ entonces
(1) F* y F~ son { , )j-ortogonales.

(2) El operador J es una || || ;—isometria.

DEMOSTRACION.

(1) Sean x € F*, y € F~, entonces Jx = z y por lo tanto

(x,y); = (Jx,y) = (x,y) = 0.

(2) Sea x € F, entonces
125 = (Jx, Ja); = (JPx, Jo) = (2, Jo) = (Jz,2) = (2,2); = ||z]}.
U

LEMA 1.24. Sea J la simetria fundamental correspondiente a la descomposicion

F =F*T(+)F entonces para todo x,y € F,

[z 9)| < Nlll.sllyll.
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DEMOSTRACION. [(z,y)| = [(J, Jy)| = [{z, Jy)s| < [l Tylls = =l syl m
Por Lema [1.24 podemos concluir que la topologia inducida por || ||; es una mayorante

cuadratica.

TEOREMA 1.25. Si Pt y P~ los proyectores fundamentales asociados a la descomposicidn

F = F*H(+)F~, entonces
\PTx|l; < lzll; v P z|; < zl|l; para todo x € F.

DEMOSTRACION. Veamos la primera desigualdad, la segunda es completamente andloga.
|PFally = (Pta,a™),)"?
— <JP+ZL‘, :L‘+>1/2
= (Jat, a )12
< (Ja, )
= ((xv I>J>1/2

= [l

5. Descomposiciéon fundamental y completitud

LEMA 1.26. Sea F un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible. Sean

F=F(+HF, F B, F CB -

F=F(+HF,, F CB™, F CB,
dos descomposiciones fundamentales de F.

Si (FH () vy (Fr,—(, ) son espacios de Hilbert, para ¢ = 1,2 sea J, la simetria

fundamental correspondiente a la descomposicion fundamental F = f(j(%'—)f(; y sea 7y, la

topologia mayorante de descomposicion que corresponde con la Jg-norma, || ||, .

a) Eziste una constante ¢y > 0 tal que

12|, < cille™ |y, para todo x™ € Fy.
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b) Existe una constante co > 0 tal que

|27 ||l < callz™]|s, para todo x~ € Fy .
DEMOSTRACION. Veamos parte a), por el Lema [1.24 se tiene que

[z )| < llzllnllyll.-

Para y € F, sea ¢, : ;' — C definido por

entonces para cada zt € F; se tiene que
sup{|vy(z7)] sy € F, [[yll, < 1} < +oo.

Del principio de acotacion uniforme se deduce que

sup{ |yl o)l - v € Fllyllo, < 1} < 400,

es decir existe 3 > 0 tal que para todo y € F tal que |lyl|;, < 1y para todo 27 € F7 se

cumple que
(@ )| = [y (2 )] < Bllz™ ||, -
SizT € FT entonces

||$+||J2: sSup |<x+7y>J2|'
llylly, <1

Como J; es un operador ( , )j,-unitario se tiene que

HerHJz: sup ’<x+,y>J2|
lyll sy <1

= sup [(2", Joy)]

llylls, <1

= sup [z, Jay)]
|l J2yll s, <1

= sup [(z7,2)] < Bllz"|n-
2117, <1

La parte b) se deduce de la parte a), cambidndole el signo al producto interno.
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TEOREMA 1.27. Sea F un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible.
Sean
F=F(+HF, F B, FCB~ y
F=F(+)F,, F B, F CB,
dos descomposiciones fundamentales de F.
Si(F(, )y (F,—(, ) son espacios de Hilbert, entonces (Fy",{ , M) y(Fy,—{, ))
también son espacios de Hilbert y las normas hilbertianas inducidas por ambas descomposi-

ctones son equivalentes.

DEMOSTRACION. Para ¢ = 1,2 sea J, la simetria fundamental correspondiente a la des-
composicién fundamental F = F.f(+)F, y sea 75, la topologia mayorante de descomposicién
que corresponde con la J-norma, || ||,. Basta probar que las normas || ||z y || ||, son equi-
valentes.

Para esto, veremos que

1) Existe una constante o > 0 tal que
(1) q

x|l < allz||;, para todo z € F.
2) Existe una constante 5 > 0 tal que
(2) q

lz" || < Bllz]|s, para todo x € F.
3) Existe una constante v > 0 tal que
(3) ol q

lz|l;, < ~llz]ls, paratodo x € F.

Veamos (1), para z € F sea x = 7 + 2~ la descomposicién correspondiente a la suma
F = F{ (+)F; entonces
(17, < (et e + 27 ]]2)*
< (allz™ln + ealla™])?
< (méx{er, e2})* (2™ |, + |27 [[n)*

< 2(méx{er, c2})* ([l 5, + ll=7113,)

= 2(méax{cy, 02})2||x||2Jl‘
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Veamos (2), por lo hecho en el lema anterior,

lz* 115, < ellatlls, = ci(a™,2™) = (2™, 2) < illa™ | nllolle,

de donde

1= 1L, < cillwll,-

Veamos (3), para z € F, sea x = 1 4+ 2~ la descomposicién correspondiente a la suma

F = F'(+)F; , entonces

[15, < Izl zllz]l
= 227 — x5 14,

< Cllzlls, + [zl 2],

< (28 + 1)|l[13,-

6. Definicién, caracterizacion basica y topologia fuerte en espacios de Krein

DEFINICION 1.28. Un espacio de Krein es un espacio K con producto interno ( , ) que

admite una descomposicién fundamental
K=K*(+H)K-, KTrCB, K- CB -,

tal que (KT, (, )y (K7,—(, )) son espacios de Hilbert.

Notaciéon: En los textos y trabajos recientes relacionados con el tema de espacios con
métrica indefinida es usual utilizar el stmbolo @ en vez del simbolo (+). De ahora en adelante
se usara esta notacion, del contexto debera siempre quedar claro con respecto a que producto
se refiere la ortogonalidad. Es importante destacar que en espacios no degenerados no hay

que distinguir entre suma directa ortogonal & 6 (4) y suma ortogonal.

A todo espacio de Krein se le puede asociar de manera natural un espacio de Hilbert de
la siguiente manera: se consideran los espacios de Hilbert K y I~ y se hace su suma directa

ortogonal.
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EJEMPLO 1.29. Sea K = C? con el producto interno

(z1,91), (22, 92)) = 172 — 1172,

es decir si e; = (1,0) y eo = (0, 1) entonces
<€1761> - 17 <61762> - 07 <€27€2> - _]-

Si se consideran
Ki ={(z,0:2€C}, K;={(0,9):yecC}

entonces (K, ( , )y (Ky,—( , )) son espacios de Hilbert,
(z,y)=0 s zeKf, yek; y K=K (+HK;.

Por lo tanto, C? con este producto es un espacio de Krein.
Si se consideran
Ki={\2,1): X e C} y ;> ={X(1,2) : A e C},

entonces también tenemos que (K5 ,( , )y (K5,—( , )), son espacios de Hilbert,
(z,y) =0 si ze€Ky, yeky, y K=Kj(H)K;.

Este ejemplo que viene siendo el ejemplo no trivial mas sencillo que se puede construir,
ilustra que una descomposicién de la forma K = KT (+)K ™, no necesariamente es tnica.

Sin embargo se satisfacen los siguientes resultados:

Si K es un espacio de Krein y K = K (+)K;, y K = K5 (+)K; son dos descomposiciones
fundamentales, entonces:

dim(K)) =dim(K3) v dim(K]) = dim(K5)
y las topologias de los espacios
K HIKT vy KS(H)IK|

son equivalentes.

Del Lema 1.19 y el Teorema 1.27, se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.30. Un espacio de Krein es no degenerado y descomponible. Si I es un
espacio de Krein y

K=Kfe K™
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es una descomposicion fundamental, entonces

(]C+><7 >) Y (’Cia_<7 >)

son espacios de Hilbert.

Si |[K~| denota el anti-espacio de K~ se tiene que
Kl=K"& K7,

es un espacio de Hilbert. Este espacio de Hilbert tiene un producto interno ( , )x y una
norma || ||

Por el Teorema [1.27 dos descomposiciones fundamentales dan origen a normas equiva-
lentes y por lo tanto dan origen a la misma topologia. Esta topologia es la que se conoce

como topologia fuerte. Ademés se cumple
[{z, y)xcl < [lzlleil[yllc para todo z,y € K.

En general, los conceptos de convergencia, continuidad, etc en un espacio de Krein se
refieren a esta topologia.

Si un espacio de Krein admite una descomposicién de la forma K = K*(+)K~ y uno de
los espacios KT o K~ es de dimensién finita, se dice que K es un espacio de Pontryagin. Este
caso es de particular interés, muchos de los problemas que se presentan en espacios de Krein

generales son mucho més simples en espacios de Pontryagin.

7. Funcionales lineales continuos en espacios de Krein
Sea (IC,(, )) un espacio de Krein, que admite una descomposicién fundamental, dada
por
K=Kt (+H)K, KrCBt, K- CB -,
sea J la simetria fundamental asociada a la descomposicién y ( , ) es el producto hilbertiano

que corresponde con la descomposicion.

LEMA 1.31. St M C K es un subconjunto denso, x € IC y
(x,y) =0 para todo y € M,

entonces x = 0.
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DEMOSTRACION. Es importante destacar que el que M sea denso, lo que quiere decir es

que M es denso en |K|. Como el producto en || es (, ), se tiene que si z € K y
(z,y); = 0 para todo y € K,
entonces z = 0.

Como (x,y) = (Jz,y) s se tiene que Jz = 0y por lo tanto x = 0. O

PROPOSICION 1.32. Dado un espacio de Krein K yy € K sea f: K — C dada por
f(z) = (x,y)xc para todo x € K

entonces f es un funcional lineal y continuo.

DEMOSTRACION. Por la versién para espacios de Krein de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz
[F @) = [z y)iel < (e e (s vhier = lzllicllyllic-
O

El siguiente resultado extiende el teorema de representacién de Riesz para espacios de

Hilbert a espacios de Krein.

TEOREMA 1.33. Sea K un espacio de Krein y sea f : K — C un funcional lineal y

continuo. Entonces existe un unico vector y € IC tal que

f(z) = (z,y)x para todo x € K.

DEMOSTRACION. Por la definicién de la topologfa en K se tiene que f : || — C es un
funcional lineal y continuo.
Por el teorema de representacion de Riesz para espacios de Krein, existe z € K tal que

f(z) = (x, z); para todo x € K. Como
flz)=(x,2); = (Jz,2z) = (x, ]z),

tomando y = Jz se obtiene el resultado de existencia.

La unicidad sigue de que K es no degenerado. 0



CAP{TULO 2

Funciones y medidas en espacios de Krein.

Basados en [5], presentamos las funciones a valores vectores, funciones a valores opera-
dores y medidas a valores operadores en espacios de Krein. Para ello presentamos primero

los operadores, polinomios trigonométricos y transformada de Hilbert a valores en Krein.

1. Polinomios trigonométricos y transformada de Hilbert en espacios de Krein

Consideraremos a (I, (, )x) espacio de Krein, con escalares complejos, || ||¢ la norma
asociada.
Sea T ~ [0, 27) el toro unidimensional y B(T) la o- dlgebra de Borel de T.
Sea (IC,(, )) un espacio de Krein, que admite una descomposicién fundamental, dada
por
K=Kt (HK, KrCBt, K CB -,
sea J la simetria fundamental asociada a la descomposicién y ( , ) es el producto hilbertiano

que corresponde con la descomposicion.

Sea |KC~| denotando el anti-espacio de K~ se tiene que
Kl = KT @K,
es un espacio de Hilbert, con producto interno ( , ) y una norma || ||

DEFINICION 2.1. Un polinomio trigonométrico a valores en K es una funcién

p: T — K tal que
p(z) = anen(l"),

donde {&, }nez C K tiene soporte finito.

Sea P(K) el espacio de todos los polinomios trigonométricos.

Se define ¢ : Z — K tal que
p(n) =&, nel

19
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DEFINICION 2.2. La transformada de Hilbert H se puede definir usando los coeficientes

de Fourier para ¢ € P(K),

~

(Hep)(n) = —isgn(n)p(n),
donde
1 sin>0

sanln) = 0 sin<0
S1 N

2. Funciones a valores vectores en espacios de Krein

Dados f: T — K, ¢ € K denotaremos por f¢ a la funcién f. : T — C tal que
fe(@) = (¢, f(z)k.

DEFINICION 2.3. Sea f: T — K, f es débilmente medible si para todo ¢ € K, la funcién
f¢ es medible.

Note que K es separable por hipétesis, entonces la funcion x — || f(z)|||x| es medible.
Para 1 < p < oo, denotaremos por L-(T) al conjunto de las funciones f : T — K tales que

f es débilmente medible y
J 1@l de < .

PROPOSICION 2.4. Si f € Li(T) y ¢ € K entonces f, € L*(T).

DEMOSTRACION. Si f € Li-(T) y ¢ € K, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

se presenté en el Capitulo 1, vemos que,

/T felw)lda = / "6 F(@)elda
< / e @) e

27
— ¢l / 1 @)l

< 00
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PROPOSICION 2.5. Si f € Li-(T) yn € Z existe un vector &, € K tal que

fe(m) = (¢ &)x
donde ]‘E(n) denota el coeficiente de Fourier de f.

DEMOSTRACION. Sea f € Li-(T) y ¢ € K, usando la proposicién anterior, se tiene que
fc € L*(7) entonces existe fg(n)
Sea l,, : K — C dada por

Entonces

1(¢) = /U - e fe(a)dx
_ / T e, )
_ /0 G ).

Por lo tanto [,, es un funcional lineal.

Por la version para espacios de Krein del teorema de representacion de Riesz, tenemos

que existe un vector &, € K tal que

ln(C) = <C>€n>l€a
de donde,

0

-~

DEFINICION 2.6. El vector &, de la proposicién anterior se denota por f(n) y es llamado

el coeficiente de Fourier de f y la aplicacién n — f(n) es llamada transformada de Fourier

de f.
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3. Funciones a valores operadores en espacios de Krein

Sea L(K) ={T : K — K, lineal y continuo (con la topologia fuerte)}.
Dada una descomposicién fundamental K = Kt (+)K~ y |K~| denota el anti-espacio de
K~ se tiene que |[K| = KT @ |[K~| es un espacio de Hilbert y sea J la simetria fundamental

asociada a la descomposicién. Sea ¢ € K, sea T € L(K), definimos

|Tl[zqxcp = sup [[T(C)ls-
Il =1

Note que para todo ¢ € K obtenemos,

1T¢N e < N TN narepll€lli-

Dados F' : T — L(K), (,¢ € K, denotaremos F¢ a la funciéon a valores complejos
Fee : T — C dada por

Fee(w) = (F(2)(, k-

DEFINICION 2.7. Sea F': T — L(K), F es débilmente medible si para todo (,¢ € K la

funcién Fye es medible.

Sea F': T — L(K), débilmente medible, si € T entonces

1E@egey = sup [(F(@)C xl.
I¢lc=léllc=1

Note que como K es separable por hipotesis, la funciéon

r — ||F(@)|lzk)

es medible. Para 1 < p < oo, denotaremos por LZK‘(T) al conjunto de las funciones F' :
T — L(K) tal que [; |1 F(2)|[7,icpdz < oo para alguna descomposicién fundamental de Ky

el espacio de Hilbert asociado |K|.

PROPOSICION 2.8. Si F € Ly, (T) y (,€ € K entonces Fee € LN(T).
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DEMOSTRACION. Si F € Li(m)(T) y (, €& € K, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

vemos,

/0W|ch(x)|dx:/Ow|<F(I)C75>K|dI
< / IF @) € e

27
g/ 1 (@) | e 1€ ey 1€ i de
0

< 00.

O

PROPOSICION 2.9. Si F € LlL(|IC|)(T>7 (,£ € K yn € Z existe una aplicacion lineal
continua F(n) € L(K) tal que
Fee(n) = (F(n)¢, &)«

DEMOSTRACION. Sea F' € Ly oy (T) y ¢,§ € K,n € Z, entonces Fee € L'(T) por tanto
existe F/’;g(n)
Sea l,p¢ : K — C dada por l,p¢(§) = ﬁ;é(n) entonces

2w
lnFC(S) :/0 e_mecg(ﬂf)dﬂf
2w
= [ e pac s

21
- [ R

Por lo tanto l,r¢ es un funcional antilineal.

Por la version del teorema de representacion de Riesz para espacios de Krein, obtenemos

que existe Y, rc € K tal que
Lurc(§) = (Yare, k.
Sea F(n) : K — K dada por F(n)¢ = Y, para ¢ € K.
Luego,
(F(n)¢, &) = (Yure, ) = burc(€) = Fee(n)
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4. Medidas a valores operadores en espacios de Krein

DEFINICION 2.10. Una medida a valores en L(K) es una funcién pu : B(T) — L(K) tal

que para cada (,& € K, A € B(T), la funcién definida por

pee(A) = (u(A)¢, )k,

es una medida finita de Radon sobre T que toma valores escalares.

Un operador v es positivo si (u(A)E, &) > 0 para todo £ € K. Si u(A) es un operador
positivo para todo A € B(T) decimos que la medida p es positiva.

Consideremos el conjunto:
M(K) = {p/p: B(T) — L(K), una medida tal que sup ||u(A)||Lqx) < oo}
AEB(T)
Observemos que cada W € LIL(,C)(']I‘) da origen a una medida p € M(K) mediante

d{p(z)C, ) = (W(2)(, ) cdr = Wee(x)da.

Como es natural la medida p asociada a W € Li(,c) (T) seré denotada du = Wdzx. En
este caso la medida p es positiva si y sélo si (W (x)(, &) > 0 para casi todo x, es decir, el
operador W (x) es no negativo para casi todo x.

Denotemos por P el espacio vectorial de todos los polinomios trigonométricos definidos

en T a valores escalares.

PROPOSICION 2.11. Sea i € M(K) y ¢ = supacper) |14(A)||lLqk). Entonces eviste un

unico operador lineal T, : P — L(K) tal que

(a) Para todo p € P,(,§ € K tenemos que

(T(p)C, ) = / " p(@)d(u(x)C, )

(b) Para todo p € P tenemos que

ITu )l < 4ellplloo

DEMOSTRACION.
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(a) Para (,& € K, sea

B(C,€) = / " p(@)d ()¢, )

Entonces B es sesquilineal sobre I x K. Usando la descomposicién de Hahn ( en

parte real y parte imaginaria) obtenemos
IB(C O < 4ellpllscllClcliE -
Para ¢ fijo, sea f : K — C tal que
HO=BGO= [ st
Dados &1,& € K, A € C, tenemos que

FA& + &) = Xf(fl) + f(&2).

Es decir, f es antilineal. Por la version para espacios de Krein del teorema de

representacion de Riesz, existe 6 € IC tal que
f(&) = {0,k
Sea T),(p) : K — K tal que

Tu(p)C = 0.

Entonces

()G, b = (6, E)x = F(€) = BC,€) = / " p(@)d(u(x)C, )

(b) Como B es sesquilineal entonces T),(p) es lineal. Ademés de

KT ()¢, E)xcll = 1B(C, O < dellpllooIClxclIElI

se sigue que 7),(p) es continuo y

1T, ()| < 4cllplloo

Sea € M(K), definimos 1 : Z — L(K) tal que

a(n) =T,(e—n),n € Z.
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PROPOSICION 2.12. Si (,& € K yn € Z entonces
2w ]
A€ = [ e (o), = een)
0
DEMOSTRACION. Si (,é§ € K, n € Z,

<ﬁ(n)<’ §>’C - <T,u(e—n)C> €>IC

2

e—n(@)d{pu(x)C, E)x

e dpce(w) = e(n).

/02
g

Para 1 € M(K), ¢,9 € P(K) definimos

(0,000 = > (i(m = n)@(n), v (m)).
m,neL
PROPOSICION 2.13. Si € M(K), ¢,¢ € P(K) entonces

27

Gthu= 3 / e mmT ()P (), m))
DEMOSTRACION.

()= > (film —n)@(n), &(m))x

mne”

-~

=Y [ e i), s

mne”

En el caso escalar K = C obtenemos que

<PaQ>u:/0nP($)Q($)du(m) con p,q€P.

26

PROPOSICION 2.14. Supongamos que dy = Wdx, W € Li(K)(T). Si v, € P(K) enton-

ces

(6, ) = / "W (@)o(), ().
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DEMOSTRACION. Si ¢, 9 € P(K) entonces
pla) =D @)™, yla) =Y d(m)em

de donde

PROPOSICION 2.15. Sea u € M(K) entonces

a) ( , ) es sesquilineal en P(K).

b) ( , ). es no negativa si y sélo si j1 es una medida positiva.

DEMOSTRACION. La parte a) se sigue de la definicién de ( , ),. En efecto, si ¢,y

v € P(K) entonces

(0= D (lm = n)(@n) +3(n)), ¥(m))x

mne”

= N (m = n)@n), dm))c + > {film — n)7(n), $(m))x

mne”L mne”
= (@, V) + {1,V

La parte b) es una aplicacién directa del Lema 1 de [1].

Sipe M(K), ¢, € P(K) escribimos

/0 du(@) ), v(@) = (9, )
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PROPOSICION 2.16. Sea 1 € M(K), ¢, ¢ € P(K) yn € Z entonces

<€n§0> 6nw>u = <90a ¢>u

DEMOSTRACION.

(entp, enw>u = Z (1(m — j)en®(j), entp(m))x

mjEZ
= > e lm = )P(), b(m))x
mjE€Z
= > e HGm — 5)B(3), $(m))x
m,jez
= (o, V)
U
Sip € M(K) es una medida positiva usaremos || ||, para denotar la norma (posiblemente
degenerada) asociada a ( , ).
PROPOSICION 2.17. Sea u € M(K) medida positiva, p € P(K) y n € Z entonces
lenelln = Nl
DEMOSTRACION.
leniolly, = {entp, o) = (0,00 = lléell
De donde,
lenllu = Nl
U
Sea

M(K), ={p e M(K) : ji(n) =0 si n <0}

Observe que si p € M(K), y (,€ € K, entonces para la medida escalar pi¢ tenemos que
fice(n) =0 para n <O0.
Por el teorema de F. y M. Riesz, existe hee € H'(T) tal que

(2.1) dpice(x) = hee(w)d.



CAPITULO 3

Una versiéon del teorema de Helson y Szego a valores operadores

en espacios de Krein.

En este capitulo se presenta el principal resultado de este trabajo, el cual es una versién
del teorema de Helson - Szego a valores operadores para espacios de Krein.

Los resultados y las definiciones de este capitulo son versiones para espacios de Krein de
los dados en [5] para espacios de Hilbert.

1. Extension a valores operadores del teorema de Helson y Szego en Krein.

Daremos caracterizaciones de los u € M(K), tales que dy = Wdx donde W € LlL(,C) (T)

(Hp, Ho)y < M?{p,0)p

para todo ¢ € P(K). Es decir,

/0 "W (@) Hol), Ho(a))ede < M? / (W (@)o(), o)) xdz

para todo ¢ € P(K).
El grupo dual de T es el grupo de los enteros Z = {0,+1,42,...}. Consideremos los
conjuntos Zy = {n € Z:n>0} yZy={n€Z:n <0}.

Sean
P(K)={peP(K):p(n)=0 si n<0}, y
Po(K)={peP(K):p(n)=0 si n >0}
Para € M(K) positivo y n un entero no negativo, sea

pn(1) = sup{[(enr, 2)ul - 01 € P1(K), 02 € Pa(K), [[01lln = l@2lln = 1}

Sea p, (W) = pn(p) cuando du = Wdzx, para W € LlL(,C) (T).
Es claro que 0 < p,,(u) < 1.

29
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Consideremos ahora la clausura de e,P;(K) y P2(K) con respecto a || ||,. Usualmente
P2(K) es llamado el pasado, P;(K) es llamado el futuro después del instante n, todos con
respecto a || ||,

Observemos que:

(a) Los espacios P1(K) y P2(K) son ortogonales con respecto a ( , ), si y sélo si

po(p) = 0.
(b) Si existe un vector no nulo en P;(K) y Po(K) entonces po(p) = 1.

Recordemos: se dice que los subespacios cerrados en e, P1(K) y P2(K) tienen un angulo

positivo si po(p) < 1. El dngulo entre estos subespacios es ay, (1) = arc cos(pn(1)).

PROPOSICION 3.1. Sean M > 1, u € M(K), tal que du = Wdzx para alguna
W e Li(,c)(']l‘). Sea p = e 1 + w2 donde o1 € P1(K) y w2 € Pa(K), entonces

+M2—1
M2 +1

1
M?+1

(M*(@, )= (Hp, Hp),) = ((enp1, ©2)ut(02, €n@1)p) ({01, ©1) (02, ©2) 1)

DEMOSTRACION. Sea ¢ = e,¢1 + @2 donde @1 € P1(K) v g € P2(K), entonces
(0, 0)p = (Entp1 + P2, €01 + P2)
= (en®1, nP1)u + (€np1, P2)u + (P2, €ntp1)u + (02, P2) 4

= lenl{@1, 1) n + (€npr1, 2) 1 + (02, Entp1)p + (02, P2)u

(3.1) = (@1, P1)u + (€np1, P2) 0 + (P2, €ntp1)u + (P2, P2)u

Por otro lado si ¢y € P; entonces

N
Y1 = Z §k6k7
k=0

donde
_ & si0<k<N
<P1(’f) =
0 en otro caso
luego
~ —z@(k‘) =—i& si0<EkE<SN
(Her) (k) =

0 en otro caso
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en consecuencia
N
Hpp = —1 E Sker = —ip1.
k=0

En forma similar si ¢ € Py entonces

-1
p2= Y &ex,

k=—N

donde

_ § si—N<k<-1

902(7%') =

0 en otro caso
luego
~ —z@(k) =—i& si—N<k<-1
(Hpo)(k) =
0 en otro caso

en consecuencia
-1
Hpy = —1i Z §ker = 192.
k=—N
A partir de lo obtenido para Hy; y Hp, obtenemos
Hyp = H(epp1 + @2) = —ienp1 + ipa.

Por lo tanto,

(Ho, Hp),, = (—ie 1 + ipa, —ie, o1 + ipa),
= (—ienp1, —ienp1 + i2), + (12, —ienp1 + 1pa),
= (—ienp1, —i€nP1)u + (—ienp1, ipa), + (i, —ienp1),

= <S017 901># - <€n901, @2>u - <902,6n801>u + <<P27802>u-

Luego

(3.2) —(Hp, Hp), = —(@1, 01)u + (entp1, 2)u + (02, €np1) — (02, P2) -
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Multiplicando por M? la ecuacién (3.1) y usando la ecuacién (3.2), obtenemos que:

M*(p, )y — (Hp, Hp)y = (M? = 1){p1, 1) + (M? + 1) (€1, 92)u
+ (M? + 1) (@2, €np1) + (M? = 1) {02, ©2),1
= (M + 1)[(entpr, 92)u + (02, €n1) ]

+ (M = 1)({p1, 01)u + (02, 02)).

De donde,

1 , M? -1

Y 1(M (o, 0)u—(Hep, Hp),) = (<6n9017902>,u+<()027€n901>,u)+M2—_i_1(<9017()01>,u+<9027§02>,u)
d

Sea fia3 € M(K) para «, 3 = 1,2. Usaremos la notacion {jtag}a =12 para referirnos a

Hi1 M2
Ho1  HU22

Consideraremos matrices tales que j119 = p5, esta definida por
<:u;1 (A)Ca €>’C = <<.7 Ha1 (A)£>’C7
donde * es el operador adjunto en el espacio de Krein.

DEFINICION 3.2. Sea pa5 € M(K) para a, § = 1,2. Se dice que la matriz {{ias}a,s-12

es positiva cuando
2

Z <90067S0ﬁ>“a,,8 Z 0

a?ﬁ:]'

para todo (¢1, p2) € P(K) x P(K).
LEMA 3.3. Sea piap € M(K) para o, 5 = 1,2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz {ftag}ap=12 €s positiva.

(b) Para todo A en B(T), para todo (1,(s € K
2

> (Hap(D)Car Ca)i > 0

a?ﬂ:]‘

(c) Para todo A en B(T), para todo (,§ € IC : (111(A)(, ) > 0, (paa(A)E,E) >0y

[(112(A)C, E)xcl® < (a1 (D) Oxcpaa(A)E, E)ic
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(d) Para todo A en B(T), para todo (,§ € K : (u11(A)(, O >0, (pa(A), ) >0y

2[{p12(A)¢, il < (11 (A)C, Qie + (p22(A)E, E)ic
Para la demostracién ver [2], Lema 3.

DEFINICION 3.4. Sea pin3 € M(K) para a, 5 = 1,2. Se dice que la matriz {fas}a,5-12

es débilmente positiva cuando
2

> (0 98)uay =0

a,f=1

para todo (¢1,p2) € P1(K) x Pa(K).

Cuando se trata de medidas absolutamente continuas con respecto de la medida de Le-
besgue, estas condiciones se pueden expresar en términos de las densidades.
Para pas = zap(z)dr la expresion “{z,s}ap=12 €s una matriz positiva’quiere decir

{1tap}a,p=12 es una matriz positiva. Andlogamente para matrices débilmente positivas.

LEMA 3.5. Sea piop € M(K) para o, f = 1,2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Las medidas p11 y piea Son positivas y

|<§017 902>#12 |2 S <9017 901>,u11 <902» ¢2>M22

para todo (¢1,p2) € P1(K) x Po(K).
(b) La matriz {jtag}ap=12 €s débilmente positiva.

DEMOSTRACION. Cambiando (1 por A\j¢1 ¥ 2 por Aays la desigualdad de la Definicién

3.4 se transforma en
2

Z PCa¥Pi(Par P uas = 0
a,B=1

para todo (¢1,p2) € P1(K) x P2(K), es decir, la forma cuadratica en A\; y Ay, dada por la

expresién anterior, es definida positiva. Esto es equivalente a la condicién (a). 0

Los siguientes teoremas son los principales resultados de este trabajo. Son versiones para
espacios de Krein del teorema 3.1 de [5]. En el caso n = 0 estos resultados son generalizaciones

del teorema de Helson - Szego.
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TEOREMA 3.6. Sean € M(K) y M > 1. Para A € B(T) sean
M? -1
M?+1

ps(A) = /A () dp(2)

p11(A) = paa(A) = n(A)

(&) = [ e-@iuta).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo ¢ € e, P1(K) + P2(K)

(Hp, Hp)y < M?{p, ) -

(b) Eriste una medida v € M(K)_ tal que

2

> (Par P8)uas + (1,020 + (P2, 01)00 20
a,B=1

para toda @1, ps € P(K).

DEMOSTRACION.

Sean @1, w2 € P(K) se puede probar que

<€n¢17 902>,u = <9017 <:02>M12'
Analogamente,

(P2, €n1)u = (P2, 01) o -
Para a = 1,2, también se puede ver que

M? -1
MQ—H@%,%M = <90a, <Pa>uaa-

(a) = (b) Sea ¢ = e,p1 + 2 donde 1 € P1(K) y @2 € P2(K) tal que

(Hp, Hp)y < M?{p, ) -

De la Proposicion 3.1/ se sigue que

M? -1

(3.3) ({en1, P2)u + (P2, €np1), + MQ—H(Q% ©1)u + (P2, 02)u) =0

De la desigualdad (3.3) tenemos que:

M? -1
<901> @2)#12 + <3027 901>u21 + MQ—_H(<9017 <)01># + <9027 902>#) > 0
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De donde
<()017 902>,u12 + <9027 (101>M21 + <901? 901>u11 + <9027 ()02>u22 2 0.

Es decir,
2

Z <90aa (Pﬁ>uaﬁ >0

a,f=1
para todo (p1,2) € P1(K) x P2(K). Por lo tanto la matriz {fas}a =12 €s una matriz
débilmente positiva.

Una aplicacién directa del Teorema II de [2] proporciona una medida v € M(K), tal

Jr
que
2

D (Par P8)uas + (1,020 + (02, 01)00 20
a,B=1

para 1, o2 € P(K).
(b) = (a) Para completar la demostracién, notemos que en los pasos de la demostracién de

(a) = (b) tenemos condiciones equivalentes. O

TEOREMA 3.7. Sea pn € M(K) positivo, supongamos que dp = Wdx donde W € L}:(/C) (T)

y sea M > 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

() 0 < pu(W) < 251

(b) Para todo ¢ € e, P1(K) + P2(K)
[Hellp < Mol
(c) Eziste v € M(K), tal que para cada (,§ € K
dve(w) = hee(x)de,
donde hee € HY(T) y
(M? +1)?Jen(2)Wee () — hee(x)* < (M? = 1) We(2)Wee(z)  c.s
DEMOSTRACION. (b) = (a) Supongamos que

17 ¢ll, < M@l
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para todo ¢ € e,P1(K) + P(K). Usando la Proposicién 3.1 se obtiene que

0<

o (Ml — 1 Hl2)

M? -1
M?2+1

= ((enpr, @2)u + (2, enior)) ( ) (ol + g2

M? -1 9 9
= 2Re(enp1, P2)u + M1 (lorll + ll2lly,)

Si consideramos A € C y s € R, con |A| = 1, se cumple que Asp; € P1(K) y ademads

M? -1 M? -1
( ) lo1]125% + (2Re(Menpr, 9aa))s + ( ) lall? =

M?2+1 M?2+1
M? -1
M?2+1

Esta es una inecuacién de segundo grado en la variable s. Sea D el discriminante,

- ,  (M2-1
D= 4[>\<€n§01, 902>/L + /\<S027 671901>N] - M2 +1

2Re(Mensr, ea)) + ( ) (Iserll? + Ilpal2) = 0.

2
) 112l < 0.

Esto equivale a

_ M2 -1\
[>\<€n9017902>u + )\<902,€n901>u]2 < (MQ—H) ||¢1\|i’\902||i-

St |le1]lx = ||zl = 1 entonces

- M? -1
Aenpr, 902>u + )\<902>€n901>u < M2——|—1 .

En particular para A = e~%79((en®1.92)1) " ge tiene que

)\<€n901, <P2>u = ‘<<P2,€n901>u’ = X<902, en(p1>u

Por tanto
M? -1
M2 +1°

Tomando supremo a ambos lados y considerando que el cociente anterior es una constante,

[{enp1, P2)u| <

se obtiene el resultado deseado

()<M2—1

(a) = (b) Esta implicacién también se obtiene usando el discriminante de una ecuacién

de segundo grado.
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(b) = (c) Sea A € B(T). Consideremos las cuatro medidas absolutamente continuas con

respecto a p dadas por:

Como
d
2 e d—# =W
du dx
tenemos que
dpty2
—e,W.

dx ¢

Sea ¢ = e, 1 + 2 donde @1 € Pi(K) y @2 € Pao(K) tal que
[Hell < M|l

Por el teorema anterior existe una medida v € M(K), tal que

2

D (Par P8)uas + (01,020 + (P2, 01)10 2 0
a,f=1

para @1, s € P(K).
Tomando (,& € K y sea A C T un conjunto Borel. Por el Lema 3.3

(3.4) [(112(A)C, ) e — (VA E) il < (11 (A)E, O i (D)E, €

Sea m(A) la medida de Lebesgue de A, entonces,

(112(A)C, ) = (AN e[ _ (11 (D), O (D)€, )i

(8:5) m(A) - m(A) m(A

Por otro lado puesto que v € M(K); para cada ¢,£ € K existe hee € HY(T) tal que
dve(w) = hee(x)da.

De donde,
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2

(A ) — (W(A)G )l = /A (dpuaa()C, ) — /A (dv(2)C, )

2

— /A<€nd”C’5>K_/A<h<a(iv)é,£>,<dx

2

B /A“Q”W(f)@f%c — (hee(2)C, E)ic)da

2

— /(enW(x)C— hee(w), §)k
A

2

= /A(enW@ — hee)(x)dx

(L11(A)C, C>K<M22(A>§a§>lc:/A<d,u11($)faf>lc/A<dﬂ22($)f7§>lc

- [(Gar) were) o [ (G weee) o
= ([ G weton) ([, (3 ) weetone)
= (%21)2 (/A ng(as)das) (/A W&(x)dx.)

Usando estas igualdades y la desigualdad (3.5), obtenemos

() (e o) (s o)

Tomando limite cuando m(A) — 0y usando el teorema fundamental del calculo para la

'ﬁ/A(enW@—hcs)(ff)dfC

integral de Lebesgue, obtenemos
(M? + 1)?|enWee () — hee(@)]* < (M? = 1)*Wee () Wee ()

para casi todo x € T.

(¢) = (b) Por hipétesis tenemos que
(M? + 1) eaWee(2) — hee(a)] < (M? = 1)(Wee () (Wee(a)) 2

para casi todo x € T.
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Sea A C T un conjunto Borel, usando la desigualdad anterior y la de Cauchy - Schwarz

obtenemos

(02 4 1) / leaWee() — heg(a)|dx < (M? — 1) / (Wee(w)) 2 (Wee (1)) 2l

< (M%-1) ( /A ch(a:)da:>1/2 ( /A ng(x)dx) v

Para completar la demostracion, notemos que en el resto de los pasos de la demostracién

de (b) = (c) tenemos condiciones equivalentes. O
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