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ITI

“Mathematics is the art of giving the same name to different things”[As opposed to the
quotation: Poetry is the art of giving different names to the same thing].

Poincaré, Jules Henri.

“A mathematician who is not also something of a poet will never be a complete

mathematician”. Weierstrass, Karl.
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INTRODUCCIONI

El objetivo de este trabajo es desarrollar, de una manera razonablemente comprensible,
algunos de los principales teoremas contenidos en el articulo “Unitary dilations of Markov
transition operators, and the corresponding integral representations for transition-probability
matrices”de David Kendall publicado en la revista Probability and Statistic, H. Cramer,
Vol. 139-161, en 1959.

El resultado principal de esa publicacién de Kendall es que se puede encontrar una re-
presentacion de Fourier-Stieltjes para la sucesion pjk,p?k,p?k, ..., donde p7, representa la
probabilidad de que una cadena de Markov, homogénea en tiempo, inicialmente en el estado

7, pase al estado k en la n-ésima transicion, con j y k estados idénticos o distintos.

Aunque Kendall, en su publicacién, presenta diversas variaciones de este resultado, sélo
nos dedicaremos a estudiar una de ellas para el caso en que las cadenas de Markov son
irreducibles. Una de las herramientas utilizadas para llegar a ese resultado son las medidas
subinvariantes positivas. A ese respecto, Kendall establece un teorema donde se prueba que

toda cadena de Markov irreducible admite una medida subinvariante positiva.

Para la comprension de los resultados de Kendall es necesario tener un conocimiento,
no solo en probabilidades, sobre cadenas de Markov, si no también en importantes areas
del andlisis matematico como teoria espectral y dilataciones unitarias. Es por ello que estos

topicos se desarrollan, como marco tedrico, en los tres primeros capitulos del presente trabajo.



Asi, el primer capitulo trata sobre cadenas de Makov, en el cual se presenta un breve

estudio sobre estas cadenas, incluyendo la definicion y algunos resultados bésicos.

En el segundo capitulo se desarrolla la teoria espectral. Se comienza con el estudio de
algebras de Banach, luego con los operadores en espacios de Hilbert y el estudio de algebras-
C* para entonces establecer el muy importante teorema espectral. Seguidamente en dicho
capitulo se estudia otra versién de este teorema donde se establece la conexién con integrales
empleando la medida espectral. Este teorema es de vital importancia en la demostracion de

uno de los resultados de Kendall.

En el tercer capitulo, se realiza un estudio sobre dilataciones unitarias de una contraccién

con el objetivo de establecer el teorema de Sz.-Nagy, utilizado por Kendall en su publicacién.

Finalmente, en el cuarto capitulo se desarrolla la primera parte del articulo de Kendall

que contiene los resultados que nos dedicamos a estudiar y presentar en este trabajo.



CAPITULO 1

Cadenas de M&I‘l{OV

1.1. Nocion sobre Procesos Estocasticos

Definicién 1.1 Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
{X; :t € T}, donde t representa el tiempo, definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P).
El conjunto donde el proceso toma sus valores se denomina espacio de estados, y lo deno-

taremos con la letra £.

Informalmente, se puede decir que un proceso estocastico describe la historia de una

variable aleatoria que evoluciona en el tiempo.

Si 7 =N 67 = 7Z entonces se dice que el proceso estocastico esta a tiempo discreto.
Cuando 7 es discreto, la ley de un proceso estocastico esta caracterizado por las distribu-

ciones en dimension finita:
P{X,=z,:t€T}

conTCTyx,e€&,teT.



1.2 Cadenas de Markov

1.2. Cadenas de Markov

Sea ) un espacio muestral y P una medida de probabilidad en dicho espacio. Sea
X = {X, : n € N} un proceso estocéstico a tiempo discreto con un espacio de estados
numerable &; esto es, para cadan € Ny w € Q; X,,(w) es un elemento del conjunto numer-
able £. Es usual decir que “el proceso se encuentra en el estado j en el instante n ” cuando

X, = 7. Asi, X, se refiere al estado del proceso X en el tiempo n.

Definicién 1.2 Un proceso estocastico X = {X,, : n € N} es llamado cadena de Markov

cuando:
P{Xn+1 == j|X0,X1, ,Xn} == P{XnJrl == .]|Xn} (11)

para todo j € £ yn € N.

Entonces, una cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias tal que: X,
es independiente condicionalmente de Xy, Xi,..., X,,_1 dado X,, para cualquier n. Esto
es, el “siguiente” estado X,,; del proceso es independiente de los estados “anteriores”

Xo, X1, ..., X1, siempre que sea conocido el estado “presente” X,,.

Sin pérdida de generalidad, nos restringiremos a las cadenas de Markov para las cuales

la probabilidad condicional
P{Xn—l—l = ]|Xn = Z} = pij; Z,j - 5, (12)

es independiente de n. A las cadenas que cumplen esta condicion se les dice que son ho-

mogéneas en tiempo.

Las probabilidades p;; son las llamadas probabilidades de transicion de la cadena de
Markov X. Es comtun disponer las p;; en una matriz cuadrada P llamada matriz de transicion

de la cadena de Markov X. Por ejemplo, si £= {0, 1, ...}, la matriz de transicién es

Poo Po1 Po2
Pio P11 D12
D20 P21 D22




1.2 Cadenas de Markov

Claramente, toda entrada de una matriz de transicion P es no negativa, y los términos
de cualquier fila suman uno. Esta tltima condicién expresa el hecho de que ocurre alguna
transicion en cada paso (Por conveniencia se dice que una transicién ha ocurrido atin cuando

el estado continte siendo el mismo).

Definicién 1.3 Sea P una matriz cuadrada de entradas p;; definidas para todo ¢,7 € €.

Entonces P es denominada matriz de Markov sobre £ o matriz estocdstica si:
(a) para todo i,5 € €, p;; >0,y

(b) para cada i € &, 3 o pij = 1.

Asi, la matriz de transicion de una cadena de Markov es una matriz de Markov. Reciproca-
mente, dada una matriz de Markov sobre un conjunto numerable &£, es posible construir un
espacio muestral 2, una probabilidad P sobre todos los subconjuntos de €2, y variables aleato-
rias Xo, X1, ... en £, tomando valores en £ tales que X = {X,,} es una cadena de Markov
cuya matriz de transicién es la matriz dada. En dicha construccion es usual considerar €2

como el conjunto de todas las sucesiones w = (wp, wy, ws...) con w; € &€ para todo i y definir
Xn(w) = wy.

Sea X una cadena de Markov con matriz de transicién P = {p;;} y espacio de estados £.
Teorema 1.4 Para todo n,m € N con m > 1; ig,...,i, € &,
P{Xni1 =11, ., Xopm = im| Xn = 0} = DigirPivia--Pin_rim

Demostracién:

Sea n € N fijo. Demostremos por induccién sobre m.
Para m = 1 se cumple trivialmente.

Supongamos que se cumple para m. Veamos que se satisface para m + 1.



1.2 Cadenas de Markov @

Sean ig, i1, ..., 1, € € fijos. De la definicién de probabilidad condicional y la propiedad de

las cadenas de Markov (1.1) tenemos

P{Xn-H =11, '~'7Xn+m = im7Xn+m+1 = im+1|Xn = 10} =
o P{Xn = io, "'aXn-i-m—I—l = Z‘m—&-l}

P{Xo =1}
_ P{Xn = io’ ...7Xn+m+1 = 'l.m+1} P{Xn = io, ...7Xn+m = Zm}
P{Xn:/lO;aner:Zm} P{XOZZD}

- P{Xn+m+1 - Zn+m+1‘Xn - io, ceey Xn+m - Zm}P{Xn+1 - 7:]_, ...,Xn+m - Zm|Xn - Z()}
- P{Xn+m+l - in+m+1|Xn+m - Zm}P{Xn-I—l = ilu '”7Xn+m = Zm|)(n = ZO}

Finalmente por hipotesis inductiva nos queda
P{Xoi1 =11, Xogm = tms Xogme1 = Ims1| X = G0} = Digiy -+ Pivn—rion Pimimsr -

Hemos probado el resultado para todo m > 1. ]

Corolario 1.5 Sea m una distribucion de probabilidad en £, y supongamos
P{Xy, =i} =7(i)
para todo i € £. Entonces para todo m € N y ig, ..., 1, € &,
P{Xo =10, X1 =1, .00y Xon = i} = () Pigiy--Piry_1ins

Demostracién:

Del teorema, haciendo n = 0, tenemos
P{Xl = il, ,Xm = Zm|X() = Z()} = pioil"‘pim—lim
Luego, usando la definicién de probabilidad condicional se obtiene el resultado

P{Xo =0, X1 =1, 00, Xon = i} = P{X1 = i1, ..., Xon = imn| Xo = g} P{ X0 = ip}

= ﬂ-(Z)ploZl Dy 1im



1.2 Cadenas de Markov

Este corolario muestra que la distribucion conjunta de Xy, X7, ..., X,, esta completamente

determinada, para todo m, por la distribucién inicial 7 y la matriz de transicién P.

La siguiente proposicion muestra que la probabilidad de que la cadena se mueva del
estado ¢ al estado j en m transiciones estd representada en la entrada (ij) de la m-ésima

potencia de la matriz P, P™, denotada por pj;.

Proposiciéon 1.6 Para cualquier m € N,
P{Xn+m = J|Xn = Z} = p?}
para todo i,j € £ yn € N (en particular, para m =0,P° =1).

Demostracion:
Sean i,j € &£ fijos. Para m = 1 se cumple por la condicion de homogeneidad temporal

(1.2). Supongamos que se cumple para m. Veamos para m+1.

P{Xn+m+1 = J|Xn = Z} = Z P{Xn+m = k|Xn = Z'}P{*XPTLerﬁl = ]‘Xner = k}
ke&

_ m _ .m+1
= E Pir " Pkj = Psj
ke€

Donde la tltima igualdad proviene del producto de matrices.

Por lo tanto hemos probado, por induccion, que se cumple para todo m > 1. 0

Obviamente, para m,n € N tenemos la siguiente relacion de matrices
Pm+n _ PmPn
- )
para cuyas entradas tenemos la siguiente ecuacién

pE =i, i,j €€,
ke&

que se denomina ecuacion Chapman-Kolmogorov, la cual establece la conexién entre las ca-

denas de Markov y la teoria de semigrupos de operadores.



1.3 Clasificacion de Estados de una Cadena de Markov

1.3. Clasificacion de Estados de una Cadena de Markov

Los estados de una cadena de Markov pueden ser clasificados de muchas maneras. Es-
ta clasificacién es de gran importancia en el estudio del comportamiento asintético de las
n-ésimas probabilidades de transicién pj’;. A continuacién se presentan diferentes clases de

estados mediante definiciones y relaciones fundamentales.

Definicién 1.7 Se dice que el estado j es accesible desde el estado ¢ si existe algin entero
n > 0, tal que p;; > 0; i.e., el estado j es accesible desde el estado ¢ si hay una probabi-
lidad positiva de que en un nimero finito de transiciones, el estado j pueda ser alcanzado

comenzando desde el estado 7.

Definicién 1.8 Se dice que dos estados ¢ y j estan intercomunicados cuando cada uno es

accesible desde el otro. Y esto se denota por i < j.

Notese que si dos estados ¢ y j no estdn intercomunicados, entonces pj; = 0 para todo

n >0, 6 p% = 0 para todo n > 0, o ambas.
Definicién 1.9 Tenemos las siguientes definiciones:

(a) Se dice que un conjunto de estados es cerrado si ningin estado de afuera es accesible

desde un estado del conjunto.
(b) Un estado absorbente es un estado que forma un conjunto cerrado por si solo.
(¢) Un conjunto cerrado es irreducible si no contiene ningiin subconjunto propio cerrado.

(d) Se dice que una cadena de Markov es irreducible si su tinico conjunto cerrado es el

conjunto de todos los estados. De lo contrario se dice reducible.

La matriz de Markov asociada a una cadena reducible puede ser escrita en forma de una

matriz particionada; por ejemplo,

PO
0 P

donde P, y P; representan matrices de Markov que describen las transiciones dentro de dos

conjuntos cerrados de estados.



1.3 Clasificacion de Estados de una Cadena de Markov @

La siguiente proposicién es una forma simple de caracterizar la irreducibilidad de una

cadena de Markov; la prueba es inmediata de la definicién

Proposicién 1.10 (Caracterizacién de las cadenas irreducibles) Una cadena de

Markov es irreducible si y solo si todos los estados son accesibles desde cualquier otro.

1.3.1. Periodicidad

Definicién 1.11 Definimos el periodo del estado ¢, d(i), como el méximo comun divisor
(M.C.D) de todos los enteros n > 1 para los cuales pli > 0. Si p. = 0 para todo n > 1,
definimos d(i) = 0.

A continuacion estableceremos tres propiedades basicas del periodo de un estado. Para

una prueba remitimos al lector a [13] (pg. 82).

Teorema 1.12 Sii < j entonces d(i) = d(j).

Teorema 1.13 Si el estado i tiene periodo d(i) entonces existe un entero N dependiente de

1, tal que para todo enteron > N, p’-l-d(i) > (.

2

Este teorema muestra que puede ocurrir un retorno al estado 7 para todos los multiplos

suficientemente grandes del periodo d(37).

d(i)

Corolario 1.14 S5:i pl; > 0, entonces p;'fn > 0, para todo n(entero positivo) suficiente-

mente grande.

Definicién 1.15 Una cadena de Markov se dice aperiddica cuando todos los estados tienen

periodo uno. De lo contrario se denomina periddica.

1.3.2. Recurrencia

Sea i € £ un estado arbitrario pero fijo. Definimos para todo entero n > 1,

"= P{X, =i, Xp#i,m=12,....n—1X,=i}.



1.3 Clasificacién de Estados de una Cadena de Markov

En otras palabras, f]! es la probabilidad de que, comenzando desde el estado 7, el primer
retorno al estado ¢ ocurra en la n-ésima transicién. Claramente f} = p; y fI puede ser

calculado recursivamente mediante
n
ph=>Y fEoit, n>1, (1.3)
k=0
donde definimos f{ = 0 para todo i.

La ecuacién (1.3) proviene de la descomposicién del evento en el cual pf es visto de
acuerdo al tiempo del primer retorno al estado . Para ello, consideremos todas las posi-
bles realizaciones del proceso en el cual Xg = 7,X,, = ¢ y el primer retorno al estado ¢
ocurre en la k-ésima transiciéon. Llamemos a este evento FEj. Claramente los eventos Ej con
k =1,2,...n son mutuamente excluyentes. La probabilidad de que el primer retorno sea en

% En las transiciones restantes estamos tratando

la k-ésima transicién es por definicion

solo con aquellas realizaciones para las cuales X,, = ¢. Usando la proposicién 1.6, tenemos
P{E}} = P{primer retorno en la k-ésima transicién| Xy = i} P{X,, = i| X =i} = fEpi~F,

para 1 < k < n (recordemos que pY; = 1). Por lo tanto,
n n n
- - k, n—k k n—k
P{X, =ilXo =i} = ZP{Ek} = Z Wi = Z W Dii
k=1 k=1 k=0
ya que por definicién f2 = 0.
Definicién 1.16 Un estado i se dice recurrente si y s6lo si > - | fi = 1.
Esta definicién dice que un estado i es recurrente si y solo si, empezando desde el estado

1, la probabilidad de retornar al estado ¢ después de algin tiempo finito es uno.

Definicién 1.17 Un estado j se dice transitorio cuando no es recurrente.



CAPITULO 2

Teoria Espectral

2.1. Algebras de Banach

Definicién 2.1 Un dlgebra A es un espacio vectorial, sobre un campo K, tal que existe una
aplicaciéon P : A x A — A llamada producto, que denotaremos mediante P(a,b) = a - b
para todo a,b € A, y que verifica las siguientes propiedades para todo a,b,c € A , y para
todo A € K:

(i) Ma-c) = (ha)-c

(i) a-(b-¢)=(a-b)-c
(iii) a- (b+c)=a-b+a-c
(iv) (a+b)-c=a-c+b-c

Definicién 2.2 Un dlgebra de Banach B es un algebra sobre C con unidad 1, que posee una

norma que lo hace un espacio de Banach y que satisface:
(a) 11 =1,

(b) [Ifgll < A1 lgll para f,g € B.



2.1 Algebras de Banach

Notacién 2.3 Es importante aclarar y que el lector tenga presente a lo largo del capitulo,
que denotaremos por A tanto al nimero complejo A € C, como al elemento A = A-1 € B,
donde B es un algebra de Banach. Es decir, podemos tener A € C o A € B dependiendo del

contexto donde se encuentre.

Veamos algunos ejemplos importantes de algebras de Banach que usaremos a lo largo del

capitulo.

Ejemplo 2.4 Sea H un espacio de Hilbert. El espacio de todas las transformaciones lineales

acotadas de H en H, denotado por L(H), es un élgebra de Banach con la norma

1Tl = sup [ T(h)[l

IAll#=1

para T € L(H).

Ejemplo 2.5 Sea X un espacio de Hausdorff compacto. El conjunto C'(X) de las funciones

complejas continuas definidas en X es un algebra de Banach con la norma
[¢lloe = sup |(f)]
fex

para p € C(X).

2.1.1. Elementos Invertibles

Definicién 2.6 Sea B un algebra de Banach. Definimos G como la coleccién de los elementos

invertibles de B.
Observacién 2.7 Es claro que G es un grupo multiplicativo y que contiene a la unidad 1.

Lo siguiente es una proposiciéon fundamental que usaremos para probar que G, la coleccién
de elementos invertibles de B, es un conjunto abierto y que la inversién es continua en la

topologia de la norma.

Proposicién 2.8 Sea B un dlgebra de Banach. Si f € B y ||[1 — f|| < 1 entonces f es

wnvertible y

1 1
I < ==



2.1 Algebras de Banach

Demostracion:
Sean =1 — f| <1. Para N > M tenemos

N M N N
==Y a-n|= Z < D> =S
n=0 n=0 n=M+ n=M+1
N M+1 . N+1 M+1
— Z 77 0 < 1—7) — 0

n=M+1

Luego la sucesién de sumas parciales {ij:o(l — )"}y es de Cauchy, y consecuente-

mente, la serie converge (porque B es completo).

Sea g =13 (1 — f)", entonces

f9= N (A= fr= lim ([1— (1—f)]Z(1—f)”)

n n=0

= Jim ([1—<1—f>11}flgf)f>“) = Jin (- (=Y =1

ya que limy o [|(1 = f)¥*]] = 0.

Anélogamente gf = 1 y por lo tanto f es invertible, con f~! = g.

Ademas,
N N
loll = | gim o1 7| = i |31 - py
n=0 n=0
< hm 1~ an_
Z ||1 Ik
De donde, ||/~ < t=p—- :

Proposicién 2.9 Si B es un dlgebra de Banach entonces G es un conjunto abierto en B.

Demostracién:

Sea f € G. Consideremos By = {g eEB:|f—ygl < ﬁ} Veamos que By C G.



2.1 Algebras de Banach

Sea g € By. Tenemos que ||f — g|| < Hf_llll y entonces

LA =gl = 17 =l =11 = f gl

De donde, |1 — f~g|| < 1. Luego, por la proposicién anterior tenemos que f~'g € G y como

G es un grupo g = f(f~1g) € G.

Por lo tanto, By C G. Es decir, para cada f € G existe una bola abierta de radio 1/|| f~!|]

tal que esta contenida en G. Luego G es abierto. 0

Corolario 2.10 Si B es un dlgebra de Banach, entonces la aplicacién f — =1 definida en

G es continua. Asi, G es un grupo topoldgico.

Demostracién:
Sea f € G. La desigualdad || f — g|| < 1/2]|f~!| implica que

11— f gl < 1/2. (2.1)
Y por la proposicién 2.8 tenemos que f~'g € G y por lo tanto g = f(f~'g) € G. Luego

lg™ 0 < llg™ AL =G ) LM< 207 (2:2)

donde la tltima desigualdad viene dada ya que, por (2.1) y por proposicién 2.8, tenemos

L 1
I g) 7 < g <

Ahora, sea 0 < e < || f7Y. Si

1

13
If—gll < —5 < -
20712 20

entonces, por (2.2)), tenemos

1F= =g =1 =g < I =gl g™

—1 . -1 —1(2 € —
S WS =gl 20 < 20 g =<

Luego f — f~! es continua. ]
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2.1.2. Espectro y Resolvente

Definicién 2.11 Para B un algebra de Banach y f € B definimos el espectro de f como el

conjunto
os(f) ={A € C: f— X no es invertible en B}

y la resolvente de f como
ps(f) =C—os(f)

Ademas, el radio espectral de f se define como

r5(f) = sup{|A| : A € o5(f)}

Notacion 2.12 Siempre que no se preste a confusion, omitiremos la B y sélo escribiremos

a(f),p(f)y r(f)

La siguiente proposicién establece que el espectro de un elemento f es cerrado y se en-
cuentra acotado por la circunferencia de radio igual a la norma de f en el plano complejo
(Ver figura 2.1)).

Proposicién 2.13 Si B es un dlgebra de Banach y f € B, entonces o(f) es compacto y

r(f) < IIfII-

Demostracién:

Sea J : C — B dada por J(A) = f — A. Asi definida, J es continua. Por otro lado,
Nep(f) <= f—Aesinvertible <= f - A€ G <= J(\) € G <= A e J(G),

de donde p(f) = J71(G). Ademds p(f) es abierto porque G es abierto y J es continua. Asf,

o(f) es cerrado.

Ahora veamos que |A| < || f], para todo A € o(f). Supongamos lo contrario, es decir, que

existe A € o(f) tal que |[A| > || f].

Si [A| > || f]| entonces
[ O P Y
s == 0-3)
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Luego, por proposicién 2.8 tenemos que 1 — f/X es invertible y por consiguiente f — X es

invertible. Luego, A € p(f). Contradiccion.

Finalmente, o(f) estd acotado y por lo tanto es compacto y

r(f) = sup{[A[: A € a(f)} < |/l

Figura 2.1: Espectro

Observacion 2.14 Noétese que 0 € o(f) siy sélosi f € G.
Teorema 2.15 Si B es un dlgebra de Banach y f € B, entonces o(f) es no vacio.

Demostracion:

Consideremos la funcién G : p(f) — B definida por G(\) = (f — A\)~!. Demostraremos
que G es analitica y que es acotada. Luego usaremos el teorema de Liouville para obtener
una contradiccion.

Primero, como la inversién es continua (corolario 2.10)), para A\g € p(f) tenemos que

lim M — lim (f - )\)_1 — (f — )\0)—1
A— Ao A— )\0 A—Xo N\ — )\0
o L2 =20 NG =N
A—Ao o
= lim (f - AO)il[(f - )\0) — (f — ,\)](f _ )\)71
A— Ao R
= lim (f = X0)"IA= Aol (f =N
T ASN W

= lim (£ = 20) 7 (F =N = (F =) 2
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De donde G es analitica en p(f). Y si ¢ € B* (espacio dual de B), la funcién ¢(G) es una

funcién analitica compleja definida en p(f).

Ademas, usando proposicién 2.8, tenemos que 1 — f/X es invertible para || > || f| v

=)

, o T LS .
lim GO = tim 1(f =X = lin HX<X 1

<
T 1=l

Luego

<1 1 1
< lim — ————
Ao [AL T —[[f /Al
1 1
< lim sup 0.

Noo (AL L= ILF/AI
Por lo tanto, para ¢ € B* tenemos que limy o, p(G(A)) = 0.

Si suponemos que o(f) es vacio, entonces p(f) = C. Luego, para ¢ € B* tenemos que
(@) es una funcién entera que tiende a cero en el infinito. Por el teorema de Liouville (Ver
[15], pg.173) tenemos que ¢(G) = 0.

En particular, como para A € C fijo tenemos que p(G(\)) = 0 para todo ¢ € B*, entonces
G(A) = 0 por corolario de Hahn-Banach (Ver [9], pg. 13). Lo que es una contradiccién ya

que G(A) es, por definicién, un elemento invertible de B.

Por lo tanto o(f) es no vacio. O

El siguiente teorema es un importante corolario del teorema anterior, el cual nos permite
identificar al conjunto de multiplos escalares de la unidad de un algebra de Banach con el
algebra de Banach C de los nimeros complejos. Este hecho es crucial en el establecimiento
de las propiedades de la transformada de Gelfand, concepto que estudiaremos mas adelante.

Antes de enunciar el teorema recordemos una definicion.

Definicién 2.16 Sea A un &algebra. Se dice que A es un dlgebra con division si para todo

a € A con a # 0, se tiene que a es invertible.
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Teorema 2.17 (Gelfand-Mazur) Si B es un dlgebra de Banach con division, entonces

existe un isomorfismo isométrico de B sobre C.

Demostracién:

Sea f € B. Por el teorema anterior, o(f) es no vacio. Si \g € o(f), entonces f — A\g no
es invertible por definicion. Luego como B es un algebra con division, f — Ay = 0. Ademas,
para A # Ao tenemos que f — X\ = Ao — A es invertible. Asi, o(f) consiste en exactamente un

ntimero complejo para cada f € B. Llamémoslo A;.

Consideremos la funcién ¢ : B — C definida por ¢(f) = As. Veamos que # es lineal.
Sean f,ge By a e C.

U(f+9) = Ajig donde J+9=Arg

Ademas,

U(f) = Ay donde =2y,

P(g) = A, donde  g=A,.
Luego

U(f+9) = Arrg = A + Ay = (f) +¢(g.)
Y
Y(af) = Aoy donde af =y

Ademas,

U(f) = Ay donde =X
Luego

V(e f) = Aap = arp = ay(f).

Por lo tanto v es lineal.

Veamos que 1) es isométrica.

WO = 1A= AN = (1711

ya que f = As. Luego 1 es isométrica.
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De la linealidad y la isometria tenemos la inyectividad de . Falta probar la sobreyec-
tividad.
Sea A € Cysea f=M\-1, es decir, f =\ € B (Recordar notacién 2.3)). Tenemos

f=A=A=X=0
Luego A € o(f). Pero o(f) estd formado por exactamente un nimero complejo, entonces

o(f) ={A} y por lo tanto ¥(f) = A. De donde 1 es sobreyectiva.

Hemos probado que v es un isomorfismo isométrico de B sobre C. ]

2.1.3. Funcionales Lineales Multiplicativos

A continuacion presentamos un concepto importante para el estudio de las algebras de

Banach.

Definicién 2.18 Sea B un algebra de Banach. Un funcional lineal complejo ¢ definido en

B se dice multiplicativo si:
Lo(fg) = (f) #(g), para f,g € B
2. o(1)=1

Notacion 2.19 Al conjunto de todos los funcionales lineales multiplicativos definidos en B
lo denotaremos por M = Mp. A este conjunto también se le denomina espacio de Gelfand
de B.

Demostraremos que los elementos de M estan acotados y que M es un subconjunto

w*-compacto de (B*)q, la bola unitaria del espacio dual de B.

Proposicién 2.20 Si B es un dlgebra de Banach y ¢ € M entonces ||¢|| = 1.

Demostracién:
Sea K =kerp={f e B:o(f)=0}

Como ¢(g—¢(g)-1) = 0 para todo g € B, entonces g—p(g)-1 € K. Sea f = g—p(g) -1,
luego g = f + A, con A = ¢(g) - 1. De donde, todo elemento de B se puede escribir de la
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forma A + f para algin A€ Cy f € K.

Asi,
A Ao(1
ol = sup 2@ _ (0 LGN () + A ()
g0 |lgll rer a0 |If+ Al FER, A 1f+ Al
A 1
= Ssup ~——F——— = Ssup

geroazo ML+ 1 hek b1

Demostremos la iltima igualdad.
Si h = 0 entonces

lell = 1.
Supongamos que ||¢| > 1. Entonces sup,cx m > 1, es decir, existe h € K tal que

m = 1 y por lo tanto ||| = sup,cx m > 1. Queremos ver que

IIh—Jlrll\ > 1. Luego, ||h + 1|| < 1, y usando proposicién 2.8 tenemos que h es invertible, y por

lo tanto, h ¢ K. Contradiccién. -

Proposicién 2.21 Si B es un dlgebra de Banach entonces M es un subconjunto w*-compacto

de (B*)l

Demostracion:
Por proposicién anterior sabemos que M C (B*);. Ademas, (B*); es w*-compacto por

teorema de Alaoglu (Ver [18], pg.68). Entonces basta probar que M es cerrado.

Sea {p,}22, € M una sucesién que converge a ¢ € (B*); en la topologia-w* de (B*);.

Queremos ver que ¢ es multiplicativo, i.e, ¢ € M.

Tenemos
o(1) = lim ¢,(1) = lim 1 =1

n—oo n—oo

Ademas, para f,g € B, tenemos

p(fg) = lm @,(fg) = lim @ (f) @n(9)

= lim ¢, (f) Im ¢n(g) = ¢(f) ¢(9)

n—oo

Luego ¢ € M y por lo tanto M es cerrado. 0
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Ahora recordemos algunas nociones del algebra que nos permitiran establecer una proposi-
ciéon mediante la cual podremos tratar a M como un objeto diferente: el espacio de ideales

maximales de B.

Definicién 2.22 Un subconjunto no vacio Z de un algebra A se dice que es un ideal (bila-
teral) de A si:

1. 7 es un subgrupo de A bajo la adicién.
2. ar,ra € I, paratodor e Zya € A.

Ademas, suponiendo que Z # A, se dice que Z es un ideal mazximal de A si siempre que Z'
sea un ideal de Atal que Z CZ' C Ase tiene que Z' = A67Z' =1.

Observacién 2.23 Si 7 es un ideal maximal de A, A es un algebra con unidad 1y r € Z,
entonces r no es invertible, ya que si lo fuera tendrfamos que 1 = rr~! € Z y entonces T = A,

lo cual es una contradiccién debido a que Z # A por definicion.

Definicién 2.24 Sea X un espacio normado y sea D C X un subespacio cerrado. Definimos

el espacio cociente X /D como
X/D={z+D:zecX}.
Es usual la notacién [z] = x4+ D. Y para [z] € X' /D definimos

lz]llxe/p = dist(z, D) = if ||z +dJ|.

Observacién 2.25 X /D es un espacio vectorial y | - || x/p define una norma en él. Ademas,

si X es un espacio de Banach entonces X'/D es un espacio de Banach con dicha norma.

Habiendo recordado las definiciones anteriores veamos algunos preliminares para la propo-

sicion siguiente.
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Sea B un élgebra de Banach y supongamos que Z es un ideal (bilateral) propio y cerrado
de B. Como Z es un subespacio cerrado de B podemos definir la norma usual en el algebra
cociente B/Z que lo hace un espacio de Banach. Ademés, como Z es un ideal en B se puede

ver que B/Z es un élgebra con el producto [f] - [g] = [f - g].

Sélo faltaria probar dos hechos para asegurar que B/Z es un algebra de Banach. Primero,

debemos demostrar que ||[1]|] = 1. Veamos.

Como 0 € 7 tenemos que inf ez [[1—g|| < 1. Supongamos que inf 7 ||[1—g|| < 1. Entonces

por proposicién 2.8 tenemos que g € G, de donde g - g~*

1 € 7 entonces 7 = B.

= 1 € Z. Contradiccién, ya que si

Luego
1]|| = inf ||1 —g|| = 1.
(1311 ;eIH I

Segundo, para f,g € B tenemos

LNl = WLfglll = inf Il fg — hll < | inf[I(f = ha)(g — Ra)ll
< b If = hall imf llg = hall = [[L/T1 9]

de donde [|/[f][g]ll < [IL/1II[g]]-

Por lo tanto B/Z es un algebra de Banach.

Proposicién 2.26 St B es un dlgebra de Banach conmutativa, entonces el conjunto M de
los funcionales lineales multiplicativos estd en correspondencia 1-1 con el conjunto de ideales

(bilaterales) mazximales de B.

Demostracion:

Sea ¢ un funcional lineal multiplicativo definido en B. Sea

K =kerpo={feB:p(f) =0}

El nicleo K de un homomorfismo es un ideal propio y si f ¢ K, entonces

= (1 - w(f)) i wiff)'
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Y como 1 — —L-

un ideal que contiene a K y a f tendria que ser todo B y por lo tanto K es un ideal maximal.

Supongamos que Z es un ideal maximal en B. Como cada elemento f € 7 es no invertible
(ver Obs[2.23)) entonces, por proposicién 2.8, tenemos que ||[1 — f|| > 1. Asi, 1 no es punto
limite de Z, y por lo tanto, no estd en la clausura de Z, es decir, 1 ¢ Z. Adem4s, como T es

un ideal y Z C 7 ¢ B (porque 1 ¢ T), entonces Z = Z (porque Z es maximal). Por lo tanto

w(f)

7 es cerrado.

El algebra cociente B/Z es un édlgebra de Banach que, como Z es maximal y B es con-
mutativo, es un algebra con divisién. Luego por el teorema de Gelfand-Mazur (2.17), existe
un isomorfismo isométrico ¢ : B/Z — C. Si m denota al isomorfismo natural de B sobre

B/, entonces la composicién ¢ = 1 o es un funcional lineal multiplicativo distinto de cero

definido en B. Veamoslo.

Sean f,g € By a € C. Tenemos

plaf +g)=vor(af+g)=v(af +g]) = Y(alf] +[g])

= ay([f) + ¢(lg]) = av o n(f) + v on(g)
=ap(f)+e(g)

o(fg) =von(fg) =v(fg]) = »(fllg]) = Ay
donde [f][g] — Appg = 0.

Ademas,
([f1) = Ay donde [f] = Ay,

¥([g]) = Ay donde  [g] = Ay

Luego

e(fg) = ([Alg]) = Aipg = AinAig = ©([f]) ¢ ((9])
=von(f)on(g)=¢(f)p(g)

€ K, entonces el espacio generado por K y f contiene a la unidad. Asi,
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Hemos probado que ¢ € M. Entonces, K = ker ¢ es un ideal de B.

Sir € 7 tenemos
p(r) =y om(r) =¢([r]) = ¥([0]) = 0,

ya que 0 € o([0]). De donde h € K = ker ¢. Luego, Z C K, y como Z es maximal tenemos
que
7 =K =kero.

Finalmente queremos probar que la correspondencia ¢ — ker ¢ es 1-1.

Sean @1, po € M tales que ker 1 = ker ¢ = 7. Tenemos que

f—oi(f) €Ekerpr =T y f—aof) €Ekerpy =1,

entonces (f — p2(f)) — (f — v1(f)) € Z, ya que Z es un ideal. Por otro lado,

e1(f) —p2(f) e {\1: A€ C}.

Pero
p1(f) = 02(f) = (f = 02(f)) = (f = ¢r(f))-
Asi, ©1(f) — pao(f) estd tanto en Z como en {\,1 : A € C} para cada f € B. Como cada

elemento en Z es no invertible y el tinico elemento no invertible de {A,1 : A € C} es el cero,

tenemos que
e1(f) —pa2(f) = 0.
Luego ¢1 = 5. De donde ¢ — ker ¢ es 1-1. 0

Observacion 2.27 Dada la proposicién anterior, de aqui en adelante nos referiremos, de
igual forma, a Mp como el espacio de ideales maximales de B o como el conjunto de fun-

cionales lineales multiplicativos.
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2.1.4. Transformada de Gelfand

Primero veamos una definicion que nos permitira establecer una herramienta muy 1til

en el estudio de algebras de Banach: la transformada de Gelfand.

Definicién 2.28 Sea A un espacio de Banach y A" el espacio dual. Para cada f € X
definimos la funcién f : X* — C por f(¢) = o(f), para ¢ € X*.

Observacion 2.29 La topologia débil* ( o topologia-w*) en X'* es la topologia débil en X'*
inducida por la familia de funciones {f : f € X}.

Definicién 2.30 Sea B un algebra de Banach, M el conjunto de funcionales lineales multi-
plicativos en By C'(M) el espacio de las funciones complejas continuas definidas en M. La
tranformada de Gelfand es la funcion I' : B — C'(M) dada por

que es, T(f)(¢) = ¢(f), para @ € M.

Propiedades elementales de la transformada de Gelfand

La siguiente proposicion establece que I' es un operador lineal y continuo, y que

['(fg) =T(f)[(g), para f,g € B.

Proposicién 2.31 Si B es un dlgebra de Banach y T' es la transformada de Gelfand en B,

entonces:

1. T es un homomorfismo de dlgebra.
2. I flloe < IIfII-

Demostracién:
1. Sean f,ge B, &M C (B*);, e C. Tenemos

= D(f+9)(p) = o(f +9) = o(f) +0(g) =T(f)(e) +T(g)(e),
= T(A)(p) = oA f) = dp(f) = AT(f) (), ¥
= T(f9)(p) = w(fg) = o(felg) = T(f)(@)L'(9)(¢),
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Por lo tanto, I' es un homomorfismo de algebra.

2. Sea f € B.
T e = st lloe = s0p 17 ()
peM
= sup [p(f)| < sup [lell [I£]] = I £l
pEeEM peM

De donde [[I'fllo < [If]
O

Observacion 2.32 Noétese que I' manda a todos los elementos de la forma fg — gf a 0.
Asi, si B no es conmutativo, entonces la subalgebra de C'(M) que es el rango de I' puede
no reflejar las propiedades de B (en particular, existen ejemplos de dlgebras de Banach para
las cuales M es vacio). Sin embargo, en el caso conmutativo, M no es sélo no vacio, si no
que es suficientemente grande como para que la invertibilidad de un elemento f € B sea
determinada por la invertibilidad de I'f € C(M). Este hecho hace de la transformada de

Gelfand una herramienta poderosa para el estudio de las dlgebras de Banach conmutativas.

Proposicién 2.33 St B es un dlgebra de Banach conmutativa y f € B, entonces f es

invertible en B si y sdlo si I'(f) es invertible en C(M).

Demostracién:

(=) Si f es invertible en B entonces I'(f~!) es la inversa de T'(f), ya que

con ¢ € M.

(<) Si f no es invertible en B, entonces Zy = {gf : g € B} es un ideal propio en
B ya que 1 ¢ Z,. Como B es conmutativo, Zy estd contenido en algin ideal maximal Z.
Por la proposicién 2.26] existe ¢ € M tal que kerp = Z. Asi, I'(f)(¢) = ¢(f) = 0 (porque
f€TyCZT= feT=kery). Porlotanto I'(f) no es invertible en C'(M). 0

El siguiente teorema resume los resultados anteriores para el caso conmutativo.
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Teorema 2.34 (Gelfand) Si B es un dlgebra de Banach conmutativa, M es su espacio de

ideales maximales, y I' : B — C(M) es la transformada de Gelfand, entonces:
1. M es no vacio;

2. T' es un homomorfismo de dlgebra;

3. 0 fllee < IfIl, para f € B; y

4. f es invertible en B <= I'(f) es invertible en C(B).

Corolario 2.35 5@ B es un dlgebra de Banach conmutativa y f € B, entonces
o(f) =rangl'f 'y r(f) =L flle-

Demostracién:

(D) Si A ¢ o(f) entonces f — A es invertible en B por definicién. Esto implica que
I'(f) — A es invertible en C(M) (por teorema de Gelfand (2.34)). Lo que implica que
(C'f — A)(¢) # 0 para todo ¢ € M. Asi, (I'f)(¢) # A para todo ¢ € M. Por lo tanto
A & rang['f.

De donde, rangT'f C o(f).

(C) Si A ¢ rangD'f entonces (I'f — A)(¢) # 0 para todo ¢ € M. Luego I'f — X es
invertible en C'(M) y usando el teorema de Gelfand (2.34) tenemos que f — A es invertible
en B. Por lo tanto, A ¢ o(f).

De donde, o(f) C rangI'f.

Y ahora, habiendo probado que o(f) = rang ' f, obtenemos

r(f) =sup{|A| : A € o(f)} = sup{|\| : A € rang 'f}
= sup{|(L'f)(¢)| : ¢ € M} = [[I'f| oo

Si h(z) = 07 an2" es una funcién entera con coeficientes complejos y f es un elemento
del dlgebra de Banach B, entonces h(f) denota el elemento >, a, f™ de B.
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Corolario 2.36 (Teorema de la aplicacién espectral) Si B es un dlgebra de Banach,

f € B yh es una funcion entera definida en C, entonces
o(h(f)) = h(o(f)) = {h(A) : A € a(f)}.

Demostracién:
Si h(z) = > " yanz" es el desarrollo en serie de Taylor de h, entonces se puede ver que

h(f) =3 ,"sanf™ converge a un elemento de B.

Ahora, si By es la subdlgebra generada por 1, f y los elementos de la forma (f — A\)~!y

(h(f) — p)~! para X € p(f) v p € p(h(f)) respectivamente, entonces By es conmutativo y,

os(f) =08, (f) v os(h(f)) = os,(h([)).

Estas dos ultimas igualdades vienen dadas ya que si A € pg(f) entonces f — A es invertible
en B, pero (f — A\)~' € By, de donde f — X es invertible en By y por lo tanto A € pg,(f); lo

cual demuestra que op,(f) C og(f), la otra inclusién es obvia ya que By C B.
Asi podemos asumir que B es conmutativo y usar la transformada de Gelfand T'.

Como T' es un homomorfismo de dlgebra y un operador continuo (proposicién 2.31)),

tenemos

I%h<f>>=:r‘(j{janf“> => a,I(f")

n=0 n=>0
=Y an(Tf)" = h(If),
n=0
de donde, T'(h(f)) = h(T'f). Luego, usando el corolario anterior
o(h(f)) = rangl'(h(f)) = rangh(I'(f)) = h(rangl'f) = h(a(f)).

De donde, a(h(f)) = h(a(f)). 0

Ahora podemos probar un resultado basico, en el estudio de las algebras de Banach, que

se debe a Beurling y Gelfand relacionado con el radio espectral y la norma.
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Teorema 2.37 (Férmula de Gelfand) Si B es un dlgebra de Banach y f € B entonces
r(f) = lm [l £

Demostracion:
Sea By la subdlgebra cerrada de B, generada por 1, f y {(f*—X)"' : X € ps(f™),n € ZT}.
Asi, By es conmutativa y og,(f") = o5(f™) para todo n € Z*, como vimos en la prueba del

corolario anterior. Ademds, por el mismo corolario tenemos que og,(f") = (op,(f))".

Luego
(re(f)" = (re, ()" =18, (") = r5(f") < [I/"[]

de donde, r5(f) < ||f*['/™ y por lo tanto

r5(f) < limn inf TG

Ahora, consideremos la funcién definida en p(f) dada por
G =(f-N""

En la demostracién del teorema 2.15 vimos que G es analitica en p(f).

Sea ¢ € B*, entonces ¢(G(\)) también es analitica en p(f), y en particular, es analitica
en {Ae C: A >r(f)} € p(f)-
Por otro lado, para |A| > || f]|

GO = (f— AL =\ (— - 1)1
_ (1 - §>_1 _ —Alig

=\

entonces

p(G(A) =—A""

p(1)+> SO(A‘]:L)

|
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que es el desarrollo en serie de Laurent de ¢(G(\)) en el anillo {\ € C : |A| > ||f||}. Pero

del andlisis complejo sabemos que este desarrollo también es valido en {A € C: || > r(f)}.

Como la serie converge, los términos estan acotados, es decir, existe ¢, > 0 tal que

#(5e) ==

para cada ¢ € B*.

Entonces, por un corolario del Principio de Acotacién Uniforme (ver [20], Teorema B,

pg.240) tenemos que existe k£ > 0 tal que
|f7/A"|| <k, paratodo n € N.
Luego, || f"[|"/™ < k|| y entonces

lmsup, o [[f"|Y" <A, para |A| > 7(f).

De donde
imsup || f*[|'/" < r(f).
Finalmente,
r(f) = msup ||f"'" > Mminf || 2] > r(f).
Y por lo tanto, r(f) = lm, . || f*['/". 0

Corolario 2.38 S5i B es un dlgebra de Banach conmutativa, entonces la transformada de

Gelfand es una isometria si y sélo si || f?|| = ||f||* para todo f € B.

Demostracién:

Usaremos los dos corolarios del teorema de Gelfand. Por corolario 2.35 tenemos que
r(f) = ||II'f|ls para todo f € B. Entonces I' es una isometria si y sélo si r(f) = || f|| para
todo f € B. Probemos que r(f) = || f|| para todo f € B siy sélo si || f?]| = || f||* para todo
feB.



2.2 Operadores en Espacios de Hilbert y Algebras-C*

(=) Sir(f) = ||f|l entonces ||f?|| = r(f?) = (r(f))* = || f||?, por corolario 2.36. Luego
/2]l = || f]|* para todo f € B.

(<) Si||f?*| = |If||* para todo f € B tenemos

LFAE= 1G22 = 1220 = DA

y en general, tenemos || f2°|| = ||f||*" para todo k € N. Ahora por la férmula de Gelfand
tenemos

r(f) = M [[f7Y" = M 2= dim 1] =]
de donde 7(f) = || f|| para todo f € B. 0

2.2. Operadores en Espacios de Hilbert y Algebras-C*

Adoptaremos el término operador para designar una transformacién lineal acotada. Asi,
el algebra de Banach L(H) (ver ejemplo 2.4) es el conjunto de todos los operadores de H en
'H, cuyos elementos son el objeto de estudio de la primera parte de esta seccién. Luego, en la
segunda parte, estudiaremos las dlgebras-C* para finalmente establecer el teorema espectral

para operadores normales, que es uno de los objetivos principales de este capitulo.

2.2.1. Operadores

Comenzaremos con una proposicién que permite la definicién del adjunto de un operador,

concepto muy importante que estableceremos luego de la prueba de dicha proposicién.

Proposicién 2.39 Si T es un operador en el espacio de Hilbert H entonces existe un unico

operador S en H tal que
(T'f,g) =(f,59)

para f,g € H.
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Demostracién:

Para g € H fijo consideremos el funcional ¢ definido por ¢(f) = (T'f, g) para f € H.

Veamos que ¢ es lineal. Sean f,h € H, A € C.
e(Af +h) =(TAf+h),g) = (AXT(f) +T(h),g)

= XTf,9) +(Th,g) = Mp(f) + @(h).

Por lo tanto, ¢ es lineal.

Veamos que ¢ es acotado. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y por ser T acotado

tenemos

o= KTL L < ITFIHgl < ITIA gl
Por lo tanto [@(f)| < [|T| lg]l || f]|- De donde ¢ es acotado.

Luego por el teorema de representacién de Riesz (Ver [2],pg.209) existe un tnico h € H
tal que o(f) = (f, h) para f € H. Definamos Sg = h.

Veamos que S es lineal. Sean g1, g2 € H. Sean hq, hy, h € H los elementos dados por el

teorema de representacién de Riesz tales que
Sgr=hi,  Sga=hs,  S(g1+g2) =h.
Queremos ver que h = hy + ho. Tenemos
() = (fih) = (Tf o1+ 92) = (T, 91) + (Tf,92) = {f; ) + (f, ho) = (f; Iy + ha)
Como h es unico entonces h = hy + he. De donde
S(g1 + g2) = h=hy + hy = Sg1 + Sgs.

Sea g € H, A € C. Sean h, h) € H los elementos dados por el teorema de representacion

de Riesz tales que Sg = h, S(A\g) = hy. Tenemos

o(f) = (f,ha) = (T, \g) = MTf,g) = N[, h) = (f; \h)

Como hy es tnico entonces hy = Ah. De donde S(A\g) = h) = Ah = ASg.
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Entonces S es lineal y (T'f,g) = (f,Sg), [f,g9 € H.

Haciendo f =S¢ obtenemos la desigualdad
15911 = (Sg. Sg) = (T'Sg,9) < TSyl gl < T 1Sgl llgll

para g € H. De donde ||Sg|| < ||T|| ||g|| v por lo tanto tenemos que [|S|| < ||T]|.
Luego S es acotado.
Hemos probado que S es un operador en H.

Para demostrar que es unico, supongamos que Sy es otro operador en H tal que
(f,So0g) = (T'f,g) para f,g € H. Entonces (f, Sog — Sg) = 0 para todo f € H, lo que
implica que Sog — Sg = 0. De donde S = 5. 0

Definicién 2.40 Sea T un operador en un espacio de Hilbert H. Definimos el adjunto de T,

denotado por 7™, como el tinico operador en H que satisface (T'f, g) = (f, T*g) para f,g € H.

Con la definiciéon anterior podemos establecer una aplicacion T" — T que cumple ciertas

propiedades que la hacen una involuciéon. Recordemos este concepto.

Definicién 2.41 Sea B un &lgebra de Banach. Una involucidn en B es una aplicacion

f — f* que satisface:
(i) f* = f, para f € B.
(ii) (af + Bg)* = af* + Bg*, para f,g€ By a, 3 € C.
(iti) (fg)* = g*f* para f,g € B.

Observacién 2.42 En muchas situaciones la involucién juega un papel analogo a la conju-

gacion de nimeros complejos.
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Definicién 2.43 Sea B un élgebra de Banach con involucién. Sea U una subdlgebra de B.

Se dice que U es autoadjunta si
f € U implica que f* e U

para todo f € U.

La siguiente proposicion establece las propiedades del adjunto de un operador y con
estas se prueba que, en efecto, la aplicacion T'— T™ cumple con la definicién de involucion,

convirtiendo a L(H) en un algebra de Banach con involucién.
Proposicién 2.44 Si'H es un espacio de Hilbert, entonces:
1. T*=(T)"=T, paraT € L(H);
2. |T|| = IT*||, para T € L(H);
3. (aS+ BT) =aS* + BT* y (ST)* = T*S*, para o, 3 € C y S, T € L(H);
4. (Tt =(T7Y*, para T € L(H) invertible, y
5. |T|? = |IT*T||, para T € L(H).
Demostracién:

1. Sean f,g € H, T € L(H). Tenemos

(f.T7g9) =(T"f.9) = (9. T*f) = (T'g, [) = (£, Tg)
de donde, T** =T.

2. En la prueba de la proposicién anterior demostramos que ||77|| < ||7||, de donde,
usando (1):
1T =T < |77} < [T

luego, [|T'[} = 17
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3. Sean f,g € H; o, 3 € C; S, T € L(H). Tenemos

(f.(aS+BT)*g) = ((aS+BT)f,g) = (aS(f) + BT(f), 9)
= a(S(f),9) + B{T(f),9) = a(f,S"g) + B{f, T"g)
= (f,aS*g) + (f,BT"g) = (f, @S* + BT™")g)

por lo tanto, (S + BT)* = aS* + BT*.
Sean f,g € H; S,T € L(H).

(f,(ST)"g) = (ST(f).9) = (T'(f), S"g) = (f, T"5%g)
luego, (ST)* = T*S*.

4. Usando (3) tenemos T*(T~1)* = (T7'T)* = [ = (TT~')* = (T')*T*, entonces T* es
invertible y (T*)~! = (T~1)*.

5. Como L(H) es un algebra de Banach y usando (2) obtenemos

17Tl < 1T N7 = 171

Sélo falta probar que ||T||* < ||T*T||. Veamos.
ITFI* =(Tf,Tf) = (£TTF) < AT T < 1T TP

Luego

17" = Sup ITAI* < 17T

Finalmente, ||T||* = || T*T||.

Seguidamente, haciendo uso del adjunto de un operador (involucién), definiremos otros

tipos de operadores.
Definicién 2.45 Si T es un operador en el espacio de Hilbert H, entonces:

(1) T es normal si TT* =T*T.

(2) T es autoadjunto o hermitiano si T = T*.
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(3) T es positivo si (T'f, f) >0, para f € H.
(4) T es unitario si TT* =T*T = I.

Observaciéon 2.46 De la definicién se sigue que todo operador autoadjunto es normal, y

que todo operador unitario también es normal.

Existe una analogia interesante entre L(H) y C el conjunto de niimeros complejos. Dicha
analogia proviene del hecho de que cada conjunto (L(H) y C) es un élgebra compleja dotada
con una aplicacion del algebra en si misma que tienen propiedades similares, a saber, la
involucion (T" — T* y z — Z). Veremos que esta analogia resulta una guia muy 1til en el

estudio de los operadores en H.

El subsistema méas importante en el plano complejo es la recta real, que es caracterizada

por la relacion z = Z. Por analogia, corresponde a los operadores autoadjuntos.

Otro subsistema importante en el plano complejo, después de la recta real, es la circun-
ferencia unitaria T, que es caracterizada por una de las siguientes identidades equivalentes
|z| = 1 0 2z = Zz = 1. Consecuentemente, este subsistema corresponde a los operadores

unitarios.

La relevancia de los operadores normales se vera mas claramente al final del capitulo

cuando establezcamos el teorema espectral.
Veamos una caracterizacion de los operadores normales, de los operadores unitarios y de
los operadores autoadjuntos.

Lema 2.47 Si T es un operador en un espacio de Hilbert H para el cual {Tf, f) =0 para
todo f € H, entonces T' = 0.

Una prueba de este lema se puede ver en [20], Teorema C, pg.267.

Proposicién 2.48 (Caracterizacién de operadores normales) Un operador T en un
espacio de Hilbert H es normal si y solo si | T* f|| = ||T'f]| para todo f € H.
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Demostracién:

En vista del lema 2.47, la prueba se desprende del hecho de que
IT*fI=NTAl = TP =T/ < (TfTf)=(Tf,Tf) <
s (TT'f[)=(T'Tff) & ((TT"=TT)ff)=0
O

Proposicién 2.49 (Caracterizacién de operadores unitarios) Un operador T en un

espacio de Hilbert H es unitario si y solo si T es una isometria sobreyectiva.

Demostracién:
(=) SiT es unitario sabemos que es sobreyectivo por definicién. Veamos que es una
isometria.

Como T*T = I tenemos

ITfI* =(Tf,Tf) = (£, TTf) = {f.f) = I/II

para todo f € H. De donde ||T'f]| = || f]|-

(<=) SiT es una isometria sobreyectiva, de la linealidad y la isometria se sigue que T

es biyectivo y por lo tanto existe T~!. Por otro lado, de la isometria tenemos

(1) =T)TF) =, T°Tf)

de donde
(f,(I"T =1)f) =0

para todo f € H. Por lo tanto, por lemma 2.47, T*T = I. Entonces tenemos
T"=T1=(T"T)T ' =IT"'=T"".

Luego, T*T = TT* = I. De donde T es unitario.

Proposicién 2.50 (Caracterizacién de operadores autoadjuntos) Un operador T en

un espacio de Hilbert H es autoadjunto si y sélo si (T'f, f) es real para todo f € H.
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Demostracién:

(=) SiT es autoadjunto y f € H entonces

(T 1) =T =T =(TF f)

y por lo tanto (T'f, f) es real.

(<) Si(Tf,f) esreal para f € H entonces

(Tf, [y =Tf, ) = (LT =T, ),

de donde ((T'—T*)f, f) = 0 para todo f € H. Por lema 2.47, tenemos que T' = T*. Luego,
T es autoadjunto. O

El siguiente corolario es inmediato de la proposicién anterior.

Corolario 2.51 S5i T es un operador positivo en un espacio de Hilbert H, entonces T es

autoadjunto.

Proposicién 2.52 Si T es un operador en un espacio de Hilbert H, entonces T*T es un

operador positivo, y por lo tanto autoadjunto.

Demostracién:

Para f € 'H tenemos

(T°Tf, f) = (f.T*Tf) =(Tf.Tf) =(Tf,Tf) = ITf|I* > 0.

Luego T*T es un operador positivo y por el corolario anterior es autoadjunto. 0

A continuacion presentamos unas ideas breves sobre operadores acotados inferiormente.
Este concepto lo usaremos para demostrar que el espectro de un operador autoadjunto es

real.

Definicién 2.53 Un operador 7' en un espacio de Hilbert H es acotado inferiormente si

existe € > 0 tal que ||T'f]| > ¢||f|| para todo f € H.
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Para una prueba de la siguiente proposicion y del corolario subsiguiente remitimos al
lector a [9], pg. 83-84.

Proposicién 2.54 Si T es un operador en el espacio de Hilbert H, entonces T es invertible

sty solo si T es acotado inferiormente y tiene rango denso.

Corolario 2.55 Si T es un operador en el espacio de Hilbert H tal que T y'T™ son acotados

inferiormente, entonces T es invertible.

Considerando al operador T', definido en un espacio de Hilbert H, como un elemento del
algebra de Banach L(H), tiene sentido hablar de su espectro o(T"). Se puede ver que en un
espacio finito-dimensional, A estd en el espectro de T si y sélo si A es un autovalor de T

Esto no se cumple para operadores en espacios infinito-dimensionales.

En algebra lineal se demuestra que los autovalores de una matriz hermitiana son reales.

La generalizaciéon para operadores hermitianos (autoadjuntos) toma la siguiente forma.

Proposicién 2.56 Si T es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H, entonces el
espectro de T es real. Ademds, si T es un operador positivo entonces el espectro de T es no

neqativo.

Demostracion:
Para ver que o(T') es real, tomemos A = o+ i3, con o, € Ry 3 # 0, y veamos que
A ¢ o(T), es decir, que T'— X es invertible.

Sea K = (T — «)/(. Como T es autoadjunto, aplicando las propiedades de la involucién

en L(H), tenemos que K es autoadjunto.

Ademas,
T—a . T—a—if T-2X
— 7 = = .

g g g

Entonces T'— A\ es invertible si y sélo si K — 4 es invertible.

K—i=

Para ver que K — 7 es invertible probemos que
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K—i 'y (K—i)=K"+(—i)=K+1

estan acotados inferiormente. Usando que K es autoadjunto (en la dltima igualdad)tenemos

que para f € H

I £ D) (I = (K i) f, (K £i)f) = [Kf|* FilKf, f) ilf. Kf) + ]I f]?
= [KFI*+ A1 = I

de donde, K + 7 estan acotados inferiormente.

Luego, por corolario 2.55 tenemos que K — ¢ es invertible y por lo tanto el espectro de

un operador autoadjunto es real.

Si ademas asumimos que 1" es positivo y A < 0 entonces

(T = NI =T = NfAT =N ) =ITFI = 2MTF, £ + X112 = A FIP?

de donde ||[(T' = A\ f|| = M| f]| y por lo tanto, T'— X est& acotado inferiormente.

Y como (T'— \)* = (T — \), entonces, usando nuevamente el corolario 2.55 tenemos que

T — )\ es invertible. Luego, el espectro de un operador positivo es no negativo.

O

Ahora consideraremos una clase especial de operadores positivos que tienen un papel
muy importante en la construccién de operadores normales dada por el teorema espectral

que veremos al final del capitulo.

Definicién 2.57 Un operador P en el espacio de Hilbert H es una proyeccion si P es

idempotente (P? = P) y autoadjunto.

Observacién 2.58 Los operadores [ y 0 son proyecciones, y son distintos si y soélo si

H # {0}.

La siguiente construccion genera una proyeccion, y, de hecho, todas las proyecciones se

originan de esta manera.
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Definicién 2.59 Sea M un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H. Definimos P
como Py f =g¢g,donde f=¢g+hconge Myhec M.

Teorema 2.60 Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert 'H, entonces Py
es una proyeccion de rango M. Ademds, si P es una proyeccion en H, entonces existe un

subespacio cerrado M(= rangP) tal que P = Py.

Demostracion:
Primero veamos que Py es un operador en H.
Sean f1, fo € H; A\, Ay € C. Entonces,

fi=g+Mh y fa = g2+ ho,
donde g1,92 € M y hi, hy € M*. Ademés,
A f1+ Aafo = (Mg1 + Aaga) + (Arhy + A2he)

donde A\1g1 + Aaga € My Ahy + Ayho € M*. Como esta descomposicién es tinica (ver [20],
Teorema D, pg.251) tenemos

Pu(Aifi + Xafa) = Mgi + Aag2 = M Pufi + AP fo

y por lo tanto Py, es una transformacién lineal en H.

Por otra parte tenemos

1Psfill* = Ngall* < llgall® + 1all* = (1 2]

y entonces Py estd acotado y || Py < 1.
Hemos probado que Py es un operador en H.

Veamos que Py es autoadjunto. Tenemos

(Pmfi, fa) = (91,92 + ha) = (91, 92) + (g1, h2)
=(91,92) + 0= (g1, 92) + ("1, 92)
= (g1 + h1,92) = (f1, Prmf2)
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Luego, Py = Py,. De donde Py, es autoadjunto.

Por dltimo, si f € M, entonces f = f + 0 es la descomposiciéon de f y por lo tanto

Puf = f. Como rangPy = M, entonces Py, = Py y por lo tanto Py es idempotente.
Hemos demostrado que Py, es una proyeccion con rango M.

Ahora supongamos que P es una proyecciéon en ‘H y hagamos M = rangP. Si {Pf,}5°,

es una sucesion de Cauchy en ‘H que converge a g, entonces
9= JYim, Pfu = lim, Pfn = P(Jim Pha) = Po.
Asi g € M y por lo tanto M es un subespacio cerrado de H. Si g € M=, entonces
1Pg|l* = (Pg, Pg) = (9, P*9) = 0,

ya que P?g € M; y por lo tanto Pg = 0.

Si f € H, entonces f = Pg + h, donde h € M+ y por lo tanto
Puf = Pg= P?q= P?>qg+ Ph = Pf.

Finalmente P = P)yy. 0

El teorema anterior es de gran importancia ya que permite establecer una correspondencia
entre las proyecciones y los subespacios cerrados de H. De esta manera, siempre hablamos

de P como la proyeccion en M, es decir, Py, para algin M subespacio cerrado de H.

2.2.2. Algebras-C*

Definicién 2.61 Sea B un édlgebra de Banach con involucién. Se dice que B es un dlgebra-C*

si se satisface que
LFfl =11

para todo f € B.
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Observacién 2.62 En la primera parte de esta seccién vimos que el espacio L(H) es un
algebra de Banach con involucién T" — T* (donde T™ es el adjunto de T'). Ahora, dada
la definicién anterior vemos (por proposicién 2.44) que L(H) es, de hecho, un édlgebra-C*.
También se puede ver que toda subélgebra autoadjunta cerrada de L(H) es un élgebra-C*.
Es mas, se puede probar que toda algebra-C* es isométricamente isomorfa a una subalgebra
de L(H) para algin espacio de Hilbert H.

Todas las clases de operadores cuyas definiciones estén basadas en el adjunto (involucién)
pueden ser extendidas a un algebra-C*; por ejemplo, un elemento 7" en un algebra-C* se dice
autoadjunto si T* =T, normal si TT* = T*T, unitario si T*T = TT* = I y proyeccion si
T"=TvyT?*?=T.

Proposicién 2.63 La involucion en un dlgebra-C* es una isometria, es decir, |T|| = ||T%||.

Demostracién:

Sea U un algebra-C*. Sea T' € U. Tenemos
171 = 77| < 177|117

de donde ||T'|| < ||T*||. Por lo tanto ||T'|| = ||T*|, ya que T = T**.

Proposicién 2.64 Si T es un elemento normal en un dlgebra-C*, entonces ||T?|| = ||T||?.

Demostracién:

Es obvio que ||T?]| < ||T||*. Probemos la desigualdad contraria.

T |T|* = (I 1 T))* = 17T = |(T°T)"T*T|
= |T°TT"T|| = |T"T"TT| = |[(T")*T?|
= [(T*) T = @) T = W< 71> 177

De donde ||T]|? < ||T?].
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Teorema 2.65 Si U es un elemento unitario en un dlgebra-C* U, entonces
o(U)C T,
donde T es la circunferencia unitaria en el plano complejo.

Demostracién:
Como U es unitario, entonces U es invertible y U~! = U*. Ademds, por definicién de
dlgebra-C* tenemos que ||U]|?> = ||[U*U|| = ||I|| = 1. Entonces

L= |Ull = lU| = U]
Por proposicién 2.13 se cumple que
r(U) <|lU| =1,

entonces si A € o(U) tenemos que |A| < 1. Queremos probar que |A| = 1.

Si |A| < 1 entonces ||AU*|| < 1y por lo tanto
I —(I—=X\U"| < 1.
De donde I — AU* es invertible (por proposicién 2.8). Luego U — A = U(I — A\U™) es también

es invertible. Por lo tanto A & o(U).

Hemos demostrado que si A € o(U) entonces |A| = 1, es decir, o(U) C T. O

A continuacion extenderemos la proposicién 2.56 a algebras-C*. En la prueba de dicha

proposicion fue esencial que estabamos tratando con operadores en un espacio de Hilbert.

Teorema 2.66 En un dlgebra-C* todo elemento autoadjunto tiene espectro real.

Demostracién:
Sea U un algebra-C*. Sea H € U un elemento autoadjunto y sea U = expiH. Entonces,
del hecho de que H es autoadjunto y de la definicién de la funcion exponencial en algebras

de Banach (andloga a la definida en R como serie de potencias), se sigue que

U* =exp(iH)" = exp(—iH).
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Mas aun, tenemos
UU* = exp(iH)exp(—iH) = exp(iH —iH) = I = exp(—iH) exp(iH) = U*U,
de donde U es unitario. Y usando teorema anterior(2.65) tenemos que
JU)CT,

donde T es la circunferencia unitaria en el plano complejo.

Por otro lado, usando un corolario del teorema de Gelfand (2.36) tenemos
o(U) =o(exp(iH)) = exp(ioc(H)).

Finalmente, sean § € o(H) C Cy A = exp(i) € C. Como o(U) = exp(ic(H)) y
o(U) € T entonces 1 = |A| = |exp(if)|, de donde exp(Re(i3)) = 1, lo que implica que

Re(i3) = 0 y esto ocurre si y sélo si 3 es real.

Luego, o(H) C R. 0

Teorema 2.67 St B es un dlgebra-C*, U es una subdlgebra autoadjunta cerrada de B, y T

es un elemento de U, entonces oy (T) = op(T).

Demostracion:
Como U C B entonces o5(T") C 0y(T'). Luego, es suficiente probar que si 7' — A es inver-

tible en B, entonces la inversa (T'— \)™! estd en U.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A = 0. Asi, T es invertible en B y por

lo tanto T*T" es un elemento autoadjunto (por proposicion 2.52)) de U que es invertible en B,
vaque (T*T) ' =T"YT*) ' =TT

Como oy (T*T) es real (por el teorema anterior), entonces oy (T*T) = o5(T*T) por un

corolario del teorema de Silov (Ver [9], pg.54).
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Asi, T*T es invertible en U (porque como T*T es invertible en B entonces 0 ¢ og(T*T),
luego 0 ¢ oy (T*T) y entonces T*T es invertible en U) y por lo tanto

T—l — (T—I(T*)—I)T* — (T*T)—IT*

estd en U. O

El siguiente teorema es una caracterizacion de las algebras-C* conmutativas, que usare-

mos para obtener una forma del teorema espectral para operadores normales.

Teorema 2.68 (Gelfand-Naimark) Si U es un dlgebra-C* conmutativa y M es el espa-
cio de ideales maximales de U, entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo-*

isométrico de U sobre C'(M).

Demostracién:

Sea T' la transformada de Gelfand. Debemos probar que I" es una funcién-*, i.e,

I(T) = D(T"); y que | D(T)|| = |17 para T € U.

Si T € U, entonces
H=(T+1T%)/2 y K= (T-T%)/2
son elementos autoadjuntos en U, tales que T'=H + 1K y T* = H — i K.
Por teorema 2.66, o(H) y o(K) estan contenidos en R y ademads, por corolario del teo-

rema de Gelfand (2.35) tenemos que o(H) = rangl'H y o(K) = rang'K. Luego, I'(H) y

I'(K') son funciones reales.

Por lo tanto

NT)=T(H+iK)=T(H)+:{I'(K)=T(H) —il'(K) =T'(H —iK) =T(T"),

de donde T" es una funcién-*.

Veamos que I' es una isometria.
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Como U es un algebra-C* conmutativay T" € U, entonces 1" es normal ya que 7™ también
estd en U y los operadores en U conmutan. Luego usando la proposicién 2.64/ tenemos que

|T2]] = ||T||*. Por lo tanto T es una isometria en vista del corolario 2.38.

Como I es lineal e isométrica tenemos la inyectividad. Y finalmente, el hecho de que I’

es sobreyectiva se sigue del teorema de Stone- Weierstrass (ver [9], pg. 46). =

Teorema 2.69 (Espectral) SiH es un espacio de Hilbert y T es un operador normal en 'H,
entonces el dlgebra-C* Ar, generada por T, es conmutativa. Mds aun, el espacio de ideales
mazximales M de Ar es homeomorfo a o(T), y por lo tanto la transformada de Gelfand T’
es un isomorfismo-* isométrico de Ar sobre C(o(T)). Ast, tenemos que I'(I'T)(z) = z para
todo z € o(T).

Nota: Esto tultimo se suele expresar como que I'T" definida en o(7T) es la identidad, es

decir, I'T'(z) = z para todo z € o(T).

Demostracion:
Como Ty T* conmutan, entonces la coleccién de polinomios en 7"y 7™ forman una
subélgebra autoadjunta conmutativa de L(H), la cual debe estar contenida en At (el dlgebra-

C* generada por T).

No es dificil verificar que la clausura de esta colecciéon de polinomios es un algebra-C*

conmutativa y por lo tanto debe ser Ar. Luego Ar es conmutativa.

Para demostrar que el espacio de ideales maximales M de A7 es homeomorfo a o(T),
definamos ¥ : M — o(T') por

() =T(T)(p).

Como el rango de I'(T) es o(T) (por corolario del teorema de Gelfand (2.35)), entonces

1) esta bien definida y es sobreyectiva.

Ahora, si @1, 2 € M son tales que (1) = 1¥(¢p2) entonces

D(T)(p1) =0(T)(p2),  @1(T)=po(T) ¥
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o1(T7) = T(T*) (1) = T(T) (1) = D(T)(p2) = T(T")(p2) = p2(T7).

Por lo tanto, como ¢, y @9 son lineales y multiplicativos, tenemos

j7k j7k
es decir, 1 y @9 concuerdan en todos los polinomios en T' y T*. Luego, como esta coleccion

de operadores es densa en Ar, tenemos que ¢; = 9. De donde 1) es inyectiva.

Por tltimo, si {p,}52, es una sucesién en M tal que lim,,_.., ¢, = ¢, entonces, como
I(T) e ¢(M),
lim 9(p,) = lim D(T)(pn) = T(T) () = ¥()

n—oo

y por lo tanto ¢ es continua.

Luego, como M y o(T) son espacios Hausdorfl compactos, entonces ¢ es un homeomor-
fismo. De donde
M=~ o(T).

Entonces por el teorema anterior (Gelfand-Naimark (2.68)) tenemos que la transformada
de Gelfand es un isomorfismo-* isométrico de Ar sobre C(o(T)).

Finalmente veamos que I'T'(z) = z para todo z € o(T).

Sabemos que la transformada de Gelfand I' : A7 — C(M) manda al operador S € Ar

en una funcién continua I'S, definida en M, a la que definimos anteriormente por .

Como probamos que M ~ o(T), podemos definir a ¢ en o(T). De esta manera, la

transformada de Gelfand

oIrsS):o(r)—C

se puede definir por

[(I'S)(z) = TS((TT) ! (2)).
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En particular, para T, tenemos
L(FT)(2) =TT((IT)"'(2)) = 2,

de donde, la transformada de Gelfand definida en o(7T') es la identidad.

2.3. Medida Espectral

El objetivo de esta seccidén es presentar otra version del teorema espectral donde se hace
uso de la medida espectral. Para establecer la construccion de dicha medida necesitamos
algunos conceptos y en especial un teorema con respecto a la extension de la transformada
de Gelfand. Comenzaremos esta secciéon con una breve nocién sobre las medidas de Borel

regulares y sobre la extension de la transformada de Gelfand.
Medidas de Borel Regulares.

Sea X un espacio de Hausdorff. Consideremos la o-dlgebra B(X) de todos los subconjun-
tos de Borel de X, es decir, la o-adlgebra generada por los subconjuntos abiertos de X'. Una
medida definida en B(X) se denomina medida de Borel en X.

Definicién 2.70 Sea X un espacio de Hausdorff. Una medida de Borel g en X se dice

reqular si satisface que
(i) pu(C) < oo para todo subconjunto compacto C' C X;
(ii) Para cada boreliano B € B(X)
u(B) = inf{u(C): BC C, C abierto};
(iii) La relacién

pu(B) = sup{u(K)) : K C B}
vale siempre que B sea abierto o cuando B € B(X) y u(B) < oo.
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En la terminologia empleada, una medida se refiere a una medida no negativa. Sin em-
bargo, haciendo uso de las medidas no negativas, es posible ampliar el concepto a medidas
reales y més ain a medidas complejas, es decir, a medidas a valores complejos. Es por ello
que podemos hablar de las medidas complejas de Borel y de medidas complejas de Borel

requlares.
Extension de la inversa de la transformada de Gelfand.

Sea U C L(H) una subdlgebra autoadjunta cerrada y conmutativa. Podemos hablar de

U como un algebra-C* conmutativa (Ver observacion 2.62).

Sea M el espacio de ideales maximales de I/ y consideremos la transformada de Gelfand
' : U — C(M). Por teorema de Gelfand-Naimark (2.68) tenemos que la inversa de la
transformada de Gelfand T'™!' : C'(M) — U existe y podemos denotarla

I~Y(p)=T,, paraype C(M).

Si definimos ¢, : C(M) — C por

Urg(p) = (T f, 90,

con f,g € H, se puede probar que ¢y, € C(M)* y usando el teorema de representacién de
Riesz (Ver [19], pg.131) tenemos que existe una tnica medida compleja de Borel regular, p,,

en M tal que
Yrg(p) = / odpsg, para todo ¢ € C(M)
M

Y llisgll = [144g]l. De donde,
| wdus = T.t9
M
para todo ¢ € C(M).

Pero esta integral no sélo tiene sentido para ¢ € C(M), sino también para toda
¢ € B(M), donde B(M) es el conjunto de todas las funciones medibles Borel, acotadas,

definidas en M. Asi, la inversa de I' se puede extender a dicho conjunto.

Lo anterior constituye una idea para la prueba del siguiente teorema. Una prueba com-

pleta se puede encontrar en libros de andlisis funcional en donde, como hemos visto, se hace
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uso esencial del teorema de representacion de Riesz.

Teorema 2.71 (Extension de la Inversa de la Transformada de Gelfand) Seald un
algebra-C* conmutativa. Sea M el espacio de ideales mazimales de U y ' : U — C(M)
la transformada de Gelfand. Sea R = {medidas complejas de Borel requlares, en M} y
B(M) = {funciones medibles de Borel, acotadas, definidas en M}. Entonces:

(1) Existe una correspondencia de H x H — R que manda al par f, g en sy, y es tal que

(Tf.g) = /M IT dug,

para todo T € U. Y tiene las siquientes propiedades:

@) [firfag = Hiig F Mfags  Higiirgs = g T NMifgs
b) lleegoll < NI £ Ngll;

c) dusrg =TT dpsy = duryg;

d) Bgg = tgr y ppr = 0.

(2) Erziste Y : B(M) — L(H) como extensién de I'™! (la inversa de la transformada de
Gelfand), definida por Y(¢) = T,, tal que

(Tyf,9) = /M¢dufg

para todo ¢ € B(M). Y cumple las siguientes propiedades:

a) Tyiiaps = Ty + AT, para ¢1, ¢po € B(M);

b) Tl < [[¢lloc, para ¢ € B(M);

c) Si ¢ >0 entonces (Tsf, f) > 0, para ¢ € B(M);
d) Ty,6o = Ty, Ts,, para ¢1, ¢po € B(M);

e) (Ty)" = 15, para ¢ € B(M);

f) T, Ty, =Ty, Ty, para ¢ € B(M) y ¢po € C(M);
9) Gdpsg = dpiy1y)eg = dit, g, para ¢ € B(M);
h) T, es un operador normal, para ¢ € B(M).
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2.3.1. Construccién de la Medida Espectral en un Algebra—C*

La construcciéon de la medida espectral viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.72 Sea U un dlgebra-C* conmutativa. Sea M el espacio de ideales maximales
de U. Entonces

(1) A cada conjunto de Borel A C M se le asocia un operador P(A) en 'H, tal que para
cada f,g9 € H, la igualdad

pra(D) = (P(A)f,9)

define una medida compleja de Borel que satisface

prr 200 Tpg = pgrs gl < A1FIHIgI-

(2) a) P(A) es una proyeccion.
b) PIM)=1y P(@)=0.

(3) a) Si NN Ay =@ entonces P(A1 U Ag) = P(Ar) + P(As).
b) Se cumple la independencia: P(Ay N Ay) = P(A)P(As).
c) Si AN DNy =@ entonces P(A1)H L P(A)H.

Demostracién:

(1) Sea A € M un conjunto de Borel. Usando la notacién del teorema anterior (2.71)
definimos

P(A)=T1,,

donde 14 es la funcién indicatriz (o funcién caracteristica) y 73, = T(1). Entonces,

por el teorema anterior
(PIOI9) = Tafg) = [ Ladigy = uss(2)
M
donde fif, es una medida compleja de Borel regular, definida en M, tal que ppf > 0,
Tirg = tgr ¥ llsall < SN Mlgll-
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(2)

a)

Sea A C M un conjunto de Borel. Por el teorema anterior, parte (2)d), T es

multiplicativa, entonces
PO = (T1,)2 = Ty, = Th, = P(D)

de donde, P(A) es idempotente. Ademds, por parte (2)e) del mismo teorema

anterior, tenemos

P(A) = (Th,) =T

AN

de donde, P(A) es autoadjunto. Luego, P(A) es una proyeccion.

Como 1y € C(M) y 15 € C(M), usando el teorema anterior tenemos
P(M) = TlM = T(]-M) = F_1<1M> =1, vaque I'T = 1y y
P(@) =T, =T(1y) =T"(14) =0, yaque '0 =14 = 0.

Sean A1, Ay € M conjuntos de Borel tales que Ay N Ay = @. Como T es lineal

((2)a) teorema anterior), tenemos

P(Al U A2) = T]-AlUAQ = T1A1+1A2
=T, +Ti,, = P(Ay) + P(A,).

Sean Ay, Ay € M conjuntos de Borel. Como T es multiplicativa ((2)d) teorema

anterior)

P(A1> P(AQ) = Tlal TlAQ = Tlal 1a,
= T]-AlmAQ - P(Al N Az)

Sean Ay, Ay C M tales que A N Ay = @. Usando partes (2)b) y (3)b) anterior-

mente probadas, tenemos que
P(A)P(As) = 0.
Luego, si f,g € 'H tenemos
(P(B1)f, P(D2)g) = (P(D2) P(D) [, 9) =

Y asi, P(A)H L P(A)H. 0



2.3 Medida Espectral

Notacién 2.73 (Medida Espectral) Sea Y(¢) = T} la extensién de la inversa de la trans-

formada de Gelfand, entonces tenemos que

(Tuf,g) = /M by,

para ¢ € B(M).
Usando la notacién de la medida espectral tenemos que pi7,(A) = (P(A)f, g) y lo anterior

lo podemos escribir como
(Tof.9) = [ 0dlPOf.0)
M

Y esto ultimo se abrevia de la siguiente manera, donde P es la medida espectral,

T¢:/M¢dP

y se dice que es una integral débil.

Observaciéon 2.74 A la medida espectral P también se le llama resolucion de la identidad
en M.

2.3.2. Otras Versiones del Teorema Espectral

Teorema 2.75 (Teorema Espectral para Algebras de Operadores) FEriste una corres-
pondecia biunivoca entre el conjunto de dlgebras-C* conmutativas de L(H) y el conjunto de

medidas espectrales. Fs decir,

(1) Dada un dlgebra-C* U C L(H), existe una tunica medida espectral P tal que

T:/ I'rdp
M

para todo T € U.

(2) Dada una medida espectral P existe un dlgebra-C* U tal que

T:/ I'rdp
M

para todo T € U.
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Demostracién:

(1)

La existencia de la medida espectral fue probada en el teorema anterior (2.72) al hacer

la construccién de la medida espectral. Veamos la unicidad.

Sean P, P’ medidas espectrales tales que

T:/ I'TdP, T:/ I'TdP
M M

para todo 1" € U. Entonces

(Tf,q) = /M T d(P()f,g) = /M T d(FP'()/.g)

para todo I'T" € C(M), y f,g € H. Luego,

(P(D)f,9) = (P(A)f,9)

para todo f,g € Hy A C M. De donde

para todo A C M. Y asi,

Sea P una medida espectral en M a valores operadores de L(H).

Consideremos una correspondencia de B(M) — L(H) donde a cada funcién ¢ € B(M),

le asociaremos un operador T, € L(H). Para ello definimos
(Tutog) = [ dlPOL9)
M

Por teorema de extensién de la inversa de la transformada de Gelfand (2.71) sabemos
que lo anterior tiene sentido y que dicha correspondencia tiene, entre otras, las siguien-

tes propiedades:
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(i) Es lineal: T, 4ap, = Ty, + ATy, para @1, @2 € B(M);

)
(ii) Es multiplicativa: Ty, 4, = T, Ty, Para ¢1, ¢2 € B(M);
)

)

(iii) (7,)* = T, para ¢ € B(M);
(IV T¢1T¢2 T¢2T¢1, para ¢; € B( ) y o € C(M)

Entonces, para la medida espectral P podemos definir Y = {7}, : ¢ € C(M)}. Asi, para
todo T, € U se cumplen las propiedades anteriores, ya que C(M) C B(M). Veamos
que U es un algebra autoadjunta cerrada de L(H).

De las propiedades (i) y (ii) (linealidad y multiplicatividad) se desprende el hecho de
que U es un algebra. Ademas posee una norma que cumple [|T,Ty|| < |Ty|| [|Ty]- Y
utilizando la parte (2)b) del teorema 2.72, tenemos que la identidad I = P(M) = Ty,,
estd en U, ya que 1y € C'(M).

Sea T, € U. Entonces por propiedad (iii) tenemos T; € U. Luego U es un dlgebra

autoadjunta.

Ademas se puede probar que U es cerrada. Entonces, en vista de la observacion 2.62

tenemos que U es un algebra-C*.

Finalmente, por propiedad (iv) tenemos que U es conmutativa. Y asi U es el algebra-C*

conmutativa que buscabamos.

O

El siguiente teorema es muy importante ya que da la razén del nombre: medida espectral.
Y, al ser consecuencia directa de las dos versiones del teorema espectral que hemos estudia-

do, constituye en si, otra version de dicho teorema.
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Teorema 2.76 (Teorema Espectral para Operadores Normales) Sea T € L(H) un
operador normal. Sea Ar el dlgebra-C* generada por T. Sea o(T) el espectro de T como

elemento de Ar. Entonces eziste una unica medida espectral E en o(T) C C tal que

T:/ sz:/sz
o(T) C

(Tz,y) = / L 2B Oy)

es decir, para todo x,y € H

Nota: A veces es conveniente pensar a F definida para todos los subconjuntos de Borel
en C. Para lograr esto definimos E(A) =0si ANo(T) = &, donde A C C es un conjunto
de Borel.

Demostracién:

Por el teorema espectral para algebras de operadores (2.75) y por el teorema espectral

(2.69) tenemos
T:/FTdP:/ IdE:/ zdE.
M o(T) o(T)

Observacion 2.77 A la medida espectral E definida en o(T) C C también se le llama

descomposicion espectral.

Definicién 2.78 (Calculo Simbdlico para Operadores Normales) Sea 7' € L(H) un
operador normal, o(7T) el espectro de T', y E la medida espectral dada por el teorema anterior.

Sea ¢ € B(0(T)) una funcién medible borel, acotada, definida en o(T"). Definimos

o(T) = /(T) o(z)dE.

Observacion 2.79 La aplicacién ¢ — ¢(7") es un homomorfismo de algebra de B(¢(T)) en
L(H), y

S(T)= |  6(2)dE = / ¢-TTdP = Tyrr.
o(T) M

El célculo simbdlico permite definir la raiz cuadrada de un operador (Ver [9], pg 93).
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Observacién 2.80 (Teorema de Wintner) Sea U € L(H) un operador unitario. Como
U es unitario entonces es normal y aplicando el teorema espectral para operadores normales

(2.76) tenemos que existe una tinica medida espectral £ en o(U) C C tal que

U= / - dE. (2.3)
o(U)

Como FE es una medida espectral, por teorema .72, tenemos que E(c(U)) = [ y
E(@)=0.

Ahora, usando la definicién 2.3.2, para ¢(z) = 2", tenemos

U = / " dE. (2.4)
o(U)

Por otro lado, o(U) C T (teorema2.65). Y sabemos que T =~ [0, 27|. Entonces, la ecuacién

(2.3) también la podemos escribir como

27
U= / e dF, (2.5)
0

donde {Fy : 0 < 0 < 27} es una familia de proyecciones con Ey = 0y Es, = I (medida
espectral en [0, 27]). Para una prueba se puede ver [2], pg. 492.

Y finalmente, de la ecuacién (2.5) y usando un argumento analogo a la definicién 2.3.2

(Ver [2], pg. 519) podemos obtener la ecuacion
2w )
U" = / e dE,. (2.6)
0

Este resultado también se conoce como teorema de Wintner (otra versién del teorema espec-
tral). (Ver [17], pg. 281).



CAPITULO 3

Dﬂatacio’n Unitaria de una Contraccién

3.1. Extension Unitaria de una Isometria

Definicién 3.1 Sea V una isometria definida en un espacio de Hilbert H y U un operador
unitario en un espacio de Hilbert F. Decimos que (U, F) es eztension unitaria de V siy sélo
si U es una extension de V' tal que F contiene a H como subespacio cerrado.

Sea \/,,c; U"H el espacio vectorial generado por U"H, con n € Z. Si ademas,

F=\/UH

nel

decimos que (U, F) es extension unitaria minimal de V.

La definicién anterior esta basada en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Si D, R son subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H yV : D — R es
una isometria en 'H, entonces V' puede ser extendida a un operador unitario U en un espacio

de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.

Demostracién:

Sean N y M los complementos ortogonales de D y R respectivamente.
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Sea F=H®PH=DDN®R®DM y definamos el operador U en F por
U(d,n,r,m) =V 'r,n, Vd,m).

Asi definida, U es una extensién de V.

Veamos que U es una isometria.

IV, Vd,m) |2 = [Vl + Il + ([Vd]]* + [[m]®

= [Irll* + [Inl* + [ld]]* + [lml]*

= |l(d,n,m,m)|*

De donde, U es una isometria.

Ahora probemos que U es sobreyectiva. Sea (d,n,r,m) € F. Tomemos (V'r.,n,Vd,m) €
F. Entonces

UV tr,n,Vd,m) = (VHVd),n, V(Vir),m) = (d,n,r,m).

Por lo tanto U es sobreyectiva.

Luego, por proposicién 2.49 (caracterizacién de operadores unitarios), tenemos que U es

unitario. 0

Definicién 3.3 Dadas (U, F) y (U, F') extensiones unitarias minimales de una isometria
V en el espacio de Hilbert H, decimos que son equivalentes si y sélo si existe un operador

unitario ¢ € L(F,F’) tal que
U=Uv v  plnu=1In
Una Extension Unitaria Especial de una Isometria
Sea H un espacio de Hilbert. Sean D, R, N, M subespacios cerrados de H tales que N

y M son los complementos ortogonales de D y R respectivamente. Sea V : D — R una

isometria en H.
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Consideremos el siguiente espacio de Hilbert

f:{(fj)jeziijM si j<0, foe®, fieN si j>0; ZHfjH2<OO}

JET
con el producto escalar

(f,9) = {fi99n

jez
Notacién 3.4 Los elementos f = (fj)jez de F los escribiremos de la forma
~=
f=0(0..,f-1, fo,fi,...), usando la llave para indicar el lugar correspondiente a j = 0.

Tomando en cuenta al espacio F podemos identificar a H como subespacio de F mediante
el conjunto {f € F: f; =0 si j# 0} . Asi, H corresponde a los elementos de la forma
=~
f=(0.0, h ,0,..).

Ahora definamos U : F — F por

fin, S j<0;

f—l"’VPD.an S1 j_(),
(Uf); = .

Px fo, si j=1

fj—l) si ]> 17

A~
con f=(...f1, fo,fr,.). Es decir,

——
Uf = ('”7f—37f—27f—1 + VPDfQ,PNfO,fl,fQ, )

Proposicién 3.5 Sean U y V los definidos anteriormente. Entonces (U, F) es extension

unitaria minimal de V' y (V Pp)* = PyU"|y para todo n > 0.

Demostracion:
Primero veamos que U es una extension de V. Sea h € D. Tenemos
= — =
U(..,0, h ,0,..)=(...,0,VPph, Pyh,0,...) = (...,0, Vh ,0,...).

De donde, PyU|p = V.
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Haciendo uso de la caracterizacién de los operadores unitarios (proposicién 2.49), probe-

mos que U es un operador unitario.

Veamos que U es isométrico.

=~ 9 ——N— 9
HU<"'7f717 h 7f17"')H = H("'?f*%ffl +VPDh7 PNh7 f17)||
=Y fal? + =1 + VPo|> + | PyRIP + D 1 fall?

n<—2 n>—1
= Wl WS all? + IV Pohl® + | Pyl + > N fall®
n<—2 n>—1
= > ll? + 1PoRI + [Pl + > (1 fall?
n<-—1 n>—1
~~
= AP HIRIP+ D Ml = 1 fa,” B frs))
n<—1 n>—1

Por lo tanto U es isométrico.

~~
Ahora veamos que U es sobreyectivo. Sea f = (...,f-1, h ,fi,...) € F. Tomemos
A~
f/ = (--'7f,—17 f(,] 7f{7 ) dada por

frats sion<-—2;
- Pyh, si n=—1;
" fi+V*Pgh, si n=0;

frnats si n>1

Entonces

! / / ! ’_/\*—
Uf :U("'>f—17 fO 7f17"'>:U("'vfflaPMhafl"i_V pRhafZ:“')

A\

~

(oo, fo1, Piuh + V Pp(f1 + V*Pgh), Py(f1 + V*Prh), fo, ...)

= (. fo1, Pah+V Pp fi + V PoV* Prh, Py fi + PyV* Prh, fo, ) (3.1)

Pero, VPpfi = 0y Pyfi = fi, ya que f; € N. Ademas, como N es el complemento
ortogonal de D y V* : R — D entonces PyV* = 0. Ahora veamos que VPpV* =VV* = [,
donde Iy es la identidad en R.
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La primera igualdad es obvia ya que V* : R — D. Probemos la segunda usando el hecho

que si V' es isometria siempre se cumple que V*V =1Ip. Seage Dy f=Vyg.
(LVVef)y =V LV =(VVg, ViVg) = (Vg VV*Vg) = (Vg,Vg) = (. f),

de donde VV*f = f para todo f € R, es decir, VV* = [j.

Luego, siguiendo con las igualdades de (3.1) tenemos

———
Uf/ = (“'7f—17PMh'+ Pth fl?f?a ) = ("‘7f—17h7 f17 )

De donde, U es sobreyectivo.
A continuacién probemos inductivamente que Py U"|y = (V Pp)™ para todo n > 0.

Veamos que la igualdad se cumple para n = 1. Ya probamos que PyU|p =V =V Pp|p,
es decir, PyU|p = V Pp|p . Nos falta probar que PyU|y =V Pp|y = 0.

SiheN,
—~
U(..,0, h ,0,..)=(...,0,VPph, Pyh,0,...)
y como Pph = 0, entonces PyU|y = 0. Ademas, es obvio que V Pp|xy = 0, entonces tenemos

PnUly =V Pp|y = 0.

Por lo tanto, PyUly = V Pp, es decir, se cumple para n = 1.
Supongamos que la igualdad se cumple para n = k y veamos que es valida paran = k+1.

Como Py + Prgp = I tenemos

PrU*p = PrU PyU" |5 + PrU PreyU" 5
= PyUln(V Pp)* + PrU PrenU*|y
= VPp(VPp)* + PoUPregU*|y
= (VPp)**! + PylU PrepU" |y
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Debemos probar que PyU ProyU*|3 = 0. Por induccién.,

Veamos para k = 1.

~ =~ —~ =
PrUPregU(..;0, h ,0,...) = PulUPron(..., 0,V Poh, Pyh,0,...)

Supongamos que se cumple para k y probemos para k + 1.

k+1 k k *
PyUPregUR(.,0,R,0,...) = PyUPreynU*(...,0,V Pph, Pyh,0,...)
k E ¥
- PHUP]:@HU (,O,VPDh,,O,)—{—
~ =~
+ PyUPreyU*(...,0,” 0, Pyh,0,...)
~ =~
= Py UPrcyUF(...,0,” 0, Pyh,0,...)
~ =~
= PyUPreyUF1(..,0,7 0,0, Pyh,0,...)

=
= PyUPron(....,” 0 ,0,...,0, Pyh,0,...)

=
= PrU(...,” 0
~~
0

,0,...,0, Pyh,0,...)

= Py(..,70 ,0,...,0, Pyh,0,...) = 0.

Por lo tanto queda demostrado para todo k € N que PyUPronU*|3 = 0y con esto,
finalmente queda demostrado que PyU"|y = (V Pp)™ para todo n € N. 0

3.2. Teorema de Sz.-Nagy

Definicién 3.6 Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que T" € L(H) es una contraccion si
17 < 1.

Definicién 3.7 Se dice que W € L(M) es una dilatacion isométrica minimal de una con-
traccion T' € L(H) si M es un espacio de Hilbert que contiene a H como subespacio cerrado

y W es una isometria tal que

T" = PyyW"|y, para todo n > 0 y M=V, 50 W'H .
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Definicién 3.8 Sedice que U € L(F) es una dilatacidn unitaria minimal de una contraccién
T € L(H) si F es un espacio de Hilbert que contiene a H como subespacio cerrado y U es

un operador unitario tal que

T" = Py U"|y, para todon >0 y F =V, U'H .

Teorema 3.9 (Sz.-Nagy) Si K es un espacio de Hilbert, entonces toda contraccion
T € L(K) tiene una dilatacion isométrica minimal W € L(M) y una dilatacion unitaria

minimal U € L(F), cada una de las cuales es inica por isomorfismos unitarios.

Demostracion:
Sea T € L(K) una contraccién, Dy = (I — T*T)z el operador por defecto de Ty Dy la

clausura del rango de Dr.

Definamos la isometria V : K — H, donde H = I & Dr por

Vh = (Th, Drh), para todo h € K.

Extendamos a (V, K) al par (U, F) como en la proposicién [3.5. Sabemos entonces que U

es extensién unitaria minimal de V. Veamos que T" = PcU"| .

Por la igualdad de la proposicion 3.5/ tenemos que
Pxepr U |can, = (VPx)".
Luego, usando que Px = P Piap, tenemos
PcU" |k = PcPiap, Uk = Pc(V Pe)" |k (3.2)
Entonces, probemos por induccién que
Pc(VPe) e =T".
Veamos para n = 1. Sea h € K, tenemos

Pc(VPc)h = PcVh = Pe(Th, Drh) = Th.



3.2 Teorema de Sz.-Nagy

Supongamos para n = k,
P (V Pe)"™ | (h) = PV Pe(V Pe)*|c(h) = PcVT"c(h)
= PcVT*(h) = Pc(TT"h, DrT*h) = T h.

Hemos probado que T™ = PcU"|. Luego U es dilatacién unitaria minimal de 7.

Fijemos M =/, U"K y W = U|um, y comprobemos que W € L(M) es dilatacién

isométrica de 7.

Como W = Ul|ym y U es isométrico, entonces W es isométrico. Ademads
W(M) =UM) Cc M,y W* = U"|p para todo n > 0. Probemos que T" = PcW"|x
para todo n > 0.

Como ya probamos que U es dilatacion, entonces para todo n > 0 tenemos
T" = PcU" | = PcW" .

Luego W es dilatacién isométrica minimal de 7.
Sélo nos falta probar la unicidad.

Sean (U, F) y (U', F') dos dilataciones unitarias minimales de 7', es decir,
F=V,ezU'K v F =V,,U"K.

Sea ¢ : F — F' un operador definido sobre las combinaciones lineales finitas Zln\ <s a,U"h,,

con h, € Ky «, € C, como sigue

o Y anlmha | =Y U’ "h,

In|<s In|<s

Comprobemos que ¢ estd bien definido, para ello basta probar que es isométrico.
2

2
© ZocnU"hn = ZanU””hn :<Z anU/”hn,ZocnU/"hn>

In|<s In|<s In|<s In|<s

= an Y T (U by U ")

In|<s  |m|<s
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Para que se cumpla la isometria debemos demostrar que
<U/ nhnv U/ mhm>]—" = <Unhn7 Umhm>.7:7
para ello, basta ver que si k > 0y h,g € IC, se verifica que

<U, kh7 g>.7'-’ = <Ukha g>.7‘-a

y en efecto, para k > 0y h,g € KC tenemos

(U'*h,g) 5 = (U *h, Peg)z = (PcU' *|xch, g) &
= (T*n, g)x = (PcU"|ch, g) 7
= <Ukh7Png>.7: = <Ukh7 .g>]-—

Hemos demostrado que ¢ es isométrico. Y como ¢ es sobreyectivo, tenemos que es uni-

tario.

Por otro lado, si tomamos una combinacién lineal finita Z\nl <5 anU"hy, con h,, € K,

ap =1y o, =0 para todo n # 0 tenemos que

® Z a,U"hy, | = @(ho) = ho

In|<s

para todo hg € K. De donde,
ng;C = ]}C.

Por lo tanto U y U’ son equivalentes. O



CAPITULO 4

Dilataciones Unitarias y Cadenas de Markov

“A mathematician is a person who can find analogies between the-
orems; a better mathematician is one who can see analogies between
proofs and the best mathematician can notice analogies between theo-
ries. One can imagine that the ultimate mathematician is one who can
see analogies between analogies”. Banach, Stefan.

4.1. Cadenas de Markov

Consideremos el conjunto €= {1,2,3,...}. Sea {pjx : j,k € £} un conjunto de nimeros

reales que satisfacen las relaciones
Pik 2 0, ijk =1
k

para todo j, k € £. Asi, la matriz P = {pj,}, es una matriz estocastica o de Markov sobre
&, con la cual podemos definir una cadena de Markov X = {X,,}. Sea pj; la entrada (j, k)
de la n-ésima potencia de la matriz P. Entonces podemos identificar p7, con la probabilidad
de que un proceso Markoviano, homogéneo en tiempo, inicialmente en el estado j pase al

estado k en la n-ésima transicion.

Observacién 4.1 Sélo consideraremos cadenas de Markov irreducibles.
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4.2. Medida Subinvariante Positiva

Definicién 4.2 Decimos que una cadena de Markov irreducible con matriz de transicién
P = {pjx} admite una medida invariante positiva {my : k = 1,2,..} cuando existen

mq, Mo, ... NUMeros reales positivos tales que

ijpjk = my, con k=12 . (4.1)
J

Observacién 4.3 No es requerido que ) m; converja. Derman (Ver [7]) probé que el con-
junto de soluciones de (4.1) es no vacio y que es generado por un tunico elemento cuando
la cadena es irreducible y recurrente. También probdé mediante ejemplos que si la cadena
es irreducible y no recurrente, el conjunto de soluciones puede ser vacio o puede contener

elementos linealmente dependientes (Ver [§]).

So6lo estamos interesados en una analogia més débil que (4.1), definida a continuacion.

Definicién 4.4 Decimos que una cadena de Markov irreducible con matriz de transicién
P = {pjx} admite una medida subinvariante positiva {my : k = 1,2,...} cuando existen

mi, My, ... nimeros reales positivos tales que
ijpjk < my, con k=1,2,.. (4.2)
J

Observacion 4.5 De los resultados de Derman se obtiene que la solucién de (4.2) no es

necesariamente unica.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente teorema.

Teorema 4.6 (Kendall) Toda cadena de Markov irreducible admite al menos una medida

subinvariante positiva.

Demostracion:
Sea X una cadena de Markov irreducible, con el espacio de estados £, y P = {p;i} su

matriz de transicién. Sea a € £ un estado arbitrario.



4.2 Medida Subinvariante Positiva

Consideremos ¢(a, k,a) como la probabilidad de que el proceso X, inicialmente en el
estado a, entre al estado k£ por lo menos una vez antes de que regrese al estado a (si acaso
regresa). Si k = a, entonces ¢(a,a,a) es simplemente la probabilidad de que, comenzando
en el estado a, regrese a a (Ver figura 4.1, donde los circulos respresentan a los estados, las
flechas a las transiciones de estados, los puntos suspensivos significan que la cadena va o

viene de otro(s) estado(s) y Xy indica el estado inicial).

& . ¥entra par 1o

2 E MEnos UNE vez
/ / : al estada k
O—| | @—-

Ay %

o

Figura 4.1: Eventos correspondientes a ¢(a,a,a) y ¢(a,k,a).

De manera similar, sea ¢(k, —a, k) la probabilidad de que la cadena inicialmente en el

estado k retorne al estado k sin antes pasar por el estado a (Ver figura/4.2).

e T}
#
© I

¥ no entra al estado 5

Figura 4.2: Evento correspondiente a ¢(k, —a, k).

Sea E(a, k,a) la esperanza del nimero de veces que la cadena, comenzando en a, entre

al estado k antes de regresar al estado a (si acaso regresa) (Ver figura'4.3).
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¥oentra n veces al
— s estado k
}{u

Figura 4.3: Evento correspondiente a E(a, k, a).

Sea N, definida para k € £ de la siguiente manera:
(i) Si k = a, entonces Nyu = ¢(a,a,a).

(ii) Si k # a, entonces Nyg, = E(a, k, a)

Si k # a, usando un resultado andlogo a una proposicién en [6] (pg. 123) se puede ver
que

(;5(0,, k? a) (¢(k7 —-a, k))n_l(l - ¢(k7 —a, k))

es la probabilidad de que un sistema inicialmente en el estado a entre n veces al estado k
antes de regresar al estado a. (N6tese que 1 — ¢(k, —a, k) = ¢(k, a, k) es la probabilidad de
que la cadena, inicialmente en el estado k, entre al estado a por lo menos una vez antes de

regresar al estado k).

Sabiendo esto, podemos hallar una expresion para Ny, = E(a,k,a) en términos de
(]5(@, ka a’) y (b(ka —a, k)
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Entonces, de la definicién de esperanza de una variable aleatoria discreta tenemos

Naka = E(a7 k? CL) = Z n¢(a> k? a’)<¢(k7 —a, k))n_l(l - ¢(k7 —a, k))
= Z n ¢<a7 k’ a)(¢(k7 —a, k>>n_1(1 - ¢(k7 —a, k))

- ¢(a7 k? a)(l - ¢(k7 —a, k)) n (¢(k7 —-a, k))n_l

NE

n=0

= ola k)1 = ok, =a.k) 3 o s (0l —a, )"
= bla k. a)(1 = 0(k—0. ) o s S (0l )

d 1
= ¢(a, k,a)(1 — ¢(k, —a, k»dgb(k, Za k) (1 Y g— k))

1
= ¢(a, k,a)(l — ¢k, —a, k)) A= ok, —a k)
o(a, k,a)

T 1-o(k,—a,k)

(4.3)

Justifiquemos algunos pasos de la cuenta anterior. Usando proposicién [1.10, como la

cadena es irreducible tenemos que

Qb(avk:a) 7£ 0, ¢(k7 —-a, k) 7é 0 vy ¢(kv —-a, k) 7é L.

Por lo tanto el primer término de la serie (n = 0) es cero y el intercambio de la derivada
con la sumatoria es posible porque la serie converge (0 < ¢(k, —a, k) < 1). De donde, Nyq

es finito y positivo para todo k € £.

Sea ¢"(a,—a, k) la probabilidad de que el sistema inicialmente en el estado a entre al

estado k en la n-ésima transicién, sin haber entrado antes al estado a (Ver figura 4.4).

Obsérvese que si n = 1 ocurre que

q(a,—a, k) = P{X; = k| Xo = a} = pax. (4.4)
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¥ entra sl estado k en
ls n-&sima transicion

/ ’

/ /
&E—0—0C

% X 2 X7

o

Figura 4.4: Evento correspondiente a ¢"(a, —a, k).

Sin = 2, usando un procedimiento analogo a una parte de la demostracién de la proposi-

ci6én [1.6, y la ecuacién anterior (4.4) nos queda

q2(a’7 —(l,l{?> = P{XQ = kaXl 7é alXO - CL}
= Zpajpjk = ZQ(C% =, ) Djk-
j#a j#a
Y en general, obtenemos
¢"Ma,—a, k) = P{Xp1 =k, X; #a;i=1,..,n|Xy = a}

= ZP{Xn =5, XiFai=1,..,nXo=a}pj
i#a
= Zq p]k

j#a

Es decir, para todo n > 1 tenemos

" (a,—a,k) Zq J) Pk (4.5)
j#a
Por otra parte, tenemos que Ny, = % (por ecuacién (4.3)), pero también

podemos obtener la expresion

Noka = Zq (a,—a,k) (4.6)
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Para probarla, denotemos por E[-|-] la esperanza condicional de una variable aleatoria y por
1.(X; X; # a,i = 1,....,n — 1) la funcién igual a 1, si X,, = k con X; # a, para todo
i=1,...,mn—1,y 0, en otro caso. Por teorema de convergencia monétona (intercambio de

series de términos positivos), tenemos

Nata =B > 1(Xp; X #ai=1,...,n—1)[Xg =a

=> ) L()P{Xy =i Xi #ai=1,..,n—1)|X, = a}

> lim Y L()P{X, =i X #ai=1,..,n—1)|X = a}
=1 n=1

= lim > > L(P{X,=jiXi#ai=1..n-1)X,=a}

n=1 j=1

= ZP{Xn =kX;,#a,i=1,...,n—1)|Xg=a} = Zq”(a, —a, k).
n=1

n=1

Finalmente, de las ecuaciones (4.6), (4.5), (4.4), y usando nuevamente el teorema de

convergencia monétona (intercambio de series de términos positivos), tenemos

ZNa]ap]k: aaapak“‘ZNa]ap]k ¢ a,a,a pakz“‘Z (Zq )p]k

Jj#a j#a \n=l1

= (b(a’u a, CL) DPak + Z anrl(a/’ —a, k) = ¢(CL, a, a’) Pak + Z qm(a7 —a, k)

n=1 m=2

<pak+zq (a,—a,k) = q(a —I—Zq a,—a, k)

m=2

i q"(a,—a, k) = Naga-
m=1

Y tomando m; = Ngj,, con j = 1,2, ... y a fijo, tenemos que
ij Dik < My,
J

de donde {m; : j = 1,2, ...} es una medida subinvariante positiva asociada a P = {p;x}. O



4.3 Dilataciones Unitarias

4.3. Dilataciones Unitarias

Sea P una matriz que define una cadena de Markov irreducible. Por el teorema anterior

(4.6)) existe {m; : j = 1,2,...} una medida subinvariante positiva fija asociada a P.

Consideremos el espacio de Hilbert complejo

Egz{x:(xj)‘;';lzxjei(: y Z|xj|2<oo},

J

con el producto interno
<Z‘, y> = Z 'TJE
J

Sea T : o — (5 la transformacién lineal tal que la k-ésima componente de Tz esta dada

por la serie
1
(Tx)e =Y xi(m;/my)2pj.
J

Probemos que esta serie es absolutamente convergente. Usando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz y la definicién de medida subinvariante positiva, tenemos que

<Z|$j(mj/mk)§]9jk|) = Z|5L“j|(mj/mk)5pjk)

‘ J

Z |x"|2pnk> (Z(mz/mk)lhk>

= Z |33n|2pnk> (1/mg) (Z mz’pik>
< (> |$n|2pnk> (1/mu) mu

= Z |xn’2pnk

< Z |z, |? < 00

IN
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Ademas, usando los argumentos anteriores, tenemos

2

|Tz||* = (Tx, Tx) Z Zx] (mj/my) pjk

5 (i) (S

<> (; |$n|2pnk> = [l* (4.7)

por lo tanto T es acotado. Luego, T es un operador en /s, es decir, T" € L({3). Més ain,

T es una contraccién (i.e,||T|| < 1).

Ahora podemos aplicar el teorema de Sz.-Nagy (3.9) a la contraccién T' que acabamos de
definir. Entonces T' tiene una dilatacién unitaria minimal U € L(F), donde F es un espacio

de Hilbert que contiene a ¢, como subespacio. Luego, por definicion, se cumple que
Ty = Pp,U"x, paratodoz € lyyn >0,

donde P, es la proyeccién de F sobre /.

Ademas, si x € 5 y n > 0, tenemos

(2, (T7")"z) = (z,(T")"x) = (T"z,z)

PU"x,x) = (x, Py, (P, U™)"x)
Z, sz(Un) PE > <l‘, PEQ(U*)HP@2x>

(z,
=
=
= (z, P, U "x)

De donde, (T*)"x = P,,U "z para todo = € l5 y n > 0.

Sea e; € {5 el elemento definido por
(€j)k = Ok,

es decir, e; = (0,..,0,1,0,...) donde el 1 se encuentra en la j-ésima componente. Entonces

por un lado tenemos que

<Tn6j7 €k> <P€2U €5 ek) <U €js P€26k> <U €js ek>
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de donde
(T"ej, ex) = (U"ej, ex) (4.8)

para todo 7,k =1,2,... y todo n € N y por otro lado tenemos que
(ej, T"ey) = (ej, Po,Uey) = (U " Ppej,ex) = (U "ej, ex),

de donde
(ej,T"er) = (U "e;, ex) (4.9)

para todo j,k =1,2,... y todo n € N, donde U es la dilatacién unitaria dada por el teorema

de Sz.-Nagy.

Ahora, probemos que
(T"z)y = ij(mj/mk)%p?ka (4.10)

J

por induccion en n. Para n = 1 se cumple por definicion de T'.
Supongamos que se cumple para n.
Sea y = T"x, entonces yp = (T"x)y = ), xj(mj/mk)%p?k. Tenemos
(T z), = (TT"2)), = (Ty)i
1
= yi(my/mu) 2 p
J
1, 1
= (St ;)
j i
1 T
= Z!Ez(mz/mk)Q ZP@- Djk
? J
=D wilma/mi) sy
Hemos probado que

(T"x) = ij(mj/mk)%p?k, para todon > 1.
J



4.4 Representacion Integral

Por otro lado, como {e;}; es una base ortonormal de {5, podemos escribir

T"(zje;) = > (T™(wjes),en) en = Y (T"(w5¢;))k ek,
k k
donde zje; = (0,..,0,2;,0,...) y entonces, usando la ecuacién (4.10)
(T"(xje;), ex) = (T™(xje,))e = > (w56;)i(mi/ma)> ply, = x;(my /mi) 2 pll.
Por lo tanto, ; (mj/mk)%p?k = (I (xje;), ex). Sumando en j a ambos lados y por la linealidad

de T™, tenemos

(T"z)r = ij(mj/mk)%p?k = Z(T"(l’j@j)» er) = Z%‘(T"@ja ek)-

J J

De donde
(my/my)2pt, = (T"e;, ex).

Luego, usando (4.8)) y despejando, obtenemos

Pik = (mk/mj)%<U”ej,ek> n=0,1,2,.. (4.11)

Observacion 4.7 Usando (4.9) se obtiene la misma igualdad ya que U es unitario y el lado

izquierdo de (4.11)) es real.

4.4. Representacion Integral de las Probabilidades de

Transicion de Cadenas de Markov Irreducibles

Teorema 4.8 (Kendall) Si {m; : j = 1,2,...} es una medida subinvariante positiva aso-
ctada a una cadena de Markov irreducible entonces las probabilidades de transicion de la

cadena pueden ser representadas de manera unica mediante la forma

2T
1 .
Pk = (mk/mj)2/ ™ dyujr.(6) n=0,1,2,..
0

donde las pj, son medidas complejas de Borel en [0,27] y satisfacen la condicion hermitica

Hijk = Hkj -



4.4 Representacion Integral

Demostracion:
Sea T el operador definido anteriormente y U la dilatacién unitaria dada por el teorema
de Sz.-Nagy. Por observacion 2.80/ (teorema de Wintner) tenemos que existe una familia de

proyecciones {Ep : 0 < 0 <27} con Ey =0y Es, = I, (medida espectral en [0, 27]) tal que
2
U = / " dEy
0

para todo n € N. Es decir, para x,y € {5, tenemos

2w
<U”x,y>:/ ™ d(Eyx,y). (4.12)
0

Sea
Mj (9) = <E0€j7€k:>; (413)

por lo tanto, para cada j y k, M;;(.) es una medida compleja de Borel (teorema 2.72) que

cumple
M;i(0) = My;(6). (4.14)

Entonces, por ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13), tenemos

21
P = (/) / ¢ dM,(6) (4.15)
0

para todos los estados j y k y para todo n € N. (La integral en (4.15) es una integral

Riemann-Stieltjes). Este resultado también puede ser escrito en la forma
2m
/0 " M (0) = (mj/mu)?pl, conn=0,1,2,..
y por (4.14), tomando conjugado, también tenemos
2m
/ e M0 dM ;. (0) = (mk/mj)%pzj conn=0,1,2,...
0

Estas formulas muestran que todos los coeficientes de Fourier-Stieltjes de M;i(.) estan de-
terminados por P y la medida subinvariante positiva, y por lo tanto Mj(.) estd Ginicamente

determinada. ]

Observaciéon 4.9 Es importante notar que, dada la observacion 4.5, es posible encontrar

sistemas diferentes para representar a las funciones M;y(.).
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