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Resumen

En el presente trabajo se considera el espacio de Sobolev de las funciones anaĺıticas

definidas en el disco unitario tales que ellas y sus derivadas son de cuadrado integrable.

Se presenta una demostración alternativa a un resultado de Agler, que aparece en el

art́ıculo Nevanlinna-Pick interpolation on Sobolev space. Proc. Am. Math. Soc. 108, No.2,

(1990) 341-351. Para simplificar la lectura, se presenta previamente una versión de Arocena

del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

Los principales aportes de este trabajo son:

(a) Dar una nueva demostración del resultado de Agler, que es análogo al teorema de

Pick, pero relativo al espacio de Sobolev mencionado antes.

(b) En el mismo espacio de Sobolev, establecer un resultado similar al teorema de Ca-

rathéodory-Féjer.
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Introducción

En el sentido clásico más simple interpolación es la reconstrucción constructiva (posible-

mente aproximada) de una función de cierta clase a partir de sus propios valores, o a partir

de valores conocidos de sus derivadas, en puntos dados.

Sean z1, z2, . . . , zn puntos fijos en el disco unitario D. El conjunto de los puntos

w = (w1, w2, . . . , wn) en Cn, tales que existe una función f ∈ H∞ tal que

|f | ≤ 1 y f(zj) = wj para 1 ≤ j ≤ n

fue descrito independientemente por Nevanlinna [19] y por Pick [21].

Para resolver este problema de interpolación Nevanlinna y Pick usaron técnicas completa-

mente diferentes y encontraron condiciones de interpolación completamente diferentes (estas

observaciones se pueden ver en [25]). En este trabajo estamos interesados en la condición de

Pick: la matriz de tamaño n× n dada por{
1− wjwk
1− zjzk

}
j,k=1,...,n

es definida positiva.

Desde que apareció el art́ıculo de Sarason [25] la influencia del problema de interpolación

de Nevanlinna-Pick ha sido extraordinaria en teoŕıa de operadores. En los últimos caṕıtulos

de este trabajo se usarán técnicas de teoŕıa de operadores en las demostraciones.

Agler [2] dio una versión del resultado de Pick sustituyendo los espacios de Hardy por el

espacio de Sobolev, H, de las funciones absolutamente continuas en [0, 1] con derivadas de

cuadrado integrable.
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INTRODUCCIÓN 2

Más precisamente sea

H = {f : [0, 1] → C tales que f es absolutamente continua y f, f ′ ∈ L2(0, 1)}.

Resulta que H es un espacio de Hilbert con el producto interno

[f, g] =

∫ 1

0

f g +

∫ 1

0

f ′ g ′

y ∥f∥2 = [f, f ]1/2.

El resultado de Agler establece lo siguiente: Sean t1, t2, . . . , tn ∈ [0, 1] y w1, w2, . . . , wn ∈

C. Existe f ∈ H con

∥f∥[∞] ≤ 1 y f(tj) = wj para j = 1, . . . , n

si y sólo si la matriz de tamaño n× n dada por

{(1− wiwj)K(tj, ti)}j,i=1,...,n

es definida positiva, donde K es la función núcleo reproductor del espacio de Hilbert H (para

más detalles acerca de núcleos reproductores ver [4]).

La demostración dada en [2] se basa en la desigualdad de Cauchy, condiciones para que

ciertos conjuntos tengan un mı́nimo y la compacidad débil* de la bola unitaria cerrada de

un espacio dual.

En este trabajo se presenta una demostración diferente para el resultado de Agler. En

esta prueba se usan algunos resultados de la teoŕıa de operadores, como por ejemplo, una

versión dada por Arocena del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

Por último, se establece un análogo al teorema de Carathéodory-Féjer, pero relativo al

espacio de Sobolev H. La demostración que se presenta es constructiva y se fundamenta en

técnicas de la teoŕıa de operadores, similares a las utilizadas en la demostración alternativa

del resultado de Agler.



Caṕıtulo 1

El teorema de Pick

Como es usual sean

D = {z ∈ C : |z| < 1},

D = {z ∈ C : |z| ≤ 1},

∂D = {z ∈ C : |z| = 1}.

Se considerará el espacio

B = {f : D → D | f es anaĺıtica}.

Un producto de Blaschke finito es una función de la forma:

B(z) = eiθ
n∏
j=1

z − zj
1− zzj

con zj ∈ D

Es sabido que si B es un producto de Blaschke, entonces:

(a) B es continua en ∂D.

(b) |B| = 1 en ∂D.

(c) B tiene a lo sumo una cantidad finita de ceros en D. A esta cantidad de ceros se le

suele llamar grado de B. Si B tiene grado cero, entonces B es una función constante

de módulo uno.

Sean z1, z2, . . . , zn puntos fijos en el disco unitario D. El conjunto de los puntos w =

(w1, w2, . . . , wn) en Cn, tales que existe una función f ∈ H∞ tal que |f | ≤ 1 y ϕ(zj) = wj,

para 1 ≤ j ≤ n fue descrito independientemente por Nevanlinna [19] y por Pick [21].

La relación entre formas cuadráticas no negativas y el problema de interpolación men-

cionado antes se evidencia en el siguiente teorema de Pick [21] (ver también Teorema 2.2 de

[16]).
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1. EL TEOREMA DE PICK 4

Teorema 1.1. [21] Sea {z1, . . . , zn} un conjunto de puntos no nulos de D y w1, . . . , wn ∈ C.

Existe f ∈ B tal que f(zj) = wj si y sólo si la forma cuadrática

Qn(t1, . . . , tn) =
n∑

j,k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk

es no negativa. En tal caso, f es un producto de Blaschke de grado a lo sumo n.

Demostración.

Se usará inducción en n.

Si n = 1 los conjuntos en consideración son {z1} y {w1}. Basta tomar f ≡ w1 pues resulta

claro que f(z1) = w1. Además

1− |w1|2

1− |z1|2
≥ 0 si y sólo si 1− |w1|2 ≥ 0.

Por lo tanto se cumple el teorema para n = 1.

Sea n > 1, supóngase que se cumple el teorema para cualquier conjunto {z1, . . . , zn−1}

de puntos en D.

Si existe f ∈ B tal que

f(zj) = wj para j = 1, . . . , n− 1

y algunos w1, . . . , wn−1 ∈ C, y si además zj ̸= 0 para j = 1, . . . , n− 1, entonces la función

g(z) =
f(z)

z
, z ̸= 0,

está en B y se cumple que

g(zj) =
wj
zj
, j = 1, . . . , n− 1.

Más aún, es claro que f es un producto de Blaschke finito si y sólo si g lo es.

Ahora bien, para los conjuntos {z1, . . . , zn} y {w1, . . . , wn} se consideran las trasnforma-

ciones

z′j =
zj − zn
1− znzj

, w′
j =

wj − wn
1− wnwj

para j = 1, . . . , n con lo que se reduce el problema a los conjuntos {z′1, . . . , z′n−1, 0} y

{w′
1, . . . , w

′
n−1, 0}.
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Se tiene que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Existe f ∈ B tal que f(zj) = wj para j = 1, . . . , n.

(b) Existe f ∈ B tal que f(0) = 0 y f(z′j) = w′
j para j = 1, . . . , n− 1.

(c) La función g dada por

g(z) =
f(z)

z
, z ̸= 0

está en B y g(z′j) =
w′

j

z′j
para j = 1, . . . , n− 1.

(d) La forma cuadrática Q̃ ′
n−1 asociada a g es no negativa.

Sean

αjαk =
1− z′jz

′
k

1− zjzk
=

1− |zn|2

(1− zjzn)(1− znzk)

y

βjβk =
1− w′

jw
′
k

1− wjwk
=

1− |wn|2

(1− wjwn)(1− wnwk)
.

Luego,
1− w′

jw
′
k

1− z′jz
′
k

tjtk =
1− wjwk
1− zjzk

(
βj
αj
tj

)(
βk
αk
tk

)
y aśı

Q ′
n(t1, . . . , tn) = Qn

(
β1t1
α1

, . . . ,
βntn
αn

)
.

De esto se deduce que Qn
′ ≥ 0 si y sólo si Qn ≥ 0.

Sea Q̃n−1 la forma asociada a la función g antes mencionada, bajo la hipótesis

zn = wn = 0.

Basta demostrar que Qn ≥ 0 si y sólo si Q̃n−1 ≥ 0.

Se tiene que

Qn(t1, . . . , tn) =
n∑

j,k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk

=
n∑
j=1

n∑
k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk

=
n∑
j=1

(
n−1∑
k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk + tjtn

)

=
n−1∑
j=1

(
n−1∑
k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk + tjtn

)
+

n−1∑
k=1

tntk + |tn|2
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Completando cuadrados en tn se obtiene lo siguiente

Qn(t1, . . . , tn) =
n−1∑
j,k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk +
n−1∑
k=1

tntk +
n−1∑
j=1

tjtn + |tn|2

=
n−1∑
j,k=1

1− wjwk
1− zjzk

tjtk + 2Re
n−1∑
j=1

tntj + |tn|2

=
n−1∑
j,k=1

(
1− wjwk
1− zjzk

− 1

)
tjtk +

∣∣∣∣∣tn +
n−1∑
j=1

tj

∣∣∣∣∣
2

.

Como

1− wjwk
1− zjzk

− 1 =
1− wjwk − (1− zjzk)

1− zjzk

=
zjzk − wjwk
1− zjzk

=
1−

(
wj

zj

)(
wk

zk

)
1− zjzk

zjzk

entonces

Qn(t1, . . . , tn) =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

tj

∣∣∣∣∣
2

+ Q̃n−1(z1t1, . . . , zn−1tn−1)

y de esto se deduce que Q̃n−1 ≥ 0 implica Qn ≥ 0.

Si se toma tn = −
n−1∑
j=1

tj se tiene la implicación contraria. �



Caṕıtulo 2

Núcleos reproductivos

Dado un conjunto Ω cualquiera, sea

F(Ω) = {f : Ω → C | f es función}

y sea ⟨·, ·⟩F un producto interno que hace de F(Ω) un espacio de Hilbert.

Definición 2.1. Una función K : Ω× Ω → C es un núcleo reproductor para F(Ω) si

(a) Fijado x0 ∈ Ω, la función K(·, x0) : Ω → C está en F(Ω).

(b) K tiene la propiedad reproductiva:

f(x) = ⟨f(·), K(·, x)⟩F

para todo f ∈ F(Ω), para todo x ∈ Ω.

Nótese que si K es un núcleo reproductor para F(Ω), entonces se cumple que

∥K(·, x)∥2F = ⟨K(·, x), K(·, x)⟩F = K(x, x)

para x ∈ Ω.

Proposición 2.2. Si en el espacio F(Ω) existe un núcleo reproductor, entonces es único.

Demostración. Supóngase que K1 y K2 son núcleos reproductores para F(Ω).

Si x ∈ Ω se tiene que:

∥K1(·, x)−K2(·, x)∥F = ⟨K1(·, x)−K2(·, x), K1(·, x)−K2(·, x)⟩F

= ⟨K1(·, x), K1(·, x)⟩F − ⟨K1(·, x), K2(·, x)⟩F

− ⟨K2(·, x), K1(·, x)⟩F + ⟨K2(·, x), K2(·, x)⟩F

= ∥K1(·, x)∥2F −K1(x, x)−K2(x, x) + ∥K2(·, x)∥2F

= 0

�
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2. NÚCLEOS REPRODUCTIVOS 8

Proposición 2.3. Si K es el núcleo reproductor para F(Ω), entonces para x ∈ Ω la función

Ex : F(Ω) → C dada por

Ex(f) = f(x)

es un funcional lineal y continuo.

Demostración.

(a) Si x ∈ Ω, λ ∈ C, f, g ∈ F(Ω) entonces

Ex(λf + g) = (λf + g)(x) = λf(x) + g(x) = λEx(f) + Ex(g).

(b) Sea x ∈ Ω, entonces:

|Ex(f)| = |f(x)|

= |⟨f(·), K(·, x)⟩F |

≤ ∥f∥F∥K(·, x)∥F

de donde ∥Ex∥ ≤ ∥K(·, x)∥F �

La función Ex dada en la proposición anterior, se conoce como la evaluación en x.

Definición 2.4. Se dice que el espacio F(Ω) es un espacio funcional de Hilbert si todas las

funciones evaluaciones son funcionales continuos.

El siguiente resultado establece una relación entre los espacios funcionales de Hilbert y

los espacios con núcleos reproductores.

Lema 2.5. F(Ω) es un espacio funcional de Hilbert si y sólo si F(Ω) tiene un núcleo repro-

ductor.

Demostración.

(a) Dado x ∈ Ω sea Ex : F(Ω) → C dado por Ex(f) = f(x). Supóngase que Ex es

continuo.

Por el teorema de representación de Riesz para espacios de Hilbert, se sabe que existe

kx ∈ F(Ω) tal que

Ex(f) = ⟨f, kx⟩F .
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Sea K : Ω× Ω → C dado por

K(y, x) = kx(y).

Para x0 ∈ Ω fijo, la aplicación y 7→ K(y, x0) está en F(Ω). Además

f(x) = Ex(f) = ⟨f, kx⟩F = ⟨f, k(·, x)⟩F

con lo que queda probado que F(Ω) tiene núcleo reproductor.

(b) La otra implicación se obtiene de la proposición anterior. �

Proposición 2.6. Sea F(Ω) un espacio funcional de Hilbert con núcleo reproductor. Enton-

ces existe una familia de funciones {ky}y∈X en F(Ω) tales que

(1) Para todo x, y ∈ Ω

ky(x) = ⟨ky, kx⟩F .

(2) Sea K : Ω× Ω → C dado por

K(x, y) = ky(x).

Entonces K es el (único) núcleo reproductor para F(Ω) y

K(x, y) = ⟨ky, kx⟩F .

El siguiente resultado será de utilidad en la solución de algunos problemas de interpola-

ción.

Lema 2.7. Sea F(Ω) un espacio funcional de Hilbert con núcleo reproductor K. Para y ∈ Ω

sea ky : Ω → C dado por

ky(·) = K(·, y).

Entonces para cualquier conjunto de ı́ndices J y cualquier colección {sj}j∈J ⊂ Ω, la familia

{ksj}j∈J es linealmente independiente.

Demostración. Sean n ∈ N, I = {j1, . . . , jn} cualquier subconjunto finito de J y

{sj}j∈J ⊂ Ω.

Sean λ1, . . . , λn números complejos tales que

n∑
i=1

λiksji = 0.
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Sea fr : Ω → C tal que

fr(sji) =

 1 si i = r

0 si i ̸= r

Luego

0 =

⟨
fr,

n∑
i=1

λiksji

⟩
F

=
n∑
i=1

λi⟨fr, ksji ⟩F =
n∑
i=1

λrfr(sji) = λi

y aśı λr = 0 para r = 1, . . . , n. �

Otra propiedad interesante es la siguiente.

Lema 2.8. Sea F(Ω) un espacio funcional de Hilbert con núcleo reproductor K. Para y ∈ Ω

sea ky : Ω → C dado por ky(·) = K(·, y).

Sean J un conjunto de ı́ndices cualquiera, y para n ∈ N, I = {j1, . . . , jn} ⊂ J un

subconjunto finito. Sean {sj}j∈J ⊂ Ω y

V =
n∨
i=1

ksji (·) =
n∨
i=1

{λiK(·, sji)}λi∈C.

Dados {wji}ji∈I números complejos, sea X : V → V definido por

XK(·, sji) = wjiK(·, sji) para ji ∈ I.

Si M : J × J → C está dada por

M(i, j) = ⟨K(·, si), K(·, sj)⟩F(1− wiwj) = K(sj, si)(1− wiwj),

para j, i ∈ I. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) ∥X∥ ≤ 1.

(b) M es definida positiva.

Demostración. De

K(sj, si) = ⟨ksi , ksj⟩F = ⟨K(·, si), K(·, sj)⟩F

se deduce que M(i, j) tiene las dos expresiones del enunciado.

La acotación ∥X∥ ≤ 1 ocurre si y sólo si∥∥∥∥∥X
n∑
i=1

λiK(·, si)

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λiK(·, si)

∥∥∥∥∥
2
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y esto equivale a

n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj⟨XK(·, si), XK(·, sj)⟩F ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj⟨K(·, si), K(·, sj)⟩F .

Por otra parte, se tiene que

⟨XK(·, si), XK(·, sj)⟩F = wiwj⟨K(·, si), K(·, sj)⟩F

y por lo tanto, la desigualdad∥∥∥∥∥X
n∑
i=1

λiK(·, si)

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λiK(·, si)

∥∥∥∥∥
2

es equivalente a
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj⟨K(·, si), K(·, sj)⟩F(1− wiwj) ≥ 0.

�

En lo que sigue se considerarán los espacios de Lebesgue y los espacios de Hardy.

Para n ∈ Z sea en : R → T la función dada por

en(t) = eint.

Para 1 ≤ p ≤ ∞ se define el espacio

Hp =

{
f ∈ Lp(T) :

∫ 2π

0

f(eit)en(t)dt = 0 para n < 0

}
.

Es claro que Hp es un subespacio cerrado del espacio Lp correspondiente, luego Hp es un

espacio de Banach.

En particular, se cumple que H2 es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor.

Lema 2.9. Para u ∈ D sea

Ψu(z) =
1

1− uz
.

Entonces Ψu es el núcleo reproductor del espacio H2.

Demostración. Sean u ∈ D y f ∈ H2, entonces se cumple que:
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⟨f,Ψu⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)

1− ue−it
dt

=
1

2iπ

∫ 2π

0

f(eit)ieit

(1− ue−it)eit
dt

=
1

2iπ

∫
|z|=1

f(z)

(1− uz)z
dz

=
1

2iπ

∫
|z|=1

f(z)

z − u
dz

= f(u)

Lo que prueba que Ψu es la función núcleo reproductor del espacio de Hilbert H2. �

Una propiedad importante de L∞(T) es que, si ϕ ∈ L∞(T) y f ∈ L2(T) entonces

ϕf ∈ L2(T) y

∥ϕf∥22 ≤ ∥ϕ∥2∞∥f∥22.

Esto permite definir el operador de multiplicación por funciones en L∞(T).

Para ϕ ∈ L∞(T) sea Mϕ : L
2(T) → L2(T) el operador multiplicación por ϕ, es decir,

Mϕf = ϕf

con f ∈ L2(T). Se puede probar que Mϕ es un operador lineal acotado y ∥Mϕ∥ = ∥ϕ∥∞. Una

demostración detallada de este hecho puede verse en [22].

La aplicación ϕ → Mϕ permite representar de manera inyectiva a L∞(T) en el espacio

L(L2(T)).

Sea S : L2(T) → L2(T) el operador de traslación (shift), es decir

(Sf)(z) = zf(z)

para f ∈ L2(T).

El siguiente teorema es un resultado clásico y será de utilidad más adelante.

Teorema 2.10 (Beurling). Sea X ∈ L(L2(T)). Entonces XS = SX si y sólo si existe una

función g ∈  L∞(T) tal que X =Mg. Además ∥g∥∞ = ∥X∥.

Una demostración detallada puede encontrarse en [14] o en [20].
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Definición 2.11. Sean B un espacio de Banach y A ∈ L(B) un operador lineal. El conmu-

tante de A es el conjunto

[A] = {X : L(B) → L(B) | XA = AX}.

Con el teorema de Beurling es posible caracterizar de manera precisa al conmutante del

operador shift en L2(T).

Note que X ∈ [S] si y sólo si existe g ∈ L∞(T) tal que X =Mg.

Por tanto, se tiene que

[S] ≃ {Mg : L
2(T) → L2(T) | g ∈ L∞(T)}

donde el śımbolo ≃ indica un isomorfismo.

Además, como se cumple que

∥X∥ = ∥Mg∥ = ∥g∥∞,

se concluye que [S] ≃ L∞(T).



Caṕıtulo 3

El teorema de levantamiento del conmutante y aplicaciones

Los siguientes resultados son clásicos en la teoŕıa de operadores. El primero de ellos

garantiza la extensión unitaria de un operador isométrico definido en un subespacio cerrado

de un espacio de Hilbert, y el segundo trata sobre la representación de un operador de

contracción en un espacio de Hilbert en términos de ciertas isometŕıas.

Lema 3.1. Sean D,R subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H y V : D → R un

operador isométrico, entonces V puede ser extendido a un operador unitario U en un espacio

de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.

Lema 3.2. Si E1, E2 son espacios de Hilbert y T ∈ L(E1, E2) es una contracción, entonces

existen un espacio de Hilbert H y dos isometŕıas vj ∈ L(Ej,H) para j = 1, 2, tales que

H = v1E1
∨
v2E2 y T = v∗2v1.

La demostración de estos lemas puede verse en [3].

Ahora se presenta una versión dada por Arocena del teorema de levantamiento del con-

mutante de Sz.-Nagy y Foias. Este teorema será usado posteriormente para resolver algunos

problemas clásicos de interpolación. La demostración que se presenta a continuación es una

versión detallada de la dada en [3].

Teorema 3.3. [3] Para j = 1, 2 sean Fj espacios de Hilbert, Uj ∈ L(Fj) operadores unitarios,

Ej ⊂ Fj subespacios cerrados tales que U1E1 ⊂ E1, U−1
2 E2 ⊂ E2,

F1 =
∨
n≤0

Un
1 E1 y F2 =

∨
n≥0

Un
2 E2.

Si T ∈ L(E1, E2) verifica TU1|E1 = PE2U2T entonces existe T̃ ∈ L(F1, F2) tal que

T̃U1 = U2T̃ , T = PE2T̃ |E1 y ∥T̃∥ = ∥T∥.

Demostración. Si T = 0 la solución trivial es T̃ = 0 y vale el teorema.

14
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Si T es un operador no nulo, entonces se puede suponer que ∥T∥ = 1, pues en caso

contrario se considera el operador B = T
∥T∥ .

En virtud del Lema 3.2 existen dos isometŕıas v1, v2 y un espacio de Hilbert H tales que

H = v1E1

∨
v2E2 y T = v∗2v1.

Sean

D = v1E1

∨
v2U

−1
2 E2 y R = v1U1E1

∨
v2E2.

Considere la aplicación V : D → R dada por

V (v1φ1 + v2U
−1
2 φ2) = v1U1φ1 + v2φ2

para φ1 ∈ E1 y φ21 ∈ E2.

Luego

∥v1U1φ1 + v2φ2∥2 = ∥v1U1φ1∥2 + 2ℜ⟨v1U1φ1, v2φ2⟩+ ∥v2φ2∥2.

Pero, como v1, v2 son isometŕıas y U1, U2 son operadores unitarios, entonces

∥v1U1φ1∥2 = ∥U1φ1∥2 = ∥φ1∥2 = ∥v1φ1∥2

y

∥v2φ2∥2 = ∥φ2∥2 = ∥U−1
2 φ2∥2 = ∥v2U−1

2 φ2∥2.

Además

⟨v1U1φ1, v2φ2⟩ = ⟨v∗2v1U1φ1, φ2⟩

= ⟨TU1φ1, φ2⟩

= ⟨PE2U2Tφ1, φ2⟩

= ⟨Tφ1, U
−1
2 φ2⟩

= ⟨v∗2v1φ1, U
−1
2 φ2⟩

= ⟨v1φ1, v2U
−1
2 φ2⟩

Por lo tanto

∥v1U1φ1 + v2φ2∥2 = ∥v1φ1 + v2U
−1
2 φ2∥2,

es decir, el operador V es isométrico.



3. EL TEOREMA DE LEVANTAMIENTO DEL CONMUTANTE Y APLICACIONES 16

Por el Lema 3.1 la isometŕıa V se extiende a un operador unitario U definido en un

espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.

Sea ṽ1 ∈ L(F1,F) la extensión isométrica de v1 que viene dada por

ṽ1(U
n
1 φ1) = Unv1φ1, con φ1 ∈ E1, n ∈ Z.

Para k ∈ N sean {nj}kj=1 ⊂ Z y {φj}kj=1 ⊂ E1. Si un entero α es tal que α+ nj ≥ 1 para

j = 1, . . . , k entonces se tiene que

∥Un1
1 φ1 + · · ·+ Unk

1 φk∥F1 = ∥Uα+n1
1 φ1 + · · ·+ Uα+nk

1 φk∥E1 ,

ya que U r
1E1 ⊂ E1 para todo entero r ≥ 1 y V v1φ1 = v1U1φ1.

Luego, para r ≥ 0

V r+1v1φ1 = V (V rv1φ1) = V (v1U
r
1φ1) = v1U

r+1
1 φ1.

Mas aún, para r ≥ 0 se cumple que

V rv1φ1 = U rv1φ1.

En efecto, si r = 0 la afirmación es cierta. Si la afirmación es cierta para r ≥ 0 entonces

U r+1v1φ1 = U rV v1φ1 = U rv1U1φ1 = V rv1U1φ1 = V r+1v1φ1.

Por lo tanto la afirmación es cierta para r + 1.

Luego, como U es una extensión unitaria de V se tendrá

∥Uα+n1
1 φ1 + · · ·+ Uα+nk

1 φk∥E1 = ∥v1(Uα+n1
1 φ1 + · · ·+ Uα+nk

1 φk)∥

= ∥V α+n1v1φ1 + · · ·+ V α+nkv1φk∥H

= ∥Uα+n1
1 v1φ1 + · · ·+ Uα+nk

1 v1φk∥F

De forma análoga el operador ṽ2 ∈ L(F2,F) dado por

ṽ2(U
n
2 φ2) para φ2 ∈ E2, n ∈ Z

es una extensión isométrica de v2.

Sea

T̃ = ṽ2
∗ṽ1.
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Entonces

⟨Tφ1, φ2⟩ = ⟨v1φ1, v2φ2⟩H = ⟨ṽ1φ1, ṽ2φ2⟩ = ⟨PE2T̃φ1, φ2⟩.

De donde

T = PE2T̃ |E1 .

Además, ∥T̃∥ = 1 ya que

1 = ∥T∥ = ∥PE2T̃ |E1∥ ≤ ∥T̃∥ = ∥ṽ2∗ṽ1∥ ≤ 1.

Finalmente se observa que para enteros n ≤ 0 y k ≥ 0 se cumple que

⟨T̃U1U
n
1 φ1, U

k
2φ2⟩ = ⟨ṽ1Un+1

1 φ1, ṽ2U
k
2φ2⟩

= ⟨Un+1v1φ1, U
kv2φ2⟩

= ⟨Unv1φ1, U
k−1v2φ2⟩

= ⟨ṽ1Un
1 φ1, ṽ2U

k−1
2 φ2⟩

= ⟨U2T̃U
n
1 φ1, U

k
2φ2⟩

lo que demuestra que

T̃U1 = U2T̃ .

�

Ahora se muestra cómo usar el Teorema 3.3 para dar una solución alternativa al problema

de Pick.

Teorema 3.4 (Pick). Sean J un conjunto finito de ı́ndices , {zj : j ∈ J } un conjunto de

puntos distintos en D y {wj : j ∈ J } ⊂ C. Sean

H = {h ∈ H∞ : h(zj) = wj para todo j ∈ J y ∥h∥∞ ≤ 1}

y K : J × J → C la función dada por

K(s, t) =
1− wswt
1− zszt

.

Entonces H es no vaćıo si y sólo si K es definido positivo.
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Demostración.

Para u ∈ D sea Ψu el núcleo reproductor del espacio H2. Sean J un conjunto finito de

ı́ndices, {sj : j ∈ J } ⊂ D y {wj : j ∈ J } ⊂ C.

Dados n ∈ N y j1, . . . , jn ∈ J , por el Lema 2.7 la familia {Ψzji
}ni=1 es linealmente

independiente. Sea

F =
n∨
i=1

Ψzji
=

n∨
i=1

{λiΨzji
}λi∈C.

Sea X : F → F dado por

XΨzji
= wjiΨzji

para todo ji ∈ J .

En virtud del Lema 2.8, basta mostrar que:

∥X∥ ≤ 1 si y sólo si H es no vaćıo.

(⇒) Suponga que ∥X∥ ≤ 1. Sean

U1 = U2 = S, E1 = H2, E2 = F ⊕H2
−

donde F es la clausura en H2 de F . Sea A ∈ L(E1, E2) dada por

Af = X∗PFf.

Entonces se verifica que

AU1|E1 = PE2U2A.

En efecto, para cualquier n ≥ 0, j ∈ J yu ∈ H2
− se tiene:

⟨AU1en,Ψzj⟩ = ⟨ASen,Ψzj⟩

= ⟨en+1, XΨzj⟩

= ⟨en+1, wjΨzj⟩

= wj⟨en+1,Ψzj⟩

= wj(zj)
n+1
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Pero

wj(zj)
n+1 = zjwjz

n
j

= zjwj⟨en,Ψzj⟩

= zj⟨en, wjΨzj⟩

= zj⟨en, XΨzj⟩

= zj⟨X∗PF en,Ψzj⟩.

De la definición de A sigue que

zj⟨X∗PF en,Ψzj⟩ = zj⟨Aen,Ψzj⟩

= zj(Aen)(zj)

= (U2Aen)(zj)

= ⟨U2Aen,Ψzj⟩

= ⟨PE2U2Aen,Ψzj⟩

de donde

AU1|E1 = PE2U2A.

Por el Teorema 3.3 se puede asegurar que existe Ã ∈ L(L2) que verifica ÃS = SÃ.

Además, el Teorema 2.10 garantiza la existencia de una función g ∈ L∞ tal que Ã =Mg

y ∥g∥∞ = ∥Ã∥. Luego se tiene lo siguiente

∥g∥∞ = ∥Ã∥ = ∥A∥ = ∥X∗PF∥ ≤ ∥X∗∥ ≤ 1.

Si f ∈ F entonces se cumple que

X∗f = X∗PFf = Af = PF⊕H2
−
Ãf = PF⊕H2

−
Mgf = PF⊕H2

−
(g · f)

A continuación se probará que g ∈ H∞. Como H2∩L∞ ⊂ H∞, basta probar que g ∈ H2.

Si n < 0 entonces

⟨g, en⟩ = ⟨Ãe0, en⟩ = ⟨PE2Ã|E2e0, en⟩ = ⟨Ae0, en⟩ = 0,

puesto que Ran(A) ⊂ F ⊂ H2
+. Por tanto se tiene que g ∈ H∞.
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Por otro lado, si j ∈ J se tendrá lo siguiente:

g(zj) = ⟨g,Ψzj⟩

= ⟨Ãe0,Ψzj⟩

= ⟨PE2Ãe0,Ψzj⟩

= ⟨Ae0,Ψzj⟩

= ⟨X∗PF e0,Ψzj⟩

= ⟨PF e0, XΨzj⟩

= ⟨e0, wjΨzj⟩

= wj⟨e0,Ψzj⟩

= wje0(zj)

= wj

y por lo tanto H es no vaćıo.

(⇐) Si existe g ∈ H entonces

⟨(PFMg|F )∗Ψzj ,Ψzs⟩ = ⟨Ψzj , PFMg|FΨzs⟩

= ⟨Ψzj , gΨzs⟩

= ⟨Ψzj , ÃΨzs⟩

= ⟨Ψzj , PF ÃΨzs⟩

= ⟨Ψzj , AΨzs⟩

= ⟨Ψzj , XΨzs⟩

= ⟨X∗Ψzj ,Ψzs⟩

de donde

X = PFMg|F .

Además, como g ∈ H∞ se cumple que

∥X∥ = ∥PFMg∥ ≤ ∥Mg∥ = ∥g∥∞ ≤ 1.

�
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El Teorema 3.3 resulta una herramienta útil en el tratamiento de otros problemas clásicos

de interpolación, tal como se muestra a continuación.

Se comenzará considerando el operador de traslación y algunos subespacios invariantes

asociados.

Sea S : L2(T) → L2(T) el operador de traslación (shift), es decir Sf = e1f para f ∈

L2(T).

Lema 3.5. Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) H2 es invariante por S, es decir, SH2 ⊂ H2.

(b) H2
− es invariante por S−1, es decir, S−1H2

− ⊂ H2
−.

Demostración.

(a) Si g ∈ H2 entonces existe {λn}n≥0 tal que

g =
∑
n≥0

λnen.

Luego,

Sg = S

(∑
n≥0

λnen

)
=
∑
n≥0

λnen+1 =
∑
k≥1

λk−1ek ∈ H2
−.

De donde,

SH2 ⊂ H2.

(b) Si g ∈ H2
− entonces existe {λn}n<0 tal que

g =
∑
n<0

λnen.

Sigue que

S−1g = S−1
∑
n<0

λnen =
∑
n<0

λnen−1 =
∑
k<−1

λk+1ek ∈ H2
−.

Por lo tanto,

S−1H2
− ⊂ H2

−.

�

Dado n ∈ N sea Kn el subespacio cerrado de L2(T) generado por {ej}nj=0, es decir,

Kn =
n∨
j=0

ej =
n∨
j=0

{λjej(·)}λj∈C.
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Lema 3.6. Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) H2 ⊖Kn es invariante por S, es decir, S(H2 ⊖Kn) ⊂ H2 ⊖Kn.

(b) Kn ⊕H2
− es invariante por S−1, es decir, S−1(Kn ⊕H2

−) ⊂ Kn ⊕H2
−.

Demostración.

(a) Si g ∈ H2 ⊖Kn entonces existe {λj}j≥n+1 tal que

g =
∑
j≥n+1

λjej

y

Sg = S

( ∑
j≥n+1

λjej

)
=
∑
j≥n+1

λjej+1 =
∑
l≥n+2

λl−1el ∈ H2 ⊖Kn.

Luego,

S(H2 ⊖Kn) ⊂ H2 ⊖Kn.

(b) Es análogo. �

A continuación se señalan algunos operadores asociados a algunos tipos de sucesiones.

A una sucesión bilateral {cj}j∈Z ⊂ C se le puede asociar el operador lineal Bb : H
2 → H2

dado por

⟨Bbej, ei⟩ = ci−j

para i, j ∈ N.

De forma similar a una sucesión {cj}j∈N ⊂ C se le puede asociar el operador lineal

B : H2 → H2 dado por

⟨Bej, ei⟩ =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

para i, j ∈ N.

A {cj}nj=−n ⊂ C se le puede asociar el operador lineal Ab : Kn → Kn dado por

⟨Abej, ei⟩ = ci−j

para i, j = 0, · · · , n.
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De forma similar a {cj}nj=0 ⊂ C se le puede asociar el operador lineal A : Kn → Kn dado

por

⟨Aej, ei⟩ =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

para i, j = 0, · · · , n.

En el teorema de Carathéodory-Féjer interviene este último operador. La proposición

siguiente se usará en la demostración de este teorema.

Lema 3.7. Dada {cj}nj=0 ⊂ C sea A : Kn → Kn el operador lineal dado por

⟨Aej, ei⟩ =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

para i, j = 0, · · · , n. Entonces A = PKnMf |Kn, donde f =
∑n

j=0 cj ej y Mf : L
2(T) → L2(T)

el operador de multiplicación por f .

Demostración. Para i, j = 0, · · · , n se tiene que

⟨PKnMfej, ei⟩ = ⟨ejf, ei⟩

=

⟨
n∑
k=0

ckekej, ei

⟩

=
n∑
k=0

ck⟨ej+k, ei⟩

=

 0, i < j

ci−j, j ≤ i

= ⟨Aej, ei⟩

lo que prueba que

A = PKnMf |Kn .

�

Lema 3.8. Dados {cj}nj=0 sean

f =
n∑
j=0

cj ej ,
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Mf : L
2(T) → L2(T) el operador de multiplicación por f y A = PKnMf |Kn . Entonces

(a) PKnSPKnMf |Kn = PKnMfPKnS|Kn .

(b) A conmuta con PKnS|Kn.

Demostración.

(a) Si g ∈ Kn entonces existe {λj}nj=0 tal que

g =
n∑
j=0

λj ej.

Luego

fg =

(
n∑
l=0

cl el

)(
n∑
j=0

λj ej

)

=
n∑
j=0

n∑
l=0

cl λj ej+l

=
n∑
j=0

n+j∑
k=j

ck−j λj ek

A continuación se dará una fórmula para PKn(fg).

PKn(fg) = PKn

(
n∑
j=0

n+j∑
k=j

ck−j λj ek

)
=

n∑
j=0

n∑
k=j

ck−j λj ek.

Por lo tanto

e1(PKnMf )g =
n∑
j=0

n∑
k=j

ck−j λj ek+1 =
n∑
j=0

n+1∑
l=j+1

cl−j−1 λj el.

De donde

(PKnSPKnMf )g =
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj el. (3.1)

Por otro lado

e1g = e1

n∑
j=0

λj ej

=
n∑
j=0

λj ej+1

=
n+1∑
l=1

λl−1 el
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Luego

PKne1g =
n∑
l=1

λl−1 el.

Sigue que

(MfPKnS)g =

(
n∑
j=0

cj ej

)(
n∑
l=1

λl−1 el

)

=
n∑
j=0

n∑
l=1

cj λl−1 ej+l

=
n∑
j=0

n+j∑
m=j+1

cj λm−j−1 em

De donde

(PKnMfPKnS)g =
n∑
j=0

n∑
m=j+1

cj λm−j−1 em

=
n∑
j=0

n−j−1∑
k=0

cj λk ek+j+1

=
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj el.

Luego

(PKnMfPKnS)g =
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj el. (3.2)

De (3.1) y (3.2) sigue que

(PKnSPKnMf )g = (PKnMfPKnS)g.

(b) De (a) sigue que

PKnSA = PKnSPKnMf |Kn = PKnMfPKnS|Kn = APKnS|Kn .

Es decir, A conmuta con PKnS|Kn . �

Lema 3.9. Dados {cj}nj=0 sean

f =
n∑
j=0

cj ej ,
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Mf : L
2(T) → L2(T) el operador de multiplicación por f y A = PKnMf |Kn . Entonces

(APKn)S|H2 = PKn⊕H2
−
S(APKn).

Demostración. Por el Lema 3.8, A conmuta con PKnS|Kn . Sea

X = PKnS|Kn ,

luego AX = XA.

Sigue que para f ∈ H2.

(APKn)Sf = APKnSPKnf + APKnSPH2⊖Kn
f

= AXPKnf

= XAPKnf.

De donde

(APKn)Sf = XAPKnf. (3.3)

Por otra parte

PKn⊕H2
−
S(APKn)f = PKnSAPKnf + PH2

−
SAPKnf.

Como

S(Kn) ⊂ S(H2) ⊂ H2⊥H2
−

sigue que

PKn⊕H2
−
S(APKn)f = PKnSAPKnf = XAPKnf.

Luego

PKn⊕H2
−
S(APKn)f = XAPKnf. (3.4)

De (3.3) y (3.4) sigue que

(APKn)S|H2 = PKn⊕H2
−
S(APKn).

�

Ahora se está en condiciones de mostrar cómo el Teorema 3.3 resulta útil en el tratamiento

de otro problema clásico de interpolación.
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Teorema 3.10 (Carathéodory-Féjer). Para n ∈ N sean {cj}nj=0 ⊂ C y A : Kn → Kn el

operador lineal dado por

⟨Aej, ei⟩ =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe h ∈ H∞ tal que ∥h∥∞ ≤ 1 y ĥ(j) = cj para j = 0, . . . , n.

(b) A es una contracción.

Demostración. Por el Lema 3.7

A = PKnMf |Kn

donde f =
∑n

j=0 cj ej y Mf el operador de multiplicación por f .

(a) ⇒ (b) Suponga que existe h ∈ H∞ tal que ∥h∥∞ ≤ 1 y

ĥ(j) = cj para j = 0, . . . , n.

Para i, j = 0, . . . , n se tiene que

|⟨PKnMfej, ei⟩| = |⟨Aej, ei⟩| ≤ |ci−j| = |ĥ(i− j)| ≤ ∥h∥∞ ≤ 1.

Por lo tanto A es una contracción.

(b) ⇒ (a) Suponga que A es una contracción.

Se tiene que Kn es subespacio cerrado de H2, SH2 ⊂ H2 y S−1(Kn ⊕H2
−) ⊂ Kn ⊕H2

−,

en virtud de los Lemas 3.5 y 3.6.

Por el Lema 3.9

(APKn)S|H2 = PKn⊕H2
−
S(APKn).

Además

L2(T) =
∨
n≤0

Sn(H2
+) y L2(T) =

∨
n≥0

Sn(Kn ⊕H2
−).

Sea

T = APKn ,

sigue que

TS|H2 = PKn⊕H2
−
ST.
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Además,

∥T∥ = ∥APKn∥ ≤ ∥A∥∥PKn∥ = ∥A∥,

y para k ∈ Kn se cumple

∥Ak∥ = ∥APKnk∥ = ∥Tk∥ ≤ ∥T∥∥k∥,

lo que prueba que

∥T∥ = ∥A∥.

Sean F1 = F2 = L2(T), U1 = U2 = S, E1 = H2, E2 = Kn ⊕ H2
−. Por el Teorema 3.3

existe T̃ ∈ L(L2) tal que T̃ S = ST̃ , T = PKn⊕H2
−
T̃ |H2 y ∥T̃∥ = ∥T∥.

Por el Teorema 2.10 existe h ∈ L∞ tal que ∥h∥∞ = ∥T̃∥ y T̃ g = Mhg, donde

Mh : L
2(T) → L2(T) el operador de multiplicación por h.

Como A es una contracción y

∥h∥∞ = ∥T̃∥ = ∥T∥ = ∥A∥

se obtiene que ∥h∥∞ ≤ 1.

A continuación se probará que h ∈ H∞. Como A : Kn → Kn y

h =Mhe0 = T̃ e0 = Te0 = APKne0

sigue que h ∈ Kn ⊂ H2. Pero H2 ∩ L∞ ⊂ H∞, por lo tanto h ∈ H∞.

Se observa que

h =Mhe0 = T̃ e0 = Te0 = APKne0 = Ae0 = PKnMfe0.

Por lo tanto, para j = 0, . . . , n

ĥ(j) = ⟨h, ej⟩

= ⟨PKnMfe0, ej⟩

= ⟨f, ej⟩

=
n∑
l=0

cl⟨el, ej⟩

= cj.

�



Caṕıtulo 4

Espacios de Sobolev de orden entero

En este caṕıtulo se introducen los espacios de Sobolev y se estudian algunas de sus

propiedades.

En lo que sigue, se trabajará en Rn dotado del producto interno usual y la norma eucli-

deana.

Una n-tupla α = (α1, . . . , αn) de enteros no negativos será llamada multi-́ındice.

Dados x ∈ Rn y α = (α1, . . . , αn) un multi-́ındice, el śımbolo xα representa al monomio

xα1
1 · · · xαn

n , es decir

xα := xα1
1 · · · xαn

n

y el grado de xα es el entero positivo

|α| :=
n∑
i=1

αi.

Para 1 ≤ i ≤ n sea

Di =
∂

∂xi
.

Para cada multi-́ındice α = (α1, . . . , αn) se considerará el operador diferencial

Dα = Dα1 · · ·Dαn .

El operador Dα es de orden |α| y D(0,...,0) es el operador identidad.

Sean Ω ⊂ Rn un abierto Z≥0 = {n ∈ Z : n ≥ 0} y m ∈ Z≥0. Se denota por Cm(Ω) al

espacio de funciones ϕ : Ω → R tales que ϕ y Dαϕ son continuas en Ω para todo multi-́ındice

α tal que |α| ≤ m. Se define

C∞(Ω) =
∩

m∈Z≥0

Cm(Ω).

El conjunto Cm
0 (Ω) es el subespacio de Cm(Ω) formado por las funciones con soporte

compacto en Ω.

29
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Sea Ω ⊂ Rn un abierto. Se dice que una función u : Ω → R es localmente integrable si u

es integrable sobre cualquier conjunto compacto A tal que A ⊂ Ω.

El conjunto de funciones localmente integrables sobre Ω se denotará por el śımbolo

L1
loc(Ω).

Una distribución de tipo integral es un operador de la forma

Tu(ϕ) =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

con u ∈ L1
loc(Ω) y ϕ ∈ C∞

0 (Ω).

Sea u ∈ L1
loc(Ω). Si existe v ∈ L1

loc(Ω) tal que se satisface la relación

Tv = DαTu

para algún multi-́ındice α, entonces se dice que v es la derivada débil o distribucional de

orden |α| de u. Esta derivada se suele denotar como

v
d
= Dαu.

Dados m ∈ Z≥0, p ≥ 1 y Ω ⊂ Rn un abierto, considérese el subespacio de Lp(Ω) dado

por

Wm, p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : v
d
= Dαu ∈ Lp(Ω) para todo multi-́ındiceα con |α| ≤ m}.

Se definen las siguientes funciones sobre Wm, p:

∥u∥m, p =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥pp


1/p

si 1 ≤ p <∞.

∥u∥m,∞ = sup{∥Dαu∥∞ : 0 ≤ |α| ≤ m}.

Se llama espacio de Sobolev de orden m sobre Ω al par (Wm, p(Ω), ∥ ∥m, p)

con 1 ≤ p ≤ ∞

Las principales caracteŕısticas de los espacios de Sobolev se resumen en los siguientes

teoremas.
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Teorema 4.1. El par (Wm, p(Ω), ∥ ∥m, p) es un espacio de Banach.

Demostración.

Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en Wm, p(Ω). Entonces, si α es un multi-́ındice tal

que |α| ≤ m se tiene que {Dαun}n∈N es una sucesión de Cauchy en Lp(Ω). Por la completitud

de Lp(Ω) se sabe que existen u, v ∈ Lp(Ω) tales que

un → u y Dαun → v cuando n→ ∞.

Ahora bien, dado que Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), se tiene que para cada n ∈ N la función un

determina una distribución integral Tun . Si ϕ ∈ C∞
o (Ω), entonces por la desigualdad de

Hölder se cumple que

|Tun(ϕ)− Tu(ϕ)| ≤
∫
Ω

|un(x)− u(x)||ϕ(x)|dx ≤ ∥ϕ∥p′∥un − u∥p

donde p′ es el conjugado de p.

Análogamente se prueba que

TDαun(ϕ) → Tv(ϕ)

para todo ϕ ∈ C∞
o (Ω).

Para terminar, se verá que u ∈ Wm, p(Ω). En efecto, una aplicación directa del teorema

de integración por partes nos permite escribir lo siguiente:

Tv(ϕ) = ĺım
n
TDαun(ϕ) = ĺım

n
(−1)|α|Tun(D

αϕ) = DαTu(ϕ)

para cada ϕ ∈ C∞
o (Ω), lo que prueba que

v
d
= Dαu

y se tiene aśı la completitud. �

Teorema 4.2. Wm, p(Ω) es un espacio de Banach separable si 1 ≤ p < ∞ y si 1 < p < ∞

entonces Wm, p(Ω) es reflexivo y uniformemente convexo.

Demostración.

Se denota por N al número de multi-́ındices α tales que 0 ≤ |α| ≤ m.

Para p ∈ [1,∞] sea

LpN(Ω) = Lp(Ω)× N· · · ×Lp(Ω).
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En estos espacios las siguientes funciones son normas:

∥u∥Lp
N
=

(
N∑
j=i

∥uj∥pp

)1/p

para u ∈ LpN , 1 ≤ p <∞ y

∥u∥L∞
N
= sup{∥uj∥∞ : j = 1, · · · , N}

para u ∈ L∞
N .

Se sabe que Lp(Ω) es un espacio de Banach separable si 1 ≤ p <∞, además es reflexivo

y uniformemente convexo si 1 < p < ∞. Por ende, el producto finito LpN(Ω) también tiene

tales propiedades.

Sea P : Wm, p(Ω) → LpN(Ω) el operador dado por

P (u) = (Dαu)0≤|α|≤m .

Es claro que P es lineal, pues el operador diferencial Dα lo es. Además P es una isometŕıa,

pues por construcción se observa que

∥P (u)∥Lp
N
= ∥u∥m, p.

Luego P es un isomorfismo isométrico deWm, p sobre algún subespacio cerradoW ⊂ LpN .

Entonces, W es separable si 1 ≤ p < ∞, además es reflexivo y uniformemente convexo si

1 < p <∞. Como

Wm, p(Ω) = P−1(W ),

se tiene el resultado.

�

En lo que sigue, se establece una caracterización básica del espacio dual de Wm, p(Ω).

Primero se probará una generalización del teorema de representación de Riesz para el caso

n dimensional. Por simplicidad, se asume la notación

⟨u, v⟩ =
∫
Ω

u(x)v(x)dx

cuando la integral tenga sentido.
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Lema 4.3. Sea 1 ≤ p < ∞ y q su ı́ndice conjugado. Para cada L ∈ (LpN(Ω))
∗ existe un

único v ∈ LqN(Ω) tal que para todo u ∈ LpN se cumple que

L(u) =
N∑
j=1

⟨uj, vj⟩.

Demostración.

Dados 1 ≤ j ≤ N y ω ∈ Lp(Ω) se define el vector

ω(j) = (ω δij)
N
i=1

en LpN(Ω).

Si L ∈ (LpN(Ω))
∗, entonces la relación

Lj(ω) = L(ω(j))

define un operador en (Lp(Ω))∗. Por el teorema de Riesz en una dimensión, se sabe que existe

un único vj ∈ Lq(Ω) tal que si ω ∈ Lp(Ω) se cumple que

L(ω(j)) = Lj(ω) = ⟨ω, vj⟩.

Luego, para u ∈ LpN(Ω) se tiene:

L(u) = L

(
N∑
j=1

uj(j)

)
=

N∑
j=1

L(uj(j)) =
N∑
j=1

⟨uj, vj⟩

probando aśı el resultado. �

Ahora se está en condiciones de probar el siguiente resultado.

Teorema 4.4. Sea 1 ≤ p < ∞ y q su ı́ndice conjugado. Para cada L ∈ (Wm, p(Ω))∗ existe

un elemento v = (vα)0≤|α|≤m ∈ LpN(Ω) tal que

L(u) =
∑

0≤|α|≤m

⟨Dαu, vα⟩

para todo u ∈ Wm,p(Ω).

Demostración.

Por lo hecho en la demostración del Teorema 4.2 se sabe que

Wm,p(Ω) = P−1(W ),
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donde W es un subespacio cerrado de LpN(Ω) y P es un isomorfismo isométrico.

Dado L ∈ (Wm, p(Ω))∗ sea L∗ un operador lineal sobre W tal que

L∗(P (u)) = L(u)

Como P es isomorfismo isométrico, entonces L∗ ∈ W ∗ y

∥L∗∥W ∗ = ∥L∥(Wm,p(Ω))∗ .

El teorema de Hahn-Banach garantiza la existencia de una extensión lineal de L∗ a todo

el espacio LpN(Ω). Sea L̂ tal extensión.

Por el lema anterior, existe v = (vα)0≤|α|≤m ∈ LqN(Ω) tal que

L̂(·) =
∑

0≤|α|≤m

⟨·, vα⟩.

En particular, si u ∈ Wm,p(Ω) se obtiene

L(u) = L∗(P (u)) = L̂(P (u)) =
∑

0≤|α|≤m

⟨Dαu, vα⟩

lo que concluye la prueba. �



Caṕıtulo 5

Problemas de interpolación en un espacio de Sobolev

A continuación se presenta un resultado de Agler, análogo al resultado clásico de inter-

polación de Pick en el plano complejo, en el cual se sustituye el espacio de Hardy de las

funciones anaĺıticas con serie de potencias de cuadrado sumable, por el espacio de Sobolev

de las funciones complejas definidas en el intervalo (0, 1) cuyas derivadas están en L2(0, 1).

Se dará una demostración alternativa a la de Agler, usando una versión, dada por Aro-

cena, del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

A lo largo del caṕıtulo se considera el espacio

H = {f : [0, 1] → C tales que f es absolutamente continua y f, f ′ ∈ L2(0, 1)}.

Si se define el producto

[f, g] :=

∫ 1

0

f(t)g(t) dt+

∫ 1

0

f ′(t)g′(t) dt

es fácil ver queH es un espacio de Hilbert con respecto a la norma inducida por este producto,

es decir ∥f∥H = [f, f ]
1
2 para f ∈ H.

Para s ∈ (0, 1) sea

ks(t) =


ase

t + bse
−t, t ≤ s

cse
t + dse

−t, t ≥ s

con

as = bs =
es + e2e−s

2(e2 − 1)
,

cs =
es + e−s

e2 − 1
,

ds = e2cs.

Lema 5.1. Para s ∈ (0, 1) sean H y ks como antes. Sea K : (0, 1)× (0, 1) → C, tal que

K(t, s) = ks(t)

35
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entonces K es el núcleo reproductor del espacio H.

Demostración. Sea s ∈ (0, 1) fijo y sea f ∈ H, entonces se cumple que:

[f,K(·, s)] =
∫ 1

0

f(t)ks(t)dt+

∫ 1

0

f ′(t)k′s(t)dt

=

∫ s

0

f(t)(ase
t + bse

−t)dt+

∫ 1

s

f(t)(cse
t + dse

−t)dt

+

∫ s

o

f ′(t)(ase
t − bse

−t)dt+

∫ 1

s

f ′(t)(cse
t − dse

−t)dt.

Ahora bien, integrando por partes se tiene que∫ s

0

f(t)(ase
t + bse

−t)dt = f(s)(ase
s − bse

−s)−
∫ s

0

f ′(t)(ase
t − bse

−t)dt

y ∫ 1

s

f(t)(cse
t + dse

−t)dt = −f(s)(cses − dse
−s)−

∫ 1

s

f ′(t)(cse
t − dse

−t)dt

y aśı, al sustituir, se obtiene

[f,K(·, s)] = f(s).

Lo que prueba que K(·, ·) es el núcleo reproductor de H. �

Para ψ : (0, 1) → C sea

∥ψ∥[∞] := sup{∥ψf∥H : f ∈ H, ∥f∥H = 1}.

Si ψ : (0, 1) → C entonces para f ∈ H el operador dado por

Mψf = ψf

es el operador multiplicación por ψ.

Como es usual

∥Mψ∥ = sup{∥ψf∥H : f ∈ H, ∥f∥H = 1},

es decir ∥Mψ∥ = ∥ψ∥[∞].

Son de particular interés en este trabajo los operadores de la forma Mτn , donde

τn : (0, 1) → C es la función dada por τn(t) = tn, n ∈ N.

Lema 5.2. Sean H como antes y Fi ⊂ H para i = 1, 2 dos subespacios tales que τn ∈ F1 para

todo n ≥ 0. Si existe un operador T ∈ L(F1, F2) que conmuta con el operador Mτ1, entonces

existe una función g ∈ H tal que T =Mg y ∥T∥ = ∥g∥[∞].
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Demostración. Sea g = Tτ0. Note que g está bien definida, porque por hipótesis

τ0 ∈ F1. Se puede considerar el operador Mg. Por las observaciones anteriores se tiene que

∥Mg∥ = ∥g∥[∞]. Además, para todo entero positivo n se tiene que

Tτn = T (Mτnτ0)

= T (Mτ1)
nτ0

= (Mτ1)
nTτ0

= (Mτ1)
ng

luego

(Tτn)(t) = tng(t) = (Mgτn)(t)

para todo t ∈ (0, 1)]. Es decir, T =Mg en el conjunto {τn}n∈N que es denso en H. �

El siguiente teorema se debe a Agler [2], su demostración se basa en la desigualdad de

Cauchy, condiciones para que ciertos conjuntos tengan un mı́nimo y la compacidad débil*

de la bola unitaria cerrada de un espacio dual (teorema de Banach - Bourbaki - Alaoglu).

A continuación se dará una demostración diferente basada en la versión del teorema de

levantamiento del conmutante antes expuesta.

Teorema 5.3. [2] Sea H como antes. Sean J un conjunto finito de ı́ndices,

{sj : j ∈ J } un conjunto de puntos distintos en (0, 1) y {wj : j ∈ J } ⊂ C. Sean

G = {h ∈ H : h(sj) = wj para todo j ∈ J y ∥h∥[∞] ≤ 1}

y M : J × J → C la función dada por

M(i, j) = (1− wiwj)K(tj, ti)

donde K es la función núcleo reproductor del espacio de Hilbert H.

Entonces G es no vaćıo si y sólo si M es definida positiva.

Demostración. Para s ∈ (0, 1) sea

ks(t) = K(t, s)

con t ∈ (0, 1). Sean J un conjunto finito de ı́ndices, {sj : j ∈ J } ⊂ (0, 1) y

{wj : j ∈ J } ⊂ C.
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Sean

F =
∨
j∈J

{ksj}

y sea X : F → F el operador dado por

Xksj = wjksj .

En virtud del Lema 2.8 basta demostrar que G es no vaćıo si y sólo si ∥X∥ ≤ 1.

Supóngase que ∥X∥ ≤ 1. Para usar el Teorema 3.3 sean U1 = U2 = Mτ1 . Sean F la

clausura de F en H y

H0 = {h ∈ H : h(sj) = 0 para todo j ∈ J }.

Sean E1 = H, E2 = F ⊕H0, F1 =
∨
n≤0

Un
1 E1, F2 =

∨
n≥0

Un
2 E2 y A ∈ L(E1, E2) dado por

Af = X∗PFf.

Para j ∈ J , n ∈ N y u ∈ H0 se tiene que

[AU1τn, ksj + u] = [AMτ1τn, ksj ]

= [τn+1, Xksj ]

= [τn+1, wjksj ]

= wj[τn+1, ksj ]

= wj(sj)
n+1

= sjwjs
n
j .

Además

sjwjs
n
j = sjwj[τn, ksj ]

= sj[τn, wjksj ]

= sj[τn, Xksj ]

= sj[X
∗PFτn, ksj ]

= sj[Aτn, ksj ]
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Por la propiedad reproductiva

sj[Aτn, ksj ] = sj(Aτn)(sj)

= (U2Aτn)(sj)

= [U2Aτn, ksj ]

= [PE2U2Aτn, ksj ].

Aśı

AU1|E1 = PE2U2A.

Ahora bien, por el Teorema 3.3 existe un operador Ã ∈ L(F1, F2) que conmuta con el

operador Mτ1 tal que A = PE2Ã|E1 y ∥A∥ = ∥Ã∥.

Como ÃMτ1 = Mτ1Ã, en virtud del Lema 5.2, existe g ∈ H tal que Ã = Mg y ∥Ã∥ =

∥g∥[∞].

Note que si f ∈ F entonces se cumple que

X∗f = X∗PFf = Af = PE2Ãf = PE2Mgf = PE2gf

Por otro lado, si j ∈ J se tiene lo siguiente

g(sj) = [g, ksj ]

= [Ãτ0, ksj ]

= [PE2Ãτ0, ksj ]

= [Aτ0, ksj ].

Además

[Aτ0, ksj ] = [X∗PFτ0, ksj ]

= [PFτ0, Xksj ]

= [τ0, wjksj ]

= wj[τ0, ksj ]

= wjτ0(sj)

= wj.
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Por lo tanto G es no vaćıo.

Rećıprocamente, si existe g en G entonces

[(PFMg|F)∗ksj , ksi ] = [ksj , PFMg|Fksi ]

= [ksj , gksi ]

= [ksj , Ãksi ]

= [ksj , PFÃksi ]

= [ksj , Aksi ]

= [ksj , X
∗ksi ]

= [Xksj , ksi ]

de donde

X = (PFMg|F)∗.

Además se tiene que

∥X∥ = ∥(PFMg)
∗∥ ≤ ∥M∗

g ∥ = ∥g∥[∞] ≤ 1.

�

De forma análoga es posible establecer un resultado análogo al teorema de Carathéodory-

Féjer para el espacio de Sobolev H.

Se comenzará considerando un operador de multiplicación y algunos subespacios inva-

riantes asociados.

Para n ∈ N sean τ̃n : (0, 1) → C las funciones obtenidas a partir de las funciones τn(t)

después de ortonormalizarlas con respecto al producto definido en H y sea Fn el subespacio

cerrado de H generado por {τ̃j}nj=0, es decir,

Fn =
n∨
j=0

{τ̃j}.

Para estas funciones se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.4. Sea Mτ̃1 el operador de multiplicación por τ̃1. Entonces el conjunto H ⊖ Fn es

invariante por Mτ̃1, es decir, Mτ̃1(H⊖Fn) ⊂ H⊖Fn.
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Demostración.

Si g ∈ H ⊖Fn entonces existe {λj}j≥n+1 tal que

g =
∑
j≥n+1

λj τ̃j

y

Mτ̃1g =Mτ̃1

( ∑
j≥n+1

λj τ̃j

)
=
∑
j≥n+1

λj τ̃j+1 =
∑
l≥n+2

λl−1τ̃l ∈ H ⊖Fn.

Luego,

Mτ̃1(H⊖Fn) ⊂ H⊖Fn.

�

Los lemas siguientes se usarán en la demostración del Teorema 5.7.

Lema 5.5. Dada {cj}nj=0 ⊂ C sea A : Fn → Fn el operador lineal dado por

[Aτ̃j, τ̃i] =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

para i, j = 0, · · · , n. Entonces A = PFnMf |Fn, donde f =
∑n

j=0 cj τ̃j y

Mf : H → H el operador de multiplicación por f .

Demostración. Para i, j = 0, · · · , n se tiene que

[PFnMf τ̃j, τ̃i] = [τ̃jf, τ̃i]

=

[
n∑
k=0

ckτ̃kτ̃j, τ̃i

]

=
n∑
k=0

ck[τ̃j+k, τ̃i]

=

 0, i < j

ci−j, j ≤ i

= [Aτ̃j, τ̃i]

lo que prueba que

A = PFnMf |Fn .

�
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Lema 5.6. Dados {cj}nj=0 ⊂ C sean

f =
n∑
j=0

cj τ̃j ,

Mf : H → H el operador de multiplicación por f y A = PFnMf |Fn . Entonces

(a) PFnMτ̃1PFnMf |Fn = PFnMfPFnMτ̃1 |Fn .

(b) A conmuta con PFnMτ̃1 |Fn.

Demostración.

(a) Si g ∈ Fn entonces existe {λj}nj=0 tal que

g =
n∑
j=0

λj τ̃j.

Luego

fg =

(
n∑
l=0

cl τ̃l

)(
n∑
j=0

λj τ̃j

)

=
n∑
j=0

n∑
l=0

cl λj τ̃j+l

=
n∑
j=0

n+j∑
k=j

ck−j λj τ̃k

A continuación se dará una fórmula para PFn(fg).

PFn(fg) = PFn

(
n∑
j=0

n+j∑
k=j

ck−j λj τ̃k

)
=

n∑
j=0

n∑
k=j

ck−j λj τ̃k.

Por lo tanto

τ1(PFnMf )g =
n∑
j=0

n∑
k=j

ck−j λj τ̃k+1 =
n∑
j=0

n+1∑
l=j+1

cl−j−1 λj τ̃l.

De donde

(PFnMτ̃1PFnMf )g =
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj τ̃l. (5.1)
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Por otro lado

τ̃1g = τ̃1

n∑
j=0

λj τ̃j

=
n∑
j=0

λj τ̃j+1

=
n+1∑
l=1

λl−1 τ̃l

Luego

PFn τ̃1g =
n∑
l=1

λl−1 τ̃l.

Sigue que

(MfPFnMτ̃1)g =

(
n∑
j=0

cj τ̃j

)(
n∑
l=1

λl−1 τ̃l

)

=
n∑
j=0

n∑
l=1

cj λl−1 τ̃j+l

=
n∑
j=0

n+j∑
m=j+1

cj λm−j−1 τ̃m

De donde

(PFnMfPFnMτ̃1)g =
n∑
j=0

n∑
m=j+1

cj λm−j−1 τ̃m

=
n∑
j=0

n−j−1∑
k=0

cj λk τ̃k+j+1

=
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj τ̃l.

Luego

(PFnMfPFnMτ̃1)g =
n∑
j=0

n∑
l=j+1

cl−j−1 λj τ̃l. (5.2)

De (5.1) y (5.2) sigue que

(PFnMτ̃1PFnMf )g = (PFnMfPFnMτ̃1)g.
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(b) De (a) sigue que

PFnMτ̃1A = PFnMτ̃1PFnMf |Fn = PFnMfPFnMτ̃1 |Fn = APFnMτ̃1 |Fn .

Es decir, A conmuta con PFnMτ̃1 |Fn . �

A continuación se muestra en el espacio de Sobolev H una versión del teorema de Ca-

rathéodory-Féjer.

Teorema 5.7. Para n ∈ N sean {cj}nj=0 ⊂ C y A : Fn → Fn el operador lineal dado por

[Aτ̃j, τ̃i] =

 ci−j, i ≥ j

0, i < j

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Existe g ∈ H tal que ∥g∥[∞] ≤ 1 y [g, τ̃j] = cj para j = 0, . . . , n.

(b) A es una contracción.

Demostración. Por el Lema 5.5

A = PFnMf |Fn

donde f =
∑n

j=0 cj τ̃j y Mf el operador de multiplicación por f .

(a) ⇒ (b)

Suponga que existe g ∈ H tal que ∥g∥[∞] ≤ 1 y

[g, τ̃j] = cj para j = 0, . . . , n.

Para i, j = 0, . . . , n se tiene que

|[PFnMf τ̃j, τ̃i]| = |[Aτ̃j, τ̃i]| ≤ |ci−j| = |[g, τ̃i−j]| ≤ ∥g∥[∞] ≤ 1.

Por lo tanto A es una contracción.

(b) ⇒ (a)

Suponga que A es una contracción.

Se sabe que Fn es subespacio cerrado de H y Mτ̃1H ⊂ H en virtud del Lema 5.4.

Por el Lema 5.6

(APFn)Mτ̃1 = PFnMτ̃1(APFn).
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Además

H =
∨
n≤0

Mn
τ̃1
(Fn) y H =

∨
n≥0

Mn
τ̃1
(H).

Sea

T = APFn ,

sigue que

TMτ̃1 = PFnMτ̃1T.

Además,

∥T∥ = ∥APFn∥ ≤ ∥A∥∥PFn∥ = ∥A∥,

y para k ∈ Fn se cumple

∥Ak∥ = ∥APFnk∥ = ∥Tk∥ ≤ ∥T∥∥k∥,

lo que prueba que

∥T∥ = ∥A∥.

Sean F1 = F2 = H, U1 = U2 = Mτ̃1 , E1 = Fn, E2 = H. Por el Teorema 3.3 existe

T̃ ∈ L(H) tal que T̃Mτ̃1 =Mτ̃1T̃ , T = PHT̃ |Fn y ∥T̃∥ = ∥T∥.

Además, por el Lema [5.2] existe g ∈ H tal que T̃ =Mg y

∥g∥[∞] = ∥Mg∥ = ∥T̃∥ = ∥T∥ ≤ 1

Si f ∈ H se cumple que Tf = PHT̃ f = PHgf y para f ∈ Fn Af = APFnf = Tf = PHgf .

Luego, se ha probado que

Af = PFnAf = PFngf.

Se observa que

g =Mg τ̃0 = T̃ τ̃0 = T τ̃0 = APFn τ̃0 = Aτ̃0 = PFnMg τ̃0.

Por lo tanto, para j = 0, . . . , n

[g, τ̃j] = [Aτ̃0, τ̃j]

= cj

�
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