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Resumen

En el presente trabajo se considera el espacio de Sobolev de las funciones analiticas
definidas en el disco unitario tales que ellas y sus derivadas son de cuadrado integrable.

Se presenta una demostracion alternativa a un resultado de Agler, que aparece en el
articulo Nevanlinna-Pick interpolation on Sobolev space. Proc. Am. Math. Soc. 108, No.2,
(1990) 341-351. Para simplificar la lectura, se presenta previamente una versién de Arocena
del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

Los principales aportes de este trabajo son:

(a) Dar una nueva demostracién del resultado de Agler, que es andlogo al teorema de
Pick, pero relativo al espacio de Sobolev mencionado antes.
(b) En el mismo espacio de Sobolev, establecer un resultado similar al teorema de Ca-

rathéodory-Féjer.



1ii

Agradecimiento

Gracias al Consejo de Desarrollo Cientifico y Humanistico de la Universidad Central de

Venezuela por su colaboracion en la edicion de este trabajo.



Indice general

[miroduccion

Lapitulo 1. Rl teorema de Pick

Lapitulo 2. Nucleos reproductivosg

Lapitulo 4. Bl teorema de levantamiento del conmutante v aplicacioneg
Lapitulo 4.  Hspacios de bobolev de orden enterd

Lapitulo o.  Problemas de iterpolacion en un espacio de Sobolev
b1bl10g d

iv

14

29

35

46



Introduccién

En el sentido clasico mas simple interpolacién es la reconstruccién constructiva (posible-
mente aproximada) de una funcién de cierta clase a partir de sus propios valores, o a partir

de valores conocidos de sus derivadas, en puntos dados.

Sean zq,23,...,2, puntos fijos en el disco unitario D. El conjunto de los puntos

w = (wy,ws, ..., w,) en C" tales que existe una funcién f € H* tal que
<1y flz)=w; paral<j<n

fue descrito independientemente por Nevanlinna [T9] y por Pick [21].

Para resolver este problema de interpolacion Nevanlinna y Pick usaron técnicas completa-
mente diferentes y encontraron condiciones de interpolaciéon completamente diferentes (estas
observaciones se pueden ver en [25]). En este trabajo estamos interesados en la condicién de

Pick: la matriz de tamano n x n dada por

1- Rj%k ik=1,...n

es definida positiva.

Desde que apareci6 el articulo de Sarason [25] la influencia del problema de interpolacién
de Nevanlinna-Pick ha sido extraordinaria en teoria de operadores. En los tltimos capitulos

de este trabajo se usaran técnicas de teoria de operadores en las demostraciones.

Agler [2] dio una versién del resultado de Pick sustituyendo los espacios de Hardy por el
espacio de Sobolev, H, de las funciones absolutamente continuas en [0, 1] con derivadas de

cuadrado integrable.



INTRODUCCION 2

Maés precisamente sea
H = {f:]0,1] — C tales que f es absolutamente continua y f, f' € L*(0,1)}.

Resulta que H es un espacio de Hilbert con el producto interno

[f,g]=/01f§+/01f’?

v Iflle = [f, £,

El resultado de Agler establece lo siguiente: Sean tq,ts,...,t, € [0,1] y wy,ws, ..., w, €
C. Existe f € H con

e <1y f(t) =w; paraj=1....n

si y solo si la matriz de tamano n x n dada por

{(1 - wi@j)K(tﬁ ti>}j,i:1,...,n

es definida positiva, donde K es la funcién niicleo reproductor del espacio de Hilbert H (para

més detalles acerca de nicleos reproductores ver [d]).

La demostracién dada en [2] se basa en la desigualdad de Cauchy, condiciones para que
ciertos conjuntos tengan un minimo y la compacidad débil* de la bola unitaria cerrada de

un espacio dual.

En este trabajo se presenta una demostracién diferente para el resultado de Agler. En
esta prueba se usan algunos resultados de la teoria de operadores, como por ejemplo, una

version dada por Arocena del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

Por tltimo, se establece un andlogo al teorema de Carathéodory-Féjer, pero relativo al
espacio de Sobolev H. La demostracién que se presenta es constructiva y se fundamenta en
técnicas de la teoria de operadores, similares a las utilizadas en la demostracién alternativa

del resultado de Agler.



Capitulo 1

El teorema de Pick

Como es usual sean

D={zeC:|z| <1},
D={zeC:|z| <1},

D ={zeC:|z| =1}.
Se considerara el espacio
B={f:D— D|f es analitica}.

Un producto de Blaschke finito es una funcién de la forma:

Es sabido que si B es un producto de Blaschke, entonces:

(a) B es continua en 0D.

(b) |B] =1 en OD.

(c) B tiene a lo sumo una cantidad finita de ceros en . A esta cantidad de ceros se le
suele llamar grado de B. Si B tiene grado cero, entonces B es una funciéon constante

de modulo uno.

Sean zi, 29, ..., 2, puntos fijos en el disco unitario ID. El conjunto de los puntos w =
(wi,ws, ..., wy,) en C", tales que existe una funcién f € H* tal que |f| < 1y ¢(z;) = wy,
para 1 < j < n fue descrito independientemente por Nevanlinna [T9] y por Pick [21]].

La relacién entre formas cuadraticas no negativas y el problema de interpolacién men-

cionado antes se evidencia en el siguiente teorema de Pick [21] (ver también Teorema 2.2 de

[16]).
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Teorema 1.1. [21] Sea {z,...,2z,} un conjunto de puntos no nulos de D y wy, ..., w, € C.
Existe f € B tal que f(z;) = w; si y solo si la forma cuadrdtica

1 —wyw -
Qultr,. .. ta) = > — 2t

Pyt 1 — 2z

es no negativa. En tal caso, f es un producto de Blaschke de grado a lo sumo n.

DEMOSTRACION.

Se usard induccion en n.

Sin = 1 los conjuntos en consideracién son {z; } y {w; }. Basta tomar f = w; pues resulta
claro que f(z1) = w;. Ademds

1— ’U)1|2

- ‘220 si y sélo si 1 — |w > >0.

Por lo tanto se cumple el teorema para n = 1.
Sea n > 1, supéngase que se cumple el teorema para cualquier conjunto {zy,..., 2,1}
de puntos en D.

Si existe f € B tal que

f(z5) = w; paraj=1,...,n—1

y algunos wy, ..., w,—1 € C, y si ademas z; # 0 para j =1,...,n — 1, entonces la funcién
f(z)
g(z) = — 2 #0,

estd en B y se cumple que

Mas atn, es claro que f es un producto de Blaschke finito si y sélo si g lo es.

Ahora bien, para los conjuntos {z1,...,2,} y {wi,...,w,} se consideran las trasnforma-
ciones
g Ty = DT
1—Zp2 1 —w,w;
para j = 1,...,n con lo que se reduce el problema a los conjuntos {zi,...,2, ,,0} y

{wy,...,w,_,,0}.
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Se tiene que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existe f € B tal que f(z;) =w; paraj=1,....,n
(b) Existe f € Btal que f(0) =0y f(2}) =wjparaj=1,...,n—1.
(¢) La funcién g dada por

estéenByg(z}):%parajzl,...,n—l.
J

(d) La forma cuadrética @', _; asociada a g es no negativa.

Sean _
L=z 1 — |z,
Qi = —_ = — —
¢ 1—2zzZr (1= 2Z,)(1 — 2,Zk)
y —
- 1—=ww 1 — |w,|?
Bjﬁk — . J_ — — | | S
—w;w, (1 —wjw,)(1 — w,wg)
Luego,
1 —ww 1 — w:w )
il L M L (&tj) (&tk)
1—zzk 1 -2z \qj o
y asi

@;<t1,...,tn>=@n<

De esto se deduce que @,,’ > 0 si y sélo si Q,, > 0.

Bity ﬂntn) |

Sy
aq 879

Sea (,_1 la forma asociada a la funcién g antes mencionada, bajo la hipotesis
zZp, = w, = 0.

Basta demostrar que ), > 0 si y sélo si @n_l > 0.
Se tiene que
"1 —-ww
th, .. ty) = L
Qn( 1 ) n) Z 1_ijk Jlk
k=1
- Sy
=i 1— 2z

- 1 —w;w
_ Z(Z—l_szkttk—i—tt)

J=1 k=1

n—1 n—1 n—1
1-— _
_ ) 1 - wjon, it | ) tad + [t
1 — 2z —

7j=1 \k=1
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Completando cuadrados en t,, se obtiene lo siguiente

n—1
1—ww
Qulty,.. . ta) = Y. J kttk+2ttk+2tt + |ta]?
7,k=1

, 1 — 2z
n—1 1 WD n—1
= > — Ll 4 2Re Yl + [t
, 1 — 2z
Ji:k=1 Jj=1
- ww nol |
_ Sl bl 7 .
_ Z ( s 1) tiT, + tn+Zt]
Jrk=1 j=1
Como
1-— w]@k 1 — 1-— wj@k — (1 — ijk)
1— ijk n 1-— ijk
. ngk — ijk
N 1-— ijk
ws
()
N 1— ijk sk
entonces

n 2

Dt

=1

Qn(tla s 7tn> = + én—l(zltla RIS Zn—ltn—l)

y de esto se deduce que Qvn_l > 0 implica @,, > 0.

n—1
Si se toma t, = — E t; se tiene la implicacién contraria.
Jj=1



Capitulo 2

Ncleos reproductivos

Dado un conjunto (2 cualquiera, sea
F(Q)={f:9Q— C| fes funcién}
y sea (-, -)7 un producto interno que hace de F(2) un espacio de Hilbert.

Definicién 2.1. Una funcién K : Q x 2 — C es un nicleo reproductor para F(€2) si
(a) Fijado x¢ € Q, la funcién K(-,zp) : Q@ — C esta en F(Q2).
(b) K tiene la propiedad reproductiva:

para todo f € F(Q), para todo = € Q.
Noétese que si K es un nicleo reproductor para F(£2), entonces se cumple que
IK ()7 = (K (- 2), K(- 2)) 5 = K(2,2)
para x € €.

Proposicién 2.2. Si en el espacio F(Q2) eziste un nicleo reproductor, entonces es inico.

DEMOSTRACION. Supéngase que K; y K5 son nicleos reproductores para JF(£2).

Si z € ) se tiene que:
1K1 (s 2) = Ko 2) |7 = (Ku( 2) — Ka( @), K (s 2) — Ko (s @) 7
= (K1(-2), K1(+, @) 7 — (K1( @), Ko, 2) 7
— (K, 2), Ka( @) 7 + (Ka(- @), Ko+ @) 7
= KL 2) |7 — Ki(, ) — Ka(, ) + | Ka(,2)||7

=0
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Proposicién 2.3. Si K es el nicleo reproductor para F(S)), entonces para x € Q la funcion

E, : F(2) — C dada por

es un funcional lineal y continuo.

DEMOSTRACION.
(a) Siz e Q, A e C, f,g € F(Q) entonces

E,(Af+9)=(\f+9)(@) = (x) + g(x) = AEL(f) + Eu(g).

(b) Sea x € 2, entonces:

= [{(f(), K( 7)) #l
< I 2)lF
de donde ||E,|| < ||K(-, z)||# O

La funcién E, dada en la proposicién anterior, se conoce como la evaluacion en x.

Definicién 2.4. Se dice que el espacio F(£2) es un espacio funcional de Hilbert si todas las

funciones evaluaciones son funcionales continuos.

El siguiente resultado establece una relacién entre los espacios funcionales de Hilbert y

los espacios con nicleos reproductores.

Lema 2.5. F(Q2) es un espacio funcional de Hilbert si y sélo si F(S2) tiene un nicleo repro-

ductor.

DEMOSTRACION.
(a) Dado z € Q sea E, : F(Q2) — C dado por E,(f) = f(z). Supéngase que E, es
continuo.

Por el teorema de representacion de Riesz para espacios de Hilbert, se sabe que existe

k. € F(£2) tal que
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Sea K : Q2 x Q — C dado por
Para z, € Q fijo, la aplicacién y — K (y, zo) estd en F(Q2). Ademads
(@) = E(f) = {f ka)r = ([, k(-,2)) 7
con lo que queda probado que F(£2) tiene nicleo reproductor.

(b) La otra implicacién se obtiene de la proposicién anterior. O

Proposiciéon 2.6. Sea F(2) un espacio funcional de Hilbert con nicleo reproductor. Enton-

ces eziste una familia de funciones {ky},ex en F(Q) tales que
(1) Para todo z,y €
ky(x) = (ky, ka) 7.
(2) Sea K : Q2 x Q — C dado por
K(x,y) = ky(x).
Entonces K es el (inico) nicleo reproductor para F(£2) y

K(2,y) = (kys ko)

El siguiente resultado sera de utilidad en la solucién de algunos problemas de interpola-

cién.

Lema 2.7. Sea F(Q2) un espacio funcional de Hilbert con nicleo reproductor K. Para y € Q

sea ky : Q — C dado por

Entonces para cualquier conjunto de indices J y cualquier coleccion {s;}jes C Q, la familia

{ks,}jeq es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Sean n € N, Z = {ji,...,j,} cualquier subconjunto finito de J y
{sj}tjes C S
Sean Aq,..., A, numeros complejos tales que

i )\iksg’i - 0
=1
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Sea f,.: 2 — C tal que

1 sii=r
fr(sjz‘) = )
0 sii#r
Luego
0= <fr’ Z)\stﬂz> - ZXZ(fT’ k5j¢>]: - Zxrfr<$ji) = Xz
i=1 Fooo=1 i=1
yasi A, =0parar=1,...,n. O

Otra propiedad interesante es la siguiente.

Lema 2.8. Sea F(§2) un espacio funcional de Hilbert con nicleo reproductor K. Paray € Q
sea ky : 2 = C dado por k,(-) = K(-,y).
Sean J wun conjunto de indices cualquiera, y para n € N, T = {j1,...,jn} C J un

subcongunto finito. Sean {s;}jes CQy

n

V= \/ ks]z<) - v{)‘iK<'7sji)}Ai€C'

=1

Dados {w;, };,ex nimeros complejos, sea X : V — V definido por
XK(-s5) =w;,K(,sj) para j; € T.
St M :J xJ — C esta dada por
MG, ) = (K 80), K(, 85)) (1 = wiw;) = K (s, 80)(1 = wiwy),

para j,1 € L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(a) [X] <1
(b) M es definida positiva.

DEMOSTRACION. De

K(5j73i) = <k5i7k3j>}— = <K<'>Si>7K('75j)>]:

se deduce que M (i, j) tiene las dos expresiones del enunciado.

La acotacion || X|| < 1 ocurre si y sélo si

2 2
<

=1 =1
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y esto equivale a

Z Z MNA(XK (- 8:), XK(,85)) 7 < Z Z ANN(K (-, 5:), K(+,5)) 7.

i=1 j=1 i=1 j=1

Por otra parte, se tiene que
(XK(,8), XK(-, 87)) 7 = ww;{K(-, 5:), K(-,55)) 7

y por lo tanto, la desigualdad

n 2 n 2
HXZ&K(-,@ <D NK (s
i=1 i=1
es equivalente a
Zz/\zxj<K('752)7K( 7SJ)>-7'—(1 mlw]) >0
i=1 j=1

En lo que sigue se consideraran los espacios de Lebesgue y los espacios de Hardy.

Paran € Z sea e, : R — T la funcién dada por
en(t) = ™.

Para 1 < p < oo se define el espacio

2w

HP = {f e LP(T) : fee,(t)dt =0 para n < 0} :

0

Es claro que H? es un subespacio cerrado del espacio LP correspondiente, luego H? es un
espacio de Banach.

En particular, se cumple que H? es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor.

Lema 2.9. Para v € D sea

1
U,(z) = -

Entonces ¥, es el nicleo reproductor del espacio H?.

DEMOSTRACION. Sean u € Dy f € H?, entonces se cumple que:
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1 21 f(eit)
v,) = — ———dt
{f T 2 Jo 1 —wue ™
1 2 ity it
_ L / _fleie”
2im Jo (1 — ue)ett
1
= - —f(Z)_ dz
2im =1 (1 —uz)z
1
L e,
01 Jiy=1 2 —u
= f(u)
Lo que prueba que ¥, es la funcién nicleo reproductor del espacio de Hilbert H?2. O

Una propiedad importante de L>®(T) es que, si ¢ € L¥(T) y f € L*(T) entonces
of € L*(T) y
lof13 < N0l 115

Esto permite definir el operador de multiplicacién por funciones en L>(T).

Para ¢ € L>=(T) sea My : L*(T) — L*(T) el operador multiplicacién por ¢, es decir,
Myf =of

con f € L*(T). Se puede probar que M, es un operador lineal acotado y || My]| = [|¢]|c- Una
demostracién detallada de este hecho puede verse en [22].

La aplicaciéon ¢ — M, permite representar de manera inyectiva a L>°(T) en el espacio
L(L*(T)).

Sea S : L*(T) — L*(T) el operador de traslacién (shift), es decir

(51)(2) = 2f(2)

para f € L*(T).

El siguiente teorema es un resultado cléasico y serd de utilidad mas adelante.

Teorema 2.10 (Beurling). Sea X € L(L*(T)). Entonces XS = SX si y sélo si existe una
funcion g € L2(T) tal que X = M,. Ademds ||g]lc = || X]|-

Una demostracién detallada puede encontrarse en [14] o en [20].
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Definicién 2.11. Sean B un espacio de Banach y A € £(B) un operador lineal. El conmu-

tante de A es el conjunto
Al ={X :L(B) — L(B) | XA=AX}.

Con el teorema de Beurling es posible caracterizar de manera precisa al conmutante del

operador shift en L?(T).
Note que X € [S] siy slo si existe g € L®(T) tal que X = M,.

Por tanto, se tiene que
[S] = {M, : L*(T) — LX(T) | g € L=(T)}

donde el simbolo ~ indica un isomorfismo.

Ademas, como se cumple que
1 X = 1M, = [lgllo,

se concluye que [S] ~ L*>°(T).



Capitulo 3

El teorema de levantamiento del conmutante y aplicaciones

Los siguientes resultados son clasicos en la teoria de operadores. El primero de ellos
garantiza la extensién unitaria de un operador isométrico definido en un subespacio cerrado
de un espacio de Hilbert, y el segundo trata sobre la representaciéon de un operador de

contraccion en un espacio de Hilbert en términos de ciertas isometrias.

Lema 3.1. Sean D, R subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H y V : D — R un
operador isométrico, entonces V' puede ser extendido a un operador unitario U en un espacio

de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.

Lema 3.2. Si &,& son espacios de Hilbert y T € L(&1,&) es una contraccion, entonces
existen un espacio de Hilbert H y dos isometrias v; € L(E;,H) para j = 1,2, tales que

H = Ulgl v U2(€2 Yy T = U;Ul.

La demostracién de estos lemas puede verse en [3].

Ahora se presenta una version dada por Arocena del teorema de levantamiento del con-
mutante de Sz.-Nagy y Foias. Este teorema sera usado posteriormente para resolver algunos
problemas cléasicos de interpolacion. La demostracion que se presenta a continuacion es una

version detallada de la dada en [3].

Teorema 3.3. [3] Para j = 1,2 sean F; espacios de Hilbert, U; € L(F};) operadores unitarios,

E; C Fj subespacios cerrados tales que Ui By C Ey, U2_1E2 C E»,

F=\/U'E, y F=\/U;E,.

n<0 n>0

Si T € L(Ey, Es) verifica TUy|g, = Pg,UsT entonces existe T ¢ L(Fy, Fy) tal que

DEMOSTRACION. Si T = 0 la solucién trivial es 7' = 0 y vale el teorema.

14
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Si T es un operador no nulo, entonces se puede suponer que ||T|| = 1, pues en caso
contrario se considera el operador B = ﬁ

En virtud del Lema B2 existen dos isometrias vy, vo y un espacio de Hilbert H tales que
H = ’UlEl \/’UQEQ y T = 'U;Ul.

Sean

D :/UlEl\/UQU;lEQ y szlUlEl\/UgEQ.

Considere la aplicacion V : D — R dada por
V(vigr + 02Us  02) = viUipr + vaipe

para @1 € By ol € Es.

Luego
010101 + vaal|? = [[uiUrpr||? + 2R (01 U1, vapa) + |[vagpal|®.

Pero, como vy, v9 son isometrias y Uy, Us son operadores unitarios, entonces
I I”

I I*

[viUr1 |7 = [[Urer || = ller|I” = [lorgn

[vaal? = [lp2l® = |U3 "@al? = [Jv2Us o ||

Adems3s

(VUip1, v202) = (v301U101, 2)
= (TUrp1, ¥2)
= (Pg,UxT'p1, 2)
= (Tp1, Uy "p2)
= (vsv11, Uy ')
= (v11,v2U5 ' pa)

Por lo tanto
[1Uro1 + vas|? = [lorgr + Uy o,

es decir, el operador V' es isométrico.
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Por el Lema B la isometria V' se extiende a un operador unitario U definido en un
espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado.

Sea vy € L(F,F) la extension isométrica de v; que viene dada por
01(Ul'p1) = UMvypp1, con 1 € Ey,n € Z.

Para k € N sean {n;}¥_, C Z y {p;};_; C Ey. Si un entero « es tal que v +n; > 1 para

J=1,...,k entonces se tiene que
10T o1+ -+ Ul my = U™ 1+ -+ U™ |y,

ya que U{E; C F4 para todo entero r > 1y Vv = U .

Luego, parar > 0
Vitlup = V(VTuip1) = V(01Uf1) = UlUf+1801-
Mas aun, para r > 0 se cumple que
Vi = Ulvir.
En efecto, si 7 = 0 la afirmacién es cierta. Si la afirmacion es cierta para r > 0 entonces
UTJrlUlSDl = U"Vuipr = U'viUipr = Vo Up, = VT+1U1901-

Por lo tanto la afirmacién es cierta para r + 1.

Luego, como U es una extension unitaria de V' se tendra

[US ™ @1 + -+ UY ™ ol g, = [[or (U™ oy 4 -+ 4+ U™ ) |
= |Vet™uio + -+ V0108l

= U ™ vior + -+ UF v 2
De forma andloga el operador v, € L(Fy, F) dado por
U2(Udps) para ¢y € Ey,n €7

es una extension isométrica de vs.

Sea

T = 03" 01.
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Entonces
(To1, p2) = (v1p1, Vool = (D11, Gapa) = (P, Tep1, 02)-
De donde
T = Pg, T\,
Ademss, | T|| = 1 ya que
L= Tl = |1Pe.T|m, || < |IT = 5" a1 < 1.
Finalmente se observa que para enteros n < 0y k > 0 se cumple que
(TU\U o1, Uy pa) = (61U o1, 5aUS )
= <Un+lU1901, Uk712902>
= (U011, U " 0pp9)
= (01U} @1, 0U5 " 0a)
= (UsTU} 1, Ups)
lo que demuestra que
TU, = UsT.
O

Ahora se muestra como usar el Teorema B33 para dar una solucién alternativa al problema

de Pick.

Teorema 3.4 (Pick). Sean J un conjunto finito de indices , {z; : j € J} un conjunto de

puntos distintos en D y {w; : j € J} C C. Sean
H ={he H*: h(z) =w; para todo j € T y ||h]|cc < 1}

y K :JxJ— C la funcion dada por

1 —wsw.
K(s,t) = — 50t

1 —Zszt '

Entonces H es no vacio si y solo si K es definido positivo.
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DEMOSTRACION.

Para u € D sea ¥, el nticleo reproductor del espacio H?. Sean J un conjunto finito de
indices, {s;:je JtCDy{w;:je J} CC.

Dados n € Ny j1,...,jn € J, por el Lema P4 la familia {\Ifzji}?zl es linealmente

independiente. Sea

F:

n
1=

V., = \n/{)\i‘l’zji},\iec-
1 i=1
Sea X : F — F dado por
X\Ifzji = wjilllzji para todo j; € J.
En virtud del Lema 28, basta mostrar que:
| X ]| < 1siy sélosiH es no vacio.
(=) Suponga que || X|| < 1. Sean
Uy=U=S  E=H E,=F®H
donde F es la clausura en H? de F. Sea A € L(Ey, E;) dada por

Af = X*Ppf.

Entonces se verifica que

AUllEl — PE2U2A.

En efecto, para cualquier n > 0, j € Jyu € H? se tiene:

(AUie,, V) = (ASe,,V.,)
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Pero

wi(z)"™ = zwya

= zjwj{en, V)
= zj(en, w; V)
= zj(en, XV;)

= (X" Pre,, V2,).
De la definicion de A sigue que
2 (X" Pre,,V,.) = z(Ae,, V)
= zj(Aen)(z)
= (Ua4en)(z)
= (UyAen, V)
= (Pg,UsAe,, V)
de donde
AUy | g, = Pgr,UsA.

Por el Teorema B=3 se puede asegurar que existe A€ L(L?) que verifica AS = SA.
Ademas, el Teorema P10 garantiza la existencia de una funcién g € L*™ tal que A= M,

v 19l = ||,Z[H Luego se tiene lo siguiente
lglloe = A1l = 4]l = | X*Prl < | X*|| < 1.
Si f € F entonces se cumple que
X'f = X"Ppf = Af = Prou2 Af = Ppeyz Myf = Proyz (9- f)

A continuacién se probara que g € H*. Como H?>NL>® C H>, basta probar que g € H?.

Si n < 0 entonces
(g,en) = (Aeg, e4) = (P, Alp,e0, €0) = (Aeg, e,) = 0,

puesto que Ran(A) C F C H3. Por tanto se tiene que g € H*™.
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Por otro lado, si j € J se tendra lo siguiente:

9(z) = (9, ¥)
= (Aey, T.)
= (Pg,Ae,0.,)
= (Aey, V)
= (X"Preo, V)
= (Preg, XV)
= (eo,w;¥z)
= w;{eo, V)
= wjeo(z;)
= w,

y por lo tanto H es no vacio.

(<) Si existe g € H entonces
(PrMy|p) V., 0s) = (U, PrMy[pV.,)
= (V,;,97.,)
= (U, AT.)
= (., PrAT.,)
= (V,,AT,,)
= (0., XV.,)
= (X", 70.,)
de donde
X = PpMy|p.
Ademas, como g € H* se cumple que

IXI] = 11Pr My || < [My]] = llglloe < 1.

20
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El Teorema B=3 resulta una herramienta 1til en el tratamiento de otros problemas clasicos
de interpolacién, tal como se muestra a continuacién.

Se comenzara considerando el operador de traslacion y algunos subespacios invariantes
asociados.

Sea S : L*(T) — L*(T) el operador de traslacién (shift), es decir Sf = e;f para f €
LA(T).

Lema 3.5. Se cumplen las siguientes propiedades:
(a) H? es invariante por S, es decir, SH*> C H>.
(b) H? es invariante por S7', es decir, ST*H? C H?.

DEMOSTRACION.

(a) Si g € H? entonces existe {\, },>o tal que

g= Z A€

n>0
Luego,
=9 (Z )\nen> Z An€nil = Z)\k 1ex € H2.
n>0 n>0 k>1
De donde,

SH? c H.

(b) Si g € H? entonces existe {\, },<o tal que

g= Z A€

n<0
Sigue que
S_lg =5 Z)\nen = Z)\nen—l = Z )\k+1€k; S HE
n<0 n<0 k<—1
Por lo tanto,
ST'H? C H”.

Dado n € N sea K, el subespacio cerrado de L*(T) generado por {e;}"

\:/ \:/)\6] }Aec

o, es decir,
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Lema 3.6. Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) H>© K, es invariante por S, es decir, S(H* &6 K,,) C H> © K,,.
(b) K,, ® H? es invariante por S™', es decir, ST (K,, & H*) C K,, ® H?.

DEMOSTRACION.

(a) Si g € H* © K, entonces existe {)\;};>n+1 tal que

g= > e

j>n+1
y
Sg =5 ( Z )\jGj) = Z )\jejH = Z )\l_1€l S H2 S, Kn
j>n+1 j>n+1 [>n+2
Luego,
S(H*© K,) C H* © K,,.
(b) Es andlogo. O
A continuacién se senalan algunos operadores asociados a algunos tipos de sucesiones.
A una sucesién bilateral {¢;};cz C C se le puede asociar el operador lineal B, : H*> — H?
dado por
(Byej, 1) = ciej
para 7,7 € N.

De forma similar a una sucesiéon {c;};en C C se le puede asociar el operador lineal
B : H?> — H? dado por
Cij, 127
<B€j, €i> == ! J
0, 1<

para 7,7 € N.
A {¢;}j—_,, C C se le puede asociar el operador lineal A, : K,, — K,, dado por
(Avej, i) = ciej

para ¢, =0,--- ,n.
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De forma similar a {c; };7‘:0 C C se le puede asociar el operador lineal A : K,, — K, dado
por
Ci—j, { Z .
<A6]’, €i> = ! J
0, 1<

para i, =0,---  n.

En el teorema de Carathéodory-Féjer interviene este tltimo operador. La proposicion

siguiente se usara en la demostracion de este teorema.

Lema 3.7. Dada {c;}7_, C C sea A: K,, — K, el operador lineal dado por

Ci—j, ZZ .
<Aej7€i> = ! J

0, i<j
parai,j =0,---,n. Entonces A = Pg, M|, , donde f =377 cje; y My: L*(T) — L*(T)

el operador de multiplicacion por f.

DEMOSTRACION. Parai,j =0,--- ,n se tiene que

(Pk,M;yej,e;) = (e;f,e;)

n
= E Ck€k€j, €4
k=0

n

= Z Ck{€jks €i)

k=0
0, 1<
Ci—ja j SZ
= <A€j, €i>
lo que prueba que
A = Py, M|k, .
0
Lema 3.8. Dados {c;}}j_, sean
f= cj €5,
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My . L*(T) — L*(T) el operador de multiplicacion por f y A = Pk, M;|k,. Entonces

(b) A conmuta con P,

DEMOSTRACION.

(a) Si g € K,, entonces existe {);}7_, tal que

g = Z /\j €.
7=0

(o) (0)

n

Luego

fg

M:

] /\j €41

I
=)
o~
I
o

3
S
+

<.

Cle—j )‘j €k

B
I

J=0 k=j

A continuacién se dard una férmula para Pk, (fg).

n n+j n n
PKn fg PKn <chkj)\ €k>_zzckj)\j€k.

7=0 k=j J=0 k=j
Por lo tanto
n  n+l
PKan E E Cl— ])\ €11 = E E Cl—j— 1)\ €.
J=0 k=j =0 I=j+1

De donde

(P, SPg,M;)g Z Z Cj1 €. (3.1)

7=0 l=j+1

Por otro lado

n
€19 = €1 E )\j €;
J=0
n
=Y Aem
J=0

n+1

= E A1 €
=1
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Luego
Pg,e19 = Z Ai—1 €.
=1
Sigue que
(MyPg,S)g = ( Cj e]-) (Z A1 el)
7=0 =1
= Cj )\l—l €j+1
7=0 I=1
n n+j
= Z Cj >\m—]—1 €m
7=0 m=j+1
De donde
(PKanPK S)g = Z Z CJ )\m,],1 Em
7=0 m=j5+1
n n—j—1
= Z Z Cj Ak Ch4j+1
j=0 k=0
=D D agaXe
§=0 I=j+1
Luego

(PKanPKnS)g = Z Z Cl—j—l /\j €].

J=0 I1=j+1

De (Bd) y (B2) sigue que
(P, SPk,My)g = (Pr,M¢Pr,S)g.
(b) De (a) sigue que
P, SA = Pg, SPk, M¢|k, = Pk, M Pk, S|k, = APk, S|k,
Es decir, A conmuta con Pk, S|k, .

Lema 3.9. Dados {c;}}_, sean

3

25
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M; : L*(T) — L*(T) el operador de multiplicacion por f y A = Py, My|k, . Entonces
(APxk,)S|p2 = Px,ou2 S(APk,).
DEMOSTRACION. Por el Lema BR, A conmuta con P, S|k, . Sea
X = Py, S|k,

luego AX = X A.
Sigue que para f € H?.

(APy )Sf = APy, SPx. f + APx SPucre. f
= AXPg f

= XAPg, f.
De donde
(APk,)Sf = XAPg, f. (3.3)
Por otra parte

Pr om2 S(APxk,)f = Pk,SAPxk, f + Pg2 SAPk, f.

Como
S(K,) c S(H?) c H>LH?
sigue que
Py om2 S(APk,)f = Pk, SAPk, f = XAPx, f.
Luego

Py oz S(APg, ) f = X APx, . (3.4)
De (B33) y (B3A) sigue que
(APxk,)S|p2 = Px,ou2 S(APk,).
U

Ahora se estd en condiciones de mostrar como el Teorema resulta util en el tratamiento

de otro problema clasico de interpolacién.
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Teorema 3.10 (Carathéodory-Féjer). Para n € N sean {c;}7_, C Cy A: K, — K, el
operador lineal dado por
(Aej,e;) = Gy 12
0, 1< ]
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) existe h € H*® tal que |[h]js < 1 y h(j) = ¢ para j =0,...,n.

(b) A es una contraccion.

DEMOSTRACION. Por el Lema B2
A= Pk, Mf|Kn

donde f = Z;’L:o cje;j y My el operador de multiplicacién por f.
(a) = (b) Suponga que existe h € H* tal que ||h]|lo <1y

//{(j):cj para j=0,...,n.
Para i,57 =0,...,n se tiene que
|(Prc, Myej, eq)| = [(Aej, €i)| < leij] = [h(i = j)] < |[hllee < 1.

Por lo tanto A es una contraccién.

(b) = (a) Suponga que A es una contraccion.

Se tiene que K, es subespacio cerrado de H?, SH> Cc H* y S™Y(K,, ® H*) C K,, ® H?,
en virtud de los Lemas B3 y B4.

Por el Lema B9

Ademiés
LAT)=\/S"(H?) y L*T)=\/S"(K.®H?).
n<0 n>0
Sea
T = APy,
sigue que
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Ademas,

1T = AP, || < [[A[l| Px.,

= [,
y para k € K, se cumple
[AK]| = | APk, k|| = [|TE|| < [|T[[I %],
lo que prueba que
1]} = [[All-

Sean Fy = F, = L*(T), Uy = Uy, = S, By, = H?, Ey = K,, ® H?. Por el Teorema B3
existe T € L(L?) tal que TS = ST, T = Px o2 Tl v |T] = | T

Por el Teorema P existe h € L™ tal que ||hlle = [|T|| vy Tg = Myg, donde
M, : L*(T) — L*(T) el operador de multiplicacién por h.

Como A es una contraccion y

hlloe = ITIl = 1Tl = |1 A]

se obtiene que ||l < 1.

A continuacién se probara que h € H*. Como A: K, — K, y
h= Mh€0 = f@o = T€0 = APKnBO

sigue que h € K,, C H% Pero H*> N L™ C H*, por lo tanto h € H™.

Se observa que
h = Myey = f@o = Tey = APk, ey = Aey = P, Myey.
Por lo tanto, para j =0,...,n
h(j) = (h.e;)
= (Pr, Myeo, €5)

= <f7 €j>
= ch<el,ej>
1=0

:Cj.



Capitulo 4

Espacios de Sobolev de orden entero

En este capitulo se introducen los espacios de Sobolev y se estudian algunas de sus
propiedades.

En lo que sigue, se trabajard en R™ dotado del producto interno usual y la norma eucli-

deana.
Una n-tupla @ = (a, ..., «,) de enteros no negativos sera llamada multi-indice.
Dados z € R" y a = (v, . .., o) un multi-indice, el simbolo 2% representa al monomio

a0 es decir

%=t
y el grado de x es el entero positivo
n
la| == E Q;.
i=1
Para 1 <7 <n sea
0
Di = .
(9.%1-
Para cada multi-indice @ = (o, . . ., a,) se considerard el operador diferencial

D* = D% ... D",

El operador D® es de orden |a| y D9 es el operador identidad.

Sean 2 C R™ un abierto Zso = {n € Z : n > 0} y m € Z>o. Se denota por C™(2) al
espacio de funciones ¢ : {2 — R tales que ¢ y D¢ son continuas en {2 para todo multi-indice
a tal que |a| < m. Se define

Cx(Q) = (] ™).
mEZLs
El conjunto C§*(2) es el subespacio de C™(f2) formado por las funciones con soporte

compacto en €2.

29
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Sea 2 C R™ un abierto. Se dice que una funcién w : 2 — R es localmente integrable si u
es integrable sobre cualquier conjunto compacto A tal que A C €.

El conjunto de funciones localmente integrables sobre {2 se denotara por el simbolo
Lie($2).

Una distribucion de tipo integral es un operador de la forma

conu € L (Q)y ¢ e C(R).

loc

Sea u € L},.(Q2). Si existe v € L}, (Q) tal que se satisface la relacién
T, = DT,

para algiin multi-indice «, entonces se dice que v es la derivada débil o distribucional de

orden |a| de u. Esta derivada se suele denotar como
d
v = D%u.

Dados m € Zsp, p > 1 y £ C R" un abierto, considérese el subespacio de LP(f2) dado

por
WmP(Q) ={ue LP(Q) : v L Doy e LP(Q2) para todo multi-indice acon |a| < m}.
Se definen las siguientes funciones sobre W™ P:

1/p

lallp =15 D IDul?

0<|e|<m

sil<p<oo.

[ellm, o0 = sup{[[D%ul[oc = 0 <[] < m}.

Se llama espacio de Sobolev de orden m sobre Q al par (W"™P(Q),||lm.p)
conl <p< oo

Las principales caracteristicas de los espacios de Sobolev se resumen en los siguientes

teoremas.
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Teorema 4.1. El par (W™P?(Q), || |lm.p) €s un espacio de Banach.

DEMOSTRACION.
Sea {uy }neny una sucesién de Cauchy en W™ P(Q). Entonces, si o es un multi-indice tal
que |a| < m se tiene que { DUy, }nen €s una sucesién de Cauchy en LP(Q2). Por la completitud

de LP(Q) se sabe que existen u, v € LP(2) tales que
Up —u y D%, > v cuando n — oo.

Ahora bien, dado que LP(Q) C L} .(Q), se tiene que para cada n € N la funcién u,
determina una distribucién integral T, . Si ¢ € C°(2), entonces por la desigualdad de

Holder se cumple que

T, (8) — Tul)] < / un() — (@) (@) |z < [@lly |l — ul,

donde p’ es el conjugado de p.

Andlogamente se prueba que

TD"‘un (¢) — Tv(¢)

para todo ¢ € C°(Q).
Para terminar, se vera que u € W™ ?(Q)). En efecto, una aplicacién directa del teorema

de integracion por partes nos permite escribir lo siguiente:

T,(¢) = lm Tpe, (¢) = lim(~1)"*IT,,, (D*¢) = D*T.(9)

n

para cada ¢ € C°(2), lo que prueba que
v 2 Dy
y se tiene asi la completitud. 0

Teorema 4.2. W™ P(Q) es un espacio de Banach separable si 1 <p <oo ysil <p< oo

entonces W™ P(Q) es reflexivo y uniformemente convezo.

DEMOSTRACION.
Se denota por N al nimero de multi-indices « tales que 0 < |a] < m.
Para p € [1, 00| sea

L2(Q) = LP(Q)x -+ xLP(Q).
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En estos espacios las siguientes funciones son normas:

N 1/p
[ull s, = (Z HUJ'HZ)
j=i

parau € LK, 1 <p<ooy

lullg = sup{llujllee = j =1,---, N}

para u € L%.

Se sabe que LP(£2) es un espacio de Banach separable si 1 < p < oo, ademads es reflexivo
y uniformemente convexo si 1 < p < oco. Por ende, el producto finito L% () también tiene
tales propiedades.

Sea P : W™P(Q) — L% () el operador dado por

Pu) = (D)

0<]al<m -

Es claro que P es lineal, pues el operador diferencial D% lo es. Ademas P es una isometria,

pues por construccién se observa que

1P ()]l zz, = llullm.p

Luego P es un isomorfismo isométrico de W ? sobre algtin subespacio cerrado W C LX..
Entonces, W es separable si 1 < p < oo, ademaés es reflexivo y uniformemente convexo si

1 < p < o0. Como
W™P(Q) = PTHW),

se tiene el resultado.

0

En lo que sigue, se establece una caracterizaciéon bésica del espacio dual de W™ P((2).
Primero se probara una generalizacion del teorema de representacién de Riesz para el caso

n dimensional. Por simplicidad, se asume la notacién

(u,v) = /Q w(z)o(z)dz

cuando la integral tenga sentido.
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Lema 4.3. Sea 1 < p < 00 y q su indice conjugado. Para cada L € (L% (Q))* existe un

inico v € LY () tal que para todo u € LY, se cumple que

N
E (uj,v;).
J=1

DEMOSTRACION.

Dados 1 < j < N yw € LP(Q) se define el vector

N
wiy = (W),

en L5 (Q).
Si L € (L5 (£2))*, entonces la relacién

Lj(w) = L(w))

define un operador en (LP(£2))*. Por el teorema de Riesz en una dimension, se sabe que existe

un tnico v; € L(Q) tal que si w € LP(Q) se cumple que

L(wg)) = Lj(w) = (w,v;).

Luego, para u € L% (Q) se tiene:

N N N
=L (Z uj(j)) = Lu) = D> _(uj,0)
j=1 j=1 j=1

probando asi el resultado. [l

Ahora se esta en condiciones de probar el siguiente resultado.

Teorema 4.4. Sea 1 < p < 00 y q su indice conjugado. Para cada L € (W™P(Q))* existe

un elemento v = (Vg )o<jaj<m € Liy(2) tal que

para todo u € WP (Q).

DEMOSTRACION.

Por lo hecho en la demostracién del Teorema E=2 se sabe que

W) = PL(W),
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donde W es un subespacio cerrado de LX(€2) y P es un isomorfismo isométrico.

Dado L € (W™P(Q))* sea L* un operador lineal sobre W tal que

Como P es isomorfismo isométrico, entonces L* € W* y

L5 e = LA wmp (e

El teorema de Hahn-Banach garantiza la existencia de una extension lineal de L* a todo
el espacio L% (€2). Sea L tal extension.
Por el lema anterior, existe v = (Va)o<jaj<m € L (£2) tal que
LO) = Y (va)
0<|a|<m

En particular, si uw € W™P(§2) se obtiene

L(u) = L*(P(w)) = L(P(w) = Y (D"u,va)

lo que concluye la prueba. 0



Capitulo 5

Problemas de interpolacion en un espacio de Sobolev

A continuacion se presenta un resultado de Agler, andlogo al resultado clésico de inter-
polacion de Pick en el plano complejo, en el cual se sustituye el espacio de Hardy de las
funciones analiticas con serie de potencias de cuadrado sumable, por el espacio de Sobolev
de las funciones complejas definidas en el intervalo (0, 1) cuyas derivadas estan en L?(0,1).

Se dard una demostracién alternativa a la de Agler, usando una version, dada por Aro-
cena, del teorema de levantamiento del conmutante de Sz.-Nagy y Foias.

A lo largo del capitulo se considera el espacio
H = {f:]0,1] = C tales que f es absolutamente continua y f, f' € L*(0,1)}.
Si se define el producto
o= [ sa@ars [ regoa

es facil ver que H es un espacio de Hilbert con respecto a la norma inducida por este producto,

es decir | f|l3 = [f. f]2 para f € H.
Para s € (0,1) sea

kS(t) =
cel +det, t>s
con
; e’ + e2e~®
g = 0g = y
2(e?2 — 1)
e’ + e *®
Cs = —5 7
e?2 —1
d, = e’c,.

Lema 5.1. Para s € (0,1) sean ‘H y ks como antes. Sea K : (0,1) x (0,1) — C, tal que
K(t,s) = ks(t)

35
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entonces K es el nicleo reproductor del espacio H.

DEMOSTRACION. Sea s € (0,1) fijo y sea f € H, entonces se cumple que:
1 1
L EC = [ ok [ oo
0 0
s 1
= / f(t)(ase’ + bse™")dt + / f(t)(cse + dse™)dt
0 s

+ /S f'(t)(ase’ — bse™")dt + /1 f'(t)(cse’ — dye")dt.

Ahora bien, integrando por partes se tiene que

/0 () (aset + bye=)dt = F(s)(ase" — bye=) — /0 (1) (aue — boe~)dt

/1 f(t)(cse + dse ™ )dt = — f(s)(cse® — dse™*) — /1 f'(t)(cse’ — dse)dt
y asi, al susstituir, se obtiene S
s K (5 8)] = f(s)-
Lo que prueba que K(-,-) es el nicleo reproductor de H. O

Para ¢ : (0,1) — C sea

[¥lliec) := sup{l[eflla = f €M, (| flle =1}

Si:(0,1) — C entonces para f € H el operador dado por

Myf=1vf

es el operador multiplicacion por .

Como es usual

[Myll = sup{[[v'fll3 = f€H, | flln=1}
es decir |[Myl| = [|¢]| 0]
Son de particular interés en este trabajo los operadores de la forma M, , donde

T, : (0,1) = C es la funcién dada por 7,(t) =t", n € N.

Lema 5.2. Sean H como antes y F; C H parai = 1,2 dos subespacios tales que 7,, € Fy para
todo n > 0. Si existe un operador T € L(Fy, Fy) que conmuta con el operador M,,, entonces

existe una funcion g € H tal que T =M, y ||T]| = HgH[oo]'
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DEMOSTRACION. Sea g = T'1y. Note que ¢ estd bien definida, porque por hipétesis
7o € F1. Se puede considerar el operador M,. Por las observaciones anteriores se tiene que

| Mg = ||9/(c) Ademaés, para todo entero positivo n se tiene que

T, =T(M,, 1)

=T(M,;)"1o
= (M,,)"TTy
= (Mz,)"g
luego
(Tma)(t) = t"g(t) = (My7,)(t)
para todo t € (0,1)]. Es decir, T'= M, en el conjunto {7, }nen que es denso en H. O

El siguiente teorema se debe a Agler [2], su demostracion se basa en la desigualdad de
Cauchy, condiciones para que ciertos conjuntos tengan un minimo y la compacidad débil*
de la bola unitaria cerrada de un espacio dual (teorema de Banach - Bourbaki - Alaoglu).

A continuacion se dara una demostracién diferente basada en la version del teorema de

levantamiento del conmutante antes expuesta.

Teorema 5.3. [2] Sea H como antes. Sean J wun conjunto finito de indices,

{s; 15 € T} un conjunto de puntos distintos en (0,1) y {w, : j € J} C C. Sean
G={heH: h(s;)=w; paratodo j €T y [hllp < 1}
yM:TJ xJ — C la funcion dada por
M(i, j) = (1 — wiw;) K (t;, 1)

donde K es la funcion nicleo reproductor del espacio de Hilbert H.

Entonces G es no vacio si y solo st M es definida positiva.
DEMOSTRACION. Para s € (0, 1) sea
ks(t) = K(t,s)

con t € (0,1). Sean J un conjunto finito de indices, {s; : j € J} C (0,1) y
{w;:jeJ} cC.
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Sean

F =\ {ks}

jeJ

y sea X : F — F el operador dado por
Xk, = wjks,.

En virtud del Lema 28 basta demostrar que G es no vacio si y sélo si || X| < 1.
Supéngase que || X|| < 1. Para usar el Teorema B3 sean U; = Uy = M,,. Sean F la
clausura de F en H y

Ho={h €H : h(s;) =0 para todo j € J}.

Sean E1 = H, E2 = ?@HO, Fl = \/ UlnEl, F2 = \/ UQHEQ y A < L(El,EQ) dado por

n<0 n>0

Af = X*Pxf.
Para j € J, n € Ny u € H, se tiene que

[AULTn, ks, +u] = [AM 7y, k]
= [Ta+1, Xks,]
= [Tn+1a@jksj]
= Wj[Tat1, ks
= wj(s)"

_ i i n
= sjw;s;.
Ademas

sjw;sy = s;w;[Tn, k]
= 5[0, W;ks,]
= 55T, Xks,]
= 5 [X"Prr, k]

= Sj[ATn, k’sj]
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Por la propiedad reproductiva
si[ATn, k] = 5i(AT0)(s;)
= (U2A7)(s;)
= [U2ATy, ks,
= [Pp,Us A7y, k).
Asi
AU, |, = Pg,UsA.

Ahora bien, por el Teorema B33 existe un operador Ae L(Fy, F») que conmuta con el
operador M., tal que A = Py, Alp, v ||A]| = ||A].

Como AM,, = M, A, en virtud del Lema 53, existe g € H tal que A = M,y |A|| =
19l oc)-

Note que si f € F entonces se cumple que
X'f=X"Pgf = Af = Pp,Af = Pp,M,f = Pp,gf
Por otro lado, si j € J se tiene lo siguiente
9(s;) = lg: ks,
= [ZTO, ks,
= [Ppg, Aro, ks,
= [Amo, ks,].
Ademas
[ATo, ks,]) = [X"Prro, k)]
= [Prro, Xks,]
= [0, wjks]
= wj[ro, ks,]
= w;To(s;)

= U)j.
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Por lo tanto G es no vacio.

Reciprocamente, si existe g en G entonces
[(PEMy|7) ks;s ks)] = [ks;, PEMg|#ks,]
= [ks;, gks,]
= [k, Ak]
= [k, PrAk,
= [ks;, Aks,]
= [ks;, X"ks,]
= [Xks; ks
de donde
X = (PeM,y|7)".
Ademas se tiene que
X1 = [1(PEM)*|| < [[Mg]l = llgllee) < 1.
O

De forma andloga es posible establecer un resultado analogo al teorema de Carathéodory-
Féjer para el espacio de Sobolev H.

Se comenzara considerando un operador de multiplicacién y algunos subespacios inva-
riantes asociados.

Para n € N sean 7, : (0,1) — C las funciones obtenidas a partir de las funciones 7,(t)
después de ortonormalizarlas con respecto al producto definido en H y sea JF,, el subespacio

~n .
cerrado de H generado por {7;}7_, es decir,
n
Fo=\ {7}
J=0
Para estas funciones se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.4. Sea Mz el operador de multiplicacion por 7. Entonces el conjunto H & F,, es

invariante por Mz , es decir, Mz (H © F,) C H O F,.
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DEMOSTRACION.

Si g € H & F, entonces existe {\;};>n11 tal que

9= A7

j>n+l1
y
I ORI ED DL NED P FUEES
j>n+1 j>n+1 [Zn+2
Luego,

Mz (Hoe F,) CHe F,.

O
Los lemas siguientes se usaran en la demostracion del Teorema 7.
Lema 5.5. Dada {c; "0 CCsea A:F, — F, el operador lineal dado por
Ci—j, [ 2 '
A7 =g
0, i<
para i,j = 0,---,n. Entonces A = Pr M|z, donde f = 37 . ¢T vy

My : H — H el operador de multiplicacion por f.
DEMOSTRACION. Parai,j = 0,--- ,n se tiene que
[Pr, M7, 7] = [7;f, 7]
= [i Ck?kﬂ,ﬁ]
k=0

n

- Z Ck, [,7\:j+k7 %/Z]

k=0
)0, 1< ]
N Cimjy J <0
= [47,7]
lo que prueba que
A= Pr, M{|r,.
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Lema 5.6. Dados {c;}j_, C C sean

n
f=> 67,
7=0

My H — H el operador de multiplicacion por f y A= Pr, M¢|z,. Entonces

(a) anM;lpanf‘fn = anMfanM;JFn

(b) A conmuta con Pr, Mz |7, .

DEMOSTRACION.

(a) Si g € F, entonces existe {)\;}7_, tal que

9= A7
=0

n n
:E E Cl>\j7'j+l

=0 1=0

Luego

n n+j
=D AT
=0 k=j
A continuacién se dard una férmula para Pr, (fg).
n n+j n n
Prf9) = P, (z S 07 ) T

Jj=0 k=j

Por lo tanto

n n n  n+l
T(PEMp)g =) e NiTop1 =3 Y o1 AT
=0 k=j =0 1=j+1

De donde

(anMﬂPJ:Mf g_z Z Cl—j— 1)\ Tl

7=0 l=75+1

42

(5.1)
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Por otro lado
n
Ty =T Z Aj Tj
§=0
n
=D AT
Jj=0

n+1

= E N1 T
=1

Luego
n
Pr, 119 = Z AN—1 T
=1
Sigue que
n n
(MyPr, Mz )g = ( Cj ﬂ) (Z Ai-1 ﬁ)
7=0 =1
n n
= Cj Ni—1 Tjti
7=0 [=1
n n+j
= Z Cj )\mfjfl %m
7=0 m=j5+1
De donde
n n
(P-FanP]:nM;l)g Z Z Cj /\m—j—l %Jm
=0 m=j+1
n n—j—1
= Z Cj Ak ?k:+j+1
7=0 k=0
n n
= Cl—j—1 >\j T
Jj=0 l=j+1
Luego

(Pr, MyPr, Mz)g =Y > a1\

§=0 I=j+1

De (B10) y (B2) sigue que

(Pr, Mz Pr,M¢)g = (Pr, My Pr, Mz )g.

43

(5.2)
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(b) De (a) sigue que
Pr, Mz A = Py, Mz Pr, M5, = Pr, M¢Pr, Mz |7, = APr, Mz |7,
Es decir, A conmuta con Pr, Mz |z,. O
A continuacién se muestra en el espacio de Sobolev H una version del teorema de Ca-

rathéodory-Féjer.

Teorema 5.7. Para n € N sean {¢;}7_, CC y A: F, — F, el operador lineal dado por

Ci—j, [ 2 .
A7 =4
0, 1<
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existe g € H tal que ||g|jc) < 1y [9,7;] = ¢; para j =0,...,n.

(b) A es una contraccion.

DEMOSTRACION. Por el Lema 53
A = Py, My,

donde f = Z;L:o ¢; Tj y My el operador de multiplicacién por f.
(a) = (b)
Suponga que existe g € H tal que ||g) <1y

9,7 = ¢; para j=0,...,n.
Para i,57 =0,...,n se tiene que
[P, M7y, ]| = |[AT;, 7| < leicj| = g, Tl < Mlglljoe) < 1.

Por lo tanto A es una contraccion.
(b) = (a)
Suponga que A es una contraccion.
Se sabe que F,, es subespacio cerrado de H y MzH C H en virtud del Lema B4
Por el Lema h@

(APx, )Mz, = Pr, Mz (APx,).
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Ademas
H=\/M2(F) v H=\/ML(H).
n<0 n>0
Sea
T = APr,,
sigue que
TMz = Pr, Mz T.
Ademas,

1T = [[APF || < [[Al[ll EF, | = [IA]l,
y para k € F, se cumple
|AK|| = |APx, K[| = (T[] < [ T]l[|%]l

lo que prueba que
IT°[| = [IA]l
Sean [y = Fy = H, Uy = Uy = Mz, By = F,, E; = H. Por el Teorema B3 existe
T € L(H) tal que TMz = Mz T, T = PyT|x, v |T|| = |T|.
Ademads, por el Lema [52] existe g € H tal que T = M,y
lgllioe) = 1Ml = |1 T = IT) < 1

Si f € H secumple que T'f = nyf = Pygfypara feF, Af =APr f=Tf = Pygf.
Luego, se ha probado que
Af = Pr,Af = Pr,9f.
Se observa que
g = M7 =TT =TT = APr, 7 = ATy = Pr, M.
Por lo tanto, para j =0,...,n
9, 73] = [AT0, 73]
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