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Resumen

Se establece una definicién de marcos en espacios de Krein y se da una caracterizacién
completa comparandolos con marcos en el espacio de Hilbert asociado. Las herramientas
basicas de la teoria de marcos se describen en el formalismo de espacios de Krein. Se explica
cémo transferir un marco para espacios de Hilbert a espacios de Krein, dados por una W-
métrica, donde el operador de Gram W no es necesariamente regular y posiblemente no
acotado. Por 1ltimo se estudian algunas propiedades de marcos de subespacios de estos

espacios de métrica indefinida.
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Abstract

A definition of frames in Krein spaces is stated and a complete characterization is given
by comparing them to frames in the associated Hilbert space. The basic tools of frame theory
are described in the formalism of Krein spaces. It is explained how to transfer a frame for
Hilbert spaces to Krein spaces given by a W-metric, where the Gram operator W is not
necessarily regular and possibly unbounded. Finally we present some properties of frames of

subspaces of these particular indefinite metric spaces.
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Introduccién

La teoria de marcos para espacios de Hilbert se origina en 1952 con el articulo de Duffin
y Schaeffer [12]. Casi treinta anos después, en 1986, fue desarrollada por Daubechies, Gross-
mann y Meyer [10], ellos usaron marcos para encontrar expansiones en series de funciones
en Ly(R) similares a la expansién en series que se hace usando bases ortonormales.

Los marcos pueden pensarse como bases sobre-completas, es decir, en las que sobran
elementos. Su sobre-completitud las hace méas flexibles que las bases ortonormales, pues no
se requiere la independencia lineal y la ortogonalidad entre elementos. Introducciones a la
teorfa de marcos y bases pueden verse en [8, 11]. Ademas en [15] se consideran en detalle
marcos en subespacios.

Los marcos han resultado ser una herramienta poderosa en procesamiento de senales y
andlisis de ondiculas [15] (ver también [5, 9, 17, 19]).

Vamos a considerar la teoria de marcos y la teoria de marcos de subespacios en espacios
de Krein y espacios de Hilbert con W-métrica. Para eso nos basaremos en el libros de Azizov
& ITokhvidov [2], en el libro de Christensen [7] y en el articulo de Casazza & Christensen [5].

Es natural que se quiera tener las mismas herramientas disponibles para espacios de
Krein. Por supuesto que esto puede hacerse sin ningin cambio considerando el espacio de
Hilbert asociado. Sin embargo hemos preferido dar un enfoque mas directo tomando en
cuenta la estructura de los espacios de Krein, evitando asi el cambio entre espacios de Krein
y espacios de Hilbert. Ideas similares han sido desarrolladas independientemente en [16] y
en [19].

Los resultados han sido distribuidos en este trabajo de la siguiente manera, en los dos
primeros capitulos se introducen nociones preliminares, béasicas para la comprensién de los
capitulos posteriores. En el Capitulo 1/ presentamos los marcos en espacios de Hilbert y en
el Capitulo 2 presentamos los espacios de métrica indefinida.

En el Capitulo 3 se presenta nuestro enfoque a la teoria de marcos en espacios de Krein.
Ahi se da la definicién de marcos en espacios de Krein reemplazando el producto interno
definido positivo en la definicion de un marco para un espacio de Hilbert con un producto

interno (posiblemente) indefinido. Como era de esperar, se logra probar que la teoria de
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marcos para un espacio Krein y la teoria de marcos para el espacio de Hilbert asociado son
equivalentes, esto se presenta en el Teorema 3.3,

Luego reformulamos las herramientas basicas de la teoria de marcos en el lenguaje del
espacio de Krein. Por ejemplo, al operador premarco se le permite tener un espacio Krein
como su dominio. Nuestras definiciones son tales que el operador marco (Definicién 3.5) y el
Teorema de Descomposicién de Marcos (Teorema3.6) son andlogos a las versiones del espacio
de Hilbert con el producto interior definido positivo sustituido por el producto interno del
espacio Krein.

Ademas, discutimos los marcos duales canénicos (Proposicién 3.8), marcos ajustados y
su relacién con las bases J-ortonormalizadas (Proposicién [3.9), y la relacién entre los marcos
y las proyecciones ortogonales que conmutan con la simetria fundamental J (Teorema [3.11)).

Luego, en el Capitulo 4, aplicamos nuestra teoria a los espacios de Krein dados por un
operador de Gram W no regular y/o no acotado actuando sobre un espacio de Hilbert H.
La observacién fundamental (Proposicién 4.2) es que, cuando el operador de Gram W es no
regular o no acotado, un marco para H nunca puede ser un marco para el espacio de Krein
‘Hy, construido a partir de W. Sin embargo, se muestra como transferir cualquier marco
para el espacio de Hilbert H a un marco para el espacio de Krein Hy,. La idea basica es la
construcciéon de un operador unitario entre Hy, vy ‘H a partir de la raiz cuadrada \/W .

Para una comprensién mayor, distinguimos entre el caso en que W es acotado (Propo-
sicién 4.3) y el caso en que W es no-acotado pero el cero no pertenece al espectro de W
(Teorema [4.4). La situacion general es tratada en el Teorema 4.5l Note que estos resultados
también se aplican a operadores de Gram positivos, W, cuando Hyy es en realidad un espacio
de Hilbert.

Finalmente, en el Capitulo 5 estudiamos algunas propiedades de marcos de subespacios
en estos espacios de métrica indefinida.

Los resultados de los Capitulos 3|y 4l aparecieron en la publicacion [13] y los del Capitulo

5 aparecieron en [1].



CAPITULO 1

Marcos en espacios de Hilbert

En este capitulo se dan algunas propiedades bésicas de marcos en espacios de Hilbert

incluyendo resultados importantes sin demostracion, éstas se pueden hallar [7], [9] y [12].

1. Propiedades basicas

De ahora en adelante, H representara un espacio de Hilbert con producto interno (-, -).

Como es usual ¢5(N) serd el espacio dado por

gQ(N) = {I = {Cn}neN/ c, €Cy Z |Cn|2 < OO} .

DEFINICION 1.1. Una sucesion {z,}neny € H es llamada un marco para H si existen

constantes A, B > 0 tales que

Allzl> <> e, z,)* < Bllz||*,  para todo x € H. (1.1)
neN

Estamos interesados principalmente en espacios de dimension infinita, y debido a que
siempre se puede completar un marco finito con elementos cero, asumimos que el conjunto
de indices es N.

Los nimeros A y B son llamados cotas del marco. Estas no son tnicas, las cotas 6ptimas
del marco son el mayor valor posible de A y el menor valor posible de B que satisfacen (1.1)).
Si sucede el caso en que A = B, es llamado marco ajustado. Si se deja de ser un marco
cuando se remueve un elemento de la familia, entonces recibe el nombre de marco exacto.

En el caso que solo tenemos la cota superior, la familia es llamada sucesion de Bessel

con cota Bessel B.

DEFINICION 1.2. Dado un marco {x, }n.en para H, se define el operador pre-marco me-

diante

T:*(N) —H, T ({¢n}nen) = Z Cn . (1.2)

neN



1. PROPIEDADES BASICAS 4

OBSERVACION 1.3. El operador T de la definicién anterior es acotado ya que si ¢ =

{¢n}nen debido a la desigualdad de Bessel se tiene que

Z cn{Tn, Y)

[Tcll = sup [(T'e,y)| = sup
lyll=1 lyll=1

neN
1/2 1/2
< sup Y len(an, y)| < sup | D el > K )l
Hy”:l neN ”yH:]- neN neN

1/2
2
= |lcl sup <Z|<y,xn>! ) < HCH\/Elsup lyll
y =

neN |y||:1
= |lc|VB.
Por lo cual ||T|| < v/B.

PROPOSICION 1.4. Sea {x,}neny un marco para H. El operador adjunto del operador

pre-marco esta dado por
T :H — Z(N), Tz ={(z,2:)},cx- (1.3)
DEFINICION 1.5. El operador lineal
S:H—MH, Sex=TT"z (1.4)
es llamado el operador marco.

Adicionalmente usando (1.2) y (1.3)) se obtiene la siguiente expresién para S

S =TT"r = Z(x,xn>xn (1.5)

neN

OBSERVACION 1.6. El operador marco S es acotado, y autoadjunto. En efecto,
IS = ITT*|| = |T||* < B
y se satisface que S* = (TT*)* =TT* = S.
DEFINICION 1.7. Sean {x,, }nen, {¥n fnen marcos para el espacio de Hilbert H, tales que

r = Z (T, Yp) Ty = Z (x,x,)y, paratodo x € H. (1.6)

neN neN

Cuando esto ocurre se dice que {y, }nen €s marco dual de {z,}nen.
Se usara Id para referirse al operador identidad en H.

TEOREMA 1.8. FEl operador marco S satisface las siguientes propiedades:
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(i) Ald < S~!' < BId.
(i) S es invertible y satisface B~'1d < S~ < A7'd.
(iii) {S™'Z,}nen €s un marco con cotas B~', A7' llamado el marco dual candnico de

{Tn}nen-

TEOREMA 1.9 (Descomposiciéon de marcos). Sea {x,},en un marco para el espacio
de Hilbert H. Entonces se satisface
=285t = Z(x,S_lxn>xn, para todox € H.
neN
También puede ser expresado de la forma
=518z = Z(m,xn>5_1xn, para todox € 'H.
neN
TEOREMA 1.10. Sea {x,},cy un marco ajustado para el espacio de Hilbert H con cotas

A=B=1.8i||x,| =1 para cada n € N, entonces {x,},.y €s una base ortonormal para

H.

LEMA 1.11. Supongamos que {x,}, oy €5 una sucesion en un subespacio denso V C 'H
tal que existen A, B > 0 que satisfacen
Allz))* <> [, 2a)* < Bllz||*  para todo x € V.
neN

Entonces {x,}, oy €s un marco para H con cotas A, B.
El siguiente resultado es una caracterizacion de los marcos en espacios de Hilbert.

TEOREMA 1.12. [7] Una sucesion {x,}nen € H es un marco para el espacio de Hilbert
H si y solo si el operador lineal
T:0(N)—=H, {ci}nen— chxn.
neN

esta bien definido y es sobreyectivo.

OBSERVACION 1.13.

(a) En un espacio de Banach X, a veces, un subconjunto {¢;};c; es llamado sistema.
Se dice que el sistema es completo si cada elemento en X puede ser aproximado arbitraria-
mente bien en norma por combinaciones lineales finitas de elementos de {¢;};c;. Un sistema
completo es llamado sobre-completo si sobran elementos, mas precisamente si existe i, € J
tal que {¢;}ics\(i,) sigue siendo completo. En dreas como procesamiento de sefiales y apro-

ximacién de funciones la sobre-completitud puede ayudar a conseguir una descomposicion
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més estable, més robusta o mas compacta que usando bases [3]. Marcos sobre-completos son
ampliamente usados en matematicas, ciencias de la computacién y estadistica.

(b) Se puede explicar intuitivamente por qué los marcos son importantes. Supongamos
que se quiere transmitir la senial x perteneciendo a un espacio con producto escalar (V, (-, -)),
de un transmisor A C V a un receptor R C V. Si ambos tienen conocimiento de un marco
{z,}7, para V, la transmisién puede hacerse de la siguiente manera:

Si A envia los coeficientes {(z, S~ z,)}™ ,, entonces el receptor R basado en estos co-
eficientes puede reconstruir la senal x utilizando el teorema de descomposicién de marcos
(Teorema [1.9). Supongamos ahora que R no recibe una senal muy buena. Es decir, se tiene

una perturbacién de los coeficientes, y los nuevos coeficientes son
-1 m
{{z, S wn) + cnfpiy

Por lo cual, el receptor R basado en estos nuevos coeficientes tendria que la senal emitida

fue:
Z (<$, S7ta,) + cn) Ty = Z(m, S rw)a, + Z CnTn = T + Z CnTn,
n=1 n=1 n=1 n=1

implicando ello que se difiere de la sefial correcta x por una perturbacién > " | ¢,x,. Si
{z,}™_, es sobre-completa el operador pre-marco podria tener un kernel no trivial, impli-
cando que la parte de la perturbacion agregada podria ser cero. Sin embargo esto no sucede

si {x,} , es una base ortonormal, en tal caso,

m m
D cnall =3 leal?
n=1 n=1

asi cada contribucién de la perturbacion empeora la reconstruccién.

Luego debemos ver que dado z € V los coeficientes del marco {(z, S~ z,)}™ | tienen

norma ¢,-minimal a lo largo de todas las sucesiones {d, }I"_; para los cuales tengamos que

m
T = E dpTy,.
n=1

2. Marcos de Gabor para Ly(R)

Consideremos los siguientes operadores lineales sobre Ly (R).
(i) La traslacién por a € R, T, : Lo(R) — Le(R), (Tof)(z) = f(z —a),
(ii) La modulacién por b € R, Ej : Ly(R) — Lo(R), (Epf)(x) = 2™ f(z).

DEFINICION 1.14. Un marco de Gabor es un marco para Ly(R) de la forma { £, 7109}

m,neL’

donde a,b > 0 y g € 'H es una funcioén fija.
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A la funcién g se le llama funcion ventana o el generador. Explicitamente,
EpiThag(x) = ™™ g(x — na).
Los siguientes resultados dados pueden ser encontrados en [7].

LEMA 1.15. Sean f,g € Lo(R), y a,b > 0, k € Z, entonces la serie

> f(z —na)g (x—na—%), z e R, (1.7)

neL

converge absolutamente para casi toda x € R. Dicha serie define una funcion de periodo a.

La restriccion de (1.7) al intervalo [0, a] pertenece a L1(0,a).

2.1. Condiciones necesarias para que una familia sea un marco de Gabor.

A continuacién veremos cémo obtener marcos de Gabor {E,,,T,.9} , para Lo(R).

m,ne

DEFINICION 1.16. Sean H un espacio de Hilbert. Una familia {z, },en en H es llamada

sucesion de Riesz si existen constantes 0 < ¢ < C' < 400 que satisfacen:

c (Z |an|2> < Zanxn <C (Z |an]2) (1.8)

neN neN
para toda sucesién de escalares {a, }nen en el espacio de Hilbert ¢5(N). Una sucesién de Riesz

es una base de Riesz si el espacio generado por {z,}nen es todo H, abreviadamente

gen{ z,: n €N} =H. (1.9)

Uno de los resultados fundamentales de la teoria de marcos establece que el producto ab

decide si es posible que {E,p 19} 7 sea un marco para Lo(R):

m,ne

TEOREMA 1.17. Sea g € Lo(R) y a,b > 0 son nimeros dados. Entonces lo siguiente se

cumple:
(i) Si ab > 1 entonces {Emanag}m,neZ no es un marco para Ly(R).
(i) Sea {EmpTrag}, nez un marco, se tiene que: ab =1 si y sdlo si {EypThag},, nez €8
una base de Riesz.

Esto es, solo es posible para {Emanag}m,nez ser un marco st ab < 1, y es un marco sobre-

completo si ab < 1.
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La siguiente proposicién da una condicién necesaria para que {FE,pTh.9} 7z Sea un

m,ne
marco para Ly(R), ésta s6lo depende de la funcién ¢ y su traslacién por un parametro a. La
siguiente funcién se usa frecuentemente. Sea
2
G(z) = |g(x —na)*, (1.10)
neZ
PROPOSICION 1.18. Sea g € Ly(R), a,b > 0 son nimeros dados, supongamos que

{EmbT"ag}m,nEZ es un marco con cotas A, B > 0 entonces
bA < G(z) <bB ctpenR. (1.11)

Mads precisamente, si la condicion de cota superior en la desigualdad (1.11) no se satisface,
entonces {EppTnag},, nez O €s una sucesion de Bessel; si la condicidn de cota inferior en
(1.11) no se satisface, entonces { EypTnag},, nez 10 satisface la condicion de cota inferior de

marco.

2.2. Condiciones suficientes para que una familia sea un marco de Gabor.

Las condiciones suficientes para que { EppThq9}
desde 1988.

mmez S€a un marco para Ly (IR) se conocen

TEOREMA 1.19. Sea g € Lo(R) y a,b > 0 son nimeros dados, supongamos que existen
A, B > 0 tales que

A<G(x)<B ctp.enR (1.12)
Y
S Tuag Tortg|| <A, (1.13)
k0 ||nez o

entonces { EmpTrag},, ney €5 un marco de Gabor para Lo(R).

m,ne
Para demostrar que {Emanag}m,nGN es un marco, se necesita estimar la serie
EpiTnag)?
’<fa mb nag>‘ .
m,neN
El siguiente lema da una férmula para (f, FpT.9) en términos de coeficientes de Fourier

de una funcién %— periddica.

LEMA 1.20. Sean f,g € Ly(R) y a,b > 0 nidmeros dados. Dado n € Z se considera la
funcién F, € L(0, §) definida por

za@)ZE:f(x—%>g(x—na—%)




2. MARCOS DE GABOR PARA L,(R) 9

entonces, para cualquier m € 7,

1

<f7 Emanag> = /b Fn(x)e_%imbzd%
0

en particular, el m-ésimo coeficiente de Fourier para la funcion F, con respecto a la base
ortonormal {\/l_)eQWimb"” } para Ly(0, 3) es
z

me

Cm = \/1_7 <f7 Emanag> .

A continuacién se calcula la serie Z [(f, EmiTnag)|” usando la funcién G dada en (1.10)
m,neN
y expresiones como la de (1.7). Este lema es una herramienta indispensable para saber cuando

{EmpThag}, nen €8 UN Marco.

LEMA 1.21. Supongamos que f es una funcion acotada y medible con soporte compacto

y que la funcion G definida en (1.11) es acotada. Entonces

> 1 BT = 5 [ 0P @ Y [T (o)

m,ne”’ k#£0

> g(z —na)g (x—na— %)d:p (1.14)

neL

Los lemas anteriores nos ayudan a mostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 1.22. Sea g € Ly(R), a,b > 0 y supongamos que

SIS gle — na)g (x_m_g)

2€[0.a] ez |nez

B := - sup < 00 (1.15)

b

entonces tenemos que {EnpThag},, nez €5 una sucesion de Bessel con cota del marco B. Si

también

:_xé%fa] [Z|g z — na)|? —Z

k0

> g(z —na)g (m—na—%>“>0 (1.16)

nez

entonces { EmyTrag},, nez €5 un marco para Ly(R) con cotas A, B.

EJEmMPLO 1.23.
() La funcién g = xjo,1) genera un marco de Gabor para todo 0 < a, b < 1. Ya que se
sigue inmediatamente que la funciéon G dada en (1.10) es una funcién simple para todos los

valores de 0 < a, b < 1. Y por lo tanto satisface las condiciones del Teorema [1.19.
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(17) Sean a = b =1 y definamos la funcién

1+z, size(0,1],
siz e (1,2],

g(x) =4 3
0, en otro caso.

Para n, k € Z consideremos la funcion

r— g(x —n)g(xr —n —k)

10

(1.17)

para x € (0, 1]. Dado que g es de soporte compacto, entonces ésta es no cero sin € {—1, 0}.

Para n = —1 puede ser no cero para k € {0, 1}, y para n = 0 puede ser no cero para

k € {—1, 0}. Por lo tanto

(

g(x)g(z +1),

g(x)* +g(x + 1)
Y glz—n)glx —n—k) =

el g(r + 1)g(x),

Asi

por lo tanto se tiene que

Z Zg(x—n)g(x—n—k) =(1+2)* 2¢c(0,1],

k#0 |neZ

sik=—1,

en otro caso,

YT sik=1,

0, en otro caso.

entonces el Teorema [1.22 nos dice que {E,47009}mnez s un marco de Gabor para Ly(R)

con cotas A = 1, B =9 (ver [7]).
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2.3. Marcos de subespacios en espacios de Hilbert.

A continuacién consideremos los marcos de subespacios en espacios de Hilbert. Ver los

detalles en [5]. A partir de ahora consideramos I como el conjunto de indices, y definimos
02(I) = {(xi)icr € £°(I) : xz; € Ry, paratodoi e l}. (1.18)

DEFINICION 1.24 (Marcos de subespacios). Sea H un espacio de Hilbert con norma || - ||.
Una familia {V;},_,

espacio de Hilbert H con respecto a (z;)ier € £°(1) (denotado por {z;, V;},.;) si existen

de subespacios cerrados de ‘H se dice ser un marco de subespacios del

constantes A, B > 0 tal que
Allyl* <Y a7 [1Puyll* < Bllyll®, para todo y € H, (1.19)
iel
donde Py, : H — V; son proyectores ortogonales. Los nimeros A y B son llamadas cotas del

marco.



CAPITULO 2

Espacios con métrica indefinida

En este capitulo se presentaran algunas definiciones y resultados en el ambiente de espa-

cios de métrica indefinida que seran usados en el resto del trabajo.

DEFINICION 2.1. Sea V un espacio vectorial, un producto interno en V, es una funcién
[,:]: V xV — C tal que:

(1) [x+y,z| = [z, 2] + |y, 2] para todo z,y,z € V.
(2) oz, y] = a[z,y] para todo z,y € V.

(3) [x,y] = [y, z] para todo x,y € V.

Al par (V,[-,-]) se le llama espacio con producto interno .
(V,—[,]) también es un espacio con producto interno, se le conoce como el anti-espacio
de (V7 ['7 ])

PROPOSICION 2.2. Si (V,[-,-]) es un espacio con producto interno entonces se cumple la

propiedad de polarizacion, es decir, para todo x,y € V se tiene que

l

7 [ =iy o —iy].

1 1 i .
[z,y] = 1 [z +y, v+y] — 1 v —y,z—y|l+ 1 [z +iy, x+iy]

1. Vectores positivos, negativos y neutros con respecto a un producto interno

Como [z,z] € R para todo x € V, entonces la propiedad de tricotomia de los nimeros

reales garantiza que una y sélo una de las siguientes tres condiciones se cumple

>0 (en este caso se dice que x es positivo)
[z,7] = { <0 (en este caso se dice que = es negativo)

=0 (en este caso se dice que z es neutro)

Puede ocurrir que x sea neutro atin cuando x # 0.
Las consideraciones anteriores nos llevan a distinguir los siguientes conjuntos

12
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Bt ={z €V :|r,z] >0} B ={z eV :|z,z] <0}
Bt ={zxeV:|r,z] >06z=0} B ={zeV:[z,2] <062 =0}
N={zeV:|r,z]=0}

Note que N # (), pues 0 € N.

OBSERVACION 1.
(a) B*T C BT. La prueba se obtiene usando que = = 0 implica [z, z] = 0.
(b) B~~ C B~. La prueba es andloga a la anterior.
(c) Puede ocurrir que exista © € BT y sin embargo este x ¢ B*". Esto ocurre cuando
existe x € V, x # 0 tal que [z,z] = 0.
(d) N = Bt N B™. Esto es consecuencia de que [z,z] = 0 si y sblo si [z,2] > 0y
[z, x] <O0.

DEFINICION 2.3. Sea (V, [+, -]) un espacio con producto interno. Se dice que

(a) (V,[-,]) es un espacio con producto interno indefinido cuando posee tanto elementos
positivos como elementos negativos. Es decir, existen a,b € V tales que [a,a] >0 y
[b,0] < 0.

(b) (V,[-,]) es un espacio con producto interno semidefinido cuando no es indefinido.

(c) (V,[,+]) es un espacio con producto interno semidefinido positivo cuando [z, x] > 0
para todo z € V.

(d) (V,[-,]) es un espacio con producto interno semidefinido negativo cuando [z,z] < 0
para todo z € V.

(e) (V,[-,:]) es un espacio con producto interno definido cuando x € V' y [z,2] = 0
implica z = 0.

(f) (V,]-,+]) es un espacio con espacio con producto interno neutro cuando [z,z] = 0

para todo z € V.

Notemos que:

(a) El producto interno es indefinido si y sélo si BT+ # {0} y B~ # {0}.
(b) El producto interno es definido si y sélo si BT+ = {0} 6 B~~ = {0}.

¢) El producto interno es semidefinido positivo si y sélo si B~~ = {0}.
()

d) El producto interno es semidefinido negativo si y sélo si BT = {0}.
(d) Elp g y
)

(e) El producto interno es definido no posee elementos neutros no nulos.
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TEOREMA 2.4. Todo espacio con producto interno indefinido posee elementos neutros no

nulos.

DEMOSTRACION. Sea (V,[-,:]) un espacio con producto interno indefinido. Entonces
existen a,b € V tales que [a,a] >0 y [b,b] < 0. Por lo tanto [a, a] [b,b] < 0, luego

—4a,al[b,b] > 0.
Consideremos la ecuacién cuadratica para la variable x
[b,b] 2* + 2Re[a, bl x + [a,a] = 0. (2.1)
Como (2Re[a,b])*> > 0y —4[a,a] [b,b] > 0, entonces
(2Rela,b))* — 4[a,a] [b,b] > 0

y también se tiene que [b,b] # 0. Por lo tanto la ecuacién (2.1) tiene solucién en R.
Sea x, € R solucién de (2.1). Definamos ¢ = a + x,b, se probara que [c,c] =0y ¢ # 0.

En efecto

[e;e] =

[a 4+ x,b, a + x,b]

= [a,a + x,b] + [2,b, a + x,b)

= [a,a] + [a, 2,b] + [2,b, a] + [zob, 2,b]
= [a,a] + T, [a,b] + x, [b, a] + x,T, [b, b] .

Usando que z, € Ry que z, es solucién de (2.1)) se obtiene

[Cv C] =

= la,a] + x, [a,b] + x,[a, b] + 22 [b, b]

[
[
[
[

a,a] + x, a,b] + z, [b, a] + x,x, [b, b]

= [a, a] + 2z Re[a, b] + 22 [b, b]
= [b,b] 22 + 2Re|a, b] 7, + [a, a]
= 0.

Por otro lado si ¢ = 0, se tendria a = —x,b. Luego
0 < [a,a] = [~x.b, —x,b] = (—x,)(—z,) [b,b] = 22 [b,b] < 0.

Esto es una contradiccién.

Asi que V' posee elementos neutros no nulos. O
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TEOREMA 2.5 (Krein-Smulian). Si el espacio con producto interno V' posee al menos un
vector positivo (negativo), entonces todo elemento de V' es la suma de dos vectores positivos

(negativos).

La prueba de este resultado es sencilla y puede verse en el primer capitulo del libro de

Bognar (ver [4], pagina 6).

2. Ortogonalidad

DEFINICION 2.6. Sean V un espacio con producto interno y sean z,y € V. Se dice que

x,y son vectores ortogonales cuando [x,y] = 0. Esto se denota mediante = L y.

DEFINICION 2.7. Sean V un espacio con producto interno y sean A y B subconjuntos de
V. Se dice que A y B son conjuntos ortogonales cuando a L b para todo a € A, para todo
b € B. Esto se denota mediante A | B.

NOTACION 2.1. Cuando [z,y] = 0 para todo y € Y escribiremos [z,Y] = 0.

PROPOSICION 2.8. Si V' es un espacio con producto interno neutro, entonces [z,y] = 0

para todo x,y € V.

DEMOSTRACION. Sean x,y € V, entonces [z, z] = 0, [y,y] = 0 pues V es neutro.
Por la desigualdad de polarizacion se tiene que
1 1 1 . . 1 . .
2.yl = 7 [aty, 24yl = S o —y o —yl + J lotiy, atiy] — o fo — iy, o —iy] = 0.

O

DEFINICION 2.9. Sea (V,[-,]) un espacio con producto interno y E subconjunto de V,

el companero ortogonal de E, denotado por (E1), es
Bt ={r €V :[z,E] =0}

PROPOSICION 2.10. Si (V,[-,:]) es un espacio con producto interno y W C V| entonces
(a) W C WL,
(b) Wi g WLLL’

DEMOSTRACION.

(a) Sean z € W. Entonces [x,y] = 0 para todo y € W+. Luego x € W+, Por lo tanto
W C Wt

(b) Para probar W+ C W+, basta aplicar la parte (a) al conjunto W+. O
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DEFINICION 2.11. Sea (V, [+, -]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal

en V', la variedad lineal
We=wnwHt

se llama la parte isotropica de W y sus elementos se llaman vectores isotropicos.

Note que en cualquier caso este conjunto es no vacio:
We £ (.
Esto se debe a que 0 € Wy 0 € W+ luego 0 € W N W+ = We.

DEFINICION 2.12. Si W° # {0} se dice que W es una variedad lineal degenerada. En

caso contrario, se dice que W es una variedad lineal no degenerada.

PROPOSICION 2.13. Sean (V,[-,+]) un espacio con producto interno y N el conjunto de
vectores neutros de V. St W es una variedad lineal en V y W? es la parte isotropica de W

entonces

WeCN.

DEMOSTRACION. Si o € W° entonces x € W N W+, luego [z,2] = 0 y por lo tanto
reN. O

PROPOSICION 2.14. Sea (V,[-,]) espacio con producto interno semi-definido, entonces la

parte isotropica de V' es el conjunto de vectores neutros. Es decir,
Ve=N.

DEMOSTRACION. Sea x € N. Entonces = € V' y se tiene que [z, x] = 0.
Para probar que # € V* se toma y € V. Como el producto es semidefinido vale la

desigualdad de Cauchy-Schwartz. Por lo tanto se tiene que
0<|[2,y]]* < [, 2] [y, 9] = 0.

De donde [z,y] = 0. Luego = € V*.
Por lo tanto z € V N V+ = V°. Esto prueba que N C V°.
Como ya se vi6 en la Proposicién 2.13, se tiene que V° C N, por lo tanto N =V°. O

DEFINICION 2.15. Sea (V/ [+, +]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal
de V. Sea z € V, si x admite una representacién como x =y +z,cony € Wy z € W+, se

dice que y es una proyeccion ortogonal de x sobre W.
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PROPOSICION 2.16. Sea (V,[,+]) un espacio con producto interno y W una variedad
lineal en V. St x € V' y existen dos proyecciones ortogonales y; y yo de x sobre W, entonces

estas difieren en un vector isotropico.
La prueba del resultado anterior se puede ver en [14].

DEFINICION 2.17. Sea (V/, [+, ]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal
de V. Se dice que W es orto-complementada cuando todo x € V se puede escribir como
r=y+z,conyeWyzeW

En este caso escribimos
V=cad{Ww 6 V=\[{wwl

TEOREMA 2.18. Sea (V,[-,:]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal
en V. Todo vector de V tiene una proyeccion sobre W si y solo si W es orto-complementado.
En particular, cuando W es no degenerado se tiene que todo vector de V' tiene una unica
proyeccion sobre W si y sélo si W = W [+] W+,

DEMOSTRACION. Supongamos que W es orto-complementado, esto es V = cl{W, W=},
Sea x € V, entonces existen y € W, z € W+ tales que x = y + z. Por lo tanto y es una
proyeccion de x sobre W.

Supongamos que todo vector de V tiene una proyeccién sobre W. Si x € V', entonces
existen y € Wy z € W+ tales que x = y + z, entonces z € cl{W,WL}. Por lo tanto
V C c{W,W+}.

Es claro que cl{W,W+} C V| por lo tanto V = cl{W, W=}.

Si W es no degenerado entonces
wnwt=w’={o}.
Por lo tanto
AW, W} =W [FH W
[
DEFINICION 2.19. P es un proyector ortogonal en (V,[-,-]) si su dominio es V, P es
isométrico y P? = P

OBSERVACION 2. Si (V,[-,+]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal
en V, tal que W es ortocomplementado y no degenerado, entonces todo vector de V tiene

una tunica proyeccién sobre W. La aplicacion Py, : V' — W dada por
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donde y es la proyeccién ortogonal de x sobre W esta bien definida y es lineal. Ademas es

facil ver que es un proyector ortogonal.

TEOREMA 2.20. Si P es un proyector ortogonal en (V,[-,]), entonces el rango de P es
ortocomplementado y para cada © € V', P, es la proyeccion del rango de P sobre W. Si

ademas W es no degenerado y ortocomplementado, entonces Py es un proyector ortogonal
y Ran(P) =W.

La prueba del resultado anterior se puede ver en [14].

3. Descomposicion fundamental

DEFINICION 2.21. Decimos que (V, [-,-]) es descomponible si admite una representacion
de la forma
V=V[HVY[HV, VICBY,  V CBT,
donde V~, V7 son variedades lineales y V° es la parte isotrépica de V. Toda descomposicién

como la anterior recibe el nombre de descomposicion fundamental.
Sean (V, [+, ]) un espacio con producto interno y W un subconjunto deV. Si
V=W [HW [+ W™ con WrCB™ W CB ™ y WCW
entonces WY = V0,

PROPOSICION 2.22. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto inter-

no indefinido, descomponible y no degenerado (V,[-,-]) es de la forma
V=Vt[+V" con V*tC Bt V- CB .

OBSERVACION 3. Sea (V/ [, -]) un espacio con producto interno indefinido, descomponible

y no degenerado tal que
V=VT[HV~ con VtCB™ V- CB "~
entonces los proyectores Py : V — V* dados por
Pi(z) =a* (2.2)
estan bien definidos y son proyectores ortogonales.

DEFINICION 2.23. Los operadores Py : V — V* de la observacién anterior se llaman
proyectores fundamentales y
J - P+ - P_

se llama simetria fundamental.
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Algunas propiedades de J son:
i) J2=1.
En efecto, si x € V', entonces
JIz=JJ(a"+27)=J (2" —27)=J (a7 + (-27)) =a" — (—a")
=(@t+a)=2=1(x)
(ii) J es simétrico.

En efecto,

Sean (V,[-,]) un espacio con producto interno y [-,-]; =: V x V — C dada por
[z, 9], = [ (2), 4]

OBSERVACION 4. J es J-isométrico.

En efecto,

[J(@), J(y)l; = [JJ(2), J(y)] = [z, J(y)] = [J(2),y] = [2, 4],
Entonces para todo z,y € V tenemos que
[z,9], = [J(2), Y]
= [zt -2,y +y]
=Ny ty ] -y ]
RCARE A I  E AT e Va7
=y - y] 20

A la funcion [-,-]; : V xV — C, se le llama J-producto interno y la norma inducida | - || ;

se le llama J-norma.

TEOREMA 2.24. Sean (V,[-,:]) un espacio con producto interno y J la simetria funda-
mental. Si [-,-];:V xV — C estd dada por

[z, 9], = [J(2),9]
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entonces
[z, y] | < llzllsllylls-
DEMOSTRACION.
[,y =1 [2",y] + [27, 9] |
<"y 1+ [ [o7y7]
< [t 2*] 2 [yt )E + (= [ A= oy )
1 1 % 1 1\ 3
< <[x+’x+]2 2,2 ]2> <[y+’y+}2 vy }2)
= llzllsllyll-
O
4. Espacios de Krein
DEFINICION 2.25. Un espacio con producto interno (K, [, -]) que admite una descompo-

sicién fundamental de la forma
K=K [k, Krcpt, K cp
con (K*,[-,:]) vy (K=, —[,+]) espacios de Hilbert, recibe el nombre de espacio de Krein.

Dado un espacio de Krein (K, [-,]), se le puede asociar un espacio de Hilbert (I, [-, -] ;).

Por otro lado, si (H, [,]) es un espacio de Hilbert, entonces podemos verlo como un espacio
de Krein de la forma

H = H [+]{0}.
TEOREMA 2.26. Sea (K, [-,-]) un espacio de Krein y sean
K=K{[+Ki, K=Ky[+Ky, con KKy 7 yKy Ky o
dos descomposiciones fundamentales entonces:
dim(Kf) = dim(Kf)  y  dim(Kp) = dim(K;).

Ademds si Jy y Jo son las respectivas simetrias fundamentales entonces |.||, y |.||n, son

normas equivalentes.

Este es un resultado cldsico de espacios de Krein. La prueba puede verse en [18].
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Tomando en cuenta el Teorema [2.26/ tiene sentido hablar de
Et = dim(IC+) y k™ =dim(K7)

DEFINICION 2.27. Sea k = min {k™, k™ }. Cuando k es finito se dice que (K, [-,+];) es un

espacio de Pontryagin.

Los conceptos topoldgicos tales como la convergencia y los operadores lineales acotados
se refieren a la topologia inducida por la norma || - || ; en el espacio de Hilbert.

Los corchetes angulares (-, -) son reservados para denotar el producto interno positivo de
un espacio de Hilbert 'H dado.

Cuando no haya confusién, escribimos solo K para un espacio de Krein (K, [-,-]), v H
para un espacio de Hilbert (H, (-,-)).

El simbolo £ (N) sera usado cuando K = ¢5(N) es visto solo como un espacio vectorial
complejo.

Una base J-ortonormal es una familia completa {e, },en C K tales que [e,, e,,] = 0 para

n#my e el = 1.

DEFINICION 2.28. Un subespacio V' C K es llamado uniformemente J-positivo (resp.
uniformemente J-negativo) si existe € > 0 tal que [v,v] > ¢|[v]|3 (resp. —[v,v] > €||v||%) para
todov € V.

5. Operadores en espacios de Krein

Sean (K1, [, 1 v (Ka, [, ]2) espacios de Krein.
Dado un operador lineal acotado (es decir, continuo) T : (ICy, [-,]1) — (Ko, [, ]2), €l

adjunto del operador T es el tinico operador lineal T : (ICy, [+, -]2) — (K1, [-,-]1) tal que
[T¥h, k], = [h, Tk], para todo ke Ky, he Ks.

Es importante resaltar que siempre se toma con respecto a los productos internos especifi-
cados.

Un operador T en un espacio de Krein es auto-adjunto cuando TH = T'.

El operador J : (K,[-,-]) — (K,[-,:]) es autoadjunto. Lo mismo pasa con el operador
(K [0 s) = (K[ ]o).

Por otro lado, el operador identidad

Iy: (IC7 ['7 ]) - (IC7 ['7 ']J)a IJk - ]{3, (23)
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tiene por adjunto al operador J : (K, [,:];) — (I, [-,*]) ya que
[I;k,h|; = [k,h|; = [k, Jh] para todo h,k € K.
DEFINICION 2.29. Un operador autoadjunto A = A* sobre (K, [-,-]) es llamado unifor-

memente positivo, si [k, Ak| > €[k, k]; para una constante adecuada ¢ > 0 y todo k € K.

Equivalentemente, ya que [k, Ak] = [k, JAk];, tenemos JA > e sobre el espacio de Hilbert
(’Ca ['7 ']J )
Como consecuencia, un operador uniformemente positivo tiene un inverso acotado.

TEOREMA 2.30. Sean (K, [-,-]) un espacio de Krein, T" un operador lineal en dicho espa-
cio, con dominio de T denso en K. Sean J una simetria fundamental en K y T* el adjunto

de T respecto al espacio de Hilbert (K, [-,-];), entonces
T = g1+ J
DEMOSTRACION. Sean z,y € K tales que 2 € Dom(7T*) y y € Dom(T), se tiene que
[T,y = [JTz,y], = [Tz, Jy], = [z, T Jy], = [Jx, JT™ Tyl
= [JJx, JT* Jy| = [z, JT™ Jy|,

Por lo tanto TH = JT%*7.J. [l

6. Espacios de Krein dados por un operador de Gram

Terminamos este capitulo con una revisiéon rapida de los espacios de Krein dados por un
operador de Gram regular W [2]. El caso en que W es no acotado o 0 € spec(WV) serdn
discutidos en el Capitulo 4.

Sea, pues, W un operador acotado auto-adjunto en un espacio de Hilbert (H, (-,-)) tal

que 0 ¢ spec(W). Definamos en H un producto interno no-degenerado mediante

fogl = (f, Wg), [, geH.

Como W* =W y 0 ¢ spec(W), el operador J estda dado por la descomposicién polar
W= J|W|

es auto-adjunto y unitario, es decir J* =Jy J? = 1.
Luego las proyecciones ortogonales P, y P = I — P, de (2.2) proyectan en los autoes-
pacios correspondientes a los auto-valores 1 y —1 de .J, respectivamente.

Como consecuencia, J actia en la suma ortogonal H = P,’H & P_'H mediante

J(h*+h™) =ht—h",
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donde h* € P, H.
De J? = I, se obtiene

[fsgls = (f, IWg) = (f,|W]g)
para todo f,g € H.
Mas atin, la condicién 0 ¢ spec(W) implica que
e< W< W
para algun ¢ > 0, loque significa que
e(h, h) < (h, [Wh) < [[W][(h, h)

para todo h € H. Por lo tanto, el espacio de Hilbert con norma /{-,-) y con J-norma || - | s
son equivalentes.

En particular, H = P,’H & P_H permanece como una suma ortogonal de espacios de
Hilbert con respecto a [+, -] ;.

Resumiendo, se ha probado que (H,[,:]) es un espacio de Krein con descomposicién

fundamental
H=P H®& P H

y simetria fundamental J tal que (-,-) y [-, ], definen normas equivalentes.

7. Espacios de Krein dados por W-métricas regulares

DEFINICION 2.31. Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-), y norma
inducida || - || = \/(-,-). Se considera el operador W = W* € B(H) con ker W = {0}. La

forma sesquilineal
definida sobre H es llamada W-métrica, o, W-producto interno. Este operador (W) es lla-

mado operador de Gram.

PROPOSICION 2.32. Un espacio de Hilbert con W -métrica puede ser encajado densamente

en un espacio de Krein Hy, con simetria fundamental J.
DEMOSTRACION. Ver [2]. O
Se usard p(W) para denotar el conjunto resolvente de W.

OBSERVACION 2.33 (Consecuencias dadas por el operador de Gram W). Sea W el ope-

rador de Gram sobre H.
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(i) si 0 € p(W), entonces
W 2l < llell; < [WIHIz]®,  para todo = € H. (2:5)

Por lo tanto

e N P
Hw =M. [1) " =MH[, 1) (2.6)
(ii) Si 0 € o(WW), entonces
lzll; < VIIW]|lz]|, para todo z € H. (2.7)
Por lo tanto
Hy = H' (2.8)

DEFINICION 2.34. Sea (H, (,-)) un espacio de Hilbert. El espacio de Krein Hyy es regular

si el operador de Gram W es tal que 0 € p(W). En otro caso se dice singular.
Para mas detalles de espacios de Krein regulares y singulares ver [2].

OBSERVACION 2.35. Se considera la descomposicién polar de W dada por
W= Jw|, (2.9)

donde el operador lineal J : (ker [W|)" = Rang |[W|=H — Rang W = H es una isometria

parcial. Pero, ker J = {0}, esto implica que J es un operador unitario.

PROPOSICION 2.36. Los operadores |W|, W conmutan con J, donde J es tal que (2.9)

se cumple. También J = J*.

DEMOSTRACION. Por las propiedades de la medida espectral se tiene

Por lo tanto,
(JIW| = W) W] = 0.
Es decir,
J|\W| = |W|J.
Por otro lado, note que
JW|=W =W*=|W|J".
Esto es,
(W (J—J")=0.
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Equivalentemente, J = J* = J~!, porque ker [IW| = {0}. Sin embargo, J|W| = |W|J, por lo
cual
JW = J(JIW|) = J (W|J) = JW|J = W.J.
U

PROPOSICION 2.37. Hyy es un espacio de Krein con la J-norma generada por el producto

escalar

[yl = [T, y] = Wz, y) = ((Wlr,y)  para todo z,y € K, (2.10)
donde J es la simetria del espacio de Hilbert H tal que W = J|W|.



CAP{TULO 3

Marcos en espacios de Krein

1. Bases de la teoria de marcos en espacios de Krein

En este seccion establecemos una definiciéon de marcos en espacios de Krein y demostra-
mos que estan en correspondencia uno a uno con los marcos en el espacio de Hilbert asociado.
Algunas herramientas basicas de la teoria de marcos tal como el operador pre-marco, ope-
rador marco y marco dual se describen a continuacién, en el lenguaje de los espacios de

Krein.

DEFINICION 3.1. Sea (K, [-,-]) un espacio de Krein. Sea 91 C N, una sucesion {k,}, . C
KC es llamada un marco para IC, si existen constantes 0 < A < B < oo tales que
AR5 <> [[kn, K]|* < BJ|K[5  para todo k € K. (3.1)
nem
OBSERVACION 3.2. Estamos interesados principalmente en espacios de dimensién infinita,
y debido a que siempre se puede completar un marco finito con elementos cero, asumimos

que el conjunto de indices 91 = N siempre que la finitud de 9 no sea de importancia.

Como en el caso de espacios de Hilbert, nos referimos a A y B como cotas del marco. La
mayor constante A y la menor constante B que satisfacen (3.1) son llamadas cota inferior
optima y cota superior dptima, respectivamente. Si sucede el caso en que A = B, es llamado
marco ajustado. Si se deja de ser un marco cuando se remueve un elemento de la familia,
entonces recibe el nombre de marco exacto.

El siguiente teorema muestra que los marcos para espacios de Krein permiten determinar

marcos para los espacios de Hilbert asociados y viceversa.

TEOREMA 3.3. Sean K un espacio de Krein, J la simetria fundamental y {ky,}nen una

sucesion en K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) {kn}tnen es un marco para el espacio de Krein K con cotas del marco A < B.

(i) {Jkn}tnen es un marco para el espacio de Krein K con cotas del marco A < B.

(iii) {kn}nen es un marco para el espacio de Hilbert (K, [-,-];) con cotas del marco A < B.

(iv) {Jkn}nen es un marco para el espacio de Hilbert (IC,[-,-];) con cotas del marco
A< B.

26



1. BASES DE LA TEORIA DE MARCOS EN ESPACIOS DE KREIN 27

DEMOSTRACION. La prueba se basa en las propiedades de la simetria fundamental J.

La equivalencia de (i) y (iv) sigue de
[k, k] [* = [Tk, Thal* = [[k, Tha] ;.

El mismo argumento aplicado a {Jk, },en junto con J% = I demuestra la equivalencia de
(i) y (iii).
Como J es un operador unitario en (I, [-, -] ), la equivalencia de (iii) y (iv) es obvia.

Esto termina la prueba. [l

Recordemos que, dado un marco {f,}.en para un espacio de Hilbert H, el operador
pre-marco Ty : l(N) — H esta definido por (1.2). En el caso especial cuando H = ¢5(N) y
{fn}nen coincide con la base estdndar de f5(N), Tj es justo la identidad. Por el Teorema 3.3,
podriamos definir un operador premarco 71" para marcos en un espacio de Krein de la misma
manera. Pero entonces, si el espacio de Hilbert ‘H se sustituye por un espacio de Krein no
trivial de sucesiones K3 (N) (ver Capitulo 2), el operador pre-marco T": £5(N) — K3(N) nunca
puede ser el operador identidad, en el sentido estricto. Por lo tanto, también permitimos

espacios de Krein no triviales para el dominio del operador pre-marco.

DEFINICION 3.4. Sea (IC,[-,+]) un espacio de Krein con simetria fundamental J y sea
(€5(N), [, -]) un espacio de Krein con simetria fundamental .J tal que [-,-]; coincide con el
producto interno estdndar (-, -) sobre ¢5(N). Dado un marco {k,},en para K, la aplicacién
lineal

T:6(N) — K, T(m)nen =Y anky (3.2)
neN
es llamada operador pre-marco.

Observe que T esta bien definido y es acotado ya que se factoriza como

—1
IJ

(B2(N), []) =2 (6(N), () = (K, [ 1)) == (K, [, ) (3.3)

y todo los operadores en (3.3) son acotados.
Aqui se utiliza el hecho de que Ty es un operador pre-marco, por el Teorema [3.3liii),

aplicado a Tp, y observando que [; y I; definidos por (2.3) son biyecciones. Como
T=1I;'"T)I;

se deduce a partir de la teoria de marcos en espacios de Hilbert aplicada a T que una
sucesion {k, bnen es un marco para I, si y solamente si 7" estd bien definido (i.e. acotado y

sobreyectivo).
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El adjunto de T esta dado por
THE = J([kn, K])nen, k€ K. (3.4)

De hecho, para todo (ay,)nen € 82(N) v k € K, se tiene

[T () en » K [Zanknk] D lankn, K] = anlkn, k] = anlk, k]

neN neN neN neN

= <(an)neN ) ([kv kn])neN> = [(an)neN ) j ([k7 kn])neN]

Para obtener un operador marco dado por una férmula andloga a (1.5) con (-,-) reem-

plazado por [, ], tenemos la siguiente definicién.

DEFINICION 3.5. Sea (K, [, -]) un espacio de Krein con simetria fundamental .J, (¢5(N), [-, -])
un espacio de Krein con simetrfa fundamental .J tal que [-, -] 7 coincide con el producto interno

estandar (-,-) sobre l5(N), y {k,}nen C K un marco para K. El operador

S :=TJTM (3.5)
es llamado operador marco.
El operador marco cumple
Sk = [kn klkn, k€K, (3.6)
neN

Se deduce inmediatamente a partir de (3.2), (3.4) y J? = Id. En efecto,
Sk =TT (k) = TI(T({[k. knlner)) = T ({{F. k] }ner)
= T<{[k’ kn]}nGN) = Z[k7 kn]krm

neN
Por otra parte, S es claramente autoadjunto. En efecto: sean x,y € K,
[Sa,y) = [TITHa,y) = [JTHz, THy]
= [TV, JTMy] = [z, (T[*])[*] JTHy]
= [, TJT"y] = [z, Sy]

Si (£2(N),[-,]) = (l5(N), (-,-)), entonces S = TTH, exactamente como en el caso de
espacios de Hilbert.
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La ecuacion (3.6) produce
Sk, k] = [Z[k, ke Ko, k] = [k, k] [k, k]
neN neN
= [k k[l k] = [k K
neN neN
para todo k € K.
Reemplazando k por Jk tenemos
STk, ko] =Y [Tk k] 2 = | [k, Jka]
neN neN
entonces
[Tk, S¥Tky] = [k, STk) ;= | [k, Thn]
neN
el Teorema 3.3 (ii) garantiza
ARG < Y Ik k)P < BJE3-
neN
Luego
Allk|% < [k, SJTk]; < B||k|%, keKk.
Por lo tanto SJ es un operador estrictamente positivo sobre espacios de Hilbert (K, [-, -] s)

que satisface

AL SJ<B.

Ademaés S es invertible con inverso acotado, y

Bl<Jst<Al

donde usamos J~! = J. Equivalentemente, cuando se ven como operadores positivos en el

espacio de Krein (I, [+, ]), tenemos

AJ<S<BJ y Blu<st<Aals

La invertibilidad del operador S nos permite afirmar el Teorema de Descomposicién de

Marcos exactamente como en el caso de espacios de Hilbert, cf. [7, Teorema 5.1.6].
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TEOREMA 3.6 (Teorema de Descomposicién de Marcos). Sea {k, }nen un marco para el

espacio de Krein IC, y sea S el operador marco. Entonces

k= [kn, k]S " kn, (3.7)
neN

k=[S kn, k] kn, (3.8)
neN

y ambas series convergen incondicionalmente para todo k € K.

DEMOSTRACION. La Ecuacién (3.7) se prueba aplicando (3.6) a

k=S"1Sk=5"" (Z ke, K]k ) > ST kK ke = [k, K] S e

neN neN neN

Dado que la autoadjuntividad de S implica la autojuntividad de S~!, la Ecuacién (3.8)
se sigue de (3.6) aplicada a
k=S85"% =) [S  kn, Kk = ) [k, S k] .
neN neN
Para la prueba de la convergencia incondicional, reemplazamos nuevamente k por Jk,
escribimos

[kna Jk] = [knak]Ja

invocando el Teorema [3.3.iii), y refiriéndonos al caso de espacios de Hilbert [7, Teorema

5.1.6]. 0

2. Marcos duales

Por el Teorema 3.3, cada marco {k,}nen para (I, [+, ]) da lugar a otros tres marcos con
operadores marcos un poco diferentes. A continuacion, vamos a relacionar estos operadores
marcos a S de (3.6). Primero, consideramos el marco {Jk, },en para (K, [+, -]). Denotamos el

correspondiente operador marco por Sy, que obtenemos de (3.6)
Sok =Y [Tkn, k] Tk =Y [kn, JK]Jky, kK.
neN neN
Sea k € K, entonces

JSTk =0 [kn, Jk b = [kn, JK] Tk = So(k)

neN neN

por lo tanto Sop = J.SJ.
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Sea S; el operador marco del marco {k, },en para (K, [-,]s). Entonces, por la Ecuacién

(1.5), tenemos que

Stk = [kn, Kl skn =Y [kn, JK]kn = SJ(k), k€K,

neN neN
y por lo tanto
513: 5&[
Denotamos, con Sy el operador marco, del marco {Jk, },en para (K, [+, -] 7), que obtenemos

de (1.5). Luego
Sok = [Tk, Ky Tk =Y [kn, k] Jkn, k€K,

neN neN
de modo que

Sy =JS.

Recordemos que, en la ecuacién (1.6), un marco dual para el marco {k,},en para el

espacio de Hilbert (I, [-,+];) es un marco {g, }nen para (K, [-,-]s) satisfaciendo

k= Z[gn, k|;k,, paratodo k€ K.

neN
Ahora vamos a establecer una definicién analoga para espacios Krein y luego describir
marcos duales en términos de la simetria fundamental J y el operador marco .S. Estos marcos

duales se llaman marcos duales candnicos.

DEFINICION 3.7. Sea {k, }neny un marco para el espacio de Krein K. Un marco {h, }nen

para K es llamado un marco dual de {ky}nen si

k= [hn, k]kn,

neN

para todo k € .

PROPOSICION 3.8. Sean {k,}nen un marco para el espacio de Krein K y S su operador

marco. Entonces

(i) {S7'k,} es un marco dual de {k,}nen para el espacio de Krein K.

(i) {JS™'k,} es un marco dual de {Jk, }nen para el espacio de Krein K.
(iii) {JS7'k,} es un marco dual de {k,}nen para el espacio de Hilbert (IC,[-,]).
w) {S™'k,} es un marco dual de {Jky}nen para el espacio de Hilbert (K, [, -]).

Si0 < A< B < oo son constantes para el marco {ky}nen, entonces todos estos marcos

duales admiten las constantes de marco 0 < B~! < A™! < 0.



2. MARCOS DUALES 32

DEMOSTRACION.

(i) En el Teorema 3.6, ecuacién (3.8)), se tiene que

k=[S kn, k] Ky

neN

por lo tanto {S™ 'k, }nen es un marco dual de {k, }nen.
(ii) Como Sy = JSJ es un operador marco para K con marco {Jk,}neny v ademéds se

tiene que S; ' = JS~1J, entonces
k= 5055 (k) = JSJJS Tk
= JSJ*S Ik = JS(S7'Jk)

=J (Z[S‘Uk, kn]kzn) =J (Z[Jk, S‘lkn]kn>

neN neN
=J<Z[kJS Yk ) > I Tk, S k)
neN neN

= [k, JS k] Tk

neN
esto es, {JS 'k, }nen es un marco dual para {Jk, fnen.
(i) Como S; = SJ es el operador marco de {k,},en para (K,[-,:];) con inverso

St = JS™!, entonces se tiene:
k=SS (k) =SJJS 'k =SJ*S 'k = S(S k)

= STk kalkn = > [Tk, S kK

neN neN
= [Tk S kol gkn = [k, TS k] sk
neN neN
ast, {JS 'k, }nen es un marco dual para {k, },en en (K, [-,]s).
(iv) Como Sy = JS es el operador marco de {Jk, }nen para (K, [-,-];) con inverso S, ' =

S—1J, entonces se tiene:

k= 5,85 (k) = JS(S™'Jk) = J <Z[sljk, kn]kn>

neN

= J (Z[Jk;, S‘lkn]kn) =J (Z[k, S‘lkzn]Jk;n>

neN neN

= J([k, S k) skin) =Y [k, S k] 5 T

neN neN
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esto es, {S™ 'k, }nen €s un marco dual para {Jk, nen en (K, [, ]7). O

3. Marcos ajustados con elementos normalizados
A continuacién discutimos la situacién de los marcos ajustados con elementos normaliza-

dos. La siguiente proposicion muestra que estos marcos son en realidad bases J-ortonormalizadas.

PROPOSICION 3.9. Sea {ky, }nem un marco ajustado para el espacio de Krein K con cotas
de marco A = B = 1. Supongamos que |[kn, k,]| = 1 para todo n € N. Entonces {ky}nem €s

una base J-ortonormalizada para IC.

DEMOSTRACION. Para n € M, escribimos k, = Pk, + Pk, = kI +k, € Ky & K_,

donde P, y P_ denotan las proyeccién fundamental de (2.2). Establecemos

N, ={neN: [k, k] =1},

N_={neN: [k, k) =—1}.

Sea m € .. Entonces

1= [k, o] o [y ] < [, K]

m’'m

Insertando k:=k} vy A= B =1en (3.1) da

[ k] = |k KR+ > [k bl (3.9)
neM{m}

Si tuviéramos [k, k'] > 1, obtendriamos una contradiccién. Por lo tanto [k, kf] =1y

por consiguiente k,, = 0. Ahora (3.9) implica que
[k’rru kn] = [k:;, kn] =0

para todo n € M, n # m. Reemplazando (K, [-,:]) por (I, —[-,-]) muestra que ocurre lo

mismo para todos los m € 91_. El resto de la prueba es de rutina. 0

La siguiente proposicién establece un vinculo con los J-marcos tal como se definen en

[16]. Vamos a explicar esto después de la prueba.

LEMA 3.10. Sea (K, [-,-]) un espacio de Krein con simetria fundamental J y P un pro-
yector ortogonal que conmuta con J, entonces los espacios PIC y (I — P)KC son espacios de

Krein con simetrias fundamentales PJ y (I — P)J respectivamente.
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DEMOSTRACION. (1) Sea w € PK, luego existe k € K tal que w = Pk, asi:
w=Pk=Pkt+k7)=Pkt+Pk~, Pkt ePK"™ y Pk e€PK .
Como [Pk, Pk~ =[kT, k7] =0 (PKT L PK™), por lo tanto
PK = PKT[+]PK".
Como PK*T C KT es cerrado y K es un espacio de Hilbert, entonces PXT es un espacio
de Hilbert. Lo mismo sucede para PK~.
Ademés, P}, : PK — PK™", esta dado por
P+ (Pk) = Ppy (PE™ + Pk™) = Pk™,
y Pp— : PK — PK~, por
Py (Pk) = Py (Pk* + Pk™) = Pk™.
Asi, la simetria fundamental estd dada por

Jpr = P;ICJr — Ppy-

Sea Pk € PK,

Toic(PR) = (Piycs — Pay ) (PK) = Phye, (PE) = Ppye_ (PF)
— Pkt — Pk~ = P(k* — k™) = PJk

Esto es, PJ es la simetria fundamental para PK.

(2) Ahora veamos que ((I — P)K,[-,-]) es un espacio de Krein.
Sea z € (I — P)K, luego existe k € K tales que z = (I — P)k, asi

c=(I—Pk=1Ik—Pk=k"+k —P(k*+k )=kt +k — Pk* — Pk~
= (k* = Pk")+ (k- —Pk™) = (I — P)k* + (I — P)k~

donde (I — P)k* € (I—P)K* y (I—P)k~ e (I-P)K".
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Ademas,

(I = P)k*,(I = P)k™] = [kt — Pkt k- — Pk™) = [k*,k~ — Pk™] — [Pk, k™ — Pk~
= [kt k7] — [k*, Pk™] — [PE", k7] + [PkT, Pk™]
[Pk;* PPk™| — [PPk", Pk™] + [Pk*, Pk™|
—[Pk*, P?k™] — [P*k™, Pk™] + [Pk, Pk™]
[Pk k] — [Pk*, Pk™] 4+ [Pk*, PE]
[kt kT = [k kT 4+ [k ) =0

Esto es (I — P)K*T L (I — P)K~. Por lo tanto
(I - P)K=(—-P)K+|(I-P)K".

Como (K*,[-,-]) es un espacio de Hilbert, y como (I — P)K" es cerrado, entonces,
(I — P)K* es completo. Luego, es un espacio de Hilbert. Lo mismo sucede para (I — P)K™.
Ademds, Pj_pey (I = P)K — (I = P)K*, estd dada por
P e (T= PYO) = P (T = P+ (I — PY) = (I — P)i,
Yy Pi_py- (I = P)K — (I = P)K~, estd dada por

P:P)ic—(Pk) = ([ -P)

(I (717P)IC—((] — Pkt +(I-P)k™)=(-P)k".

Asi, la simetria fundamental esta dada por

Ju-pk = P(JE_P)m - P(;_p)ch-

Sea (I — P)k e (I — P)K,

Ju-pyc((I = P)k) = (Pi_pyc+ — P_pye-)((I = P)k)

= P_pyc+ (I = P)k) = Py _pye— (I = P)K)
—(I-P)k* —(I—- Pk~ =(I—P)kt —k)=(I—P)Jk
Esto es, (I — P)J es la simetria fundamental para (I — P)K. O

TEOREMA 3.11. Sea KC un espacio de Krein con simetria fundamental J, y sea P una
proyeccion ortogonal que conmuta con J.

Si {ky}nen €s un marco para KC con cotas de marco A < B, entonces { Pk, }nen €s un
marco para PK y {(I — P)kp}nexc €s un marco para (I — P)K, ambos admiten las mismas

cotas del marco.
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Por el contrario, si {k}}nem, es un marco para PKC y {k, }nem_ es uno para (I — P)IC,
ambos con cotas de marco A < B, entonces {k;} }nem, U {k, tnem_ es un marco para K

admitiendo las mismas cotas de marco.

DEMOSTRACION. Debido a que P conmuta con J se tiene que ||k||; = || Pk| pJ-

Los subespacios PK y (I — P)K de K son espacio de Krein con simetria fundamental P.J
y (I — P)J, respectivamente. Dado un marco {k;, },en para K con cotas de marco A < B,
tenemos para todo k € PK

Allk[IG = AIPENG <D [Pk, k[P = |k, Pha)|* < B|IPE|) = BJk|3,
nek nek

por lo tanto { Pk, },ex es un marco para PK con cotas de marco A < B. Lo mismo sigue
siendo cierto para P reemplazado por [ — P. Esto completa la prueba de i).

Ahora sean {k;} }neom, ¥ {k;, }nem_ dos marcos satisfaciendo los supuestos establecidos en

la proposicién. Para k € I, establecemos kT := Pk y k= := (I — P)k. Tenga en cuenta que
[k, ky] = [k, Pky] = [Pk k)] = [k7, k]
y, similarmente, [k, k| = [k, k, ]. De PJ = JP, se deduce que
&5 = 11&7115 + [1&~ 13-
Por lo tanto
AllKNG = AlET(5 + AllE~ (15

< DR EIE+ 0 k= D0 ek + D0 [k kD)

neMNy neN_ neMNy neN_

< B|E"|5 + Bllk™ |15 = BlIk]3.

Esto acaba la demostracion. O

4. Comentarios adicionales

4.1. Reformulacion de la definicion de un J-marco.
La definicién de un J-marco dada en [16] puede ser reformulada asi: Dada una sucesién
de Bessel {f,}nen en (K, [-,+]7) (ie., {fn}nen satisface la condicién de la cota superior en

(1.1)), considere el producto interno en £(N) dado por
Lo [fu, fu] 20,

[en, €n] =
=1 if [fu, fa] <O,
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donde {e, }en denota la base estandar del espacio de sucesiones £5(N). Denotemos por J la
simetria fundamental de (2(N),[-,-]) tal que [-, -] llega a ser el producto interno estandar
(-, ) sobre £5(N). Luego la proyeccién fundamental Py = $(/+ J) proyecta sobre el subespacio
cerrado generado por aquellos e, que satisfacen [e,,e,] = 1.

Ahora, {fn}nen es un J-marco si los rangos ran(T'P,) y ran(7'(I — Py )) son subespacios
de K maximales uniformemente J-positivo y J-negativo, respectivamente, donde T" denota
el operador pre-marco (3.2)).

En [16, Ejemplo 3.3], se demostré que no todo marco en K es un J-marco. Como una
consecuencia, la Definicién 3.1y la definicion de un J-Marco no son equivalentes.

Sin embargo, por la Teorema [3.11, cada marco {f,}.eny en K da lugar a un J-marco

considerando
1 1

{5(1 i J)fn}neN N {5(1 - J>fn}n€N

y omitiendo elementos ceros si es necesario.

4.2. Observaciones sobre los ejemplos.

Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y J un operador lineal acotado sobre H tales que
J> =1y J* = J. Definimos [h,k] := (h, Jk) para todo h,k € H. Entonces (H,|[-,]) es
un espacio de Krein con simetria fundamental J. Notemos que considerando el espacio de
Hilbert asociado con el producto interno [-, -], cada espacio de Krein es de este tipo. Por
el Teorema [3.3) todos los marcos para el espacio de Krein (H, [-,+]) se obtienen a partir de
marcos del espacio de Hilbert (H, (-, )).

Nuestro interés en marcos para espacios de Krein se origina de los espacios Lo(, 1) Si
1 es una medida positiva sobre una o-algebra sobre €2 y ¢ es una funcién real medible tal

que 0 < ess inf|p| < ess sup|p| < 0o, entonces

[f, 9] = /fgsodu, fr9 € Lo (2, ), (3.10)

define un producto interno (indefinido) tal que (Lo(€2, 1), [, -]) resulta ser un espacio de Krein
con simetria fundamental J, dada por la multiplicacién por la funcién de senal .

Ahora, si permitimos ess inf|p| = 0 (pero requerimos sin pérdida de generalidad que
u{p = 0} = 0), entonces (La(2, ), [, -]s) no es completo. Con el fin de obtener un espacio
de Krein con producto interno determinado por (3.10)), se debe tomar la completacién. Sobre

el subespacio denso Ly(€2, 11), el producto interno positivo es luego dado por

Frgls = / Faloldg.
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Por el Teorema 3.3, podemos aplicar la teoria de marcos ya sea para el espacio de Krein o
para el espacio de Hilbert asociado. Sin embargo, pasando de ¢ a |p|, uno podria perder
algunas propiedades deseadas de . Por ejemplo, si ¢ es diferenciable, |¢| no necesariamente
tiene que ser asi. Por lo tanto preferimos trabajar en el espacio de Krein.
En un nivel abstracto, podemos considerar la multiplicacién por ¢ como un operador
actuando en Lo (€2, ),
(Wof)(@) == o(z) f (). (3.11)

El operador W, es ilimitado, si ess sup|p| = oo, y auto-adjunto, si establecemos
dom(IW,) i= {7 € La(@p) ¢ [ 11l < oc).
Si (-, -) denota el producto interno estandar en Lo (2, 1), la Ecuacién (3.10) indica

[f7 g] = <f7 W¢g>7 f7g € dOIIl(WSO)

Ademas, ess inf |p| = 0 si sélo si 0 pertenece al espectro de W,,.

Este es el marco general al cual corresponde al proximo capitulo.



CAPITULO 4

Marcos en espacios de Krein derivados de una I¥-métrica

El objetivo de esta seccién es mostrar cémo transferir un marco de un espacio de Hilbert
‘H a un espacio de Krein no regular Hy,. Aunque, a nivel técnico, podriamos tratar el
caso acotado y el caso no acotado a la vez, empezamos por distinguir entre las siguientes
situaciones: Primero suponemos que el operador de Gram W es acotado para ilustrar el
proceso de completacién imponiendo 0 € spec(W). En segundo lugar permitimos que W
sea no acotado pero asumimos que 0 ¢ spec(W). La diferencia entre estos dos casos es que
en el dltimo, podemos identificar a Hy, con un subespacio de H, y en el primero, tenemos
que extender ‘H tomando una completacion. El caso general puede ser obtenido combinando
ambas situaciones.

A lo largo de esta seccion, (H,(-,-)) representa un espacio de Hilbert separable, y W
denota un operador auto-adjunto con dominio dom(W') C ‘H y descomposicién polar W =
J|W|. Asumimos que ker(W) = {0}. Entonces J es un operador auto-adjunto unitario.
La letra E serd usada para representar la medida de Borel en la o-algebra X(R) a valores

proyectores tal que

W = /AdE()\). (4.1)
Definimos
[f,9]:==(f,Wg), [, g€ dom(W). (4.2)

De esta forma, dom(WW) resulta ser un espacio con producto interno no degenerado des-
componible con descomposicién fundamental, dom(W) = D, & D_ y simetria fundamental
J, donde

D, :=E(0,00)dom(W), D_:=FE(—00,0)dom(W), J=FE(0,00)— E(—00,0).

Aqui, ker(W) = {0} es necesario ya que de otra manera dom(W') seria degenerada. De

J? = I, la descomposicién polar W = J|W| y la Ecuacién (4.2), resulta que

[fs91 = (f, IWlg), [, g € dom(W). (4.3)

39
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DEFINICION 4.1. Sea (H, (-, -)) sea un espacio de Hilbert. El espacio de Krein Hyy se dice
ser regular si el operador de Gram W es tal que 0 € p(W), donde p(WW) es la resolvente de

W. De otra manera se dice ser singular.

Para mas detalles de los espacios de Krein regulares y singulares es recomendable ver [2].

Tomando la clausura bajo la norma definida por |-, -]; y extendiendo J a la clausura (sin
cambiar la notacién), obtenemos un espacio Krein (Hy,[-,:]) con simetria fundamental .J
y descomposicién fundamental Hy = H, & H_ tal que Dy y D_ son densos en Hy y H_,
respectivamente.

Recordar del final de la Seccion 7/ del Capitulo 2/ que, para un operador regular Gram,
(-,) v [',-]s definen normas equivalentes sobre H. De (1.1)) se deduce (por ejemplo, aplicando
la restriccion |||[W|71||7! < A\ < Ay < [|[IV]| en la préxima prueba) que normas equivalentes
admiten el mismo conjunto de marcos. Por lo tanto, por el Teorema 3.3, cualquier marco
para (H, (-,-)) produce uno para (Hw,[-,-]) y viceversa.

La proxima proposicion nos dice que esto mismo no se puede mantener para operadores

de Gram las cuales no son regulares o no acotados.

PROPOSICION 4.2. Si (Hw,|:,:]) denota el espacio de Krein descrito anteriormente, en-

tonces

(i) Si W es acotado y 0 € spec(W), entonces cualquier marco { f,}nen para (H,(-,-))
no es un marco para (Hw,[-,]).
(ii) St W es no acotado, cualquier marco { fn}nen C dom(W) para (H,(-,-)) no es un

marco para (Hw, [, -])-

DEMOSTRACION. Usando el teorema espectral, escribimos
Wi= [ adro,
[0,00)

donde F' denota la correspondiente medida a valores proyectores. Dados Ay > A; > 0 tales
que F([A1,A2]) # 0, escogemos h € F([A1, A\2])H con ||h|| = 1. Entonces h pertenece al
dominio de \/W ! de modo que g := \/|W| ~'h estd bien definida.

De (4.3)), obtenemos

lgll7 = {g.1Wlg) = (h, h) = 1. (4.4)

Ademas, por el teorema espectral,

A < /[A Ad{h, FAR) = [VIWIR[IP = [[[W]g]* < Xe. (4.5)

1,M2]
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Sea { fn}nen un marco para (H, (-, -)) con cotas del marco 0 < A < B < co. Supongamos
que 0 € spec(WW). Como 0 no es un valor propio de W, para cada Ay > 0 existe un \; € (0, \y)
tal que F'([A1, A2]) # 0. Usando ecuaciones (1.1), (4.4) y (4.5), para g como antes, obtenemos

D M dll? =D s Wl < BIIWg|* = B IW|gl* < BXzlg]l3, (4.6)

neN neN
y tomando el limite Ay — 0, se obtiene que no puede existir un marco con cota inferior que

satisfaga la Definicion 3.1.
Si el operador Gram W es no acotado, entonces para cada A; > 0 encontramos un Ay > A\
tal que F'([A1, A2]) # 0. Similarmente a (4.6), calculamos

Dol gl =D [ Wol* = AWg|? = AW |g|* = A lg]13,

neN neN

y ya que A\; > 0 fue tomado arbitrario, no existe una cota superior para el marco. 0

Ahora vamos a mostrar como transferir marcos para el espacio de Hilbert H a marcos
para el espacio de Krein Hy,. Como se indica en el principio de esta seccién, comenzamos

considerando un operador de Gram acotado.

TEOREMA 4.3. Sea W un operador auto-adjunto acotado sobre el espacio de Hilbert 'H
tal que ker(W) = {0}.
(i) La inclusion H C Hw es una igualdad si y solo si 0 & spec(W).
(ii) /W] : H € Hw — H, h — /[W[h define un operador isométrico y la

extension

U=+W|l:Hy —H
es un operador unitario.
(iii) {kn}nen CH es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas del marco A < B
si y s6lo si {U 'k, bnen C Hw es un marco para el espacio Krein Hyy con cotas del
marco A < B.

DEMOSTRACION. La parte (iii) es una consecuencia inmediata de (ii), ya que los opera-
dores unitarios transfieren marcos en marcos con las mismas cotas del marco inicial.

A continuacién probaremos (ii). Por (4.3)), para todo h € H se tiene que

<\/|W|h,\/|W|h> — (h,|W|h) = [h, h],. (4.7)

Por lo tanto v/|W| : H C Hw — H es una isometria y puede ser extendida a la clausura
7{w’de7{
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Sélo queda por verificar que su extension \/W es sobreyectiva. Para esto, es suficien-
te mostrar que +/[WW|H es denso en H. Ya que ker(IW) = {0}, tenemos (\/|[W|H)* =
ker(/|W]) = {0}, a partir del cual se deduce el resultado.

La igualdad H = Hy para los operadores de Gram W regulares ya se ha discutido antes.

Supongamos ahora que 0 € spec(WV). Como es bien conocido, la norma del espacio de Hilbert
|- 1| = /() es mas fuerte que || - ||; = /[, ]s ya que

1[I = (R [WR) < [WI[IR]"

para todo h € H. De la Proposicién 4.2 (i), se deduce que las normas no son equivalentes
porque normas equivalentes dan lugar al mismo conjunto de marcos. Por lo tanto 'H # Hyy,
ya que de lo contrario I : ' H — Hy podria ser una biyeccién continua y por lo tanto tendria

una inversa acotada, contradiciendo el hecho que las normas no son equivalentes. 0

El siguiente teorema trata el caso en que W es no acotado y 0 ¢ spec(IV). Contrario a

la situacion anterior, el espacio Krein Hyy entonces puede ser identificado con un subespacio

de H.

TEOREMA 4.4. Sea W : dom(W) — H un operador auto-adjunto sobre el espacio de
Hilbert H tal que 0 ¢ spec(W). Entonces

(i) Hw puede ser identificado con dom(\/|W]) C H.
(ii) /W] : dom(y/|W]) = Hw — H es un operador unitario.
(iil) {kn}nen C H es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas del marco A < B
sty solo si {\/Wilkn}neN C Hw es un marco para el espacio de Krein Hy, con
cotas del marco A < B.

DEMOSTRACION. Para la prueba de (i), vamos a usar el hecho de que un operador lineal
definido densamente T" es cerrado si y sélo si su dominio es cerrado con respecto a la norma
del grafico (|| - |2+ [|T( - )||*)*/? [21, Teorema 5.1]. Como por hipétesis 0 ¢ spec(W), resulta
que existe un € > 0 tal que |WW| > e. Por lo tanto, para h € dom(W), tenemos

(h,|W|h) > €(h,h).

Recordamos que

115 = (b, [W]h) = I/ IW[R]*
para todo h € dom(W). Asi

115 = IV IWIAIE < IR+ 1WA < (e + DIVIWIRI? = (" + D[R],
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por lo tanto la J-norma || - || ; y la norma del grafico de /|W] son equivalentes en su dominio
comun de definicién.

Como se observé anteriormente, dom(y/|W|) es cerrado con respecto a la norma del
grafico ya que un operador auto-adjunto es siempre cerrado. A partir de la equivalencia de
las normas sobre el subespacio denso dom(W) C dom(y/|W]), sigue que dom(;/[W]) es
cerrado con respecto a (la extensién de) la norma || - || ;. Tomar la clausura de dom (V') nos
permite, por lo tanto, identificar Hy con dom(m).

Para probar (ii), note que /|| tiene una inversa acotada /[W]| H dom(y/|W])
ya que 0 ¢ spec(WW). De

VIV bW 8] = (VW WV Y = (k)

-1
para todo h € dom(y/|W]), concluimos que /|W|  es unitario y por lo tanto /|W]| es
unitario.
-1
Ahora (iii) se desprende del hecho que y/|W|  es unitario, como en el teorema anterior.
U

El dltimo teorema trata la situacion general, en que W puede ser no acotado y 0 puede

pertenecer a spec(W).

TEOREMA 4.5. Sea W : dom(W) — H un operador auto-adjunto sobre el espacio de
Hilbert H tal que ker(W) = {0}. Entonces

(i) dom(\/|W|) es completo en la norma || - ||; si y solo si 0 ¢ spec(WV).
i) \/|W| : dom(\/|W|) — H puede ser extendido a un operador unitario.

U:=+|W|:Hw — H.

(iil) {kn}nen CH es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas del marcos A < B

si y s6lo si {U Yk, }nen C Hw es un marco para el espacio de Krein Hy con cotas
del marco A < B.

(iv) Si {kn}nen C dom( |W|_1) es un marco para el espacio de Hilbert H, entonces el
marco {U "k, }nen para el espacio de Krein Hy estd dado por {\/Wilkn}neN.

DEMOSTRACION. La primera parte se probard mediante reduccién a teoremas anteriores.

Para ello, descomponemos ‘H en la suma ortogonal
H=Hi&Hy,  Hi=E(-11)H,  Ho:=E[R\[-11])H,

donde E denota la medida a valores proyecciones de (4.1)). Como las proyecciones espectrales

conmutan con Wy J = E(0,00) — E(—00,0), los espacios de Hilbert H; y Hs son invariantes
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bajo la accién de estos operadores:
Wy i=Wly, + Hi — Hi, Wy =Wy, : HoNdom(W) — Ha,
Jy:=Jn, + H1 — Hi, Jy = Jn, + Ho — Ha.
Ademas, los productos internos respetan esta descomposicion, es decir,
[h1, ho] = (h1,Whg) =0, [hq, ha]; = (hy,|W]hy) =0,

para todo hy € Hy, y hy € Ha Ndom(W). Por lo tanto podemos considerar la clausura de
Hi y HyNdom(W) bajo la norma || - || ; por separado. Notar que, por el teorema espectral,
dom(W) = H; & (He N dom(WV)). Tomando la clausura bajo la norma obtenemos

Hw = Hw, ® Hw,,

donde (Hw,, [-,]) denota el espacio de Krein construido a partir del operador Gram W; sobre
H;, © = 1,2. Aplicando el Teorema 4.3/ (ii) y el Teorema 4.4 (ii), obtenemos un operador

unitario

U=+[Wi|@V[Wa| : Hw =Hw, @Hw, —— H=Hi®&H, (4.8)
de tal manera que su restriccion a
Hy @ (Ha N dom(y/|W])) = dom(y/|W])

estd dada por

Vimle Viw| = W],
Por la densidad de dom(y/|W|) en Hy, el operador unitario U en (4.8) es la extensién
unitaria de /[W[. Esto prueba (ii).
Ahora, (i) se sigue del Teorema 4.3 (i) aplicado a H; C dom(/|W]) y el operador de
Gram acotado Wy = W [y, .
La parte (iii) es una consecuencia directa de que U es unitario en (ii).

Finalmente (iv) se obtiene de la siguiente manera a partir de

deom(m) = |W|7

como se observa en el parrafo anterior. 0

Por el Teorema [4.5 (i), si 0 € spec(WV), entonces el proceso de finalizacién siempre
requerird anadir elementos abstractos a dom(4/|W|). Uno de los procesos estandares es ver
estos elementos como clases de equivalencias de sucesiones de Cauchy. Sin embargo, para
Lo-espacios y operadores de multiplicacién W,, como se definié en (3.11)), uno puede dar un

descripcion explicita de Hyy, en términos de funciones medibles.
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En el ejemplo final, ilustraremos esto para H = Ly(R, ). En cierto sentido, este es el
caso genérico ya que cualquier operador auto-adjunto en un espacio de Hilbert separable es
unitariamente equivalente a una suma directa de operadores de multiplicacién. [20, Theorem
VII 3].

EJEMPLO 4.6. Sea p una medida de Borel localmente finita sobre 3%(R) y si F(R) denota
el espacio de todas las funciones complejas de Borel medibles sobre R. Para ¢ € F(R),

definimos como en el final de la ultima seccién
dom(7,)i= {7 € La(®on) s [ IfPlefan < c
Wt dom(Wy) — La(R, ), (W f)(t) := () f(2).
Asumimos que ¢ es una funcién a valores reales y que

n({e € R : p(x) = 0}) = 0.

Luego W =W, y ker(W,) = {0} por lo que las hipétesis del Teorema 4.5 se satisfacen.

Salvo equivalencia unitaria, podemos escribir el espacio de la siguiente manera
v, = { £ € 7@ [ 1PIeldn <o
ademés los operadores U y U~! los podemos expresar asi

U= VV|§0|1/2 . HWLP — LQ(R, /J),

donde
(W2 £)(E) == V()] £ (1),
y
U™t =Wzt La(R, ) — Huw,,
donde

WisF)(O) = = F0).

Por el Teorema 4.5, cualquier marco {f,}neny para Lo(R, ) determina un marco pa-

ra el espacio de Krein Hyy, con las mismas cotas del marco. Esto puede ser dado por

{ﬁfn}nel\f - HW<P'



CAP{TULO 5

Marcos de subespacios de espacios de Krein dados por una

W-métrica

En este capitulo se investiga la dinamica de los marcos de subespacios sobre espacios de
Hilbert con W-métrica, donde el sentido de dindmica se refiere al comportamiento de los
marcos de subespacios en Hyy comparado con H y viceversa. Ademas se muestra que para

cada espacio de Hilbert con W-métrica Hy con 0 € o(W) tiene una descomposicién

Hw= P ™,

neNU{oo}

donde H}) =~ LLy(o(W), z dun(x)), para cada n € N U {oc}. También se considera el caso

cuando el operador lineal W es no acotado.

DEFINICION 5.1. Un subespacio cerrado V de K tal que VNV = {0} y V 4+ VI = K,

donde V! es el J-complemento ortogonal de V es llamado projectivamente completo.

OBSERVACION 5.2. De ahora en adelante, los subespacios cerrados considerados en este
trabajo son siempre proyectivamente completos. Se denotard por Py y @y la proyeccion
ortogonal y J-ortogonal sobre V respectivamente. Esto es, P;/ = Py = P2y ng] =Qy =
Q% Por otro lado, en [2] se prueba que cualquier subespacio cerrado V' su complemento .J-
ortogonal VI y su complemento ortogonal V- son subespacios cerrados y estén conectados

a través de las siguientes relaciones
v =gyt vi=gvED v = gy (5.1)

Por (5.1) se nota que JV es proyectivamente completo si y solo si V' es proyectivamente
completo. Ademés, la condicién V N VI = {0} nos dice que cada k € K tiene una tnica

proyeccién J-ortogonal sobre V', ver [2].

OBSERVACION 5.3. Sean (K, [-,]) un espacio de Krein y V un subespacio cerrado pro-
yectivamente completo de IC. Entonces, V =V = (V[“)m, esto implica que (V,[-,-]) es un
espacio de Krein. Por lo tanto V =V* 4+ V= donde V*t C KT,y V- Cc K. Asi JV C V.

46
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DEFINICION 5.4. [2] Sea K un espacio de Krein. Una familia {e;};c; C K, con I un
conjunto de indices es llamado un sistema J-ortonormal si [e;, e;] = £, ; para todo 4,5 € I,

donde ¢; ; es la delta Kronecker.

EJEMPLO 5.5. El ejemplo més simple de un sistema J-ortonormal K es la uniéon de dos

sistemas ortonormales (en el sentido usual) de los subespacios KT y K~ respectivamente.

DEFINICION 5.6. [2] Un sistema J-ortonormal es mazimal si no existe otro sistema .J-
ortonormal que lo contenga, y se dice .J-completo si no existe un vector no cero el cual es

J-ortonormal a este sistema.

DEFINICION 5.7. [2] Sea (K, [-,-]) un espacio de Krein. Una base J-ortonormal en K es

un sistema J-ortonormal el cual es J-completo y maximal en /.

PROPOSICION 5.8. Sean K y K espacios de Krein con simetrias fundamentales J,j

respectivamente. Se considera V. C K un subespacio cerrado con proyeccion J-ortogonal
Qv : K — V, y proyeccion ortogonal Py : K — V. Sean U : (K, [,"];) — <l€, [-,-]j> Y

T:K—K operadores unitarios. Entonces
UPU =Py, TQvT ' =Qrv, (5.2)

donde Py - K — UV es la proyeccion ortogonal sobre UV, y Qrvy : K — TV es la

proyeccion J-ortogonal sobre TV . En particular, si K = K yJ = j, entonces
Py =JPyJ =P, Qu =JQv]=0Q%. (5.3)

PROPOSICION 5.9. Sea V' un subespacio cerrado del espacio de Krein K, con simetria

fundamental J.

(i) Si Py es una proyeccion ortogonal sobre V', entonces Qv = Py Py es una proyeccion
J-ortogonal sobre V.
(il) Si Qv es una proyeccion J-ortogonal sobre V, entonces Py = Qv Qv es una pro-

yeccion ortogonal sobre V.

DEMOSTRACION. Solo se realizard la prueba de (i), la prueba de (ii) es andloga.
Sea P, una proyeccién ortogonal sobre V', se considera @)y = Pjy Py, el cual esta bien

definido por (5.1). Note que por (5.3) Q&j] = Qy, y se obtiene que

[Qvay] = [PJVPVx>y] = [Pvib',va] = [.Z',y],

para todo x,y € V. Asi, Qyx = z, para todo x € V.
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Por otro lado, debido a que JV C V, se obtiene

Qy = Py PyPyy Py = Phy Py = Py Py = Qy.

1. Marco de subespacios en espacios de Krein

Ahora, se consideran los marcos de subespacios en espacios de Krein. Este trabajo se
basa en las propiedades dadas para espacios de Hilbert, las cuales pueden encontrarse en [6],

junto con el estudio de los marcos en espacios de Krein hecho en el Capitulo 3.

DEFINICION 5.10. Sea K un espacio de Krein con simetria fundamental .J. Considérese
una familia de subespacios cerrados {V;},.; de K con Qy; : K — V; sus respectivas proyeccio-
nes .J-ortogonales. Fijese (x;);c; € (5°([), se dice que {x;, Vi},., es un marco de subespacios
del espacio de Krein K si existen constantes A, B > 0 tales que

AR < 2 QukI3 < BIIKI3, para todo & € K. (5.4)
iel

OBSERVACION 5.11. De acuerdo a la definicién anterior, y de la misma manera que para
el caso de espacios de Hilbert las constantes A y B son llamadas cotas del marco. Si A = B,
la familia {z;,V;}ic; es llamada un marco B-ajustado de subespacios. En particular, si
A = B =1, entonces la familia {x;, V;}ic; es llamada marco de Parseval de subespacios. La
familia {z;, Vi }ic 1 es una base ortonormal de subespacios cuando

K=V (5.5)
el

Ademads, un marco de subespacios {z;, V;}ic1 es x-uniforme, si x := x; = x; para todo
i,7 € I. En el caso de que solo se tenga la cota superior, la familia {z;, V;};c s es llamada

sucesion de Bessel de subespacios con cota de Bessel B.

TEOREMA 5.12 (Equivalencia de los marcos de subespacios). Sea IKC un espacio de Krein
ier de K

con Qy, - K =V, y Py, : K — V; sus respectivas proyecciones J-ortogonal y ortogonal. Fijado

con simetria fundamental J. Considérese una familia de subespacios cerrados {V;}

(73)ier € LX(I), Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {x, Vi},e; es un marco de subespacios de K con cotas A, B;
(ii) {zs, JVi},e; es un marco de subespacios de KC con cotas A, B;
(iii) {xi, Vi},c; es un marco de subespacios de (KC,[-,-]s) con cotas A, B;
)

(iv) {z;, JVi},e; es un marco de subespacios de (IC,[-,-];) con cotas A, B.
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DEMOSTRACION. La equivalencia de (i) y (ii) se sigue de

1Qvik| = 1TQv:k|% = |Qu; Tk -

El mismo argumento es aplicado a {x;, JV;}ics, junto con la Proposicién 5.8, permite

probar la equivalencia de (iii) y (iv).

|1Prv. k|3 = || TPkl = || Py K|

La equivalencia de (i) y (iv) se prueba con la Proposicién 5.9/ como se sigue, dadas Pjy;

y Py, proyecciones ortogonales sobre JV; y V; respectivamente, se define
Qv, = Py, Py,
el cual es una proyeccién J-ortogonal sobre V;. Asi debido a que Jy, C V; se obtiene
1Qikll = [T Py, TPyk|l5 = [Py Pav, JEIS = 1Py, TE|3.
OJ

PROPOSICION 5.13. Fijese {x;}icr € (°(I). Considérese una particion {J;}ier del con-
gunto de indices I tal que I = | |,.; J; y {ki;}jecs, es una sucesion de marcos para el espacio
de Krein IC con cotas A;, B; > 0. Se define V; = spanjej,{ki;} para todo i € I y se escoge

una base J-ortonormal {e; ;}jecs, para cada subespacio V;. Supdngase que

0<A=infA; < B=supB;,

el iel
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) {wiki;}icr jes, €s un marco para el espacio de Krein K.
(ii) {xieij}ierjes; es un marco para el espacio de Krein IC.

(iii) {xi, Vi}ier es un marco de subespacios para el espacio de Krein K

DEMOSTRACION. Se tiene que {k;;};cs, €s una sucesién de marcos para el espacio de
Krein K con cotas A;, B; > 0. En el Teorema 3.3 se prob6 que esto es equivalente a decir
que {k; ;}jecs, es una sucesion de marcos para el espacio de Hilbert (IC, || - || ;) con las mismas
cotas. Asi, por el Teorema [5.12/ la prueba es analoga al caso de espacios de Hilbert, ver
[6]. O

PROPOSICION 5.14. Sean K y K espacios de Krein con simetrias fundamentales J y J
respectivamente. Considérese U : (IC,[-,+];) — (IE, - ]j> un operador invertible. La fami-
lia {x;,Vi}ier es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (KC,[-,-];) si y solo si

{z;,UV;}icr es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert <ﬁ, [ ]j)
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.8/ se tiene que la prueba se sigue facilmente de la
igualdad

| Py, k

|5 = 0™ Puvid k|[5 = || Puvitd k|-

2. Marco de subespacios en espacios de Hilbert I/-métrica

En el Capitulo 4 se probdé que el comportamiento de los marcos en espacios de Krein
dados por una W-métrica depende de las propiedades del operador de Gram W. Esto es, por
un lado si es acotado o no y por el otrosi 0 € p(W) 6 0 € o(W). A continuacién se estudiaran
los marcos de subespacios en espacios de Hilbert con W-métrica teniendo en cuenta estas

propiedades del operador de Gram.

2.1. Marco de subespacios en espacios de Krein regulares.

TEOREMA 5.15. Sean Hy un espacio de Krein reqular y {V;}ic; una familia de subes-
pacios cerrados de H. La familia {x;, V;}ic; es un marco de subespacios para el espacio de

Hilbert (H, (-,-)) si y solo si {x;, Vi}ier es un marco de subespacios para Hyy.

DEMOSTRACION. Sea Qy, = Py, Py,. Por (2.5)

WY D ad (1P JRIP < af | Py P RIS =D 2? |Quikl
el i€l el
<|\WID a1 Pr k. (5.6)
el

=] Supéngase que {z;,V;}ic; es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert
(H, (-,-)) con cotas A, B > 0, entonces por la desigualdad (5.6) se obtiene que {z;, JV;}icr
es un marco de subespacios para Hy, con cotas A’ = |[W~ 1|t Ay B' = ||W] B.

Por el Teorema [5.12/ se tiene que {x;,V;};cr es un marco de subespacios para el espacio
de Krein regular Hyy .

[« la prueba es analoga al caso anterior. 0

2.2. Marco de subespacios en espacios de Krein singulares.

TEOREMA 5.16. Sea Hy un espacio de Krein singular, y {V;}ic1 una familia de subes-
pacios cerrados de H. Si {x;,V;}icr es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert

(H, (-,-)), entonces {x;, V;}icr no es un marco de subespacios para Hyy.
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DEMOSTRACION. Como Hy, es un espacio de Krein singular, entonces 0 € o.(W). Asf,
dado £ > 0, la medida espectral E,, donde

W= / AdE,,
(W)

satisface que E, ((0,¢]) # 0.

Sin embargo

0a-UL

neN

o ([5) -

Ahora, supéngase f € E) <[nio,5]) H NV, para algin j € I tal que ||f|| =1y [|fll; <1
(debido a que [|f{l; < [V WIS

De esta manera, si M = sup,¢; z;, entonces

2 2
S a2 IQusl} =2 VIV < a7ta2 > | P/ IWIY |
i€l el

< A'BM? <</0(W) Al dEA) E, ([nioaD f,f>

= A'BM? /(W) Al X[ ] (A)d (Ex)y,

por lo cual, hay un ng € N tal que

ng’
< eBAT'M*(E\ (c(W)) £, f)
= AT'BM%| f|]* = AT\ BM?e.

Por lo tanto, para ¢ — 0,

it (Z 7] ||wa||3> =0. (5.7)
- i€l

Ahora, si {z;, V;}ie; es un marco de subespacios para el espacio de Krein singular Hyy
con cotas C, D > 0, entonces tomando f como antes, por el Teorema 5.12 y por (5.7) se
obtiene que C' = 0, lo cual contradice que {z;, V;}ie; sea un marco de subespacios para el

espacio de Krein singular Hyy . O

OBSERVACION 5.17. Un espacio de Hilbert H con una W-métrica arbitraria, puede ser
inmerso densamente en un espacio de Krein Hy . Por ello, si Hy es un espacio de Krein
regular, entonces los marcos de subespacios pueden ser transferidos de H a Hyy. Esto sucede

porque (Hw, [,-];) = (H,[,*]s) v las normas || - || y || - || son equivalentes. Sin embargo,
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cuando el espacio de Krein Hy es singular, los marcos de subespacios no se transfieren
mediante la densidad, porque la propiedad 0 € o(WW) influye fuertemente. Por lo tanto, se
debe encontrar una manera de extender los marcos de subespacios del espacio de Hilbert H

al espacio de Krein singular Hyy.

Una forma de extender marcos de subespacios del espacio de Hilbert H al espacio de

Krein singular Hy, se hace de la siguiente manera.

TEOREMA 5.18. Sea Hw un espacio de Krein singular. Eziste un operador invertible
U :H — Hw tal que:
(i) Si{x;,Vi}ier es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H, {-,-)), enton-
ces {x;,UV;}icres un marco de subespacios para el espacio de Krein singular Hyy .
(i1) Si {x;, Vitier es un marco de subespacios para el espacio de Krein singular Hy,

entonces {x;,U"'V;}icr es un marco de subespacio para (H, (-,-)).

DEMOSTRACION. De la Ecuacién 4.7 sigue que el operador \/W :H C Hw — H,
satisface ,
|k = </ TWTk TTR) = (W Ik k) = [16]3.
Esto es, \/|W] € B(H, Hw) es una isometria.
Por lo tanto, esta isometria tiene una unica extension sobre Hy,, denotada \/ﬁ . Luego,

—

considerando U = +/|W/|, las implicaciones (i) y (ii) son consecuencia de los Teoremas [5.12
v 514, 0

El siguiente resultado es bien conocido, ver [20]. Este es de gran importancia para nuestro

propésito principal.

PROPOSICION 5.19. Sea A un operador acotado y auto-adjunto sobre un espacio de Hilbert

separable H. Entonces,

H= P H.., (5.8)

neNU{oo}

y existen medidas {p, }Y_ (N = 1,2, ...0 00) sobre o(A) y un operador unitario
T :Hy, — La(c(A),duy) (5.9)

tal que
(TAT™'¢) (A) = M, neNU{oo}

donde se escribe un elemento

v € @ La(a(A), du)
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como una N-upla (1 (X), Ya(N), ..., ¥n(N)).

TEOREMA 5.20. Sean H un espacio de Hilbert separable y W un operador de Gram
definido en H tal que 0 € a(W). Entonces el espacio de Krein singular Hy, tiene una base

ortonormal de subespacios.

DEMOSTRACION. Note que el operador de Gram W es auto-adjunto, entonces por la
Proposicién 5.19 se tiene (5.8) y existen medidas {u,}2_ (N = 1,2,...or oo) sobre o(A)
tales que Hy, =~ Lo(o(W),du,). Por lo tanto {{1}, Hy, }

subespacios para H con cotas iguales a 1.

nENU{oo} €S UI MArco de Parseval de

Por el Teorema [5.18 se tiene que {{1},UHn}, (o0 €8 un marco de Parseval de subes-

pacios para el espacio de Krein singular Hy . En realidad, {{1},UH,} , €s una base

neNU{oo
ortonormal de subespacios para Hy. Asi se concluye que

Hw= P uH,, (5.10)

neNU{oo} [l

OBSERVACION 5.21. Nétese que si 0 ¢ o(W), por (2.6) se tiene que

Hw=MH.[ 1) = B Hy. [ 1) (5.11)

neNU{oo}

TEOREMA 5.22. Sea Hy un espacio de Krein singular con operador de Gram W. En-

tonces Hy tiene la siguiente descomposicion

Hw= P Hi. (5.12)

neNU{oco}

Ademds, existen medidas {p, }Y_, (N = 1,2, ...0r 00) sobre o(W) tales que
WY = Lo(o(W), 2y, (2))
es un espacio de Krein para cada n € NU {oco}.

DEMOSTRACION. Debido a que el espacio de Krein separable Hyy es singular, el operador
de Gram W es tal que 0 € o(W). Por lo tanto, por el Teorema [5.20 la familia {{1},UH,y, },

es una base ortonormal de subespacios de Hyy. Se define
Hy) :=UMHy,, paratodon € NU{oc}. (5.13)

Se intenta probar que H}) =~ Lo(o (W), x dpn(x)).
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Fijado n € NU {oo}, Ly (6(W), du,) es un espacio de Hilbert, donde p,, es una medida
de Lebesgue. Sobre este espacio de Hilbert se define el operador acotado y autoadjunto dado

por
(Wef) (x) = 2 f(x).
Este operador lineal es tal que
ker W, = {0}
debido a que iy, <Id;(lw){0}) = 0, donde Id,wyz = x. En efecto, si (W, f)(z) = 0, para
todo x € (W), entonces dado m € N, se toman los conjuntos medibles

My ={x € o(W): [f(2)] > 1/m},

y se obtiene

0= [IW./]? = / (@) PlaPdn,
o (WA Ly, (10)

~ [ @) PePdna) = — [ o ().

" ML, ((0))
Esto es, p, (M,,) =0, para todo m € N.

Consecuentemente si

)

Mt ={zeaW):|f(x) >0} =[] M

meN

1
m

entonces i, (M™) = 0. Asi se concluye que |f| = 0 en casi toda parte de o(W). Equivalen-
temente, f = 0 en casi toda parte en o(W).
Ahora, si sobre el espacio de Hilbert Lo(o (W), du,(x)) se toma el operador de Gram W,

entonces

Lo(o(W), din (@) " = La(0(W), 2 dpn(x))

es un espacio de Krein singular, donde

Lo(o (W), 2dpy (1)) = {f € Lo(o(W), duy) - / o F@Ple] din(e) < oo}

A5 = [f. flr = (IWelf. f) =/ (@) 2] dpn ().

a(W)
Por otro lado, se define el operador lineal F' : Ly (o(W),du,) — Lo (a(W), x du,(x))
dado por

(Fg)(z) = 2
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donde la funcién v es medible y satisface

[Y(@)]* = |

en casi toda parte en o(W). Para n € NU {oco} fijo se tiene que

pa (|17 {0}) = g (Tdour| =" {0}) =0,

IFfI5 = / (@)~ (@) Pla| dpn () = / |f (@) dpn () = || f]1*.
o(W) o(W)
Ademas, el operador lineal F' tiene inverso, el cual esta bien definido y esta dado por
(F7'f) (x) = ¢(x) f(2).

En conclusion, la demostracion del teorema se obtiene del siguiente diagrama

Hy ——> Lo(o(W), dptn(z)) (5.14)
MY —— Ly (0(W), x dpa(2)),

donde G es un operador invertible definido en Hy,, sobre Lo(o (W), dpi,(2)). O

3. Caso en que el operador de Gram W es no acotado.

Desafortunadamente, no se puede obtener resultados similares cuando el operador de
Gram W es no acotado sobre el espacio de Hilbert H. Principalmente porque las herramientas
usadas estan basadas en propiedades especificas dadas para el dlgebra C* B(H).

El operador de Gram W esta bien definido con dominio denso Dy, € ‘H. Por lo tanto,
la W-métrica [-,-] = (W, -) sblo esta definida para x,y € Dy = Dy+. La descomposicién

polar, W = J|W/|, nos permite definir
[z, y]s = (|Wlz,y), paratodo z,y € Dy,
y por Proposicion 2.32 se obtiene que
Hy = Dy . (5.15)

PROPOSICION 5.23. Sea {z;}icr € (°(I). Considérese una particion {J;}ier de I tal que
I =1l,c; Ji y sea {ki;}jes, una sucesion de marcos para el espacio de Hilbert (H.(-,-)) con
cotas A;, B; > 0. Suponga que V; = span;ey,{ki;} para cada i € I y
0< A:in}fAi < B =supB;.
1€

i€l
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Por lo tanto, si {x;,V;}icr es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H, (-,-)),

entonces {x;, Vi }ier no es marco de subespacios para el espacio de Krein Hy .

DEMOSTRACION. Se tiene que {z;k; ;}icr jes; €s un marco para el espacio de Hilbert H
(ver [6]), pero en la Proposicién 4.2 se prueba que {z;k; ;};cs no es marco para el espacio
de Krein Hy, cuando el operador de Gram W es no acotado. Asi, por la Proposicion 5.13,

la familia {z;, V; }ic; no es un marco de subespacios para el espacio de Krein Hyy . O

TEOREMA 5.24. Sea Hw un espacio de Krein con operador de Gram W no acotado y
con 0 ¢ o(W). Sea G : D C Hw — H dado por G = /]W]| entonces
(1) Si {xi, Vitier es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H,(-,-)), en-
tonces {x;, GV, }icr es un marco de subespacios para el espacio de Krein Hyy.
(ii) St {x;, Vi}ier es un marco de subespacios para el espacio de Krein Hys, entonces

{2, GV;}icr es un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H, (-,-)).

DEMOSTRACION. Debido a que 0 € p(W), el operador lineal G es invertible (ver Capitulo
4). Asi por la Proposicién [5.14) se tiene la prueba. 0

Cuando el operador de Gram W es no acotado con 0 € o(W), se obtiene un resultado

analogo al Teorema 5.18.

TEOREMA 5.25. Sea Hyw un espacio de Krein, donde el operador de Gram W es no
acotado con 0 € o(W). Existe un operador invertible U : H — Hw tal que:
(1) Si {x;, Vi}ier €s un marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H,(-,-)), en-
tonces {x;,UV; }icr es un marco de subespacios para Hyy .
(i) Si {x;, Vi}ier es un marco de subespacios para Hyy, entonces {x;,U " V;}icr es un

marco de subespacios para el espacio de Hilbert (H, (-, -)).

DEMOSTRACION. Considérese el operador lineal G : Dg C Hy — H, dado por

G =/|W].
En el Capitulo 4! se probé que para 0 € o(W), este operador tiene una tnica extensién
U:=G: Hy —H.

Luego por la Proposicion [5.14/ se obtiene lo afirmado. [l
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